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Chapitre 1

Séries de Fourier

1. Fonctions périodiques, coefficients de Fourier

1.1. Généralités.

Définition 1.1. Soit T ą 0. On dit qu’une fonction f : RÑ C est T -périodique
si

@t P R : fpt` T q “ fptq.

Exemple 1. Les fonctions sinus et cosinus sont 2π-périodiques.

Exemple 2. La fonction “partie fractionnaire" est 1-périodique.

Exemple 3. Pour tout k P Z, la fonction ek définie par

ekptq :“ eikt

est 2π-périodique. Plus généralement, toute fonction P : RÑ C de la forme

P ptq “
ÿ

kPΛ

cke
ikt où Λ Ď Z est fini

est 2π-périodique. Une fonction de ce type s’appelle un polynôme trigonométrique.

Notation. Étant donné T ą 0, on note L1
T l’espace vectoriel constitué par toutes

les fonctions boréliennes f : RÑ C qui sont T -périodiques et localement intégrables,
i.e. intégrables sur tout intervalle compact ra, bs Ď R.

Le lemme suivant est d’usage constant.

Lemme 1.2. Si f P L1
T alors, pour tous intervalles I, J Ď R de longueur T , on a

ż

I
fptq dt “

ż

J
fptq dt.

Démonstration. Il suffit de montrer que
ş

I fptq dt “
şT
0 f pour tout intervalle I de

longueur T . On écrit I “ pa, a` T q. Par la relation de Chasles, on a
ż a`T

a
fptq dt “

ż 0

a
fptq dt`

ż T

0
fptq dt`

ż a`T

T
fptq dt

“

ż T

0
fptq dt`

ż a`T

T
f ´

ż a

0
f.

De plus, comme f est T -périodique, on a aussi
ż a`T

T
f “

ż a`T

T
fpxq dx “

ż a

0
fpt` T q dt “

ż a

0
fptq dt “

ż a

0
f ;

donc
şa`T
a fptq dt “

şT
0 fptq dt. �
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6 1. SÉRIES DE FOURIER

Exercice. Soit f : R Ñ C une fonction borélienne T -périodique. Montrer que si
f est intégrable sur un intervalle de longueur T , alors f P L1

T .

1.2. Un problème naturel. Comme les seules fonctions 2π-périodiques aux-
quelles on pense immédiatement sont les polynômes trigonométriques, il parait na-
turel de se demander si on peut “synthétiser" n’importe quelle fonction 2π-périodique
f : RÑ C à partir des fonctions 2π-périodiques élémentaires ekptq “ eikt.

Question vague. Si f : R Ñ C est une fonction 2π-périodique “raisonnable",
peut-on écrire

fptq “
8
ÿ

k“´8

cke
ikt,

où pckqkPZ est une suite de coefficients (indépendants de t) et la série de fonctions
ř

ckek
converge en un sens à préciser ?

Sous-question 1. Que veut dire
8
ř

´8

?

Définition 1.3. Soit pukqkPZ une suite indexée par Z dans un espace vectoriel
normé E. On dira que la série

ř

uk converge symétriquement si les sommes partielles
symétriques Sn :“

řn
k“´n uk admettent une limite quand n Ñ 8. Dans ce cas, on

pose
8
ÿ

k“´8

uk :“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“´n

uk.

Sous-question 2. Quels coefficients ck ?

Lemme 1.4. Soit f : RÑ C une fonction continue 2π-périodique. On suppose qu’on
peut écrire

fptq “
8
ÿ

k“´8

cke
ikt,

où la série
ř

cke
ikt converge (symétriquement) uniformément sur R. Dans ces condi-

tions, les coefficients ck sont déterminés de manière unique : on a pour tout k P Z,

ck “
1

2π

ż π

´π
fptqe´iktdt.

Démonstration. On a besoin du fait suivant, qui sera utilisé plusieurs fois dans la
suite du chapitre.

Fait 1.5. Si m P Z, alors
ż π

´π
eimtdt “

"

2π si m “ 0,
0 si m ‰ 0.

Preuve du Fait. Si m “ 0, alors eimt ” 1 et donc
şπ
´π e

imtdt “ 2π. Si m ‰ 0, alors
şπ
´π e

imtdt “
”

1
m eimt

ıπ

´π
“ 0 par 2π-périodicité. �
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Revenons maintenant à la preuve du lemme. Comme fptq “
8
ř

l“´8

cle
ilt avec conver-

gence uniforme de la série sur r´π, πs, on peut écrire
ż π

´π
fptqe´ikt dt “

ż π

´π

´

8
ÿ

l“´8

cle
ilt
¯

e´iktdt

“

8
ÿ

l“´8

cl

ż π

´π
eipl´kqtdt.

De plus, par le Fait 1.5, le seul terme non nul dans la somme précédente est celui
où l “ k, qui vaut 2πck ; et on obtient ainsi

ż π

´π
fptqe´iktdt “ 2π ck.

�

1.3. Coefficients de Fourier. Le Lemme 1.4 “motive" la définition suivante.

Définition 1.6. Soit f P L1
2π. Pour k P Z, on pose

ckpfq :“

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
¨

On dit que les ck sont les coefficients de Fourier de f , et que la série
ř

kPZ cke
ikt

est la série de Fourier de f .

Remarque 1. Par périodicité, on a aussi ckpfq “
ş

I fptqe
´ikt dt

2π pour n’importe
quel intervalle I de longueur 2π. En particulier,

ckpfq “

ż 2π

0
fptqe´ikt

dt

2π
¨

Remarque 2. Les applications f ÞÑ ckpfq dsont des formes linéaires sur L1
2π : on

a ckpf ` gq “ ckpfq ` ckpgq et ckpλfq “ λckpfq pour toute constante λ.

Notation. Si f P L1
2π, on pose pour tout n P N :

Snfptq “
n
ÿ

k“´n

ckpfq e
ikt.

Autrement dit,

Snf “
n
ÿ

k“´n

ckpfq ek.

Remarque 1.7. Soit f P L1
2π. Pour k P Z, posons

αkpfq :“
1

π

ż π

0
fptq cospktq dt et βkpfq :“

1

π

ż π

0
fptq sinpktq dt.
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(i) Si la fonction f est paire sur s ´ π, πr, alors

ckpfq “ αkpfq pour tout k P Z

et

Snfptq “ c0pfq ` 2
n
ÿ

k“1

αkpfq cospktq pour tout n ě 1.

(ii) Si la fonction f est impaire sur s ´ π, πr, alors

ckpfq “ ´iβkpfq pour tout k P Z

et

Snfptq “ 2
n
ÿ

k“1

βkpfq sinpktq pour tout n ě 1.

Démonstration. (i) Supposons f paire sur s ´ π, πr. Pour tout k P Z, on a

ckpfq “
1

2π

ˆ
ż 0

´π
fptqe´iktdt`

ż π

0
fptqe´iktdt

˙

“
1

2π

ˆ
ż π

0
fp´tqeiktdt`

ż π

0
fptqe´iktdt

˙

“
1

2π

ż π

0
fptq ˆ 2 cospktq dt par parité de f

“ αkpfq.

Comme αkpfq “ α´kpfq par parité de cos, on a donc c´kpfq “ ckpfq “ αkpfq pour
tout k P Z, et donc

Snfptq “ c0pfq `
n
ÿ

k“1

αkpfq
`

eikt ` e´ikt
˘

“ c0pfq ` 2
n
ÿ

k“1

αkpfq cospktq.

(ii) Supposons f impaire sur s ´ π, πr. On montre comme dans (i) qu’on a

ckpfq “ ´
i

π

ż π

0
fptq sinpktq dt “ ´iβkpfq

pour tout k P Z (exo). En particulier c0pfq “ 0 et c´kpfq “ ´ckpfq pour tout k P Z ;
donc

Snfptq “
n
ÿ

k“1

ckpfq
`

eikt ´ e´ikt
˘

“ 2i
n
ÿ

k“1

ckpfq sinpktq “ 2
n
ÿ

k“1

βkpfq sinpktq.

�

La question, finalement. Si f P L1
2π, à quelle(s) condition(s) peut-on dire que

Snf “tend vers f", en un (ou plusieurs) sens à préciser ?
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2. Un (tout petit) peu d’analyse fonctionnelle

2.1. Des espaces de fonctions. On a déjà défini l’espace L1
2π. On définit de

même l’espace Lp2π pour 1 ď p ă 8 : une fonction borélienne f : R Ñ C est dans Lp2π
si f est 2π-périodique et si |f |p est localement intégrable. On identifie deux fonctions
de Lp2π si elles sont égales presque partout. Ainsi,

f “ 0 dans Lp2π ðñ fptq “ 0 pp.

Enfin, on note C2π l’ensemble des fonctions f : RÑ C continues et 2π-périodiques.

Exercice. Montrer que si f P C2π, alors f est bornée et uniformément continue
sur R.

Pour f P Lp2π, on pose

}f}p :“

ˆ
ż π

´π
|fptq|p

dt

2π

˙1{p

;

et pour f P C2π, on pose

}f}8 :“ sup
 

|fptq|; t P r´π, πs
(

“ sup
 

|fptq|; t P R
(

,

qui est bien défini car f est bornée.

Fait 1. Lp2π et C2π sont des espaces vectoriels, et } ¨ }p et } ¨ }8 sont des normes
sur Lp2π et sur C2π respectivement.

Démonstration. On le sait... �

Fait 2. Pour tout 1 ď p ă 8, on a C2π Ď Lp2π Ď L1
2π et } ¨ }1 ď } ¨ }p ď } ¨ }8.

Démonstration. L’inclusion C2π Ď Lp2π et l’inégalité } ¨ }p ď } ¨ }8 sont laissées en
exo.

Montrons l’inclusion Lp2π Ď L1
2π et l’inégalité } ¨ }1 ď } ¨ }p. Supposons 1 ă p ă 8,

et notons q l’exposant conjugué de p. Si f P Lp2π alors, par l’inégalité de Hölder, on a
ż π

´π
|fptq|

dt

2π
ď

ˆ
ż π

´π
|fptq|p

dt

2π

˙1{pˆż π

´π
1q

dt

2π

˙1{q

“ }f}p;

donc f P L1
2π et }f}1 ď }f}p. �

Fait 3. Si f P L1
2π, alors

|ckpfq| ď }f}1 pour tout k P Z.

Démonstration. Micro-exo. �

Théorème 2.1. C2π est dense dans Lp2π, pour tout 1 ď p ă 8.

Démonstration. Soit f P Lp2π, et soit ε ą 0. On cherche une fonction ϕ P C2π telle
que }ϕ ´ f}p ă ε. On sait par le cours de théorie de l’intégration que les fonctions
continues à support compact sont denses dans Lpps ´ π, πrq. Donc, on peut trouver
une fonction continue ϕ : s´π, πrÑ C, nulle en dehors d’un certain intervalle compact
ra, bs Ă s ´ π, πr telle que }ϕ ´ f}Lpps´π,πrq ă ε. La fonction ϕ peut se prolonger en
une fonction continue sur R et 2π-périodique (micro-exo), qu’on note encore ϕ. Alors
ϕ P C2π et }ϕ´ f}p ă ε. �
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2.2. Raisonnement par approximation. Le lemme suivant est la base de nom-
breux “raisonnements par approximation”. On l’utilisera plusieurs fois.

Lemme 2.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soient également pLnqnPN
une suite d’applications linéaires continues, Ln : E Ñ F , et soit L P LpE,F q. On sup-
pose que :

(i) il existe un ensemble dense D Ď E tel que Lnpzq Ñ Lpzq pour tout z P D ;
(ii) il existe une constante C telle que @n P N : }Ln} ď C.
Alors on peut conclure que Lnpuq Ñ Lpuq pour tout u P E

Démonstration. Quitte à remplacer Ln par Ln ´ L (qui vérifie (ii) avec C 1 :“
C ` }L}), on peut supposer que L “ 0.

Soit u P E quelconque, et soit ε ą 0. Comme D est dense dans E, on peut trouver
z P D tel que }z ´ u} ď ε. Pour tout n P N, on a alors

}Lnpuq “ }Lnpu´ zq ` Lnpzq}

ď }Lnpu´ zq} ` }Lnpzq}

ď }Ln} }u´ z} ` }Lnpzq}

ď C }z ´ u} ` }Lnpzq} ď C ε` }Lnpzq}.

Maintenant, comme z P D, on sait que Lnpzq Ñ 0 ; donc on peut trouver un entier
N tel que }Lnpzq} ď ε pour tout n ě N . On obtient ainsi

@n ě N : }Lnpuq} ď pC ` 1q ε;

ce qui montre que Lnpuq Ñ 0. �

2.3. Illustration : le “Lemme de Riemann-Lebesgue".

Proposition 2.3. Pour toute fonction f P L1
2π, on a lim

kÑ˘8
ckpfq “ 0.

Démonstration. La preuve qu’on va donner se fait en 2 étapes : on démontre d’abord
le résultat pour toutes les fonctions de classe C1, puis on conclut “par approximation”
en utilisant le Lemme 2.2.

Cas 1. On suppose que f est de classe C1.

Dans ce cas, on utilise une intégration par parties. Si k ‰ 0, alors

2πckpfq “

ż π

´π
fptqe´iktdt

“

„

fptq ˆ
1

´ik
e´ikt

π

´π

`
1

ik

ż π

´π
f 1ptqe´iktdt

“
2π

ik
ckpf

1q.

Donc |ckpfq| ď 1
|k| |ckpf

1q| ď 1
|k| }f

1}1, et donc ckpfq Ñ 0 quand k Ñ ˘8.

Cas général. On montre le résultat pour toute f P L1
2π.

Pour k P Z, soit Lk : L1
2π Ñ C la forme linéaire définie par

Lkpfq :“ ckpfq.

Comme |ckpfq| ď }f}1 pour toute f P L1
2π, les Lk sont continues avec }Lk} ď 1

pour tout k. De plus, Lkpϕq Ñ 0 pour toute ϕ P C1
2π par le Cas 1, où C1

2π est l’ensemble
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des fonctions 2π-périodiques de classe C1. Enfin, on verra plus loin (Corollaire 3.8) que
C1

2π est dense dans L1
2π. On peut donc conclure grâce au Lemme 2.2 que Lkpfq Ñ 0

pour toute f P L1
2π ; ce qu’on voulait. �

Remarque. Il est important de se souvenir que si f est une fonction 2π-périodique
de classe C1, alors

(2.1) ckpfq “
1

ik
ckpf

1q pour tout k ‰ 0;

et que cette formule s’obtient en faisant une intégration par parties.

3. Convolution

3.1. Définition du produit de convolution.

Définition 3.1. Soient f, g P L1
2π. Pour x P R tel que la fonction t ÞÑ fptqgpx´ tq

soit intégrable sur r´π, πs, on pose

f ˚ gpxq “

ż π

´π
fptqgpx´ tq

dt

2π
¨

On dit que la fonction (partiellement définie) f ˚ g est la convolée de f et g.

Lemme 3.2. Si f, g P L1
2π, alors f ˚ gpxq est bien défini pour presque tout x P R et

f ˚ g P L1
2π, avec }f ˚ g}1 ď }f}1}g}1.

Démonstration. Comme g est 2π-périodique, il est clair que f ˚ gpxq est bien défini
si et seulement si f ˚gpx`2πq l’est, et qu’on a alors f ˚gpxq “ f ˚gpx`2πq. Donc f ˚g
est 2π-périodique sur son domaine de définition. On prolonge f ˚ g à R tout entier en
posant f ˚ gpxq :“ 0 si la fonction t ÞÑ fptqgpx´ tq n’est pas intégrable sur R. De cette
façon, f ˚g devient une fonction définie sur R tout entier, et 2π-périodique (micro-exo).
De plus, on admettra que f ˚ g est borélienne.

Par le théorème de Fubini, on a
ż π

´π

ˆ
ż π

´π
|fptqgpx´ tq|

dt

2π

˙

dx

2π
“

ż π

´π
|fptq|

ˆ
ż π

´π
|gpx´ tq|

dx

2π

˙

dt

2π

“

ż π

´π
|fptq|

ˆ
ż π´t

´π´t
|gpuq|

du

2π

˙

dt

2π

“ }g}1

ż π

´π
|fptq|

dt

2π

“ }g}1}f}1 ă 8.

En particulier, on a
şπ
´π |fptqgpx ´ tq| dt2π ă 8 pour presque tout x P r´π, πs.

Autrement dit, f ˚ gpxq est bien défini pour presque tout x P r´π, πs ; et donc pour
presque tout x P R par périodicité

Enfin, comme |f ˚ gpxq| ď φpxq :“
şπ
´π |fptqgpx´ tq|

dt
2π pp, on a

şπ
´π |f ˚ gpxq|

dx
2π ď

şπ
´π φpxq

dx
2π “ }f}1}g}1 ; donc f ˚ g P L

1
2π et }f ˚ g}1 ď }f}1 }g}1. �

Remarque 1. Si f P L1
2π et g P C2π, alors f ˚ gpxq est bien défini pour tout x P R,

et f ˚ g P C2π avec }f ˚ g}8 ď }f}1}g}8.
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Démonstration. Comme g est bornée sur R et f est intégrable sur r´π, πs, la fonc-
tion t ÞÑ fptqgpx´ tq est intégrable sur r´π, πs pour tout x P R ; autrement dit f ˚ gpxq
est bien défini pour tout x P R. La continuité de f ˚g découle du théorème de continuité
pour les intégrales à paramètre (exo). �

Remarque 2. Si f, g P L1
2π, alors f ˚ g “ g ˚ f .

Démonstration. En posant u :“ x´ t et en utilisant la périodicité, on voit que

f ˚ gpxq “

ż π

´π
fptqgpx´ tq

dt

2π
“

ż x`π

x´π
fpx´ uqgpuq

du

2π

“

ż π

´π
gpuqfpx´ uq

du

2π
“ g ˚ fpxq.

�

Remarque 3. L’application pf, gq ÞÑ f ˚ g est bilinéaire.

Démonstration. C’est évident par linéarité de l’intégrale. �

3.2. Fourier et convolution. Le lemme suivant est “évident", mais on verra qu’il
est aussi très important.

Lemme 3.3. Si f P L1
2π, alors f ˚ ek “ ckpfqek pour tout k P Z.

Démonstration. C’est clair par définition :

f ˚ ekpxq “

ż π

´π
fptqeikpx´tq

dt

2π
“ eikx

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
“ ckpfqekpxq.

�

Corollaire 3.4. Si f P L1
2π, alors les sommes partielles de Fourier peuvent s’écrire

comme des convolutions : on a pour tout n P N,

Snf “ f ˚Dn où Dn :“
n
ÿ

k“´n

ek.

La fonction Dn s’appelle le noyau de Dirichlet de degré n

La proposition suivante ne nous servira en fait à rien ; mais il est tout de même
important de connaitre ce résultat (“la transformation de Fourier change le produit de
convolution en produit ordinaire").

Proposition 3.5. Si f, g P L1
2π, alors ckpf ˚ gq “ ckpfqckpgq pour tout k P Z.
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Démonstration. Par le théorème de Fubini (exo : vérifier qu’on peut l’appliquer),
on a

ckpf ˚ gq “

ż π

´π
f ˚ gpxq e´ikx

dx

2π

“

ż π

´π

ˆ
ż π

´π
fptqgpx´ tq

dt

2π

˙

e´ikx
dx

2π

“

ż π

´π
fptqe´ikt

ˆ
ż π

´π
gpx´ tqe´ikpx´tq

dx

2π

˙

dt

2π

“

ż π

´π
fptqe´ikt

ˆ
ż ´t`π

´t´π
gpuqe´iku

du

2π

˙

dt

2π

“ ckpgq

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
“ ckpgqckpfq.

�

3.3. Approximation par convolution.

Définition 3.6. Soit pQnqnPN une suite de fonctions de L1
2π. On dit que pQnqnPN

est une suite de Dirac si elle vérifie les propriétés suivantes.
(i)

şπ
´π Qnptq

dt
2π “ 1, et Qn ě 0 pour tout n P N ;

(ii) pour tout δ vérifiant 0 ă δ ă π, on a

lim
nÑ8

ż π

δ
Qnptq

dt

2π
“ 0 “ lim

nÑ8

ż ´δ

´π
Qnptq

dt

2π
¨

Exemple. Il existe une suite de Dirac pQnq formée de fonctions de classe C1.

Démonstration. Pour tout n P N, on choisit une fonction qn : r´π, πs Ñ R de classe
C1, telle que qn ě 0, qnptq “ 0 en dehors de r´2´n, 2´ns et

şπ
´π qnptq dt “ 2π, et on

prolonge qn en une fonction 2π-périodique Qn. Faire un dessin. Il n’est pas évident
que de telles fonctions qn existent ; en posant an :“ 2´n, on peut par exemple prendre
qnptq :“ e´

1
t´an e´

1
t`an pour |t| ă an et qnptq :“ 0 pour |t| ě an (exo : vérifier que cela

fonctionne). �

Théorème 3.7. Soit pQnqnPN Ď L1
2π une suite de Dirac.

(1) Si f P C2π, alors Qn ˚ f Ñ f uniformément quand nÑ8.
(2) Si f P L1

2π, alors Qn ˚ f Ñ f en norme L1.

Démonstration. (1) Soit f P C2π. Fixons ε ą 0 ; on veut montrer qu’il existe un
entier N tel que

@n ě N @x P R : |Qn ˚ fpxq ´ fpxq| ď ε.

La 1ère idée est d’écrire Qn ˚ fpxq ´ fpxq comme une intégrale. Si x P R est
quelconque, alors comme

şπ
´π Qnptq

dt
2π “ 1 par (i), on peut écrire

fpxq “

ż π

´π
fpxqQnptq

dt

2π
;

et par conséquent

Qn ˚ fpxq ´ fpxq “

ż π

´π

`

fpx´ tq ´ fpxq
˘

Qnptq
dt

2π
¨
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La 2ème idée est de découper l’intégrale en 2 parties : celle où la variable t est
“petite” et celle où t n’est “pas petit”.

De façon précise, comme la fonction f est dans C2π, elle est uniformément continue
sur R. Donc, on peut trouver δ ą 0, avec δ ă π si on veut, tel que

|u´ v| ď δ ùñ |fpuq ´ fpvq| ď ε.

Pour n P N et x P R quelconques, on écrit alors

Qn ˚fpxq´fpxq “

ż

|t|ďδ

`

fpx´ tq´fpxq
˘

Qnptq
dt

2π
`

ż

δă|t|ďπ

`

fpx´ tq´fpxq
˘

Qnptq
dt

2π
;

et comme Qn ě 0, on en déduit

|Qn ˚ fpxq ´ fpxq| ď

ż

|t|ďδ
εQnptq

dt

2π
`

ż

δă|t|ďπ
2}f}8Qnptq

dt

2π

ď ε

ż π

´π
Qnptq

dt

2π
` 2}f}8

ż

δă|t|ďπ
Qnptq

dt

2π

ď ε` 2}f}8

ż

δă|t|ďπ
Qnptq

dt

2π
par (i).

Cette majoration est valable pour tout x P R et pour tout n P N. Maintenant, par
(ii) on peut trouver un entier N tel que

@n ě N : 2}f}8

ż

δă|t|ďπ
Qnptq

dt

2π
ď ε.

Ainsi, on obtient

@n ě N @x P R : |Qn ˚ fpxq ´ fpxq| ď ε` ε “ 2ε;

donc on obtient ce qu’on voulait en démarrant avec ε{2 au lieu de ε.
(2) La preuve est un exemple typique de “raisonnement par approximation”.
On veut montrer que Qn ˚ f Ñ f dans L1

2π pour toute f P L1
2π ; et comme } ¨

}1 ď } ¨ }8, on sait déjà par (1) que c’est vrai lorsque f P C2π. Considérons alors les
applications linéaires Ln : L1

2π Ñ L1
2π et L : L1

2π Ñ L1
2π définies par

Lnpfq :“ Qn ˚ f et Lpfq :“ f.

Comme }Qn ˚ f}1 ď }f}1 }Qn}1 “ }f}1 par (i), les Ln sont continues et }Ln} ď 1
pour tout n ; et bien sûr L est continue aussi. De plus, Lnpϕq Ñ Lpϕq pour toute ϕ P C2π

par (1). Comme C2π est dense dans L1
2π, on peut donc conclure grâce au Lemme 2.2

que Lnpfq Ñ Lpfq pour toute f P L1
2π ; ce qu’on voulait. �

Corollaire 3.8. Soit C1
2π :“ tf : R Ñ C 2π-périodiques et de classe C1u. Alors

C1
2π est dense dans L1

2π.

Démonstration. On choisit une suite de Dirac pQnq formée de fonctions C1. Si f P
L1

2π est quelconque, alors les fonctions Qn ˚ f sont C1 : en effet, on a Qn ˚ fpxq “
f ˚ Qnpxq “

şπ
´π fptqQnpx ´ tq dt2π , donc on peut appliquer le théorème de dérivabilité

des intégrales à paramètres (exo). Comme Qn ˚ f Ñ f en norme L1 par le Théorème
3.7, on voit donc que pour toute f P L1

2π, on peut trouver une suite pfnq Ď C1
2π telle

que fn
} ¨ }1
ÝÝÑ f . �
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4. Théorème de Fejér

4.1. L’énoncé et ses conséquences. Si f P L1
21π, on pose pour tout N P N :

σNfpxq :“
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Snfpxq.

Théorème 4.1. (Théorème de Fejér)

(1) Si f P C2π, alors σNfpxq Ñ fpxq uniformément sur R quand N Ñ8.
(2) Si f P L1

2π, alors σNf Ñ f en norme L1.

Corollaire 4.2. Les coefficients de Fourier déterminent la fonction : si f, g P L1
2π

vérifient ckpfq “ ckpgq pour tout k P Z, alors f “ g.

Démonstration. Soit u :“ f ´ g. Par linéarité, on a ckpuq “ 0 pour tout k P Z, et
on veut montrer que u “ 0. Mais c’est évident par Fejér : comme ckpuq “ 0 pour tout
k, on a Snu “ 0 pour tout n, donc σNu “ 0 pour tout N , et donc uptq “ 0 pp puisque
σNuÑ u en norme L1. �

Corollaire 4.3. Les polynômes trigonométriques sont denses dans C2π et dans
Lp2π, 1 ď p ă 8 pour les normes respectives de ces espaces.

Démonstration. Pour C2π et L1
2π, c’est immédiat par Fejér puisque les σNf sont

des polynômes trigonométriques pour toute f P L1
2π. Pour L

p
2π, 1 ă p ă 8, on peut

raisonner comme suit. Notons P l’ensemble des polynômes trigonométriques. Comme
}u}p ď }u}8 pour toute u P C2π et comme P est dense dans C2π pour la norme } ¨ }8,
on voit que l’adhérence de P dans Lp2π contient C2π ; et comme C2π est dense dans Lp2π
par le Théorème 2.1, on en déduit que P est dense dans Lp2π. �

Corollaire 4.4. Soit f P C2π et soit t P R. Si Snfptq admet une limite quand
nÑ8, alors cette limite est nécessairement égale à fptq.

Démonstration. Notons L la limite de Snfptq. Par le théorème de Cesàro, σNfptq “
1

N`1

řN
n“0 Snfptq tend vers L quand N Ñ8 ; donc L “ fptq par Fejér. �

Exercice. Soit f P L1
2π. Montrer que pour tout N ě 0, on a

σNfpxq “
N
ÿ

k“´N

ˆ

1´
|k|

N ` 1

˙

ckpfqe
ikx.

4.2. Preuve du Théorème de Fejér. Le preuve du Théorème de Fejér repose
sur les trois lemmes suivants. Rappelons d’abord la définition des noyaux de Dirichlet :
pour tout n P N,

Dn “

n
ÿ

k“´n

ek.

Lemme 4.5. Si f P L1
2π, on a pour tout N P N :

σNf “ f ˚KN où KN :“
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Dn.

La fonction KN s’appelle le noyau de Fejér de degré N .
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Démonstration. On a vu que Snf “ Dn ˚ f pour tout n P N. Donc, par linéarité,

σNf “
1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Dn ˚ f “

˜

1

N ` 1

N
ÿ

n“0

Dn

¸

˚ f.

�

Lemme 4.6. Pour tout n P N, on a

Dnptq “
sin

`

p2n` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ;

et pour tout N P N, on a

KN ptq “
1

N ` 1

sin2
`

pN ` 1q t2
˘

sin2
`

t
2

˘ ¨

Remarque. Pour t P 2πZ il faut lire Dnptq “ 2n` 1 et KN ptq “ N ` 1.

Preuve du lemme. Tout repose sur le Fait suivant.

Fait. Si t P Rz2πZ et M P N, alors
M
ÿ

m“0

eimt “ eiM
t
2

sin
`

pM ` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ¨

Preuve du Fait. Comme t R 2πZ, on a eit ‰ 1, donc on peut écrire
M
ÿ

m“0

eimt “
1´ eipM`1qt

1´ eit
¨

Puis on “traffique" 1´eipM`1qt

1´eit
pour faire apparaitre les sinus :

1´ eipM`1qt

1´ eit
“
eipM`1q t

2

ei
t
2

ˆ
e´ipM`1q t

2 ´ eipM`1q t
2

e´i
t
2 ´ ei

t
2

“ eiM
t
2 ˆ

´2i sin
`

pM ` 1q t2
˘

´2i sin
`

t
2

˘ ;

d’où le résultat. �

En appliquant le Fait avec M :“ 2n, on trouve (pour t R 2πZ)

Dnptq “
n
ÿ

k“´n

eikt “ e´int
2n
ÿ

m“0

eimt “ e´int ˆ eint
sin

`

p2n` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ,

ce qui est la formule souhaitée pour Dnptq.
Ensuite, on écrit

pN ` 1qKN ptq “
N
ÿ

n“0

sin
`

p2n` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ “
1

sin
`

t
2

˘ Im

˜

N
ÿ

n“0

eip2n`1q t
2

¸

.

En appliquant le Fait avec M :“ N , on trouve
N
ÿ

n“0

eip2n`1q t
2 “ ei

t
2

N
ÿ

n“0

eint “ eipN`1q t
2

sin
`

pN ` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ¨



5. THÉORIE “L2” 17

Donc

Im

˜

N
ÿ

n“0

eipn`
1
2
qt

¸

“
sin2

`

pN ` 1q t2
˘

sin
`

t
2

˘ ,

ce qui donne la formule pour KN ptq. �

Lemme 4.7. La suite pKN qNě0 est une suite de Dirac. Autrement dit, les noyaux
de Fejér KN possèdent les propriétés suivantes :

(i)
şπ
´πKN ptq

dt
2π “ 1 et KN ě 0 pour tout N P N ;

(ii) pour tout δ vérifiant 0 ă δ ă π, on a

lim
NÑ8

ż π

δ
KN ptqdt “ 0 “ lim

NÑ8

ż ´δ

´π
KN ptq dt.

Démonstration. (i) Par le Lemme 4.6, KN est bien une fonction positive. De plus,
on a

şπ
´πDnptq

dt
2π “

řn
k“´n

şπ
´π e

ikt dt
2π “ 1 pour tout n P N (car

şπ
´π e

ikt dt
2π vaut 0 si

k ‰ 0 et 1 si k “ 0 par le Fait 1.5), et donc
şπ
´πKN ptq

dt
2π “

1
N`1

řN
n“0

şπ
´πDnptq

dt
2π “ 1.

(ii) Comme KN est une fonction paire (par définition, ou par le Lemme 4.6), il
suffit de considérer

şπ
δ KN ptq dt. Si δ ď t ď π, alors sin2pt{2q ě sin2pδ{2q. Donc, par le

Lemme 4.6,

0 ď

ż π

δ
KN ptq dt ď

1

N ` 1

ż π

δ

1

sin2pδ{2q
ď

Cδ
N ` 1

où Cδ “ π´δ
sin2pδ{2q

;

ce qui montre que
şπ
δ KN ptq dtÑ 0 quand N Ñ8. �

Preuve du Théorème de Fejér. Par le Lemme 4.5, on a σNf “ f ˚ KN “ KN ˚ f
pour toute f P L1

2π ; et par le Lemme 4.7, la suite pKN qNě0 est une suite de Dirac.
Donc il suffit d’appliquer le Théorème 3.7. �

5. Théorie “L2”

5.1. Structure hilbertienne de L2
2π.

Fait 5.1. On a “L2
2π ¨ L

2
2π Ď L1

2π” : si f, g P L2
2π, alors fg P L

1
2π.

Démonstration. On a |fg| ď 1
2p|f |

2 ` |g|2q ; donc |fg| est localement intégrable
puisque |f |2 et |g|2 le sont. �

Notation. Pour f, g P L2
2π, on pose

xf, gy :“

ż π

´π
fptq gptq

dt

2π
¨

Cela a bien un sens car fg P L1
2π d’après le Fait 5.1.

Fait 5.2. x ¨ , ¨ y est un produit scalaire sur L1
2π, et la norme } ¨ }2 provient de ce

produit scalaire : si f P L2
2π, alors

}f}2 “
a

xf, fy.

En particulier, on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz : si f, g P L2
2π, alors

|xf, gy| ď }f}2 }g}2.

Démonstration. Exo. �



18 1. SÉRIES DE FOURIER

Remarque. Si on applique Cauchy-Schwarz avec |f | et |g| plutôt que f et g, on
obtient

ż π

´π
|fptqgptq|

dt

2π
ď }f}2 }g}2,

autrement dit
}fg}1 ď }f}2 }g}2.

Lemme 5.3. La famille pekqkPZ est orthonormale pour le produit scalaire x ¨ , ¨ y.
Autrement dit :

}ek}2 “ 1 pour tout k et xek, ely “ 0 si k ‰ l.

Démonstration. On a }ek}22 “
şπ
´π |e

ikt|2 dt2π “
şπ
´π

dt
2π “ 1 pour tout k P Z ; et

xek, ely “
şπ
´π e

ipk´lqt dt
2π “ 0 si k ‰ l par le Fait 1.5. �

Corollaire 5.4. Pour tout polynôme trigonométrique P ptq “
ř

kPΛ

cke
ikt, on a

}P }22 “
ÿ

kPΛ

|ck|
2.

Démonstration. Comme les vecteurs ckek sont deux à deux orthogonaux dans L2
2π,

on a }P }22 “ }
ř

kPΛ ckek}
2
2 “

ř

kPΛ }ckek}
2
2 par le Théorème de Pythagore ; d’où le

résultat puisque }ek}2 “ 1 pour tout k. �

5.2. Signification géométrique de la série de Fourier.

Fait 5.5. Si f P L1
2π, on a pour tout k P Z :

ckpfq “ xf, eky.

Démonstration. Par définition. �

Notation. Pour tout entier n ě 0, on note Pn l’ensemble des polynômes trigono-
métriques de degré ď n, i.e. les polynômes trigonométriques P de la forme

P ptq “
n
ÿ

k“´n

cke
ikt.

Autrement dit :

Pn “ Vect pe´n, . . . , e0, . . . enq “ Vect pekq
n
k“´n.

Lemme 5.6. Si f P L2
2π, alors, pour tout n P N, Snf est le projeté orthogonal de

f sur Pn. Autrement dit, on a

Snf P Pn et xf ´ Sn, Qy “ 0 pour tout Q P Pn.

Démonstration. Comme la famille pekqnk“´n est orthonormale et engendre Pn, c’est
une base orthonormée de Pn. De plus, on a par le Fait 5.5 :

Snf “
n
ÿ

k“´n

xf, eky ek;

donc on reconnait la formule “bien connue" pour le projeté orthogonal. �

Corollaire 5.7. On a }f ´ Snf}2 ď }f ´ P }2 pour tout P P Pn.
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Démonstration. Soit P P Pn. Comme pf ´Snfq K Pn, on a pf ´Snfq K pSnf ´P q,
et donc par Pythagore :

}f ´ P }22 “ }pf ´ Snfq ` pSnf ´ P q}
2
2 “ }f ´ Snf}

2
2 ` }Snf ´ P }

2
2.

En particulier, }f ´ P }22 ě }Snf ´ P }22. �

Notation. Si pαkqkPZ est une suite de nombres réels positifs indexée par Z, on
pose

8
ÿ

k“´8

αk :“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“´n

αk;

limite qui existe dans r0,8s car la suite An :“
n
ř

k“´n

αk est croissante.

Exercice 1. Montrer qu’on a
8
ř

k“´8

αk “ sup

"

ř

iPF

αi; F Ă Z fini
*

.

Exercice 2. Montrer que si on a
8
ř

k“´8

αk ă 8, alors αk Ñ 0 quand k Ñ ˘8.

Corollaire 5.8. Si f P L2
2π, alors

ř

kPZ
|ckpfq|

2 ă 8. Plus précisément, on a

l’inégalité de Bessel
8
ÿ

k“´8

|ckpfq|
2 ď }f}22.

Démonstration. Par Pythagore, on a pour tout n P N :

}f}22 “ }f ´ Snf}
2
2 ` }Snf}

2
2.

Donc
n
ÿ

k“´n

|ckpfq|
2 “ }Snf}

2 ď }f}22 pour tout n P N;

et donc
8
ř

k“´8

|ckpfq|
2 ď }f}22 ă 8. �

Remarque. L’inégalité de Bessel montre en particulier que si f P L2
2π, alors ckpfq Ñ

0 quand k Ñ ˘8. En raisonnant “par approximation”, on peut alors en déduire le
Lemme de Riemann-Lebesgue (i.e. la même conclusion en supposant seulement que
f P L1

2π). (Exo : écrire les détails.)

5.3. Le Théorème de Parseval.

Théorème 5.9. Si f P L2
2π, alors la série de Fourier de f “converge vers f en

norme L2" ; autrement dit

}Snf ´ f}2 Ñ 0 quand nÑ8.
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Démonstration. Soit ε ą 0. Comme les polynômes trigonométriques sont denses
dans L2

2π pour la norme L2, on peut trouver un polynôme trigonométrique P tel que
}f ´ P }2 ă ε. Alors P P PN pour un certain entier N , et on a donc P P Pn pour tout
n ě N . Comme Snf est le projeté orthogonal de f sur Pn, on en déduit

}Snf ´ f}2 ď }P ´ f}2 ă ε pour tout n ě N.

�

Corollaire 5.10. Pour toute f P L2
2π, on a la formule de Parseval

8
ÿ

k“´8

|ckpfq|
2 “ }f}22 “

ż π

´π
|fptq|2

dt

2π
¨

Démonstration. Par le Théorème 5.9, }Snf}2 Ñ }f}2 quand nÑ8. Donc

}f}22 “ lim
nÑ8

}Snf}
2
2 “ lim

nÑ8

n
ÿ

k“´n

|ckpfq|
2.

�

Exemple. On a
8
ÿ

k“1

1

k2
“
π2

6
¨

Démonstration. Soit f : RÑ R la fonction 2π-périodique définie par

fptq “ t pour ´ π ď t ă π.

La fonction f est continue sur r´π, πr et bornée sur r´π, πs, donc f P L2
2π.

On a c0pfq “
şπ
´π t

dt
2π “ 0 car f est impaire sur s´π, πr. Pour k ‰ 0, une intégration

par parties donne

2πckpfq “

ż π

´π
te´ikt dt

“

”

tˆ
´1

ik
e´ikt

ıπ

´π
`

1

ik

ż π

´π
e´iktdt

“ 2ˆ
p´1qk`1π

ik
;

donc ckpfq “
p´1qk`1

ik et |ckpfq|2 “ 1
k2

pour tout k ‰ 0.
Par la formule de Parseval, on a donc

ÿ

kPZzt0u

1

k2
“

ż π

´π
|fptq|2

dt

2π
“

ż π

´π
t2
dt

2π
,

autrement dit

2
8
ÿ

k“1

1

k2
“

1

2π
ˆ

” t3

3

ıπ

´π
“

1

2π
ˆ 2

π3

3
“
π2

3
¨

�
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6. Convergence normale

Définition 6.1. Soit pfkqkPZ une suite de fonctions bornées indexée par Z, avec
fk : R Ñ C. On dit que la série

ř

fk converge normalement sur R si on a
ř8
k“´8 }fk}8 ă 8 ; autrement dit, s’il existe une suite de réels positifs pαkqkPZ telle

que

|fkptq| ď αk pour tout t P R et
8
ř

k“´8

αk ă 8.

Remarque 1. Si la série
ř

fk converge normalement sur R, alors la suite des sommes

partielles symétriques Sn “
n
ř

k“´n

fk converge uniformément sur R.

Démonstration. On vérifie (exo) que la suite pSnq est de Cauchy dans l’espace des
fonctions bornées p`8pRq, } ¨ }8q, qui est complet . �

Remarque 2. Une série de la forme
ř

cke
ikt converge normalement sur R si et

seulement si la série
ř

|ck| est convergente.

Démonstration. C’est évident. �

Rappel. Soit f : R Ñ C. On dit que f est de classe C1 par morceaux sur un
intervalle ra, bs Ď R s’il existe une subdivision ps0, . . . , sN q de ra, bs telle que f est de
classe C1 sur chaque intervalle ssj , sj`1r, 0 ď j ď N ´ 1 et f 1 admet une limite à droite
en sj et une limite à gauche en sj`1. (Faire un dessin).

Remarque. La fonction f n’est pas forcément continue sur ra, bs. Mais si elle l’est,
et si ps0, . . . , sN q est comme plus haut, alors f est de classe C1 sur chaque intervalle
fermé rsj , sj`1s.

Le résultat suivant s’appelle parfois le Théorème de Dirichlet. On pourrait aussi
l’appeler le “Théorème de convergence normale pour les séries de Fourier".

Théorème 6.2. Soit f : RÑ C une fonction 2π-périodique. Si f est continue sur
R et de classe C1 par morceaux sur r´π, πs, alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f . Autrement dit, on peut écrire

@t P R : fptq “
8
ÿ

k“´8

cke
ikt,

où la série converge normalement sur R.

Démonstration. Dans ce qui suit, on posera f 1ptq “ ¨ ¨ ¨ f 1ptq en tout point t où f
est dérivable, et f 1ptq “ 0 en tout point t où f n’est pas dérivable.

Fait 0. La fonction f 1 est continue par morceaux sur r´π, πs ; et donc f 1 P L2
2π.

Fait 1. Pour tout k P Z, on a ckpf 1q “ ikckpfq.

Preuve du Fait 1. Comme f est continue et C1 par morceaux, on peut trouver une
subdivision ps0, . . . , sN q de r´π, πs telle que f est de classe C1 sur chaque intervalle
rsj , sj`1s, 0 ď j ď N ´ 1. Alors

ckpf
1q “

1

2π

N´1
ÿ

j“0

ż sj`1

sj

f 1ptqe´iktdt.
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De plus comme f est de classe C1 sur chaque rsj , sj`1s, on peut intégrer par parties :

ż sj`1

sj

f 1ptqe´iktdt “
”

fptqe´ikt
ısj`1

sj
`

ż sj`1

sj

fptq ˆ ike´iktdt.

On obtient donc

ckpf
1q “

1

2π

N´1
ÿ

j“0

”

fptqe´ikt
ısj`1

sj
`

1

2π

N´1
ÿ

j“0

ż sj`1

sj

fptq ˆ ike´iktdt

“
1

2π

”

fptqe´ikt
ıπ

´π
`

1

2π

ż π

´π
fptq ˆ ike´iktdt.

De plus
“

fptqe´ikt
‰π

´π
“ 0 par 2π-périodicité ; donc

ckpf
1q “ ik

ż π

´π
fptqe´ikt

dt

2π
“ ik ckpfq.

�

Fait 2. La série
ř

ckpfqe
ikt converge normalement sur R.

Preuve du Fait 2. Par le Fait 1, on a ckpfq “ 1
ik ckpf

1q pour tout k ‰ 0, donc

|ckpfq| “
1

|k|
|ckpf

1q| ď
1

2

´ 1

k2
` |ckpf

1q|2
¯

;

et donc
8
ÿ

k“´8

|ck| ď |c0pfq|
2 `

1

2

ÿ

k‰0

1

k2
`

1

2

ÿ

k‰0

|ckpf
1q|2

ă 8 par l’inégalité de Bessel pour f 1.

�

Remarque. De cette preuve, il importe retenir la chose suivante : si pakq et pbkq
sont deux suites de nombres complexes telles que les séries

ř

|ak|
2 et

ř

|bk|
2 sont

convergentes, alors la série
ř

akbk est absolument convergente. Pour faire court :

`2 ¨ `2 Ď `1.

Fait 3. On a
8
ř

k“´8

ckpfqe
ikt “ fptq pour tout t P R.

Preuve du Fait 3. Comme f est continue, cela découle du Corollaire 4.4.
On peut aussi raisonner comme suit. Posons rfptq :“

ř8
k“´8 ckpfqe

ikt. Par conver-
gence uniforme de la série

ř

ckpfqe
ikt, la fonction rf est continue (et 2π-périodique), et

on a ckp rfq “ ckpfq pour tout k P Z d’après le Lemme 1.4 ; donc rf “ f par le Corollaire
4.2.

�

Par les Faits 2 et 3, la preuve du théorème est maintenant terminée. �
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7. Convergence ponctuelle

Définition 7.1. Soit f : R Ñ C, et soit t0 P R. On dit que la fonction f est
régulière au point t0 sir f admet une limite à gauche et une limite à droite en x0 ;r la fonction f` définie par f`ptq “ fptq pour t ą x0 et f`pt0q “ fpt`0 q est

dérivable à droite en t0,r la fonction f´ définie par f´pxq “ fpxq pour t ă t0 et f´pt0q “ fpt´0 q est
dérivable à gauche en t0.

Exemple. Si f est de classe C1 par morceaux au voisinage de t0, i.e. C1 par mor-
ceaux sur un intervalle ra, bs avec a ă t0 ă b, alors f est régulière au point t0.

Le résultat suivant est parfois appelé le Théorème de Jordan-Dirichlet. On
pourrait aussi l’appeler le “Théorème de convergence ponctuelle" (pour les séries de
Fourier).

Théorème 7.2. Soit f P L1
2π, et soit t0 P R. Si f est régulière au point t0, alors

Snfpt0q
nÑ8
ÝÝÝÑ

fpt`0 q ` fpt
´
0 q

2
;

autrement dit, on peut écrire
8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikt0 “

fpt`0 q ` fpt
´
0 q

2
¨

En particulier, si f est continue en t0 et C1 par morceaux au voisinage de t0, alors
8
ÿ

k“´8

ckpfqe
ikt0 “ fpt0q.

Démonstration.

Fait 1. Pour tout n P N, on a

Snfpt0q ´
fpt`0 q ` fpt

´
0 q

2
“

ż π

0
Dnptqφptq

dt

2π
,

où Dn est le noyau de Dirichlet et

φptq :“
`

fpt0 ` tq ´ fpt
`
0 q
˘

`
`

fpt0 ´ tq ´ fpt
´
0 q
˘

.

Preuve du Fait 1. On sait par le Lemme 4.5 que

Snfpt0q “ f ˚Dnpt0q “ Dn ˚ fpt0q “

ż π

´π
fpt0 ´ tqDnptq

dt

2π
¨

De plus, Dnptq “
n
ř

k“´n

eikt est visiblement une fonction paire. Donc

ż 0

´π
fpt0 ´ tqDnptq dt “

ż π

0
fpt0 ` tqDnptq dt;

et par conséquent

(7.1) Snfpt0q “

ż π

0

`

fpt0 ´ tq ` fpt0 ` tq
˘

Dnptq
dt

2π
¨
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Par ailleurs, comme Dn est paire et
şπ
´πDnptq

dt
2π “

n
ř

k“´n

şπ
´π e

ikt dt
2π “ 1, on a

ż π

0
Dnptq

dt

2π
“

1

2

ż π

´π
Dnptq

dt

2π
“

1

2
¨

Donc on peut écrire fpt`0 q`fpt
´
0 q

2 “ pfpt`0 q ` fpt
´
0 qq ˆ

şπ
0 Dnptq

dt
2π , ou encore

(7.2)
fpt`0 q ` fpt

´
0 q

2
“

ż π

0

`

fpt`0 q ` fpt
´
0 q
˘

Dnptq
dt

2π
¨

En combinant (7.1) et (7.2), on obtient l’identité cherchée. �

Fait 2. La fonction h : s0, πs Ñ C définie par hptq :“ φptq

sinp t
2
q
est intégrable sur s0, πs.

Preuve du Fait 2. La fonction h est visiblement borélienne. De plus, h est intégrable
sur rδ, πs pour tout 0 ă δ ă π, car |hptq| ď |φptq|

sinpδ{2q sur rδ, πs et φ est localement
intégrable. Il suffit donc de montrer que h est intégrable sur s0, δs pour un certain
δ ą 0 ; et pour cela, on va montrer qu’il existe δ ą 0 tel que h est bornée sur s0, δs.

Comme f est régulière en t0, on sait que fpxq´fpt`0 q
x´t0

admet une limite quand xÑ t`0

et que fpxq´fpt´0 q
t´t0

admet une limite quand x Ñ t´0 ; autrement dit, fpt0`tq´fpt
`
0 q

t et
fpt0´tq´fpt

´
0 q

t admettent des limites finies quand t Ñ 0`. Donc φptq
t admet une limite

finie quand tÑ 0` ; et en particulier φptq
t est borné au voisinage de 0`. On peut donc

trouver δ ą 0 et une constante C tels tel que |φptq| ď C t sur s0, δs. Par ailleurs, on a
également sinp t2q ě

2
π ˆ

t
2 “

t
π sur r0, πs car sinpuq ě 2

πu sur r0, π{2s. Donc on obtient

|hptq| ď Ctˆ
π

t
“ πC pour 0 ă t ď δ.

Ainsi, h est bornée sur s0, δs, et donc bornée sur r0, δs. �

On peut maintenant démontrer le théorème. Soit h la fonction définie dans le Fait
2. Par le Fait 1 et comme

Dnptqφptq “
sin

`

p2n` 1q t2
˘

sinp t2q
φptq “ sin

´

p2n` 1q
t

2

¯

hptq si 0 ă t ď π,

on a pour tout n P N :

Snfpt0q ´
fpt`0 q ` fpt

´
0 q

2
“

ż π

0
sin

´

p2n` 1q
t

2

¯

hptq
dt

2π

“

ż π
2

0
sin

`

p2n` 1qu
˘

hp2uq
du

π
¨

De plus, par le Fait 2 la fonction 2π-périodique rh définie par rhpuq :“ hp2uq sur s0, π2 s
et rhpuq :“ 0 sur sπ2 , 2πs appartient à L1

2π. Par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on en

déduit que Snfpt0q ´
fpt`0 q`fpt

´
0 q

2 tend vers 0 quand n Ñ 8 (micro-exo, vérifier que la
dernière intégrale écrite plus haut est égale à 1

i

`

c2n`1prhq´ c´2n´1prhq
˘

) ; ce qui termine
la démonstration. �
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Corollaire 7.3. Soient f, g P L1
2π et soit t0 P R. Si f et g coïncident au voisinage

de t0, alors Snfpt0q admet une limite quand nÑ8 si et seulement si Sngpt0q en admet
une, et dans ce cas limnÑ8 Snfpt0q “ limnÑ8 Sngpt0q. (Ce résultat porte le nom de
principe de localisation.)

Démonstration. La fonction φ :“ g ´ f est identiquement nulle au voisinage de t0,
donc certainement régulière au point t0 avec φpt´0 q “ 0 “ φpt`0 q. Donc Snφpt0q Ñ 0
quand nÑ8, autrement dit Sngpt0q ´ Snfpt0q Ñ 0. Le résultat s’en déduit immédia-
tement. �

Exemple 1. On a les formules suivantes :

@t P s´π, πr :
8
ÿ

k“1

p´1qk`1 sinpktq

k
“
t

2
,

et

@x P s0, 2πr :
8
ÿ

k“1

sinpkxq

k
“
π ´ x

2
¨

Démonstration. Soit f : RÑ R la fonction 2π-périodique telle que

fptq “ t pour t P r´π, πr .

La fonction f est visiblement régulière en tout point (mais pas continue), et continue
sur s´π, πr. De plus, f est impaire sur s´π, πr. D’après le Théorème 7.2 et la Remarque
1.7, on a donc

2
8
ÿ

k“1

βkpfq sinpktq “ t pour tout t P s´π, πr.

Le calcul des coefficients βkpfq est facile en intégrant par parties :

βkpfq “
1

π

ż π

0
t sinpktq dt “

„

´
1

kπ
t cospktq

π

0

`
1

kπ

ż π

0
cospktq dt

“
p´1qk`1

k
` 0.

(On pouvait aussi dire qu’on a déjà vu au cours du calcul de
ř8

k“1
1
k2 que ckpfq “

p´1qk`1

ik , et
que βkpfq “ ´ 1

i ckpfq.) On obtient ainsi
8
ÿ

k“1

p´1qk`1 sinpktq

k
“
t

2
pour t P s´π, πr.

Si maintenant on prend x P s0, 2πr et t :“ π ´ x, alors sinpktq “ p´1qk`1 sinpkxq pour
tout k ě 1 ; et comme t P s´π, πr, on en déduit

8
ÿ

k“1

sinpkxq

k
“
π ´ x

2
pour x P s0, 2πr.

�

Exemple 2. Pour tout a P RzZ, on a

π cotanpπaq “
1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2
¨
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Démonstration. Soit f : RÑ C la fonction 2π-périodique telle que

fptq “ eiat pour t P r0, 2πr .

La fonction f est visiblement borélienne bornée, donc f P L1
2π ; et f est régulière au

point t0 “ 0, avec fp0`q “ 1 et fp0´q “ fp2π´q “ e2iπa. Donc on peut écrire

(7.3)
8
ÿ

k“´8

ckpfq “
1` e2iπa

2
“
eiπa

2

`

e´iπa ` eiπa
˘

“ eiπa cospπaq.

Par ailleurs, les ckpfq sont faciles à calculer : comme a R Z, on a

ckpfq “
1

2π

ż 2π

0
eiate´iktdt “

1

2π

” 1

ipa´ kq
eipa´kqt

ı2π

0
“

1

2iπpa´ kq

`

e2iπa ´ 1
˘

;

et comme e2iπa ´ 1 “ eiπa
`

eiπa ´ e´iπa
˘

“ eiπa ˆ 2i sinpπaq, cela peut encore s’écrire

ckpfq “
eiπa sinpπaq

πpa´ kq
¨

On a donc pour tout n ě 1 :
n
ÿ

k“´n

ckpfq “
eiπa sinpπaq

π

«

1

a
`

n
ÿ

k“1

´ 1

a´ k
`

1

a` k

¯

ff

“
eiπa sinpπaq

π

˜

1

a
`

n
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2

¸

.

En revenant à (7.3), on obtient ainsi

eiπa sinpπaq

π

˜

1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2

¸

“ eiπa cospπaq;

d’où la formule souhaitée :
1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2
“ π cotanpπaq.

�



Chapitre 2

Fonctions holomorphes

1. Calcul différentiel dans le plan complexe

1.1. Préambule : C et R2. Dans tout ce qui suit, on identifiera constamment C
avec R2 de la façon habituelle : à un nombre complexe z “ x` iy correspond le couple
px, yq P R2. Il est très important de savoir “jongler” avec cette identification :

CÐÑ R2

z “ x` iy ÐÑ px, yq

En particulier, il faut toujours avoir en tête que si z “ x` iy P C, alors

x2 ` y2 “ |z|2 “ zz̄.

1.2. Formes différentielles.

Notations. On notera LpC,Cq ou LpR2,Cq l’ensemble des applications R-linéaires
de C “ R2 dans C. Si L P LpC,Cq “ LpR2,Cq et h P C “ R2, on note Lphq, ou L ¨ h,
ou simplement Lh, l’image de h par L.

Remarque. Comme C “ R2 est un R-espace vectoriel de dimension 2, LpR2,Cq est
un R-espace vectoriel de dimension 4. C’est aussi un C-espace vectoriel (car on peut
multiplier une application linéaire L : R2 Ñ C par un nombre complexe), de dimension
2.

Exemple. Soit Ω un ouvert de C. Si f : Ω Ñ C est une fonction différentiable en
un point p P Ω, alors, par définition, dfppq est un élément de LpC,Cq.

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de C “ R2. Une 1-forme différentielle sur Ω
est une application ω : Ω Ñ LpR2,Cq.

Remarque. La définition a en fait un sens même si Ω n’est pas un ouvert, ce qui
sera parfois commode.

Exemple. Si f : Ω Ñ C est une fonction différentiable en tout point, alors sa
différentielle df : Ω Ñ LpC,Cq est une forme différentielle.

Opérations sur les formes différentielles.

(a) Addition, multiplication par un scalaire. La somme de deux 1-formes ω1 et ω2

est la 1-forme définie par la formule

pω1 ` ω2qpzq “ ω1pzq ` ω2pzq .

Le produit d’une 1-forme ω par un scalaire λ P C est la 1 -forme définie par

pλωqpzq “ λωpzq .

27
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(b) Multiplication par une fonction. Si ω est une 1-forme différentielle sur Ω et
si f : Ω Ñ C est une fonction sur Ω, on définit une 1-forme fω en posant

pfωqpzq “ fpzqωpzq .

(La multiplication par un scalaire est un cas particulier : c’est la multiplication
par une fonction constante).

Exercice. Montrer que si f, g : Ω Ñ C sont des fonctions différentiables, alors

dpfgq “ gdf ` fdg.

1.3. Écritures “canoniques” d’une forme différentielle. Dans ce qui suit Ω
est un ouvert de C “ R2.

Notation 1. On note x et y les “fonctions coordonnées” sur Ω : si u “ pxu, yuq P Ω,
alors xpuq “ xu et ypuq “ yu. (On devrait en fait écrire xΩ et yΩ pour indiquer que le domaine
de définition de ces fonctions est Ω ; mais ce serait un peu lourd.) Même si elles sont à valeurs
réelles, on considèrera x et y comme des fonctions de Ω dans C.

Par définition, les fonctions x et y sont les restrictions à Ω des “applications linéaires
coordonnées” π1 : R2 Ñ R et π2 : R2 Ñ R définies par πiph1, h2q “ hi et considérées
comme applications de R2 dans C. Elles sont donc différentiables sur Ω, avec pour tout
u P Ω :

dxpuq “ π1 et dypuq “ π2.

Autrement dit, si h “ ph1, h2q P R2 alors

dxpuq ¨ h “ h1 et dypuq ¨ h “ h2 .

Proposition 1.2. Toute 1-forme différentielle ω sur Ω s’écrit de manière unique
sous la forme

ω “ Pdx`Qdy ,

où P et Q sont des fonctions sur Ω à valeurs dans C. En notant pe1, e2q la base cano-
nique de R2, on a

P puq “ ωpuqe1 et Qpuq “ ωpuqe2.

Démonstration. Si u P Ω et h “ ph1, h2q P R2, alors

ωpuq ¨ h “ ωpuq ¨ ph1e1 ` h2e2q

“ h1 ˆ ωpuqe1 ` h2 ˆ ωpuqe2

“ pωpuqe1q dxpuq ¨ h` pωpuqe2q dypuq ¨ h

“

”

ωpuqe1 dxpuq ` ωpuqe2 dypuq
ı

¨ h

Donc ω “ Pdx`Qdy avec P puq :“ ωpuqe1 et Qpuq :“ ωpuqe2.
La preuve de l’unicité du couple de fonctions pP,Qq tel que ω “ Pdx ` Qdy est

laissée en exo. �

Exemple. Si f : Ω Ñ C est une fonction différentiable en tout point de Ω, alors

(1.1) df “
Bf

Bx
dx`

Bf

By
dy .

Démonstration. On a df “ Pdx ` Qdy avec P puq “ dfpuqe1 “
Bf
Bx puq et Qpuq “

dfpuqe2 “
Bf
By puq. �
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Notation 2. On note z : Ω Ñ C et z̄ : Ω Ñ C les fonctions z ÞÑ z et z ÞÑ z̄.

Par définition, les fonctions z et z̄ sont les restrictions à Ω des applications R-
linéaires I : C Ñ C et Ī : C Ñ C définies par Iphq “ h et Īphq “ h̄. Donc z et z̄ sont
différentiables sur Ω, avec

dzpuq “ I et dz̄puq “ Ī

pour tout u P Ω. Autrement dit, si h P C alors

dzpuq ¨ h “ h et dz̄puq ¨ h “ h̄ .

Par ailleurs, comme z “ x ` iy et z̄ “ x ´ iy (égalité entre fonctions), on a par
linéarité de la différentiation :

dz “ dx` idy et dz̄ “ dx´ idy .

Proposition 1.3. Toute 1-forme différentielle sur Ω s’écrit de manière unique sous
la forme

ω “ Adz `Bdz̄ ,

où A et B sont des fonctions sur Ω. Plus précisément, si ω s’écrit ω “ Pdx ` Qdy,
alors on a

ω “
1

2
pP ´ iQqdz `

1

2
pP ` iQqdz̄.

Démonstration. Comme dz “ dx` idy et dz̄ “ dx´ idy, on a dx “ 1
2pdz ` dz̄q et

dy “ 1
2ipdz ´ dz̄q. Donc

ω “ Pdx`Qdy

“ P ˆ
1

2
pdz ` dz̄q `Qˆ

1

2i
pdz ´ dz̄q

“
1

2
pP ´ iQqdz `

1

2
pP ` iQqdz̄.

L’unicité se démontre comme suit : si ω “ Adz `Bdz̄, alors

ω “ A pdx` idyq `B pdx´ idyq “ pA`Bqdx` piA´ iBqdy;

donc, par unicité de l’écriture ω “ Pdx`Qdy, on obtient
"

A`B “ P
iA´ iB “ Q,

ce qui donne A “ 1
2pP ´ iQq et B “

1
2pP ` iQq en inversant le système. �

Cette Proposition “justifie” la définition suivante.

Définition 1.4. Si f : Ω Ñ C est une fonction différentiable sur Ω, on définit
deux fonctions Bf

Bz et Bf
Bz̄ par

$

’

’

&

’

’

%

Bf

Bz
“

1

2

ˆ

Bf

Bx
´ i
Bf

By

˙

Bf

Bz̄
“

1

2

ˆ

Bf

Bx
` i
Bf

By

˙

D’après (1.1) et la Proposition 1.3, on a alors

(1.2) df “
Bf

Bz
dz `

Bf

Bz̄
dz̄ .
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Exemple. Comme dz “ 1 dz ` 0 dz̄ et dz̄ “ 0 dz ` 1 dz̄, on a (par unicité dans
l’écriture Adz `Bdz̄)

Bz

Bz
“ 1 “

Bz̄

Bz̄
et

Bz

Bz̄
“ 0 “

Bz̄

Bz
¨

Plus généralement, si k, l P N˚, alors, en écrivant dpzkz̄lq “ z̄ldpzkq ` zkdpz̄lq “ z̄l ˆ
kzk´1dz ` zk ˆ lz̄l´1dz̄, on voit que

Bpzkz̄lq

Bz
“ kzk´1z̄l et

Bpzkz̄lq

Bz̄
“ lz̄l´1zk.

Exercice. Établir les formules Bf
Bz “

Bf̄
Bz̄ et Bf

Bz̄ “
Bf̄
Bz ¨

On aura de temps en temps besoin du lemme suivant. Rappelons que si f est une
fonction de classe C2 sur Ω, alors le laplacien de f est la fonction

∆f “
B2f

Bx2
`
B2f

By2
¨

Lemme 1.5. Si f P C2pΩq, alors ∆f “ 4
B2f

BzBz̄
“ 4

B2f

Bz̄Bz
¨

Démonstration. Calculer calmement B2f
BzBz̄ “

B
Bz

´

Bf
Bz̄

¯

et B2f
Bz̄Bz “

B
Bz̄

´

Bf
Bz

¯

: c’est un
excellent exo. �

2. Fonctions holomorphes

2.1. Définition et propriétés formelles.

Définition 2.1. Soit Ω un ouvert de C, et soit f : Ω Ñ C.
(1) On dit que f est C-dérivable en un point p P Ω si fpzq´fppq

z´p a une limite dans
C quand z Ñ p ; et on pose alors

f 1ppq :“ lim
zÑp

fpzq ´ fppq

z ´ p
“ lim

hÑ0

fpp` hq ´ fppq

h
¨

(2) On dit que f est holomorphe sur Ω si elle est C-dérivable en tout point et si
la fonction f 1 : Ω Ñ C est continue.

Reformulation. La fonction f est C-dérivable en un point p si et seulement si
elle admet un développement limité à l’ordre 1 au point p, i.e. il existe un nombre λ P C
tel que

fpp` hq “ fppq ` λˆ h` o
`

|h|
˘

quand hÑ 0;

et dans ce cas on a f 1ppq “ λ.

Démonstration. Si f est C-dérivable en p, alors
fpp` hq ´ fppq

h
“ f 1ppq ` op1q quand hÑ 0,

et donc fpp` hq “ fppq ` f 1ppq ˆ h` hˆ op1q “ f 1ppq ˆ h` o
`

|h|
˘

.
Inversement, si fpp` hq “ fppq ` λˆ h` o

`

|h|
˘

, alors

fpp` hq ´ fppq

h
“ λ`

1

h
ˆ o

`

|h|
˘

“ λ` op1q,

donc f est C-dérivable en p avec f 1ppq “ λ. �
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Remarque 1. On verra (beaucoup) plus tard que l’hypothèse de continuité faite sur
f 1 est en fait superflue : si f est C-dérivable en tout point, alors f 1 est automatiquement
continue.

Remarque 2. Si f est C-dérivable en p P Ω, alors f est continue au point p. Donc,
toute fonction holomorphe est continue.

Démonstration. Exo. �

Notation. On notera HpΩq l’ensemble des fonctions holomorphes sur Ω.

Exemples. La fonction fpzq “ z est holomorphe sur C, avec f 1pzq ” 1. A l’inverse, la
fonctions z ÞÑ z̄ (qui est de classe C8 sur C “ R2 puisque R-linéaire) n’est C-dérivable
en aucun point.

Démonstration. Si p, h P C et h ‰ 0 alors p`h´p̄
h “ h̄

h , expression qui n’a pas de
limite quand h Ñ 0 car par exemple h̄

h vaut 1 si h est réel et ´1 si h est imaginaire
pur. �

Propriétés formelles. Les propriétés formelles de la C-dérivabilité sont les
mêmes que celles de la dérivabilité pour les fonctions d’une variable réelle, et les preuves
sont identiques (exo) :

‚ Si f et g sont C-dérivables sur Ω, alors f ` g et fg sont C-dérivables, avec
pf ` gq1 “ f 1 ` g1 et pfgq1 “ f 1g ` fg1. Si de plus g ne s’annule pas, alors f

g est
C-dérivable, avec

ˆ

f

g

˙1

“
f 1g ´ fg1

g2
¨

‚ Si f : Ω1 Ñ C et g : Ω2 Ñ C sont C-dérivables et si fpΩ1q Ă Ω2, alors g ˝ f est
C-dérivable sur Ω1, avec

pg ˝ fq1 “ pg1 ˝ fq ˆ f 1 .

Conséquences. Si P pzq “
řn
k“0 akz

k est une fonction polynomiale, alors P est
holomorphe sur C avec P 1pzq “

řn
k“1 kakz

k´1. De même, toute fonction rationnelle
fpzq “ P pzq{Qpzq est holomorphe sur son domaine de définition, avec la formule at-
tendue pour f 1pzq.

2.2. Similitudes et équation de Cauchy-Riemann.

Définition 2.2. Pour tout λ P C, on noteMλ : CÑ C l’application linéaire définie
par Mλphq “ λh. On dit qu’une application linéaire L P LpC,Cq est une similitude
directe si L “Mλ pour un certain λ P C.

Remarque. Une application linéaire L P LpC,Cq est une similitude directe si et
seulement si elle est C-linéaire, et dans ce cas on a L “MLp1q.

Démonstration. Il est clair que toute similitude est C-linéaire. Inversement, si L :
CÑ C est C-linéaire, alors @h P C : Lphq “ Lphˆ1q “ hˆLp1q et donc L “MLp1q. �

Proposition 2.3. Soit f : Ω Ñ C, où Ω est un ouvert de C, et soit p P Ω. Alors
f est C-dérivable en p si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
f est différentiable en p et de plus dfppq est une similitude directe. Dans ce cas, on a
dfppq “Mf 1ppq.
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Démonstration. Supposons que f soit C-dérivable en p, et posons λ “ f 1ppq. Alors,
quand hÑ 0,

fpp` hq “ fppq ` λˆ h` o
`

|h|
˘

“ fppq `Mλphq ` o
`

|h|
˘

,

ce qui montre que f est différentiable en p avec dfppq “Mλ “Mf 1ppq.
Inversement, supposons que f soit différentiable en p et que dfppq soit une similitude

Mλ. Alors, quand hÑ 0,

fpp` hq “ fppq `Mλphq ` o
`

|h|
˘

“ fppq ` λˆ h` o
`

|h|
˘

;

donc f est C-dérivable en p et f 1ppq “ λ. �

Corollaire 2.4. Si f : Ω Ñ C est C-dérivable en tout point, alors df “ f 1dz.

Démonstration. D’après la proposition, on a dfpuqh “ f 1puq ˆ h, autrement dit
dfpuqh “ f 1puqdzpuqh pour tout u P Ω et pour tout h P C. �

Corollaire 2.5. Pour une fonction différentiable f : Ω Ñ C, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f est C-dérivable en tout point ;

(ii) df “ g dz pour une certaine fonction g : Ω Ñ C ;

(iii) f vérifie l’équation de Cauchy-Riemann Bf
Bz̄ “ 0.

Dans ce cas, on a nécessairement g “ f 1 dans (ii).

Démonstration. On sait déjà que si f est C-dérivable en tout point, alors df “ f 1dz.
Inversement, si df “ gdz pour une certaine fonction g, alors dfpuq “ gpuqdzpuq “
gpuqI “ Mgpuq pour tout u P Ω ; donc f est C-dérivable en tout point u P Ω avec
f 1puq “ gpuq. Ainsi, (i) et (ii) sont équivalentes. L’équivalence de (ii) et (iii) vient de
l’identité df “ Bf

Bz dz `
Bf
Bz̄ dz̄ et de l’unicité dans l’écriture Adz `Bdz̄. �

Corollaire 2.6. Si f : Ω Ñ C est C-dérivable en tout point, alors f 1 “ Bf
Bz “

Bf
Bx “ ´i

Bf
By ¨

Démonstration. On a f 1 “ Bf
Bz car d’une part df “ f 1dz et d’autre part df “

Bf
Bz dz d’après l’équation de Cauchy-Riemann. Toujours d’après Cauchy-Riemann et par

définition de Bf
Bz̄ , on a Bf

Bx ` iBf
By “ 0, i.e. Bf

Bx “ ´iBf
By . Enfin,

Bf
Bz “

1
2

´

Bf
Bx ´ i

Bf
By

¯

“

1
2

´

Bf
Bx `

Bf
Bx

¯

“
Bf
Bx ¨ �

Corollaire 2.7. Une fonction f : Ω Ñ C est holomorphe si et seulement si elle
est de classe C1 (quand on la considère comme une fonction de 2 variables réelles) et
vérifie l’équation de Cauchy-Riemann Bf

Bz̄ “ 0.

Démonstration. Si f est C1 avec Bf
Bz̄ “ 0, alors f est C-dérivable en tout point et

f 1 “ Bf
Bz est continue, donc f est holomorphe. Inversement, si f P HpΩq, alors f est

différentiable avec Bf
Bz̄ “ 0, et ses dérivées partielles sont continues puisque Bf

Bx “ f 1 et
Bf
By “ if 1. �

Notation. Si u, v P C, on note ru, vs le segment d’extrémités u et v.
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Corollaire 2.8. (“TFA holomorphe”)
Soit f P HpΩq. Si p P Ω et si h P C est tel que rp, p` hs Ă Ω, alors

fpp` hq “ fppq `

ż 1

0
f 1pp` thq ˆ h dt .

Démonstration. On applique le Théorème Fondamental de l’Analyse à la fonction
ϕ : r0, 1s Ñ C définie par ϕptq “ fpγptqq, où γptq “ p ` th. Cette fonction est bien
définie puisque γptq P rp, p ` hs Ă Ω pour tout t P r0, 1s, et elle est de classe C1 par
composition, avec ϕ1ptq “ dfpγptqqγ1ptq “ f 1pp ` thq ˆ h. Donc fpp ` hq ´ fppq “

ϕp1q ´ ϕp0q “
ş1
0 ϕ

1ptq dt “
ş1
0 f

1pp` thq ˆ h dt . �

Corollaire 2.9. Soit Ω un ouvert connexe de C. Si f P HpΩq et si f 1 “ 0, alors
f est constante sur Ω.

Démonstration. Soit a P Ω, et posons A :“ tz P Ω; fpzq “ fpaqu. Il s’agit de
montrer que A “ Ω. L’ensemble A est un fermé de Ω car f est continue, et A ‰ H

puisque a P A. Comme Ω est connexe, il suffit donc de montrer que A est un ouvert de
Ω.

Soit z0 P A quelconque. Comme Ω est ouvert, on peut trouver r ą 0 tel que
Dpz0, rq Ă Ω. Pour tout z P Dpz0, rq, on a rz0, zs Ă Dpz0, rq Ă Ω. Par le TFA holo-
morphe, on a donc fpzq “ fpz0q`

ş1
0 f

1
`

z0` tpz´ z0q
˘

ˆpz´ z0q dt “ fpaq` 0 “ fpaq ;
autrement dit z P A. Ainsi Dpz0, rq Ă A ; et comme z0 P A est quelconque, cela montre
que A est un ouvert de C, donc un ouvert de Ω. �

Exercice. Soit U un ouvert de Rn et soit ϕ : U Ñ C de classe C1. Montrer que si f
est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant ϕpUq, alors

dpf ˝ ϕq “ pf 1 ˝ ϕq dϕ .

Proposition 2.10. Soit L P LpC,Cq. Alors L est une similitude directe si et seule-
ment si sa matrice dans la base canonique de C “ R2 est de la forme

ˆ

a ´b
b a

˙

Dans ce cas, on a L “Mλ, où λ “ a` ib.

Démonstration. Notons pe1, e2q la base canonique de C “ R2. On a e1 “ p 1
0 q “

1` i0 “ 1 et e2 “ p
0
1 q “ 0` i1 “ i. Si L est une similitude, L “ Mλ avec λ “ a` ib,

alors Lpe1q “ λˆ 1 “ a` ib “ p ab q et Lpe2q “ λˆ i “ ia´ b “ p´ba q, et par conséquent

L a pour matrice
ˆ

a ´b
b a

˙

dans la base pe1, e2q. Inversement, si la matrice de L est de

ce type et si on pose λ “ a` ib, alors L “ Mλ puisque ces deux applications linéaires
ont la même matrice. �

Corollaire 2.11. (forme réelle de l’équation de Cauchy-Riemann)
Soit f : Ω Ñ C une fonction de classe C1, et écrivons f “ u` iv où u et v sont à

valeurs réelles. Alors f est holomorphe si et seulement si
Bu

Bx
“
Bv

By
et

Bv

Bx
“ ´

Bu

By
¨

Démonstration. Comme f est de classe C1, elle est holomorphe si et seulement si
dfpzq est une similitude directe pour tout z P Ω (d’après la proposition 2.3) ; autrement
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dit : si et seulement si la matrice jacobienne de f en tout point est de la forme
ˆ

a ´b
b a

˙

.

D’où le résultat par définition de la matrice jacobienne puisque f “ u` iv “ p uv q. �

Corollaire 2.12. Si f P HpΩq et si on note Jf pzq le déterminant jacobien de f
en un point z P Ω, alors

Jf pzq “ |f
1pzq|2 .

Démonstration. Comme dfpzq “ Mf 1pzq, la matrice jacobienne de f au point z est

Jacf pzq “

ˆ

a ´b
b a

˙

, où f 1pzq “ a` ib. Donc Jf pzq “ a2 ` b2 “ |f 1pzq|2. �

Exercice. Montrer que pour une fonction f de classe C1 quelconque, on a

Jf “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bz̄

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

¨

3. Séries entières ; fonctions analytiques

3.1. Séries entières ; rayon de convergence.

Définition 3.1. Une série entière est une série de fonctions de la variable z P C
de la forme Σpzq “

ř

ně0
cnz

n, où les cn sont des nombres complexes.

Remarque 1. Il est important d’être conscient qu’une série entière est un objet
formel. La série peut très bien ne converger pour aucun point (sauf z “ 0).

Remarque 2. Par convention, on pose z0 “ 1 pour tout nombre complexe z. En
particulier, on a 00 “ 1.

Notation. Pour a P C et r ą 0, on notera Dpa, rq le disque ouvert de centre
a et de rayon r dans C :

Dpa, rq “ tz P C; |z ´ a| ă ru .

Le disque fermé correspondant sera noté Dpa, rq :

Dpa, rq “ tz P C; |z ´ a| ď ru .

La notation D n’est pas choisie au hasard : le disque fermé est bien l’adhérence du
disque ouvert !

Lemme 3.2. (Lemme d’Abel)
Soit pcnqně0 une suite de nombres complexes, et soit ρ ą 0. Si la suite pcnρnq est

bornée, alors la série
ř

cnz
n converge absolument pour tout z P C vérifiant |z| ă ρ, et

on a convergence normale sur tout disque fermé Dp0, rq de rayon r ă ρ.

Démonstration. Choisissons une constanteM telle que |cn|ρn ďM pour tout n P N.
Si z P C, on a cnzn “ cnρ

n ˆ

´

z
ρ

¯n
, et donc

|cnz
n| ďM p|z|{ρqn

pour tout n P N. Donc la série
ř

cnz
n est absolument convergente si |z|{ρ ă 1, i.e.

|z| ă ρ. Si 0 ď r ă ρ, alors

@z P Dp0, rq : |cnz
n| ďM pr{ρqn,
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majoration par le terme général d’une série convergente indépendante de z P Dp0, rq ;
donc la série

ř

cnz
n converge normalement sur Dp0, rq.

�

Théorème 3.3. Soit Σ “
ř

cnz
n une série entière. Il existe un unique “nombre”

R P r0,8s vérifiant les deux propriétés suivantes :
(i) la série

ř

cnz
n converge pour |z| ă R ;

(ii) la série
ř

cnz
n diverge pour |z| ą R.

De plus, la série
ř

cnz
n converge absolument si |z| ă R, et on a convergence normale

sur tout compact de Dp0, Rq. Le “nombre” R s’appelle le rayon de convergence de la
série entière Σ.

Démonstration. Posons R “ suptρ ě 0; la suite p|cn|ρnq est bornéeu, ce qui a bien
un sens : R existe dans r0,8s car l’ensemble dont on prend la borne supérieure est
non vide (il contient r :“ 0). Si z P C vérifie |z| ă R alors on peut trouver ρ ą |z|
tel que la suite |cn|ρn est bornée, donc la série

ř

cnz
n converge absolument d’après

le lemme d’Abel. Si |z| ą R alors la suite p|cnzn|q n’est pas bornée par définition de
R, donc la série

ř

cnz
n ne peut pas converger. Ainsi, R vérifie (i) et (ii). De plus, la

série
ř

cnz
n converge normalement sur tout disque Dp0, rq de rayon r ă R d’après le

Lemme d’Abel, donc normalement sur tout compact K Ă Dp0, Rq, car un tel compact
K est contenu dans un disque Dp0, rq avec r ă R (exo).

L’unicité est “évidente” : si R1 P r0,8s vérifie (i) et (ii), on ne peut pas avoir R1 ă R
sinon on obtiendrait une contradiction en choisissant r tel que R1 ă r ă R. (La série
ř

cnr
n devrait à la fois converger car r ă R et diverger car r ą R1). De même on ne

peut pas avoir R1 ą R, donc R1 “ R. �

Notation. On notera RpΣq le rayon de convergence d’une série entière Σ.

Remarque 3.4. Si Σ “
ř

cnz
n est une série entière, alors, par le Théorème 3.3,

on a
RpΣq “ sup tr ě 0; la série

ř

|cn| r
n convergeu .

De plus, la preuve du Théorème 3.3 a montré que

RpΣq “ sup tr ě 0; la suite p|cn|rnq est bornéeu .

On en déduit les choses suivantes : étant donné r P R`,r si la suite p|cn|rnq est bornée, alors RpΣq ě r ;r si la série
ř

|cn|r
n diverge, alors RpΣq ď r.

Conséquence 1. Si la suite pcnq est bornée, alors RpΣq ě 1.

Conséquence 2. Soient Σ0 “
ř

cnz
n et Σ1 “

ř

c1nz
n deux séries entières.

(a) S’il existe une constante M telle que |cn| ďM |c1n| à partir d’un certain rang,
alors RpΣ0q ě RpΣ1q.

(b) Si |cn| „ α |c1n| pour une certaine constante α, alors RpΣ0q “ RpΣ1q.

Démonstration. (a) Si |cn| ďM |c1n| à partir d’un certain rang, alors
 

r ě 0; la suite p|c1n|r
nq est bornée

(

Ď tr ě 0; la suite p|cn|rnq est bornéeu ,

et donc RpΣ1q ď RpΣq.
(b) découle de (a) car si |cn| „ α |c1n|, alors |cn| ď 2α |c1n| et |c1n| ď p2{αq |cn| à partir

d’un certain rang. �
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Remarque. Comme le montrent les exemples suivants, on ne peut rien dire de
complètement général sur la convergence de

ř

cnz
n pour |z| “ RpΣq.r Pour Σpzq “

ř

zn, on a RpΣq “ 1 (car la série géométrique
ř

rn converge si
r ă 1 et diverge si r ě 1) et la série diverge en tout point z tel que |z| “ 1.r Pour Σpzq “

ř

ně1
zn

n2 , on a RpΣq “ 1 (la suite
`

rn

n2

˘

est bornée si r ă 1 et
ř rn

n2

diverge pour r ą 1 car en fait rn{n2 Ñ 8) et la série converge en tout point z
tel que |z| “ 1.r pour Σpzq “

ř

ně1
zn

n , on a RpΣq “ 1 (même raisons que pour
ř zn

n2 ), la série
diverge pour z “ 1, mais converge pour z “ ´1 (série alternée), et en fait pour
tout point z ‰ 1 tel que |z| “ 1 (exo ; utiliser un “critère d’Abel”).

La proposition qui va suivre donne une formule générale pour calculer le rayon de
convergence d’une série entière. On doit d’abord rappeler la définition de la limite
supérieure d’une suite de nombres réels pxnq : la limite supérieure de pxnq est la
plus grande valeur d’adhérence de la suite pxnq dans r´8,`8s ; autrement dit, c’est
la plus grande limite possible (dans r´8,`8s) pour une sous-suite de pxnq. On note
ce “nombre” lim nÑ8xn, ou simplement limxn. Par exemple : si la suite pxnq converge
dans r´8,`8s alors limxn est la limite de pxnq ; on a lim p´1qn “ 1 car les valeurs
d’adhérence de xn “ p´1qn sont 1 et ´1 ; et on a lim p´1qn ˆ n2 “ `8.

Exercice 1. Montrer que pour tout nombre réel L, les implications suivantes ont
lieu :

‚ limxn ă L ùñ xn ă L à partir d’un certain rang ;
‚ limxn ą L ùñ xn ą L pour une infinité d’entiers n.

Exercice 2. Montrer que si punq et pvnq sont deux suites de nombres réels et si punq
admet une limite l ą 0, alors lim punvnq “ l ˆ lim vn.

Exercice 3. On adopte la convention 0 ˆ 8 “ 0. Montrer que si l P r0,8s, alors
lim plxnq “ l limxn

Proposition 3.5. (formule d’Hadamard)
Pour toute série entière Σ “

ř

cnz
n, le rayon de convergence de Σ est donné par

la formule
1

RpΣq
“ lim |cn|

1{n .

Démonstration. Notons R0 P r0,8s le “nombre” défini par 1
R0

“ lim |cn|
1{n (on

convient que 1{0 “ 8 et 1{8 “ 0). On va montrer séparément que RpΣq ě R0 et
RpΣq ď R0.

Si 0 ď r ă R0, alors lim nÑ8p|cn|
1{n ˆ rq ă 1, donc on a |cn|1{n ˆ r ă 1 à partir

d’un certain rang, i.e. |cn|rn ă 1. La suite p|cn|rnq est donc bornée, et par conséquent
RpΣq ě r. Ceci étant vrai pour tout r ă R0, on en déduit RpΣq ě R0.

Si r ą R0, alors lim nÑ8p|cn|
1{nˆrq ą 1, donc on peut trouver une infinité d’entiers

n tels que |cn|rn ą 1. Par conséquent, cnrn ne tend pas vers 0 quand n Ñ 8, donc
la série

ř

|cn|r
n diverge et donc r ě RpΣq. Ceci étant vrai pour tout r ą R0, on en

déduit R0 ě RpΣq. �

Corollaire 3.6. Si |cn|1{n admet une limite l P r0,8s, alors RpΣq “ 1{l.

Corollaire 3.7. Si cn ‰ 0 à partir d’un certain rang et si |cn`1|

|cn|
admet une limite

l P r0,8s, alors RpΣq “ 1{l.
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Démonstration. D’après le corollaire précédent, il suffit de montrer que |cn|1{n tend
vers l. Supposons que cn ‰ 0 pour tout n P N. Si on pose

un :“ ln
|cn`1|

|cn|
“ ln |cn`1| ´ ln |cn|,

alors un Ñ L :“ ln l P r´8,`8s. Par le Théorème de Cesàro, on en déduit que

Sn :“
u0 ` u1 ` ¨ ¨ ¨ ` un´1

n
Ñ L.

Mais par ailleurs,

Sn “
1

n

´

pln |c1| ´ ln |c0|q ` pln |c2| ´ ln |c1|q ` ¨ ¨ ¨ ` pln |cn| ´ ln |cn´1|q

¯

“
1

n
pln |cn| ´ ln |c0|q.

Comme ln |c0|
n Ñ 0 on en déduit que ln |cn|

n Ñ lnplq. Donc

|cn|
1{n “ exp

ˆ

ln |cn|

n

˙

Ñ elnplq “ l.

�

Exemples. Pour Σ “
ř

ně1
zn

nα , α P R, on a RpΣq “ 1 car pn`1qα

nα Ñ 1. Pour
Σ “

ř zn

n! , on a RpΣq “ 8 car n!
pn`1q! “

1
n Ñ 0. Pour Σ “

ř

n!zn, on a RpΣq “ 0 car
pn`1q!
n! Ñ8.

Exercice. Déterminer RpΣq pour Σ :“
ř

ně1p1 `
1
nq
n2
zn, pour Σ :“

ř
`

2n
n

˘

zn, et
pour Σ :“

ř

kě0 k
kzk

2 .

3.2. Régularité de la somme d’une série entière.

Définition 3.8. Soit Σpzq “
ř

cnz
n une série entière. La série dérivée de Σ est

la série entière Σ1pzq :“
ř

ně1 ncnz
n´1 “

ř

ně0pn` 1qcn`1z
n.

Fait 3.9. Une série entière et sa série dérivée ont le même rayon de convergence.

Démonstration. Si Σ “
ř

cnz
n, alors Σ1pzq “

ř

ně1 ncnz
n´1 a le même rayon

de convergence que rΣpzq :“
ř

ně0 ncnz
n car rΣpzq “ zΣ1pzq (et donc les deux sé-

ries convergent pour les mêmes valeurs de z). D’après la formule d’Hadamard, on a
1{RprΣq “ lim pn1{n |cn|

1{nq et donc RprΣq “ RpΣq car n1{n Ñ 1 ; d’où le résultat. �

Théorème 3.10. Soit Σ “ Σcnz
n une série entière de rayon de convergence R ą 0,

et soit f : Dp0, Rq Ñ C la somme de cette série, fpzq “
ř8

0 cnz
n. Alors f est infiniment

C-dérivable dans le disque Dp0, Rq, et ses dérivées successives s’obtiennent en dérivant
terme à terme : on a

@k P N : f pkqpzq “
8
ÿ

n“k

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q cnz
n´k “

8
ÿ

n“k

n!

pn´ kq!
cn z

n´k.

Pour démontrer ce théorème, on va utiliser un lemme qui est l’analogue d’un ré-
sultat bien connu pour les fonctions d’une variable réelle. Ce lemme sera grandement
“amélioré” au Chapitre 6.
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Lemme 3.11. Soit Ω un ouvert de C, et soit pfN qNě0 une suite de fonctions holo-
morphes sur Ω. On suppose que pfN q converge simplement vers une fonction f : Ω Ñ C,
et que la suite pf 1N q converge uniformément sur tout compact de Ω vers une fonction
g : Ω Ñ C. Alors f est holomorphe et f 1 “ g.

Preuve du Lemme 3.11. La fonction g est continue car les f 1N le sont. Donc, il suffit
de montrer que f est C-dérivable en tout point z P Ω, avec f 1pzq “ gpzq.

Soit r ą 0 tel que Dp0, rq Ď Ω. Si h P C vérifie |h| ď r, alors le segment rz, z`hs est
contenu dans Ω. Comme les fN sont holomorphes, on a donc, par le TFA holomorphe :

fN pz ` hq ´ fN pzq “

ż 1

0
f 1N pz ` thqhdt pour tout N ě 0,

Comme fN pzq Ñ fpzq et que f 1N Ñ g uniformément sur le compact rz, z ` hs Ď Ω,
de sorte que f 1N pz` thq Ñ gpz` thq uniformément sur r0, 1s, on peut passer à la limite
sous l’intégrale, ce qui donne

fpz ` hq ´ fpzq “

ż 1

0
gpz ` thqhdt “ hˆ

ż 1

0
gpz ` thq dt.

Pour tout h ‰ 0 tel que |h| ď r, on a donc

fpz ` hq ´ fpzq

h
“

ż 1

0
gpz ` thq dt.

Ensuite, comme g est continue, on montre (exo) que
ż 1

0
gpz ` thq dt

hÑ0
ÝÝÝÑ

ż 1

0
gpzq dt “ gpzq;

ce qui termine la démonstration. �

Preuve du Théorème 3.10. Pour N P N, posons fN pzq “
řN
n“0 cnz

n. Les fonctions
fN sont polynomiales, donc holomorphes sur Dp0, Rq, avec f 1N pzq “

řN
n“1 ncnz

n´1.
D’après le Fait 3.9, la série entière

ř

ně1 ncnz
n´1 a un rayon de convergence égal à R.

Donc on peut poser gpzq :“
ř8
n“1 ncnz

n´1, où la série converge normalement sur tout
compact de Dp0, Rq. En particulier, la suite pf 1N q converge vers g uniformément sur
tout compact de Dp0, Rq. Grâce au Lemme 3.11 , on en déduit que f est holomorphe
avec f 1pzq “ gpzq “

ř8
n“1 ncnz

n´1.
Par récurrence, on montre alors (exo) que f est infiniment C-dérivable sur Ω, avec

f pkqpzq “
ř8
n“k npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q cnz

n´k pour tout k P N. �

3.3. Fonctions analytiques.

Définition 3.12. Soit Ω un ouvert de C, et soit f : Ω Ñ C.
(1) On dit que f est développable en série entière au voisinage d’un point

a P Ω s’il existe r ą 0 et une suite de coefficients pcnqně0 (dépendant de a)
tels que Dpa, rq Ă Ω et

@z P Dpa, rq : fpzq “
8
ÿ

n“0

cnpz ´ aq
n ,

où la série converge en tout point de Dpa, rq.
(2) On dit que f est C-analytique sur Ω si elle est développable en série entière

au voisinage de chaque point de Ω.
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Du théorème 3.10, on déduit facilement le résultat suivant.

Proposition 3.13. Si f : Ω Ñ C est C-analytique, alors f est infiniment C-
dérivable sur Ω. De plus, si a P Ω et si fpzq “

ř8
0 cnpz ´ aqn sur un certain disque

Dpa, rq, alors les coefficients cn sont déterminés de manière unique par la fonction f :
on a

@k P N : ck “
f pkqpaq

k!
¨

Démonstration. Soit a P Ω quelconque, et soit r ą 0 tel que Dpa, rq Ă Ω et fpzq “
ř8

0 cnpz ´ aq
n sur Dpa, rq, pour une certaine suite de coefficients pcnq. La série entière

Σpwq “
ř

cnw
n a un rayon de convergence au moins égal à r, donc sa somme g

est infiniment C-dérivable dans le disque Dp0, rq, d’après le théorème 3.10. Comme
fpzq “ gpz ´ aq dans Dpa, rq, on en déduit que f est infiniment C-dérivable dans
Dpa, rq, donc au voisinage de a. Ceci étant vrai pour tout point a P Ω, cela signifie
que f est infiniment C-dérivable sur Ω. Enfin, avec les notations précédentes on a
f pkqpzq “ gpkqpz ´ aq “

ř8
k npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q cnpz ´ aq

n´k pour tout z P Dpa, rq,
d’où f pkqpaq “ k!ck ˆ 00 ` 0 “ k!ck pour tout k P N. �

Corollaire 3.14. Toute fonction C-analytique est holomorphe.

4. Fonctions usuelles

4.1. Exponentielle.

Définition 4.1. Pour z “ x` iy P C, on pose ez :“ exeiy “ expcos y ` i sin yq .

Cette définition suppose évidemment que l’on connaisse déjà l’exponentielle réelle
et les fonctions sinus et cosinus.

Remarque. On a |ez| “ eRepzq pour tout z P C. En particulier, ez ‰ 0.

Démonstration. Si z “ x` iy, alors |ez| “ ex|eiy| “ ex car |eiy| “ 1. �

Proposition 4.2. On a ez`z1 “ ezez
1 pour tous z, z1 P C.

Démonstration. On a ez ‰ 0 car |ez| “ eRepzq ą 0.
Si z “ x` iy et z1 “ x1 ` iy1, alors

ez`z
1

“ ex`x
1`ipy`y1q “ exex

1

eipy`y
1q .

Pour prouver que ez`z1 “ ezez
1 , il suffit donc de vérifier qu’on a eipy`y1q “ eiyeiy

1 ; mais
ceci est la traduction des formules d’addition pour le sinus et le cosinus :

eipy`y
1q “ cospy ` y1q ` i sinpy ` y1q

“ pcos y cos y1 ´ sin y sin y1q ` ipcos y sin y1 ` sin y cos y1q

“ pcos y ` i sin yqpcos y1 ` i sin y1q .

�

Corollaire 4.3. La fonction exponentielle est un homomorphisme surjectif de
pC,`q sur pC˚,ˆq, de noyau 2iπZ.

Démonstration. Notons E la fonction exponentielle. Que E soit un homomorphisme
de pC,`q dans pC˚,ˆq est la traduction de la proposition. La surjectivité est claire
puisque tout nombre complexe w ‰ 0 peut s’écrire w “ reiθ avec r ą 0 et θ P R, et
donc w “ elnprq`iθ. Si z “ x ` iy P kerpEq, alors 1 “ ez “ exeiy ; donc ex “ |ez| “ 1,
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i.e. x “ 0, et eiy “ 1, i.e. y P 2πZ ; autrement dit z P 2iπZ. Inversement, il est clair
que si z “ 2ikπ avec k P Z alors ez “ 1. Ainsi, kerpEq “ 2iπZ. �

Corollaire 4.4. L’application θ ÞÑ eiθ est un homomorphisme surjectif de pR,`q
sur pT,ˆq, de noyau 2πZ.

Proposition 4.5. La fonction exponentielle est holomorphe sur C, avec pezq1 “ ez.

Démonstration. Notons E : R2 Ñ C la fonction exponentielle, considérée comme
fonction de deux variables réelles. On a E “ u` iv avec

upx, yq “ ex cos y et vpx, yq “ ex sin y .

Il est clair que E est de classe C1, et un calcul immédiat montre qu’on a Bu
Bx “ u “ Bv

By

et Bv
Bx “ v “ ´Bu

By ¨ Ainsi, E vérifie la forme réelle de l’équation de Cauchy-Riemann et
est donc holomorphe sur C. Enfin, on a

E1 “
BE

Bx
“
Bu

Bx
` i
Bv

Bx
“ u` iv “ E .

�

Proposition 4.6. On a ez “
8
ÿ

n“0

zn

n!
pour tout z P C, où la série converge norma-

lement sur tout compact de C.

Démonstration. La série entière
ř zn

n! a un rayon de convergence infini, donc elle
converge normalement sur tout compact de C.

Soit z P C fixé, et soit ϕ : r0, 1s Ñ C la fonction définie par ϕptq “ etz. D’après la
proposition précédente, la fonction exponentielle est infiniment C-dérivable sur C, avec
peuqpnq “ eu pour tout n P N. Donc ϕ est de classe C8 sur r0, 1s, avec ϕpnqptq “ znetz

pour tout n P N. D’après la formule de Taylor, on a pour tout N P N :

ϕp1q “
N
ÿ

n“0

ϕpnqp0q

n!
ˆ p1´ 0qn `

ż 1

0

p1´ tqN

N !
ϕpN`1qptq dt

pour tout n P N, autrement dit

(4.1) ez “
N
ÿ

n“0

zn

n!
`
zN`1

N !

ż 1

0
p1´ tqNetzdt “:

N
ÿ

n“0

zn

n!
`RN pzq.

De plus, on a

|RN pzq| ď
|z|N`1

N !

ż 1

0
p1´ tqN |etz| dt

ď
|z|N`1

N !

ż 1

0
p1´ tqNe|z|dt “

|z|N`1

pN ` 1q!
ˆ e|z|,

et donc RN pzq Ñ 0 quand N Ñ 8. On peut donc passer à la limite dans (4.1) pour
obtenir la formule souhaitée. �

Exercice. En utilisant la formule du binôme et le développement en série entière de
l’exponentielle, montrer que pour tout z P C, on a

ez “ lim
nÑ8

´

1`
z

n

¯n
.
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4.2. Fonctions trigonométriques. Les fonctions trigonométriques complexes se
définissent à partir de l’exponentielle.

Définition 4.7. Pour z P C, on pose cos z “ 1
2pe

iz`e´izq et sin z “ 1
2ipe

iz´e´izq.

Remarque. Ces définitions sont cohérentes lorsque z P R !

La vérification des propriétés suivantes est laissée en exercice.

(1) Les fonctions sin et cos sont holomorphes sur C, avec sin1 “ cos et cos1 “ ´ sin.
(2) Les fonctions sin et cos sont développables en série entière sur C, avec

cos z “
8
ÿ

n“0

p´1qn
z2n

p2nq!
et sin z “

8
ÿ

n“0

p´1qn
z2n`1

p2n` 1q!
¨

(3) Les formules trigonométriques usuelles pour sinpu ` vq et cospu ` vq restent
valables pour tous u, v P C.

Lemme 4.8. On a cos z “ 0 si et seulement si z est de la forme π
2 ` kπ, où k P Z.

Démonstration. Par définition de la fonction cos, on a les équivalences suivantes :

cos z “ 0 ðñ eiz “ ´e´iz

ðñ e2iz “ ´1 “ eiπ

ðñ eip2z´πq “ 1

ðñ 2z ´ π P 2πZ .
�

Corollaire 4.9. La fonction tan z :“ sin z
cos z est bien définie et holomorphe sur

Ω “ Cztπ2 ` kπ; k P Zu

Exercice 1. Montrer qu’on a tan1pzq “ 1` tan2 z

Exercice 2. Déterminer le domaine de définition de cotan z :“ cos z
sin z ¨

4.3. Logarithmes et arguments.

Notation. On notera log : s0,8rÑ R la fonction “logarithme népérien” usuelle,
i.e. la réciproque de l’exponentielle réelle.

Définition 4.10. Soit z P C˚.
(a) On dit qu’un nombre complexe w est un logarithme de z si on a ew “ z.
(b) On dit qu’un nombre réel θ est un argument de z si on a eiθ “ z

|z| ¨

Remarques.

(1) Si z P C˚ et w P C, alors w est un logarithme de z si et seulement si w “

logprq ` iθ, où r :“ |z| et θ est un argument de z.
(2) Tout nombre complexe z ‰ 0 possède une infinité de logarithmes et d’argu-

ments.

Démonstration. Si on écrit w “ x` iy et z “ reiθ avec θ P R, alors
ew “ z ðñ exeiy “ reiθ ðñ ex “ r et eiy “ eiθ “ z

|z| ;

ce qui donne (1). Et la partie (2) est alors évidente. �
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Définition 4.11. La détermination principale de l’argument est la fonction
arg : C˚ Ñ R définie comme suit : argpzq est l’unique argument de z appartenant à
l’intervalle s ´ π, πs. La détermination principale du logarithme est la fonction
log : C˚ Ñ C définie par logpzq “ log |z| ` i argpzq. Autrement dit, si z “ reiθ avec
r ą 0 et θ P s ´ π, πs, alors logpzq “ logprq ` iθ.

Exemples.
(1) On a ´1 “ eiπ, donc logp´1q “ iπ. De même, i “ ei

π
2 et ´i “ e´i

π
2 , donc

logpiq “ iπ2 et logp´iq “ ´iπ2 .

(2) On a |1 ´ i| “
?

2 et 1 ´ i “
?

2
´?

2
2 ´ i

?
2

2

¯

“
?

2 e´i
π
4 , donc logp1 ´ iq “

log
?

2´ iπ4 “
logp2q

2 ´ iπ4 .

Remarque 1. La notation log est intentionnelle : la fonction log prolonge la fonction
logarithme réelle.

Remarque 2. En général, on n’a pas logpzz1q “ logpzq ` logpz1q : cette égalité est
vraie seulement modulo 2iπ. Par exemple, on a logp´1 ˆ iq “ logp´iq “ ´iπ2 , mais
logp´1q ` logpiq “ iπ ` iπ2 “ i3π

2 ¨ En fait, on a logpzz1q “ logpzq ` logpz1q si et
seulement si argpzq ` argpz1q P s ´ π, πs (exo).

Remarque 3. Les fonctions log et arg ne sont pas continues sur C˚. En fait, elles ne
sont continues en aucun point de la forme z “ ´r, où r ą 0.

Démonstration. Pour ε P s0, πs, posons z`ε “ reipπ´εq et z´ε “ re´ipπ´εq (faire un
dessin). Alors z˘ε Ñ ´r quand ε Ñ 0`, mais argpz`ε q “ π ´ ε Ñ π et argpz´ε q “
´pπ´ εq Ñ ´π. Donc la fonction arg est discontinue au point ´r ; et comme argpzq “
Implogpzqq, on en déduit que la fonction log est également discontinue au point ´r. �

Proposition 4.12. La fonction arg est de classe C1 sur CzR´, et la fonction log
est holomorphe sur CzR´ avec log1pzq “ 1

z ¨

Démonstration. Si z “ x`iy P CzR´, alors θ :“ argpzq P s´π, πr. Donc θ
2 P s´

π
2 ,

π
2 r

et tan
`

θ
2

˘

est bien définie. D’après le “Théorème de l’angle au centre et de l’angle
inscrit”, on a (faire un dessin)

tan

ˆ

θ

2

˙

“
y

x` |z|
“

y

x`
a

x2 ` y2
¨

De plus, comme θ{2 P s ´ π{2, π{2r on a θ{2 “ arctanptan θ{2q. Donc

argpzq “ θ “ 2 arctan

˜

y

x`
a

x2 ` y2

¸

;

et cette formule explicite prouve que la fonction arg est de classe C1 sur CzR´.
Comme logpzq “ log |z| ` i argpzq et que la fonction z ÞÑ log |z| “ logp

a

x2 ` y2q

est de classe C1 sur C˚, la fonction log est également de classe C1 sur CzR´. De plus, en
différentiant la relation elog “ z, on obtient elogdplogq “ dz, autrement dit zdplogq “ dz,
ou encore dplogq “ dz

z . Par conséquent, log est holomorphe sur CzR´ avec log1pzq “
1
z ¨ �

Corollaire 4.13. Pour tout nombre complexe z, on a ez “ lim
nÑ8

´

1`
z

n

¯n
.
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Démonstration. Fixons z P C. Si l’entier n est assez grand, alors 1 ` z
n ‰ 0, donc

on peut écrire 1 ` z
n “ elogp1` z

n
q et

`

1` z
n

˘n
“ exp

`

n log
`

1` z
n

˘˘

. De plus, comme
la fonction log est C-dérivable en 1 avec log1p1q “ 1 et comme logp1q “ 0, on voit que
logp1` uq „ u quand uÑ 0. Par conséquent, n log

`

1` z
n

˘

tend vers z quand n Ñ 8

et donc
`

1` z
n

˘n tend vers ez. �

Proposition 4.14. Dans le disque unité D “ Dp0, 1q, on a

logp1´ zq “ ´
8
ÿ

n“1

zn

n
,

où la série converge normalement sur tout compact de D.

Démonstration. La série entière
ř

ně1
zn

n a un rayon de convergence égal à 1, donc
elle converge normalement sur tout compact de Dp0, 1q “ D.

Si z P D, alors 1 ´ z P Dp1, 1q Ă CzR´ (faire un dessin). Donc fpzq “ logp1 ´ zq
est bien définie et holomorphe sur D, avec f 1pzq “ ´ 1

1´z et fp0q “ logp1q “ 0. D’après
le TFA holomorphe, on a donc

logp1´ zq “ 0´

ż 1

0

1

1´ tz
ˆ zdt “ ´

ż 1

0

z

1´ tz
dt

pour tout point z P D. De plus, pour z P D fixé on a

1

1´ tz
“

8
ÿ

k“0

ptzqk ,

où la série géométrique converge normalement sur r0, 1s car |tz| ď |z| ă 1 pour tout
t P r0, 1s. On en déduit

logp1´ zq “ ´

ż 1

0

˜

8
ÿ

k“0

ptzqk

¸

ˆ zdt

“ ´
ÿ

ż

“ ´

8
ÿ

k“0

zk`1 ˆ

ż 1

0
tk dt

“ ´

8
ÿ

k“0

zk`1

k ` 1
,

ce qui est la formule souhaitée. L’interversion de la somme infinie et de l’intégrale est
justifiée par la convergence normale de la série sur r0, 1s. �

Définition 4.15. Soit A Ă C˚. On dit qu’une fonction L : AÑ C est une déter-
mination du logarithme sur A si on a eLpzq “ z pour tout z P A, et qu’une fonction
Θ “ A Ñ R est une détermination de l’argument si Θpzq est un argument de z
pour tout z P A.

Remarque 4.16. Il n’existe aucune détermination continue de l’argument sur le
cercle T “ tz P C; |z| “ 1u et aucune détermination continue du logarithme sur C˚.

Démonstration. Supposons qu’il existe une détermination continue de l’argument
sur T, i.e. une fonction continue Θ : T Ñ R telle que eiΘpzq “ z pour tout z P T. On
a alors eiΘpeitq “ eit pour tout t P R, autrement dit eipΘpeitq´tq “ 1. Donc la fonction
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ϕ : R Ñ R définie par ϕptq “ Θpeitq ´ t est à valeurs dans 2πZ. Comme ϕ est de plus
continue, elle est donc constante d’après le théorème des valeurs intermédiaires (ϕpRq
doit être un intervalle contenu dans 2πZ). Il existe donc un entier k tel que

@t P R : Θpeitq “ t` 2kπ ,

ce qui est absurde car le membre de gauche est 2π-périodique mais le membre de droite
ne l’est pas.

Si L est une détermination du logarithme sur C˚ alors Lpzq “ log |z| ` iΘpzq, où
Θ est une détermination de l’argument. D’après ce qui précède, Θ ne peut pas être
continue sur C˚, donc L non plus puisque Θpzq “ ImpLpzqq. �

Exercice. Montrer que si L est une détermination C1 du logarithme dans un
ouvert Ω Ă C˚, alors L est holomorphe et L1pzq “ 1

z ¨

Exemple 4.17. Soit I Ă R un intervalle ouvert de longueur 2π, qu’on écrit sous
la forme I “sα ´ π, α ` πr, et soit ∆I Ă C la demi-droite R´eiα. Pour z P Cz∆I , on
note argIpzq l’unique argument de z appartenant à l’intervalle I, et on pose logIpzq “
log |z| ` i argIpzq. On dit que logI et argI sont les déterminations du logarithme et de
l’argument sur Cz∆I obtenues en choisissant l’argument dans I.

Remarque. On a args´π,πr “ arg et logs´π,πr “ log sur CzR´.
Proposition 4.18. Avec les notations précédentes, la fonction argI est de classe

C1 sur Cz∆I , et la fonction logI est holomorphe sur Cz∆ avec log1pzq “ 1{z.

Démonstration. Un nombre complexe z appartient à Cz∆I si et seulement si ze´iα P
CzR´ (en tournant d’un angle ´α, on passe de ∆I à R´), et on a alors argIpzq “
argpze´iαq ` α par définition de argI . Comme arg est de classe C1 sur CzR´, cela
montre que argI est de classe C1 sur Cz∆I , et on en déduit comme dans la preuve
de la Proposition 4.12 que logI est holomorphe sur Cz∆I avec log1Ipzq “

1
z ¨ (On peut

aussi dire que logIpzq “ logpe´iαzq ` iα, et donc logI est holomorphe avec log1Ipzq “
e´iα log1pe´iαzq “ 1{z.) �

Corollaire 4.19. Pour toute demi-droite ∆ Ă C d’origine 0, on peut trouver une
détermination C1 de l’argument et une détermination holomorphe du logarithme sur
Cz∆.

Démonstration. Toute demi-droite ∆ d’origine 0 est une ∆I . �

Corollaire 4.20. Pour tout nombre complexe z0 ‰ 0, il existe une détermination
holomorphe du logarithme définie sur un voisinage V de z0.

Démonstration. Il suffit de choisir une demi-droite ∆ d’origine 0 ne passant pas par
z0 (par exemple ∆ “ R´z0), et de poser V “ Cz∆. �

4.4. Fonctions puissances.

Définition 4.21. Soit L une détermination holomorphe du logarithme sur un ou-
vert Ω Ă C˚. Si λ P C, la détermination de zλ associée à L est la fonction
z ÞÑ eλLpzq.

Reformulation. Supposons que λ P R. Si z “ reiΘpzq, où Θ est la détermination
de l’argument associée à L, alors

zλ “ rλeiλΘpzq,

où rλ a son sens habituel, rλ “ eλ logprq.
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Remarque. Il est important d’avoir compris que zλ dépend de la détermination
du logarithme considérée, autrement dit du choix de l’argument. Par exemple, si on
veut calculer p´1q1{3 en choisissant l’argument dans s0, 2πr, alors on trouve p´1q1{3 “

peiπq1{3 “ eiπ{3 ; mais si on choisit l’argument dans s2π, 4πr, on trouve p´1q1{3 “

pei3πq1{3 “ eiπ “ ´1.

On laisse en exo la vérification des (importantes) propriétés suivantes.

(1) Si λ “ n P N˚, alors zλ “ z ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ z
looooomooooon

n fois

“ ¨ ¨ ¨ zn, quelle que soit la détermination

de l’argument choisie ; et z0 “ 1.

(2) Si on choisit l’argument dans s ´ π, πr et si λ P R, alors la fonction zλ (dont
le domaine de définition est CzR´) prolonge la fonction puissance xλ usuelle
(définie sur s0,8r).

(3) Si λ P R alors |zλ| “ |z|λ, quelle que soit la détermination de l’argument
choisie.

5. Holomorphe = analytique

Pour conclure ce chapitre, on va démontrer le très important résultat suivant.

Théorème 5.1. Soit Ω un ouvert de C. Si f est une fonction holomorphe sur Ω,
alors f est développable en série entière dans tout disque ouvert Dpa,Rq Ď Ω.

De ce théorème, on déduit immédiatement qu’il était inutile d’introduire la notion
de fonction analytique.

Corollaire 5.2. Une fonction est holomorphe si et seulement si elle est C-analytique.
En particulier, toute fonction holomorphe est infiniment C-dérivable.

Et en particulier :

Corollaire 5.3. Si f est une fonction holomorphe, alors f 1 est holomorphe.

Exercice. Démontrer “à la main” ce dernier résultat, en supposant que la fonction
f est de classe C2.

Preuve du Théorème 5.1. Fixons un disque Dpa,Rq Ď Ω. Pour 0 ď r ă R, soit

fr : RÑ C la fonction 2π-périodique définie par

frptq :“ fpa` reitq.

Comme f est holomorphe sur Dpa,Rq, toutes les fonctions fr sont de classe C1 sur R ;
donc on peut écrire

(˚) frptq “
8
ÿ

k“´8

ckpfrqe
ikt,

où la série converge normalement sur R.
Pour k P Z et 0 ď r ă R, posons ϕkprq “ ckpfrq ; autrement dit,

ϕkprq “

ż π

´π
fpa` reitq e´ikt

dt

2π
¨
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Comme f est holomorphe sur Dpa,Rq, on voit en utilisant le théorème de dérivabi-
lité des intégrales à paramètres (exo) que chaque fonction ϕk est de classe C1 sur r0, Rr ,
avec

ϕ1kprq “

ż π

´π
f 1pa` reitqeit e´ikt

dt

2π
¨

Par ailleurs, si r ą 0 alors

f 1pa` reitqeit “
1

ir

d

dt

”

fpa` reitq
ı

.

En intégrant par parties, on en déduit

ϕ1kprq “
” 1

2πir
fpa` reitqe´ikt

ıπ

´π
`
k

r

ż π

´π
fpa` reitq e´ikt

dt

2π
,

autrement dit

ϕ1kprq “
k

r
ϕkprq.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 qu’on sait résoudre : on en déduit
qu’il existe une constante ck telle que

ϕkprq “ ckr
k pour 0 ă r ă R.

Comme ϕk est de plus continue en 0, cela force ck “ 0 pour k ă 0, puisque rk Ñ 8

quand r Ñ 0`. Ainsi, ϕkprq ” 0 si k ă 0. En résumé :

ckpfrq “ 0 si k ă 0 et ckpfrq “ ckr
r si k ě 0.

En revenant à p˚q, on voit donc que si z P Dpa,Rq et si on écrit z “ a ` reit avec
0 ď r ă R, alors

fpzq “ fpa` reitq “ frptq “
8
ÿ

k“0

ckr
r eikt “

8
ÿ

k“0

ckpz ´ aq
k.

Donc f est développable en série entière dans le disque Dp0, Rq. �

Exercice. Soit f la fonction définie par fpzq “ 1
z2´2z´2

¨

(a) Déterminer le plus grand disque Dp0, Rq sur lequel f est holomorphe.
(b) Décomposer fpzq en éléments simples, puis déterminer le développement en

série entière de f dans le disque Dp0, Rq.

Proposition 5.4. (détermination des coefficients d’un DSE)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque Dpa,Rq, et écrivons

fpzq “
8
ÿ

n“0

cnpz ´ aq
n.

(1) Pour tout n ě 0, on a cn “
f pnqpaq
n! ¨

(2) Soit 0 ă r ă R, et notons fr : R Ñ C la fonction continue 2π-périodique
définie par frptq :“ fpa ` reitq. Alors les coefficients de Fourier de fr sont
donnés par

cnpfrq “

"

0 si n ă 0
cnr

n si n ě 0
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On a donc

cnr
n “

ż 2π

0
fpa` reitqe´int

dt

2π
pour tout n ě 0.

(3) Si f est continue sur le disque fermé Dpa,Rq et holomorphe dans le disque
Dpa,Rq, alors (2) est encore valable pour r “ R.

Démonstration. (1) a déjà été démontré : cf la Proposition 3.13.
(2) On a

frptq “
8
ÿ

n“0

cn
`

a` reit ´ a
˘n
“

8
ÿ

n“0

cnr
neint,

où la série converge normalement sur R (donc uniformément) ; donc il suffit d’appliquer
le Lemme 1.4 du Chapitre 1.

(3) Si f est continue sur le disque fermé Dpa,Rq, elle est bornée sur Dpa,Rq puisque
Dpa,Rq est compact, et frptq Ñ fRptq pour tout t P R quand r Ñ R´. Par convergence

dominée, on en déduit (exo) que cnpfrq
rÑR´
ÝÝÝÝÑ cnpfRq pour tout n P Z ; d’où le résultat.

(On peut en fait se passer du Théorème de convergence dominée car frptq Ñ fRptq
uniformément sur R, par continuité uniforme de f sur le compact Dpa,Rq.) �

Corollaire 5.5. (formule de la moyenne)
Si f est une fonction holomorphe dans un disque Dpa,Rq , alors on a pour tout

0 ă r ă R :

fpaq “

ż 2π

0
fpa` reitq

dt

2π
¨

Si f est de plus continue sur le disque fermé Dpa,Rq, alors cette formule est encore
valable pour r “ R.

Démonstration. Si on écrit fpzq “
ř8
n“0 cnpz´aq

n, alors fpaq “ c0 ; donc le résultat
est immédiat par la Proposition 5.4. �

Corollaire 5.6. Si f est une fonction holomorphe dans un disque Dpa,Rq et si
on écrit fpzq “

ř8
n“0 cnpz ´ aq

n, alors

@0 ă r ă R :
8
ÿ

n“0

|cn|
2r2n “

ż 2π

0
|fpa` reitq|2

dt

2π
¨

Si f est de plus continue sur Dpa,Rq, alors cette formule est encore valable pour
r “ R.

Démonstration. Cela découle de la Proposition 5.4 et de la formule de Parseval
appliquée aux fonctions continues 2π-périodiques fr. �





Chapitre 3

Quelques propriétés des fonctions holomorphes

1. Zéros des fonctions holomorphes

Notation 1.1. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Ω Ă C, on pose

Zpfq “ ta P Ω; fpaq “ 0u .

On dit que Zpfq est l’ensemble des zéros de la fonction f .

1.1. Factorisation. On sait que si P est un polynôme à coefficients complexes et
si a est une racine de P , alors on peut factoriser P pzq sous la forme P pzq “ pz´aqpQpzq,
où p ě 1 et Q est un polynôme tel que Qpaq ‰ 0. Le théorème suivant généralise cette
propriété algébrique à toutes les fonctions holomorphes.

Théorème 1.2. (théorème de factorisation)
Soit Ω un ouvert connexe de C et soit f P HpΩq non identiquement nulle.

Pour tout point a P Zpfq, il existe un entier p ě 1 et une fonction g : Ω Ñ C tels que
(i) @z P Ω : fpzq “ pz ´ aqpgpzq ;
(ii) g est holomorphe et gpaq ‰ 0.

L’entier p et la fonction g sont déterminés de manière unique par (i) et (ii). On dit que
p est la multiplicité de a comme zéro de f .

Pour la preuve du théorème, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 1.3. Soit f P HpΩq et soit A “ ta P Ω; @n P N : f pnqpaq “ 0u. Alors A
est à la fois ouvert et fermé dans Ω.

Démonstration. Comme toutes les fonctions f pnq sont continues, il est clair que
A “

Ş

n Zpf
pnqq est un fermé de Ω.

Soit a P A quelconque. Comme a P Ω, on peut choisir r ą 0 tel que Dpa, rq Ă Ω ;
et comme f est holomorphe, on a alors

@z P Dpa, rq : fpzq “
8
ÿ

n“0

f pnqpaq

n!
pz ´ aqn .

Comme f pnqpaq “ 0 pour tout n (puisque a P A), on voit ainsi que f est identiquement
nulle sur le disque ouvert Dpa, rq, et donc f pnq ” 0 sur Dpa, rq pour tout n P N.
Autrement dit, Dpa, rq est contenu dans A. Comme a est un point quelconque de A,
cela prouve que A est un ouvert de C, donc de Ω.

�

Corollaire 1.4. Si Ω est connexe et si f P HpΩq n’est pas identiquement nulle
alors, pour tout point a P Ω, il existe un entier n tel que f pnqpaq ‰ 0.

Démonstration. Par connexité, l’ensemble A est soit vide soit égal à Ω. Comme
f n’est pas identiquement nulle, on a A ‰ Ω ; donc A “ H, ce qui est la conclusion
souhaitée. �

49



50 3. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS HOLOMORPHES

Remarque. Ce dernier résultat n’est pas valable pour les fonctions d’une variable
réelle. Par exemple, la fonction f : R Ñ R définie par fpxq :“ e1{x pour x ą 0 et
fpxq :“ 0 pour x ď 0 est de classe C8 et vérifie f pnqp0q “ 0 pour tout n P N (exo),
mais elle n’est pas identiquement nulle.

Preuve du théorème de factorisation. Fixons a P Zpfq.
Montrons d’abord l’existence de l’entier p et de la fonction g. Par le lemme (et son

corollaire), on peut poser

p “ mintn P N; f pnqpaq ‰ 0u .

Alors p ě 1 car f p0qpaq “ fpaq “ 0 ; et par définition de p, on a f ppqpaq ‰ 0 et
fpaq “ ¨ ¨ ¨ “ f pp´1qpaq “ 0.

Choisissons r ą 0 tel que Dpa, rq Ă Ω. Si z P Dpa, rq, alors

fpzq “

8
ÿ

n“0

f pnqpaq

n!
pz ´ aqn

“

8
ÿ

n“p

f pnqpaq

n!
pz ´ aqn

“ pz ´ aqp
8
ÿ

n“p

f pnqpaq

n!
pz ´ aqn´p

“ pz ´ aqp
8
ÿ

k“0

f pp`kqpaq

pp` kq!
pz ´ aqk .

La série entière
ř

kě0
f pp`kqpaq
pp`kq! pz´aq

k (série entière en z´a) converge en tout point
z P Dpa, rq, donc la fonction

rgpzq “
8
ÿ

k“0

f pp`kqpaq

pp` kq!
pz ´ aqk

est bien définie et holomorphe sur Dpa, rq. Par définition, on a rgpaq “ f ppqpaq
p! ‰ 0, et

fpzq “ pz ´ aqp rgpzq

pour tout z P Dpa, rq.
Définissons alors une fonction g : Ω Ñ C par

gpzq “

#

rgpaq si z “ a
fpzq
pz´aqp si z ‰ a

La fonction g est visiblement holomorphe sur Ωztau, et elle l’est également au
voisinage de a car g ” rg sur z P Dpa, rq. Donc g est holomorphe sur Ω. De plus, on a
gpaq “ rgpaq ‰ 0 et fpzq “ pz ´ aqpgpzq pour tout z P Ω par définition de g.

Pour démontrer l’unicité, supposons que pp1, g1q et pp2, g2q vérifient (i) et (ii). Alors

(1.1) @z P Ω : pz ´ aqp1g1pzq “ fpzq “ pz ´ aqp2g2pzq.

Si p1 ‰ p2, on a par exemple p1 ă p2 ; et comme g1pzq “ pz ´ aq
p2´p1g2pzq pour z ‰ a,

on obtient g1paq “ 0 en faisant tendre z vers a, ce qui est exclu. Donc p1 “ p2. On en
déduit g1pzq “ g2pzq pour z ‰ a en divisant par pz ´ aqp1 “ pz ´ aqp2 dans (1.1), donc
également g1paq “ g2paq par continuité, et ainsi g1 “ g2.
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�

1.2. Le principe des zéros isolés. Le résultat suivant est une conséquence im-
médiate du théorème de factorisation ; mais vu son importance, il mérite d’être énoncé
comme un théorème.

Théorème 1.5. (principe des zéros isolés)
Soit Ω un ouvert connexe de C. Si f P HpΩq n’est pas identiquement nulle, alors

tous les zéros de f sant isolés : pour tout a P Zpfq, on peut trouver un voisinage ouvert
V de a tel que f n’a pas d’autre zéro que a dans V .

Démonstration. Soit a P Zpfq, et écrivons fpzq “ pz ´ aqpgpzq comme dans le
théorème de factorisation. Comme gpaq ‰ 0 et comme g est continue au point a, on
peut trouver un voisinage ouvert V de a tel que gpzq ‰ 0 pour tout z P V . Alors
fpzq ‰ 0 pour tout z P V différent de a, donc le voisinage V convient. �

Exemple. Si fpzq “ cos z, alors Zpfq “ tπ2 ` kπ; k P Zu : on voit bien que les zéros
de f sont isolés !

Vocabulaire. Soit A Ă C, et soit w P C. On dit que w est un point d’accumu-
lation de A si tout voisinage de w contient une infinité de points de A.

Exemple. Si pznqnPN Ă C est une suite de points deux à deux distincts, alors toute
valeur d’adhérence de pznq est un point d’accumulation de l’ensemble tzn; n P Nu.

Démonstration. Micro-exo. �

Corollaire 1.6. Si f est une fonction holomorphe non identiquement nulle sur
un ouvert connexe Ω Ă C, alors Zpfq ne possède pas de points d’accumulation dans Ω.

Démonstration. C’est évident par le principe des zéros isolés. �

Remarque. En revanche, Zpfq peut possèder des points d’accumulation en dehors
de Ω. Par exemple, fpzq “ sinp1{zq est holomorphe sur C˚ et Zpfq “ t 1

nπ ; n P Z˚u
admet 0 comme point d’accumulation.

Corollaire 1.7. (principe d’identité)
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe Ω Ă C.
(1) Si l’ensemble tz P Ω; fpzq “ gpzqu possède un point d’accumulation dans Ω,

alors f “ g.
(2) En particulier : si on sait que f et g co’́incident sur un ouvert non videW Ă Ω,

ou bien seulement sur un segment non trivial I Ă Ω, alors on peut conclure
que f “ g.

Démonstration. (1) Si on pose h :“ f ´ g, alors l’hypothèse dit que Zphq possède
un point d’accumulation dans Ω, donc h “ 0 par le corollaire précédent.

(2) Le cas “ouvert” découle du cas “segment” car tout ouvert non vide contient
un segment non trivial. Si I est un segment non trivial, alors tout point de I est un
point d’accumulation de I (micro-exo) ; donc, si f et g có’incident sur un segment non
trivial, alors tz P Ω; fpzq “ gpzqu possède des points d’accumulation dans Ω et on peut
appliquer (1). �

Exemple 1. Considérons la “formule d’addition”

cospu` vq “ cospuq cospvq ´ sinpuq sinpvq .
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On sait que cette formule est vraie pour u, v P R. Pour u P R fixé, les deux fonctions
fpvq “ cospu ` vq et gpvq “ cospuq cospvq ´ sinpuq sinpvq sont holomorphes sur C et
f ” g sur R ; donc f “ g par le principe d’identité, autrement dit la formule d’addition
est vraie pour u P R et v P C quelconque. En fixant maintenant v P C et en appliquant
le même raisonnement aux fonctions u ÞÑ sinpu`vq et u ÞÑ cospuq cospvq´sinpuq sinpvq,
on conclut que la formule d’addition est vraie pour u, v P C quelconques.

Exemple 2. On sait depuis qu’on est petit qu’on a logp1´xq “ ´
ř8
n“1

xn

n pour tout
x P s ´ 1, 1r. Comme les fonctions z ÞÑ logp1´ zq et z ÞÑ ´

ř8
n“1

zn

n sont holomorphes
sur le disque D “ Dp0, 1q, on en déduit qu’on a logp1´zq “ ´

ř8
n“1

zn

n pour tout z P D
par le principe d’identité.

Corollaire 1.8. Si f est une fonction holomorphe non identiquement nulle sur
un ouvert connexe Ω Ă C, alors

(i) Zpfq XK est fini pour tout compact K Ă Ω ;
(ii) Zpfq est dénombrable.

Démonstration. (i) Soit K un compact de Ω. Si Zpfq XK était infini, on pourrait
trouver une suite pznqnPN de points deux à deux distincts dans Zpfq XK. Cette suite
admet une valeur d’adhérence a P K puisque K est compact. Alors a est un point
d’accumulation de l’ensemble tzn; n P Nu, donc un point d’accumulation de Zpfq, ce
qui est impossible puisque a P Ω.

La partie (ii) découle de (i) et du fait suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

Fait. L’ouvert Ω est réunion dénombrable de compacts. Plus précisément, si on
pose Kn “ tz P C; |z| ď n et dist pz,CzΩq ě 2´nu, alors les Kn sont compacts et
Ω “

Ť8
0 Kn.

En effet, en écrivant Zpfq “
Ť8

0 ZpfqXKn, on voit par (i) que Zpfq est une réunion
dénombrable d’ensembles finis, donc un ensemble dénombrable.

�

Exercice. Soit Ω un ouvert connexe de C. Montrer que si f et g sont deux fonctions
holomorphes sur Ω telles que fg “ 0, alors f “ 0 ou g “ 0. En termes algébriques, cela
signifie que HpΩq est un anneau intègre.

2. Théorème de Liouville

2.1. Cauchy. Le résultat suivant est souvent très utile.

Lemme 2.1. (inégalités de Cauchy)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque Dp0, Rq, fpzq “

ř8
0 cnz

n. Pour
0 ď r ă R, posons Mprq “ supt|fpξq|; |ξ| “ ru. Avec ces notations, on a

@n P N : |cn|r
n ďMprq .

Démonstration. C’est évident en écrivant

cnr
n “

1

2π

ż 2π

0
fpreitqe´int dt

et en majorant le module de l’intégrale :

|cn| rn ď
1

2π

ż 2π

0
Mprq dt “Mprq .

�
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2.2. Liouville.

Définition 2.2. Une fonction entière est une fonction holomorphe sur C tout
entier.

Théorème 2.3. Soit f : C Ñ C une fonction entière. On suppose qu’il existe des
constantes A, B et un entier k telles que

@z P C : |fpzq| ď A`B |z|k .

Alors f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à k.

Démonstration. Écrivons fpzq “
ř8

0 cnz
n. D’après les inégalités de Cauchy, on a

|cn| r
n ď sup t|fpξq|; |ξ| “ ru

ď A`B rk

pour tout r ą 0 et pour tout n P N, et donc

|cn| ď
A

rn
`

B

rn´k
¨

En faisant tendre r vers l’infini, on en déduit cn “ 0 pour tout n ą k ; donc
fpzq “

ř

nďk cnz
n, et f est polynomiale de degré au plus k.

�

Le “Théorème de Liouville” proprement dit est le corollaire suivant :

Corollaire 2.4. Toute fonction entière bornée est constante.

Démonstration. On applique le théorème avec k “ 0, A “ 0 et une constante B
telle que |fpzq| ď B “ 0 ` B |z|0 pour tout z P C. La conclusion est que f est une
fonction polynomiale de degré ď 0, c’est-à-dire une fonction constante. �

Corollaire 2.5. Si f est une fonction entière et si fpzq tend vers 0 quand |z| Ñ 8,
alors f “ 0.

Démonstration. Comme f est continue, l’hypothèse entraine que f est bornée sur
C, et donc constante par le théorème de Liouville ; et comme fpzq Ñ 0 quand |z| Ñ 8,
la constante vaut 0. �

2.3. D’Alembert-Gauss. Comme illustration du théorème de Liouville, on va
démontrer le “théorème fondamental de l’algèbre”, qu’on appelle également “théorème
de d’Alembert-Gauss”.

Théorème 2.6. Si P est un polynôme non constant à coefficients complexes, alors
P possède au moins une racine dans C.

Démonstration. Supposons que P ne possède aucune racine dans C. Alors

fpzq :“
1

P pzq

est bien défini pour tout z P C, et f est une fonction entière. De plus, comme le
polynôme P est non constant, on vérifie facilement que |P pzq| tend vers l’infini quand
|z| Ñ 8 (micro-exo). Donc fpzq tend vers 0 quand |z| Ñ 8, et par conséquent f “ 0,
ce qui est absurde puisque f ne s’annule pas. �
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3. Principe du maximum

3.1. Cas des fonctions holomorphes. La version de base du “principe du maxi-
mum” s’énonce comme suit.

Théorème 3.1. Soit Ω un ouvert borné de C, et soit f : Ω Ñ C une fonction
continue sur Ω et holomorphe dans Ω.

(1) Pour tout point z P Ω, on a |fpzq| ď sup
ξPBΩ

|fpξq|.

(2) Si Ω est connexe et si f est non constante, alors l’inégalité précédente est
stricte : |fpzq| ă sup

ξPBΩ
|fpξq| pour tout z P Ω.

Démonstration. On démontre d’abord (2). Supposons donc que Ω est connexe et
que f n’est pas constante. Posons M “ supξPΩ |fpξq|. Il suffit de montrer qu’on a

(3.1) @z P Ω : |fpzq| ăM.

En effet, comme Ω est compact (car Ω est borné) et f continue, on peut trouver ξ0 P Ω
tel que |fpξ0q| “M . Si (3.1) est vraie alors nécessairement ξ0 P BΩ, doncM “ supBΩ |f |
et donc |fpzq| ă supBΩ |f | pour tout z P Ω (à nouveau grâce à (3.1)).

Pour démontrer (3.1)), on raisonne par l’absurde. Supposons qu’il existe un point
a P Ω tel que |fpaq| “M . Soit r0 ą 0 tel que Dpa, r0q Ă Ω. Dans le disque Dpa, r0q on
peut développer f en série entière :

fpzq “
8
ÿ

n“0

cnpz ´ aq
n.

Soit r tel que 0 ă r ă r0. On a vu au Chapitre 2 (Corollaire 5.6) qu’on a
8
ÿ

n“0

|cn|
2r2n “

ż 2π

0
|fpa` reitq|2

dt

2π
¨

Comme |fpa ` reitq|2 ď M2 pour tout t P r0, 2πs et que |c0|
2 “ |fpaq|2 “ M2, on en

déduit

M2 `

8
ÿ

n“1

|cn|
2r2n ďM2.

Donc cn “ 0 pour tout n ě 1 car tous les termes de la somme dans le membre de gauche
sont ě 0. Ainsi, on a fpzq “ c0 pour tout z P Dpa, r0q ; donc en fait fpzq “ c0 pour
tout z P Ω d’après le principe d’identité. Donc f est constante sur Ω par continuité, ce
qui est la contradiction cherchée.

Pour démontrer (1), fixons z P Ω, et notons Ωz la composante connexe de Ω
contenant z. Comme Ω est ouvert, on sait que Ωz est un ouvert (borné) de C, et on
a BΩz Ă BΩ (exo). Si la fonction f est constante sur Ωz, alors |fpzq| “ supBΩz |f | ď

supBΩ |f |. Si f n’est pas constante sur Ωz, alors |fpzq| ă supBΩz |f | d’après (2) appliqué
à f

|Ωz
, et donc |fpzq| ă supBΩ |f |.

�

Autre preuve. Comme plus haut, il suffit de démontrer (3.1). Pour cela, on utilise
le fait suivant :

Fait. L’ensemble A “ tz P Ω; |fpzq| “Mu est ouvert et fermé dans Ω.
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Preuve du Fait. L’ensemble A est fermé dans Ω car la fonction |f | est continue.
Pour montrer que A est ouvert, fixons z0 P A. Il s’agit de trouver r0 ą 0 tel que
Dpz0, r0q Ă A. On va en fait montrer que n’importe quel r0 tel que Dpz0, r0q Ă Ω
convient. Fixons un tel r0.

D’après la formule de la moyenne, on a pour tout r P r0, r0r :

M “ |fpz0q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
fpz0 ` re

iθq dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ż 2π

0
|fpz0 ` re

iθq| dθ .

En écrivant M “ 1
2π

ş2π
0 M dθ on en déduit

ż 2π

0

´

M ´ |fpz0 ` re
iθq|

¯

dθ “ 0 .

La fonction de θ apparaissant sous l’intégrale étant continue et positive par définition
de M , elle est donc identiquement nulle sur r0, 2πs. Ainsi, on a |fpz0` re

iθq| “M pour
tout r P r0, r0r et pour tout θ P r0, 2πs, autrement dit |fpzq| ” M sur Dpz0, r0q, ou
encore Dpz0, r0q Ă A. �

Par connexité de Ω, l’ensemble A est soit vide, soit égal à Ω tout entier. Si A “ Ω,
alors la fonction |f | est constante sur Ω. On a donc ∆|f |2 ” 0 sur Dpz0, rq, et comme
∆|f |2 “ 4|f 1|2 (exo), cela montre que f est constante sur Ω puisque Ω est supposé
connexe. Par continuité, f est constante sur Ω, ce qui est exclu par hypothèse. On ne
peut donc pas avoir A “ Ω. Ainsi A “ H, ce qui démontre (3.1) et donc (2). �

Remarque. On peut aussi énoncer une version du principe du maximum en rem-
plaçant |f | par Repfq. La démonstration est identique à la 2ème preuve du théorème
donnée plus haut, le seul point à vérifier étant que si u “ Repfq est constante et si Ω

est connexe, alors f est constante. Mais ceci est clair car Bu
Bz “

1
2

´

Bf
Bz `

Bf̄
Bz

¯

“ 1
2 f

1, et
donc f 1 “ 0 si u est constante.

Corollaire 3.2. (“principe du maximum local”)
Soit Ω un ouvert connexe de C. Si f P HpΩq et si |f | possède un maximum local en
un point de Ω, alors f est constante. En particulier, si |f | possède un maximum sur Ω,
alors f est constante.

Démonstration. Supposons que |f | possède un maximum local en un point z0 P Ω.
On peut alors trouver un disque ouvert D centré en z0 tel que D Ă Ω et |fpz0q| ě

|fpξq| pour tout ξ P D, donc en particulier pour tout ξ P BD. D’après le principe du
maximum, la fonction f est constante sur D, donc constante sur Ω d’après le principe
d’identité. �

Corollaire 3.3. (“principe du minimum local”)
Soit Ω un ouvert connexe de C. Si f : Ω Ñ C est holomorphe non constante et si
|f | possède un minimum local en un point z0 P Ω, alors fpz0q “ 0.

Démonstration. Supposons que fpz0q ‰ 0. Par continuité, on peut alors trouver un
disque ouvert D centré en z0 tel que f ne s’annule pas sur D. La fonction g “ 1{f
est bien définie et holomorphe sur D, et |g| “ 1{|f | possède un maximum local en z0.
Comme D est connexe, le principe du maximum local assure que g est constante sur
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D. Ainsi, f est constante sur D, donc constante sur Ω d’après le principe d’identité, ce
qui est exclu par hypothèse. �

Exercice. Démontrer le théorème fondamental de l’algèbre en utilisant le principe
du minimum local.

3.2. Deux applications. Le principe du maximum possède d’innombrables ap-
plications. La plus classique est le théorème suivant.

Théorème 3.4. (“Lemme de Schwarz”)
Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D “ tz P C; |z| ă 1u. On suppose
qu’on a fp0q “ 0 et |fpzq| ď 1 pour tout z P D.

(1) On a |fpzq| ď |z| pour tout z P D, et |f 1p0q| ď 1.
(2) S’il existe un point a ‰ 0 tel que |fpaq| “ |a|, ou si |f 1p0q| “ 0, alors f est une

rotation : fpzq ” λ z, pour un certain λ P C de module 1.

Démonstration. Comme fp0q “ 0, on peut écrire fpzq “ zgpzq, pour une certaine
fonction g holomorphe sur D. On a de plus gp0q “ limzÑ0

fpzq
z “ f 1p0q. Fixons z P D. Si

r vérifie |z| ă r ă 1 et si ξ P BDp0, rq, alors |gpξq| “ 1
|ξ| |fpξq| ď

1
r puisque |fpξq| ď 1.

D’après le principe du maximum, on a donc |gpzq| ď 1
r pour tout r tel que |z| ă r ă 1,

d’où |gpzq| ď 1 en faisant tendre r vers 1. Ainsi, |fpzq| “ |zgpzq| ď |z| pour tout z P D,
et |f 1p0q| “ |gp0q| ď 1.

Si |fpaq| “ |a| pour un certain a ‰ 0, alors |gpaq| “ 1 ; et si |f 1p0q| “ 1 alors
|gp0q| “ 1. Dans les deux cas |g| admet un maximum (global) dans le disque D, donc g
est constante d’après le principe du maximum. On a ainsi |gpzq| ” λ, où la constante λ
est de module 1 puisque |g| atteint la valeur 1. Donc fpzq ” λ z et f est une rotation. �

Voici maintenant une autre illustration du principe du maximum (pas fait en cours).

Théorème 3.5. (“Théorème de l’application ouverte”)
Soit Ω un ouvert connexe de C. Si f : Ω Ñ C est holomorphe et non constante,
alors f est une application ouverte : l’image par f de tout ouvert V Ă Ω est un ouvert
de C.

Démonstration. Soit V Ă Ω ouvert. Fixons a P V et posons b “ fpaq. On veut
montrer que fpV q est un voisinage de b ; autrement dit, on cherche r ą 0 tel que
Dpb, rq Ă V , ce qui signifie que pour tout w P Dpb, rq, on peut trouver z P V tel que
fpzq “ w.

Par hypothèse, f n’est pas constante. D’après le principe des zéros isolés appliqué
à gpzq “ fpzq ´ b, on peut donc trouver un disque ouvert D centré en a tel que
D Ă V et fpzq ‰ b pour tout z P Dztau, en particulier pour tout z P BD. Alors
ε :“ inft|fpzq ´ b|; z P BDu est strictement positif par compacité de BD. On va
montrer que r “ ε{2 convient ; et plus précisément, que pour tout w0 P Dpb, ε{2q, on
peut trouver un point z0 dans D tel que fpz0q “ w0.

Fixons w0 P Dpb, ε{2q et posons gpzq “ fpzq ´ w0. Comme D est compact, |g|
possède un minimum sur D, atteint en un point z0. On a en particulier |gpz0q| ď

|gpaq| “ |fpaq ´ w0| “ |b´ w0| ă ε{2. Par ailleurs, si ξ P BD alors

|gpξq| “ |fpξq ´ w0|

ě |fpξq ´ b| ´ |b´ w0|

ě ε´ ε{2 “ ε{2 .
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On en déduit que z0 R BD, i.e. z0 P D. Comme D est ouvert et |gpz0q| ď |gpzq| pour
tout z P D, cela montre que g possède un minimum local en z0. D’après le corollaire
3.3, on a donc gpz0q “ 0, autrement dit fpz0q “ w0. �

3.3. Un résultat plus général (pas fait en cours). Le principe du maximum
n’est pas réservé aux seules fonctions holomorphes :

Théorème 3.6. Soit Ω un ouvert borné de Rn, et soit u : Ω Ñ R une fonction
continue sur Ω et de classe C2 dans Ω. On suppose que le Laplacien ∆u est partout ě 0
dans Ω.

(a) Pour tout point z P Ω, on a upzq ď sup
ξPBΩ

upξq.

(b) Si Ω est connexe et si u n’est pas constante, alors l’inégalité précédente est
stricte.

Les remarques suivantes montrent que ce résultat est plus général que le théorème
3.1.

Remarque 3.7. Si n “ 2 et si f : Ω Ñ C est continue sur Ω et holomorphe dans
Ω, on peut appliquer le théorème 3.6 à la fonction u “ |f |2 car ∆u “ 4|f 1|2 ě 0,
et on déduit immédiatement de (a) la partie (1) du théorème 3.1. De plus, si Ω est
connexe alors u est constante si et seulement si f l’est (toujours à cause de l’identité
∆u “ 4|f 1|2), donc on retrouve la partie (2) du théorème 3.1 en appliquant (b).

On peut aussi appliquer le théorème 3.6 à la fonction u “ Repfq, car ∆u “ 2 B2

BzBz pf`

fq “ 0. Si Ω est connexe, alors u est constante si et seulement si f l’est car Bu
Bz “

1
2
Bpf`f̄q
Bz “ 1

2 f
1. On obtient ainsi une version du théorème 3.1 ou |f | est remplacé par

Repfq.

On ne démontrera le théorème 3.6 que pour n “ 2. La preuve repose sur le lemme
suivant.

Lemme 3.8. Soit Ω un ouvert de C “ R2, et soit u une fonction de classe C2 sur Ω
vérifiant ∆u ě 0. Alors u possède la propriété de sous-moyenne : pour tout disque
fermé Dpz0, rq Ă Ω, on a

upz0q ď
1

2π

ż 2π

0
upz0 ` re

iθq dθ.

Démonstration. Fixons un disque Dpz0, r0q Ă Ω, et pour r P r0, r0s, posons

Iprq “

ż 2π

0
upz0 ` re

iθq dθ.

Comme la fonction F pr, θq :“ upz0 ` reiθq possède une dérivée partielle BF
Br continue

sur r0, r0s ˆ r0, 2πs, la fonction I est de classe C1 sur r0, r0s d’après le théorème le plus
élémentaire sur les intégrales à paramètres, et on peut dériver sous l’intégrale. Le point
clé est le fait suivant :

Fait. Pour r ą 0 on a I 1prq “
1

r

ż

Dpz0,rq
∆upx, yq dxdy.

Preuve du Fait. Écrivons z0 “ px0, y0q. En dérivant sous l’intégrale, on trouve
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r I 1prq “

ż 2π

0
r
B

Br

”

upx0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq
ı

dθ

“

ż 2π

0

„

r cos θ
Bu

Bx
pxrpθq, yrpθqq ` r sin θ

Bu

By
pxrpθq, yrpθqq



dθ ,

où on a posé pxrpθq, xrpθqq “ px0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq. Comme γrpθq “ pxrpθq, yrpθqq
paramètre le cercle BDpz0, rq, avec dx “ ´r sin θ dθ et dy “ r cos θ dθ, on en déduit

r I 1prq “

ż

BDpz0,rq
´
Bu

By
dx`

Bu

Bx
dy .

D’après la formule de Green-Riemann (qui sera démontrée au Chapitre 4), cela s’écrit
encore

r I 1prq “

ż

Dpz0,rq

ˆ

B2u

Bx2
`
B2u

By2

˙

dxdy,

ce qui est le résultat annoncé. �

Par hypothèse sur u, on a donc I 1prq ě 0 pour tout r ą 0. Ainsi, la fonction I est
croissante sur s0, r0s, donc sur r0, r0s par continuité. En particulier, on a Ip0q ď Ipr0q,
autrement dit 2π fpz0q ď

ş2π
0 fpz0 ` r0e

iθq dθ.
�

Remarque 3.9. On dit qu’une fonction u : Ω Ñ R est harmonique si elle vérifie
∆u “ 0. En appliquant le lemme précédent à u et à ´u, on voit que si u : Ω Ñ R est
harmonique, alors u possède la propriété de la moyenne, i.e.

upz0q “
1

2π

ż 2π

0
upz0 ` re

iθq dθ

pour tout disque Dpa, rq Ă Ω. En fait, on peut montrer que la propriété de la moyenne
caractérise les fonctions harmoniques : une fonction continue u est harmonique si et
seulement si elle vérifie la propriété de la moyenne.

Preuve du théorème 3.6. Compte tenu du lemme 3.8, la preuve consiste à purement
et simplement recopier la 2ème démonstration du Théorème 3.1 donnée plus haut,
en remplaçant partout la fonction |f | par la fonction u. Bien entendu, il faut aussi
remplacer (1) par (a) et (2) par (b). �

4. Développement en série de Laurent

On a vu que toute fonction holomorphe dans un disque Dpa,Rq se développe en
série entière dans ce disque, c’est à dire en série de puissances positives de pz ´ aq. On
va maintenant démontrer un résultat analogue pour une fonction holomorphe dans une
couronne centrée en a, c’est à dire un ensemble du type

Cpa, r,Rq “ tz P C; r ă |z ´ a| ă Ru ,

où 0 ď r ă R ď 8. Remarquons que les valeurs r “ 0 et R “ 8 sont autorisées. Si r “
0, alors Cpa, 0, Rq est le “disque épointé Dpa,Rqztau ; et si R “ 8, alors Cpa, r,8q “
tz P C; |z ´ a| ą ru. En particulier, Cpa, 0,8q “ Cztau.

Théorème 4.1. Si f est une fonction holomorphe dans une couronne Cpa, r, Rq,
il existe une unique suite de coefficients pcnqnPZ telle que :



4. DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE LAURENT 59

(a) la série S`pzq “
ř

ně0 cnpz´ aq
n converge pour tout z vérifiant |z´ a| ă R et

la série S´pzq “
ř

nă0 cnpz ´ aq
n converge pour tout z vérifiant |z ´ a| ą r ;

(b) pour tout z P Cpa, r,Rq,

fpzq “
`8
ÿ

n“´8

cnpz ´ aq
n .

De plus, la série S`pzq converge normalement sur tout disque t|z ´ a| ď ρu, ρ ă R et
la série S´pzq converge normalement sur tout ensemble du type t|z ´ a| ě ρu, ρ ą r.
On dit que les cn sont les coefficients de Laurent de f pour la couronne Cpa, r, Rq,
et que la série

ř

cnpz´ aq
n est la série de Laurent de f pour la couronne Cpa, r,Rq.

Remarque. Si f se trouve être en fait holomorphe dans le disque Dpa,Rq, alors (par
unicité des coefficients) son développement de Laurent dans la couronne Dpa,Rqztau
có’incide avec son développement en série entière dans Dpa,Rq. Autrement dit, on a
cn “ 0 pour n ă 0 et cn “

f pnqpaq
n! si n ě 0.

Preuve du théorème 4.1. (i) Pour r ă ρ ă R, soit fρ : R Ñ C la fonction 2π-
périodique définie par fρptq :“ fpa` ρeitq. Comme f est holomorphe sur Cpa, r,Rq, la
fonction fρ est de classe C1, donc on peut la développer en série de Fourier : on a ainsi

fpa` ρeitq “
8
ÿ

n“´8

cnpfρqe
int,

où la série converge normalement sur R ; autrement dit
8
ÿ

n“´8

|cnpfρq| ă 8.

En procédant exactement comme dans la preuve du Théorème 5.1 du Chapitre 2,
on montre qu’il existe une suite de coefficients pcnqnPZ telle que

@n P Z @r ă ρ ă R : cnpfρq “ cnρ
n.

Si maintenant z P Cpa, r, Rq et si on écrit z “ a ` ρeit avec r ă ρ ă R, alors on
obtient

fpzq “ fpa` ρeitq “ fρptq “
8
ÿ

n“´8

cnρ
neint “

8
ÿ

n“´8

cnpz ´ aq
n,

où la série converge absolument.
(ii) Par (i), on a

ř8
n“´8 |cn|ρ

n ă 8 pour tout ρ vérifiant r ă ρ ă R. Donc, on
a
ř8
n“0 |cn|ρ

n ă 8 pour tout ρ ă R et
ř´1
n“´8 |cn|ρ

n pour tout ρ ą r (exo) ; et par
conséquent, la série S`pzq converge pour tout z vérifiant |z ´ a| ă R et la série S´pzq
converge pour tout z vérifiant |z ´ a| ą r.

(iii) La convergence normale des deux séries S`pzq et S´pzq est claire, car ce sont
des séries entières en u “ z ´ a et en v “ 1

z´a respectivement, qui convergent en tout
point des disques t|u| ă Ru et t|v| ă 1{ru.

(iv) Montrons maintenant l’unicité. Soit pc1nqnPZ une suite de coefficients vérifiant
(a) et (b). Soit ρ vérifiant 0 ă ρ ă R. Avec les notations de (i), on a pour tout t P R :

fρptq “ fpa` ρeitq “
8
ÿ

n“´8

c1nρ
neint.
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De plus, les deux séries
ř

ně0 c
1
npz ´ aqn et

ř

nă0 c
1
npz ´ aqn convergent normalement

sur le cercle t|z´a| “ ρu par le raisonnement de (iii), donc la série
ř

c1nρ
neint converge

normalement sur R. Par conséquent, on a nécessairement c1nρn “ cnpfρq pour tout
n P Z, et donc c1n “ cn. �

Remarque 4.2. Soit f une fonction holomorphe dans une couronne C “ Cpa, r,Rq,
et notons cn ses coefficients de Laurent pour la couronne C. La preuve du Théorème
4.1 a établi le fait suivant : pour tout r ă ρ ă R, les cnρn sont les coefficients de Fourier
de la fonction 2π-périodique fρ : R Ñ C définie par fρptq :“ fpa ` ρeitq. Autrement
dit, pour tout n P Z, on a

cnρ
n “

ż 2π

0
fpa` ρeitqe´int

dt

2π
,

pour n’importe quel ρ tel que r ă ρ ă R.

Exemple 4.3. Pour déterminer un développement en série de Laurent dans une
couronne centrée en a, une stratégie souvent efficace est la suivante : on exprime tout
en fonction de u “ z ´ a et on essaye de se ramener à des expressions du type 1

1´cu

avec |cu| ă 1 ou 1
1´pc{uq avec |c{u| ă 1.

Cherchons par exemple les développements en série de Laurent de fpzq “ 1
pz´2qpz´5q

dans les couronnes C :“ t0 ă |z ´ 2| ă 3u et C 1 “ t|z ´ 2| ą 3u.
Pour z P C, on écrit

fpzq “
1

z ´ 2
ˆ

1

pz ´ 2q ´ 3

“
1

3pz ´ 2q
ˆ

1

1´ z´2
3

“
1

3pz ´ 2q
ˆ

8
ÿ

k“0

ˆ

z ´ 2

3

˙k

licite car | z´2
3 | ă 1

“

8
ÿ

n“´1

1

3n`2
pz ´ 2qn.

Pour z P C 1, on écrit plutôt

fpzq “
1

z ´ 2
ˆ

1

pz ´ 2q ´ 3

“
1

pz ´ 2q2
ˆ

1

1´ 3
z´2

“
1

pz ´ 2q2
ˆ

8
ÿ

k“0

ˆ

3

z ´ 2

˙k

licite car | 3
z´2 | ă 1

“

´2
ÿ

n“´8

3´n´2 pz ´ 2qn.

Application. Singularités “éliminables”.

Comme illustration de l’existence du développement de Laurent, on va démontrer
l’important résultat suivant.
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Proposition 4.4. Soit Ω un ouvert de C, soit a P Ω P C, et soit f une fonction
holomorphe sur Ωztau. On suppose que f est bornée au voisinage de a. Alors f se
prolonge en une fonction holomorphe sur Ω. On dit que le point a est une singularité
éliminable pour f .

Démonstration. Choisissons r ą 0 et une constante M tels que Dpa, rq Ă Ω et
|fpzq| ď M pour tout z P Dpa, rqztau. D’après le théorème 4.1, on peut développer la
fonction f en série de Laurent dans la couronne Dpa, rqztau “ t0 ă |z ´ a| ă ru :

fpzq “
`8
ÿ

n“´8

cn pz ´ aq
n .

On sait que pour tout ρ P s0, rr, on a cnρn “ 1
2π

ş2π
0 fpa`ρeiθq e´inθdθ . Comme de plus

|fpa` ρeiθq| ďM sur r0, 2πs, on a donc
ˇ

ˇ

ˇ

ş2π
0 fpa` ρeiθq e´inθdθ

ˇ

ˇ

ˇ
ď 2πM , et par suite

|cn| ďM ρ´n

pour tout n P Z. Si n ă 0, on en déduit |cn| ď 0 en faisant tendre ρ vers 0. Ainsi, on a
cn “ 0 pour tout n ă 0. Par conséquent :

fpzq “
8
ÿ

n“0

cn pz ´ aq
n

pour tout z P Dpa, rqztau. La série entière
ř

ně0 cnpz ´ aqn converge en tout point de
Dpa, rqztau, et aussi bien sûr pour z “ a ; elle définit donc une fonction holomorphe
g : Dpa, rq Ñ C qui có’incide avec f sur Dpa, rqztau par définition. Si maintenant on
pose rfpaq “ gpaq et rfpzq “ fpzq pour z ‰ a, alors rf est holomorphe sur Ωztau et
aussi au voisinage de a car rf ” g sur Dpa, rq. Donc rf P HpΩq, et rf prolonge f par
définition. �

Corollaire 4.5. Soit Ω un ouvert de C, et soit a P Ω. Si f : Ω Ñ C est une
fonction continue sur Ω et holomorphe sur Ωztau, alors f est holomorphe sur Ω.

Démonstration. Par continuité, f est bornée au voisinage de a, donc a est une
singularité éliminable pour f|Ωztau. Il existe ainsi une fonction rf holomorphe sur Ω qui
có’incide avec f sur Ωztau. Par continuité, on a aussi rfpaq “ fpaq, donc f “ rf et par
suite f est holomorphe sur Ω. �





Chapitre 4

Courbes et intégrale curviligne

1. Intégrale curviligne

1.1. Définitions.

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de C. Un chemin dans Ω est une application
continue γ : ra, bs Ñ Ω, où ra, bs est intervalle compact de R. On dit qu’un chemin
γ : ra, bs Ñ Ω est fermé (ou encore que γ est un lacet) si on a γpbq “ γpaq.

On dit qu’un chemin γ est de classe C1 par morceaux si on peut subdiviser
son intervalle de paramétrage ra, bs en intervalles ra0, a1s, ra1, a2s, . . . , raN´1, aN s sur
lesquels γ est de classe C1.

Définition 1.2. Si γ : ra, bs Ñ C est un chemin de classe C1 par morceaux d’image
Γ et si ω est une 1-forme différentielle continue sur un ouvert Ω contenant Γ, on définit
l’intégrale de ω sur γ par la formule

ż

γ
ω :“

ż b

a
ωpγptqq ¨ γ1ptq dt .

Remarque 1. Cette définition a bien un sens car la fonction sous l’intégrale (qui est
définie sauf en un nombre fini de points) est continue par morceaux sur ra, bs.

Remarque 2. Pour que l’intégrale curviligne
ş

γ ω ait un sens, il suffit en fait que ω
soit définie et continue sur l’image Γ de γ.

Pratique du calcul.

(1) Cas où ω s’écrit Pdx`Qdy.
En écrivant γptq “ pxptq, yptqq, on a ωpγptqq “ P pxptq, yptqqπ1 ` Qpxptq, yptqqπ2

pour tout t P ra, bs, où π1 et π2 sont les deux “applications linéaires coordonnées”. Donc
ωpγptqqγ1ptq “ P pxptq, yptqqx1ptq `Qpxptq, yptqqy1ptq, et on obtient

ż

γ
Pdx`Qdy “

ż b

a
P pxptq, yptqqx1ptqdt`

ż b

a
Qpxptq, yptqq y1ptqdt .

Pour calculer
ş

γ Pdx ` Qdy, on procède donc “mécaniquement” comme suit : on
pose

x “ xptq , y “ yptq , dx “ x1ptqdt , dy “ y1ptqdt ,

et on intègre entre a et b.

Exemple 1. Soit f : R Ñ C une fonction continue, et notons P : R2 Ñ R la
fonction définie par P px, yq “ fpxq. Soit également ra, bs un intervalle de R et soit
v P R. Si on note γ : ra, bs Ñ C le chemin défini par γptq :“ t` iv “ pt, vq, alors

ż

γ
Pdx “

ż b

a
fptq dt.

63
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Ainsi, l’intégrale des fonctions d’une variable est un cas particulier d’intégrale cur-
viligne.

Exemple 2. Soit Ω :“ R2ztp0, 0qu. Soient aussi R ą 0 et α P r0, 2πs, et soit
γ : r0, αs Ñ Ω le chemin défini par γptq :“ pR cos t, R sin tq. On a

ż

γ

xdy ´ ydx

x2 ` y2
“ α.

Démonstration. On écrit x “ R cos t, y “ R sin t, donc dx “ ´R sin t dt, dy “
R cos t dt et x2 ` y2 “ R2. Cela donne

xdy ´ ydx

x2 ` y2
“

1

R2

`

R2 cos2 t`R2 sin2 t
˘

dt “ dt,

et donc
ż

γ

xdy ´ ydx

x2 ` y2
“

ż α

0
dt “ α.

�

Exercice. Soient r : ra, bs Ñ s0,8r et θ : ra, bs Ñ R des fonctions continues de
classe C1 par morceaux, et soit γ : ra, bs Ñ R2ztp0, 0qu le chemin défini par

γptq :“
`

rptq cos θptq, rptq sin θptq
˘

Montrer que
ż

γ

xdy ´ ydx

x2 ` y2
“ θpbq ´ θpaq.

(2) Cas où ω s’écrit Adz `Bdz̄.
Dans ce cas, on a ωpγptqq “ ApγptqqI ` BpγptqqĪ pour tout t P ra, bs, où Iphq “ h

et Īphq “ h̄. Donc ωpγptqqγ1ptq “ Apγptqq ˆ γ1ptq `Bpγptqq ˆ γ1ptq et donc
ż

γ
Adz `Bdz̄ “

ż b

a
Apγptqq γ1ptqdt`

ż b

a
Bpγptqq γ1ptqdt .

Ainsi, pour calculer
ş

γ Adz `Bdz̄, on pose

z “ γptq , dz “ γ1ptqdt , dz̄ “ γ1ptq dt,

et on intègre entre a et b.

Exemple. Soient a P C et R ą 0, et soit γR : r0, 2πs Ñ Cztau le chemin (fermé)
défini par γptq :“ a`Reit. Alors

ż

γR

dz

z ´ a
“ 2iπ .

Démonstration. On pose z “ a`Reit, dz “ iReitdt, ce qui donne
ż

γR

dz

z ´ a
“

ż 2π

0

iReitdt

Reit
“

ż 2π

0
i dt “ 2iπ.

�

Exercice. Pour n P Z, calculer
ş

γn
dz
z , où γ

n : r0, 2πs Ñ C˚ est défini par γnptq :“

eint.
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1.2. Propriétés de l’intégrale curviligne. Dans ce qui suit, Ω est un ouvert de
C, et tous les chemins γ : ra, bs Ñ Ω sont de classe C1 par morceaux.

Proposition 1.3. (additivité)
Soit γ : ra, bs Ñ Ω un chemin dans Ω. Si c P ra, bs, alors

ż

γ
ω “

ż

γ|ra,cs

ω `

ż

γ|rc,bs

ω

pour toute 1-forme différentielle ω continue sur Ω.

Démonstration. C’est évident par définition de l’intégrale curviligne. �

Remarque. Un des intérêts de ce résultat est qu’il permet de se ramener à des
chemins de classe C1.

Proposition 1.4. (théorème fondamental de l’analyse)
Soit F P C1pΩq. Pour tout chemin γ : ra, bs Ñ Ω, on a

ż

γ
dF “ F pγpbqq ´ F pγpaqq .

En particulier,
ş

γ dF ne dépend que des extrémités du chemin γ.

Démonstration. Supposons d’abord que γ soit de classe C1 sur ra, bs. Alors la fonc-
tion F ˝ γ est de classe C1, avec pF ˝ γq1ptq “ dF pγptqqγ1ptq. On a donc

ż

γ
dF “

ż b

a
pF ˝ γq1ptq dt “ rF ˝ γsba ,

ce qui est la formule souhaitée.
Dans le cas général, choisissons une subdivision a “ a0 ă a1 ¨ ¨ ¨ ă aN “ b de

l’intervalle ra, bs telle que γ soit de classe C1 sur rai, ai`1s, pour tout i P J0, N ´ 1K.
D’après la proposition 1.3 et le “cas C1”, on a

ż

γ
dF “

N´1
ÿ

i“0

ż

γ|rai,ai`1s

dF

“

´

F pγ1q ´ F pγ0q

¯

`

´

F pγ2q ´ F pγ1q

¯

` ¨ ¨ ¨ `

´

F pγN q ´ F pγN´1q

¯

“ F pγpaN qq ´ F pγpa0qq ,

d’où le résultat. �

Corollaire 1.5. Si γ : ra, bs Ñ Ω est un chemin fermé, alors
ş

γ dF “ 0 pour
toute fonction F P C1pΩq.

Démonstration. C’est évident puisque γpbq “ γpaq. �

Définition 1.6. (changement de paramètre)
(1) Un changement de paramètre est une bijection continue s : ra, bs Ñ rc, ds

entre deux intervalles compacts de R.
(2) On dit que deux chemins γ1 : ra, bs Ñ Ω et γ2 : rc, ds Ñ Ω sont

- équivalents s’il existe un changement de paramètre croissant s : ra, bs Ñ
rc, ds tel que γ1ptq “ γ2psptqq pour tout t P ra, bs ;
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- anti-équivalents s’il existe un changement de paramètre décroissant
tel que γ1 “ γ2 ˝ s.

Remarque. Intuitivement, deux chemins sont équivalents s’ils décrivent la même
courbe, dans le même sens (mais peut-être pas à la même vitesse) ; et deux chemins
sont anti-équivalents s’ils décrivent la même courbe “en sens contraire”.

Exemples.
(i) Les chemins γ1 : r0, 2πs Ñ C˚ et γ2 : r0, πs Ñ C˚ définis par γ1ptq “ eit et

γ2psq “ e2is sont équivalents.
(ii) Les chemins γ1 : r0, 2πs Ñ C˚ et γ2 : r0, 2πs Ñ C˚ définis par γ1ptq “ eit et

γ2ptq “ e´it sont anti-équivalents.
(iii) Pour tout chemin γ : ra, bs Ñ C, on définit le chemin inverse qγ : ra, bs Ñ C

par la formule qγptq “ γpa` b´ tq. Alors γ et qγ sont anti-équivalents. Lorsque
ra, bs “ r0, 1s, on a qγptq “ γp1´ tq.

Proposition 1.7. (invariance de l’intégrale par changement de paramètre)
Soient γ1 : ra, bs Ñ Ω et γ2 : rc, ds Ñ Ω deux chemins de classe C1 par morceaux

dans Ω.
(1) Si γ1 et γ2 sont équivalents, alors

ş

γ1
ω “

ş

γ1
ω pour toute 1-forme différentielle

ω continue sur Ω.
(2) Si γ1 et γ2 sont anti-équivalents, alors

ş

γ1
ω “ ´

ş

γ1
ω pour toute 1-forme ω.

Démonstration. Soit s : ra, bs Ñ rc, ds un changement de paramètre tel que γ1 “

γ2 ˝ s, croissant dans le cas (1) et décroissant dans le cas (2). Soit également ω une
1-forme continue sur Ω.

Supposons d’abord que γ1, γ2 et s soient de classe C1. On a alors γ11ptq “ γ12psptqqs
1ptq

pour tout t P ra, bs, et donc
ż

γ1

ω “

ż b

a
ωpγ1ptqq ¨

`

s1ptqγ12psptqq
˘

dt

“

ż b

a
ωpγ2psptqq ¨ γ

1
2ppsptqq ˆ s

1ptqdt

“

ż spbq

spaq
ωpγ2psqq ¨ γ

1
2psq ds ,

où on a effectué le changement de variable s “ sptq. Dans le cas (1), s est croissant, donc
spaq “ c et spbq “ d, et donc

ş

γ1
ω “

şd
c ωpγ2psqqγ

1
2psq ds “

ş

γ2
ω. Dans le cas (2), on a

spaq “ d et spbq “ c, donc
ş

γ1
ω “

şc
d ωpγ2psqqγ

1
2psq ds “ ´

şd
c ωpγ2psqqγ

1
2psq ds “ ´

ş

γ2
ω.

Si γ1,γ2 et s sont de classe C1 par morceaux, on se ramène au “cas C1” en subdivisant
convenablement les intervalles ra, bs et rc, ds : plus précisément, on subdivise ra, bs en
intervalles rai, ai`1s sur lesquels γ1 et s sont de classe C1 et tels que γ2 est C1 sur
sprai, ai`1sq, et on utilise la proposition 1.3.

Le cas où le changement de paramètre s est seulement supposé continu est un peu
plus délicat, et on l’admettra. �

Corollaire 1.8. Si γ est un chemin dans Ω, alors
ş

qγ ω “ ´
ş

γ ω pour toute 1-
forme ω continue sur Ω.
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Exercice 1.9. Soient γ1 : ra1, b1s Ñ Ω et γ2 : ra2, b2s Ñ Ω deux chemins de classe
C1 par morceaux tels que γ1pb1q “ γ2pa2q. Le chemin “γ1 suivi de γ2” est le chemin
γ : r0, 1s Ñ Ω défini par

γptq :“

"

γ1

`

a1 ` pb1 ´ a1q ˆ 2t
˘

si 0 ď t ď 1{2
γ2

`

a2 ` pb2 ´ a2q ˆ p2t´ 1q
˘

si 1{2 ď t ď 1

Vérifier que cette définition a bien un sens, et que pour toute 1-forme différentielle
ω continue sur Ω, on a

ż

γ
ω “

ż

γ1

ω `

ż

γ2

ω.

1.3. Longueur d’un chemin.

Définition 1.10. Soit γ : ra, bs Ñ C un chemin de classe C1 par morceaux. La
longueur de γ est le nombre lpγq défini par lpγq :“

şb
a |γ

1ptq| dt.

Exemples.
(1) Soient p, q P C et soit γ : r0, 1s Ñ C le paramétrage naturel du segment rp, qs,

i.e. γptq “ p1´ tqp` tq “ p` tpq ´ pq. On a γ1ptq “ q ´ p pour tout t P r0, 1s,
donc lpγq “

ş1
0 |q ´ p| dt “ |q ´ p|, ce qui est bien la valeur attendue pour la

longueur de rp, qs.
(2) Soient a P C et R ą 0. Le chemin γ : r0, 2πs Ñ C défini par γptq “ a ` Reit

paramètre le cercle tz P C; |z ´ a| “ Ru, donc on s’attend à trouver lpγq “
2πR. Et en effet, on a |γ1ptq| “ iReit pour tout t P r0, 1s, donc |γ1ptq| “ R et
lpγq “

ş2π
0 Rdt “ 2πR.

Proposition 1.11. Deux chemins équivalents ou anti-équivalents ont la même lon-
gueur.

Démonstration. Soient γ1 : ra, bs Ñ C et γ2 : rc, ds Ñ C deux chemins équivalents
ou anti-équivalents, et soit s : ra, bs Ñ rc, ds un changement de paramètre tel que
γ1ptq “ γ2psptqq.

Si s est de classe C1 (ou C1 par morceaux), on peut montrer que lpγ1q “ lpγ2q en
utilisant la formule de changement de variable, exactement comme dans la preuve de
la proposition 1.7 : c’est un bon exercice.

Pour un changement de paramètre seulement continu, on doit procéder différem-
ment. Tout repose sur le fait suivant, que l’on admettra :

Fait. Soit ru, vs un intervalle de R. Appelons subdivision de ru, vs toute suite finie
de la forme t̄ “ pt0, t1, . . . , tN q, avec ou bien u “ t0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN “ v ou bien
v “ t0 ą t1 ą ¨ ¨ ¨ ą tN “ u. Soit également γ : ru, vs Ñ C un chemin de classe C1 par
morceaux. Pour toute subdivision t̄ “ pt0, t1, . . . , tN q de ru, vs, posons

lpγ, t̄q :“
N´1
ÿ

i“0

|γpti`1q ´ γptiq| .

Avec ces notations, on a lpγq “ sup
 

lpγ, t̄q; t̄ subdivision de ru, vs
(

.

En admettant ce fait, la preuve de la proposition est immédiate. En effet, quand t̄ “
pt0, . . . , tN q décrit l’ensemble des subdivisions de ra, bs, alors s t̄ :“ pspt0q, . . . , sptN qq
décrit l’ensemble des subdivisions de rc, ds car s est une bijection strictement monotone
de ra, bs sur rc, ds, et on a lpγ1, t̄q “ lpγ2, s t̄q pour toute subdivision t̄ ; donc la formule
précédente donne directement lpγ1q “ lpγ2q. �
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Exercice. Essayer de donner une preuve de la proposition 1.7 en s’inspirant de la
démonstration précédente.

Notation. Soit γ : ra, bs Ñ C un chemin de classe C1 par morceaux, d’image Γ.
Pour toute fonction continue ϕ définie sur Γ, on posera

ż

γ
ϕpzq |dz| :“

ż b

a
ϕpγptqq |γ1ptq| dt .

En particulier, on a lpγq “
ş

γ 1 |dz| “
ş

γ |dz|.

Cette notation est utile lorsqu’on veut majorer le module d’une intégrale curviligne :
c’est le contenu du lemme suivant.

Lemme 1.12. Soit γ : ra, bs Ñ C un chemin de classe C1 par morceaux d’image Γ.
Si f est une fonction continue sur un ouvert contenant Γ, alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

γ
fpzqdz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

γ
|fpzq| |dz| ď lpγq ˆ sup

zPΓ
|fpzq| .

Démonstration. Il suffit d’écrire
ş

fpzqdz “
şb
a fpγptqqγ

1ptqdt et de majorer le mo-
dule de l’intégrale par l’intégrale du module.

�

2. Courbes, orientation

2.1. Courbes simples.

Définition 2.1. Une courbe simple dans le plan est un compact Γ Ă C qui est
l’image d’un chemin γ : ra, bs Ñ C injectif (on dit encore sans point double), avec
un intervalle ra, bs non réduit à point. On dit alors que γ est un paramétrage de la
courbe Γ.

Remarque. Si γ : ra, bs Ñ C est une application continue et injective, alors γ
est un homéomorphisme de ra, bs sur γpra, bsq, par compacité de ra, bs. Donc, toute
courbe simple Γ Ă C est homéomorphe à l’intervalle r0, 1s. En particulier, Γ possède
deux extrémités p et q, qui correspondent aux extrémités 0 et 1 de r0, 1s. On peut les
caractériser de la façon suivante : ce sont les deux seuls points de Γ tels que Γztpu et
Γztqu sont connexes.

Définition 2.2. Soit Γ Ă C une courbe simple d’extrémités p et q, et soit γ :
ra, bs Ñ C un paramétrage de Γ. On dit que γ oriente Γ de p vers q si on a γpaq “ p
et γpbq “ q. Dans ce cas, le chemin “inverse” qγ oriente Γ de q vers p.

Exemple. Si p, q P C et p ‰ q, le segment rp, qs est une courbe simple. On peut le
paramétrer par le chemin γ : r0, 1s Ñ C défini par γptq :“ p1 ´ tqp ´ tq, qui oriente
rp, qs de p vers q.

Lemme 2.3. Soient γ1 et γ2 deux paramétrages d’une même courbe simple Γ Ă C.
(1) Si γ1 et γ2 définisent la même orientation de Γ, alors γ1 et γ2 sont équivalents.
(2) Si γ1 et γ2 définisent des orientations inverses, alors ils sont anti-équivalents.

Démonstration. En notant ra, bs et rc, ds les intervalles de définition de γ1 et γ2, on
sait que γ1 : ra, bs Ñ Γ et γ2 : rc, ds Ñ Γ sont des homéomorphismes. Donc l’application
s “ γ´1

2 ˝ γ1 : ra, bs Ñ rc, ds est un changement de paramètre tel que γ1 “ γ2 ˝ s. Si γ1
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et γ2 définissent la même orientation de Γ, alors γ1paq “ γ2pcq et γ1pbq “ γ2pdq, donc
spaq “ c et spbq “ d, et s est croissant. Si γ1 et γ2 définissent des orientations inverses,
alors γ1paq “ γ2pdq et γ1pbq “ γ2pcq, donc spaq “ d et spbq “ c, et s est décroissant. �

Ce lemme rend légitime la définition suivante.

Définition 2.4. Soit Γ Ă C une courbe simple orientée. Si ω est une 1-forme
différentielle continue au voisinage de Γ, on définit l’intégrale de ω sur Γ par

ş

Γ ω “
ş

γ ω,
où γ : ra, bs Ñ C est n’importe quel paramétrage de Γ compatible avec l’orientation.

Exemple. (segments orientés)
Si p, q P C, la notation

ş

rp,qs ω désignera toujours l’intégrale d’une 1-forme ω sur le
segment rp, qs orienté de p vers q.

(1) On a
ż

rp,qs
ω “ ´

ż

rq,ps
ω

pour toute 1-forme différentielle ω continue au voisinage de rp, qs.

(2) Comme rp, qs se paramètre par γptq :“ p` tpq ´ pq “ p1´ tqp` tq, on a
ż

rp,qs
ω “

ż 1

0
ωpp1´ tqp` tqq ¨ pp´ qq dt.

(3) Si rp, qs est un segment horizontal de la forme ra, bsˆtvu, il est plus naturel de
paramétrer rp, qs directement par l’intervalle ra, bs, i.e. de poser γpxq :“ px, vq,
x P ra, bs. Si ω “ Pdx`Qdy est une forme différentielle continue au voisinage
de rp, qs, on a alors

ż

rp,qs
Pdx`Qdy “

ż b

a
P px, vq dx et

ż

rq,ps
Pdx`Qdy “ ´

ż b

a
P px, vq dx.

De même, si rp, qs est un segment vertical tuuˆ rc, ds alors rp, qs se paramêtre
par γpyq :“ pu, yq, y P ra, bs, et donc

ż

rp,qs
Pdx`Qdy “

ż d

c
Qpu, yqdy et

ż

rq,ps
Pdx`Qdy “ ´

ż d

c
Qpu, yqdy.

(4) Si ξ P C, alors le segment orienté r0, ξs se paramètre par γptq :“ tξ, t P r0, 1s,
et donc

ż

r0,ξs
ω “

ż 1

0
ωptξq ¨ ξ dt.

Le Lemme 2.3 permet aussi de définir la longueur d’une courbe simple, orientée ou
non.

Définition 2.5. La longueur d’une courbe (simple) Γ Ă C est la longueur de
n’importe quel paramétrage de Γ.

Exercice. Calculer la longueur de l’arc de la parabole d’équation y “ x2 joignant
les points p0, 0q et p1, 1q.
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2.2. Courbes de Jordan fermées, domaines de Jordan.

Définition 2.6. On dit qu’un compact Γ Ă C est une courbe de Jordan fermée
si Γ est l’image d’un chemin γ : ra, bs Ñ C fermé et “sans points doubles”, i.e. tel que
γ|ra,br est injectif.

Par exemple : un cercle, le bord d’un triangle, le bord d’un rectangle sont des
courbes de Jordan fermées (exo).

Remarque. Une courbe de Jordan fermée Γ Ă C est homéomorphe au cercle
T “ tz P C; |z| “ 1u.

Démonstration. Soit γ : ra, bs Ñ C un paramétrage de Γ. Quitte à effectuer un
changement de paramètre affine, on peut supposer que ra, bs “ r0, 2πs. Comme γp0q “
γp2πq et que γ|r0,2πr est injectif, il existe une unique application φ : T Ñ Γ telle que
@t P r0, 2πs : φpeitq “ γptq. On vérifie facilement que φ est une bijection, et un peu
moins facilement que φ est continue (exo ; utiliser la compacité de r0, 2πs). Donc φ est
un homéomorphisme puisque T est compact ; et ainsi Γ est homéomorphe à T. �

Le résultat suivant est intuitivement “évident”, mais il est en réalité tout à fait non
trivial. Il n’est pas question de le démontrer ici ; ce qui n’empêchera pas de l’utiliser
quand même.

Théorème de Jordan. Si Γ Ă C est une courbe de Jordan fermé, alors CzΓ
possède exactement 2 composantes connexes, l’une bornée et l’autre non bornée ; et Γ
est la frontière de chacune de ces deux composantes connexes. La composante connexe
bornée de CzΓ s’appelle l’intérieur de Γ, ou encore le domaine entouré par Γ, et
se note intpΓq.

Exercice. Montrer que si K est un compact quelconque de C, alors CzK possède
exactement une composante connexe non bornée.

Définition 2.7. On dit qu’un ouvert W Ă C est un domaine de Jordan si W
est l’intérieur d’une courbe de Jordan fermée Γ (de sorte que Γ “ BW ).

Par exemple : un disque ouvert, un triangle ouvert, un rectangle ouvert sont des
domaines de Jordan.

Vocabulaire. Soit k P N˚. On dira qu’un chemin γ : ra, bs Ñ C est k-régulier si
γ est Ck par morceaux et si γ1ptq ‰ 0 pour tout t P sa, br en lequel γ est dérivable ; qu’une
courbe de Jordan fermée Γ Ă C est k-régulière si Γ admet un paramétrage k-régulier ;
et qu’un domaine de Jordan W Ă C est k-régulier si Γ :“ BW est k-régulière.

Lemme 2.8. Soit W Ă C un domaine de Jordan 1-régulier. Si γ : ra, bs Ñ C est un
paramétrage 1-régulier de Γ “ BW , alors on est dans l’un des deux cas suivants :

(i) Quand on parcourt Γ en suivant le paramétrage γ, on a constamment le do-
maine W “à sa gauche”. On dit alors que γ oriente Γ dans le sens trigo-
nométrique.

(ii) Quand on parcourt Γ en suivant le paramétrage γ, on a constamment le do-
maine W “à sa droite”. On dit alors que γ oriente Γ dans le sens anti-
trigonométrique.

Remarque. La signification mathématiquement précise de (i) et (ii) est la suivante.
Notons Derpγq l’ensemble des t P sa, br en lesquels γ est dérivable ; et pour t P Derpγq,
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notons nptq le vecteur unitaire orthogonal à γ1ptq tel que pγ1ptq,nptqq soit orienté dans
le sens direct. Alors (i) signifie que pour tout t P Derpγq, le vecteur nptq “pointe vers
l’intérieur deW ” : on peut trouver ε ą 0 tel que sγptq, γptq`εnptqs ĂW et sγptq, γptq´
εnptqsXW “ H. (Il est bien entendu vivement conseillé de faire un dessin.) De même,
(ii) signifie ce qu’on imagine : remplacer “pointe vers l’intérieur de W ” par “pointe vers
l’extérieur de W ”.

La preuve de ce lemme est assez délicate et n’apporterait en fait pas grand chose ;
donc on admettra le résultat.

Exemple. Soit D “ Dpa,Rq un disque ouvert, et soient γ`, γ´ : r0, 2πs Ñ C les pa-
ramétrages de BD définis par γ`ptq :“ a`Reit et γ´ptq :“ a “ Re´it. Alors γ` oriente
BD dans le sens trigonométrique et γ´ oriente BD dans le sens anti-trigonométrique.

Lemme 2.9. Soit W Ă C un domaine de Jordan 1-régulier. Si γ1 et γ2 sont deux
paramétrages 1-réguliers de Γ “ BW définissant la même orientation de Γ, alors

ş

γ1
ω “

ş

γ2
ω pour toute 1-forme différentielle ω continue sur un ouvert contenant BW .

Preuve abrégée. Pour i “ 1, 2, on notera rai, bis l’intervalle de définition de γi. De
plus, on supposera que γ1 et γ2 orientent Γ dans le sens trigonométrique.

Pour ne pas perdre de temps, on admettra qu’on peut se ramener au cas où γ1 et
γ2 sont de classe C1 et ont le même point de départ (i.e. γ1pa1q “ γ2pa2q), et que dans
ce cas il existe un changement de paramètre s : ra1, b1s Ñ ra2, b2s tel que γ1 “ γ2 ˝ s. Il
reste à voir que ce changement de paramètre est croissant, car on pourra alors conclure
que γ1 et γ2 sont équivalents et appliquer la Proposition 1.7.

Le point clé est que le changement de paramètre s (a priori seulement continu) est
dérivable en tout point t P sa1, b1r. Pour le voir, il suffit d’écrire

γ1pt` hq ´ γ1ptq

h
“

γ2pspt` hqq ´ γ2psptqq

h

“
γ2pspt` hqq ´ γ2psptqq

spt` hq ´ sptq
ˆ
spt` hq ´ sptq

h
¨

Quand h tend vers 0, le membre de gauche tend vers pγ1q
1ptq, et γ2pspt`hqq´γ2psptqq

spt`hq´sptq tend
vers pγ2q

1psptqq car spt ` hq tend vers sptq par continuité de s. Comme pγ2q
1psptqq ‰ 0

(par définition d’un paramétrage admissible), on en déduit que spt`hq´sptq
h tend vers

pγ1q1ptq
pγ2q1psptqq

, et donc que s est dérivable au point t.

Maintenant qu’on sait que s est dérivable, on peut écrire

(2.1) pγ1q
1ptq “ s1ptq ˆ pγ2q

1psptqq.

Cette identité montre que pour tout point t P sa1, b1r, les vecteurs pγ1q
1ptq et pγ2q

1psptqq
sont colinéaires, et donc que les vecteurs “normaux” nγ1ptq et nγ2psptqq le sont éga-
lement. Comme ces deux vecteurs (attachés au même point ξ “ γ1ptq “ γ2psptqq de
Γ pointent tous les deux vers l’intérieur de W par définition de l’orientation, ils sont
nécessairement de même sens. Par conséquent, pγ1q

1ptq et pγ2q
1psptqq sont eux aussi de

même sens, et en revenant à (2.1) on en conclut que s1ptq ě 0, pour tout t P sa1, b1r.
Ainsi, le changement de paramètre s est croissant, ce qui achève la démonstration. �
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Définition 2.10. Soit W un domaine de Jordan 1-régulier. Si ω est une 1-forme
différentielle continue sur un ouvert contenant BW , on pose

ż

BW
ω :“

ż

γ
ω,

où γ est n’importe quel paramétrage 1-régulier de BW orientant BW dans le sens trigo-
nométrique.

Exemple 1. Si D “ Dpa, rq est un disque ouvert et si g est une fonction continue
au voisinage de BD, alors

ż

BDpa,rq
gpzq dz “

ż 2π

0
gpa` reitq ireitdt.

Démonstration. On paramètre BD par le chemin γ : r0, 2πs Ñ C défini par γptq :“
a ` reit, qui oriente bien BD dans le sens trigonométrique. Autrement dit, on pose
z “ a` reit, donc dz “ ireitdt, et le résultat est alors immédiat (micro-exo). �

Exemple 2. Soit R “sa, brˆsc, dr un rectangle ouvert de C “ R2. Si ω “ Pdx `
Qdy est continue au voisinage de BR, alors

ż

BR
Pdx`Qdy “

ż b

a
P px, cq dx`

ż d

c
Qpb, yq dy ´

ż b

a
P px, dq dx´

ż d

c
Qpa, yq dy.

Démonstration. En notant A,B,C,D les sommets du rectangle (en partant du
sommet “en bas à gauche” et en tournant dans le sens trigonométrique, faire un dessin),
on a

ż

BR
“

ż

rA,Bs
`

ż

rB,Cs
`

ż

rC,Ds
`

ż

rD,As
;

d’où le résultat en paramétrant les segments de façon “naturelle” (exo). �

3. Formule de Green-Riemann

Le but de cette section est d’établir une “formule magique” sur laquelle il serait
possible de baser toute la théorie des fonctions holomorphes.

3.1. Énoncé de la formule.

Définition 3.1. On dit qu’un compact K Ă C est un domaine élémentaire sir ou bien K “W pour un certain domaine de Jordan 2-régulier W ;r ou bien K “ W zpW1 Y ¨ ¨ ¨ YWnq, où W,W1, . . . ,Wn sont des domaines de
Jordan 2-réguliers tels que Wi Ă W pour i “ 1, . . . n et les Wi sont deux à
deux disjoints.

Remarque 1. Les domaines de Jordan W et (éventuellement) W1, . . . ,Wn sont uni-
quement déterminés par K. Dans le 1er cas, on a W “ K̊. Dans le 2ème cas, les Wi

sont les composantes connexes bornés de CzK, et W “ K̊zpW1 Y ¨ ¨ ¨ YWnq.

Démonstration. Exo. �

Remarque 2. Dans le 1er cas, on a BK “ BW , et dans le 2ème cas on a BK “

BW Y BW1 Y ¨ ¨ ¨ Y BWn.

Démonstration. Exo, à nouveau. �
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Définition 3.2. Soit K Ă C un domaine élémentaire, et soit ω une 1-forme dif-
férentielle continue sur un ouvert contenant BK. On définit l’intégrale

ş

BK ω comme
suit : r si K est de la forme “Jordan”, K “W , alors

ż

BK
ω :“

ż

BW
ω;

r si K est de la forme “Jordan à trous”, K “W zpW1 Y ¨ ¨ ¨ YWnq, alors
ż

BK
ω :“

ż

BW
ω ´

n
ÿ

i“1

ż

BWi

ω.

Ces définitions ont bien un sens d’après la Remarque 1 ci-dessus. Remarquons
aussi que (dans le 2ème cas) le signe “`” (non écrit) devant

ş

BW et le signe “´” devant
řn
i“1

ş

BWi
signifient qu’on oriente BW dans le sens trigonométrique et les BWi dans

le sens anti-trigonométrique ; ou, si on préfère, qu’on veut parcourir BK en gardant
constamment l’intérieur de K à sa gauche.

Théorème 3.3. (formule de Green-Riemann)
Soit K Ă C un domaine élémentaire. Si ω “ Pdx`Qdy est une 1-forme différen-

tielle de classe C1 sur un ouvert contenant K tout entier, alors
ż

BK
Pdx`Qdy “

ż

K

ˆ

BQ

Bx
´
BP

By

˙

dxdy .

Remarque. Si ω “ Adz `Bdz̄, alors la formule de Green-Riemann s’écrit
ż

BK
Adz `Bdz̄ “ ´2i

ż

K

ˆ

BB

Bz
´
BA

Bz̄

˙

dxdy .

Démonstration. Comme dz “ dx` idy et dz̄ “ dx´ idy, on a
ż

BK
Adz `Bdz̄ “

ż

BK
Adx` iAdy `

ż

BK
Bdx´ iBdy

“

ż

K

ˆ

i
BA

Bx
´
BA

By

˙

dxdy `

ż

K

ˆ

´i
BB

Bx
´
BB

By

˙

dxdy

“ i

ż

K

ˆ

BA

Bx
` i
BA

By

˙

dxdy ´ i

ż

K

ˆ

BB

Bx
´ i
BB

By

˙

dxdy

“ 2i

ż

K

ˆ

BA

Bz̄
´
BB

Bz

˙

dxdy.

�

Corollaire 3.4. Si A est une fonction de classe C1 au voisinage d’un domaine
élémentaire K, alors

ż

BK
Adz “ 2i

ż

K

BA

Bz̄
dxdy .

3.2. Une preuve à peu près complète. La preuve de la formule de Green-
Riemann va se faire en considérant plusieurs cas, de plus en plus généraux. Pour plus
de “lisibilité”, on s’abstiendra de démontrer en détail certains points techniques.

Cas 1. Le domaine K est un rectangle ra, bs ˆ rc, ds.
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Dans ce cas, c’est un calcul assez facile, mais cependant non-trivial :
ż

BK
Pdx`Qdy “

ż b

a
P px, cq dx`

ż d

c
Qpb, yq dy ´

ż b

a
P px, dq dx´

ż d

c
Qpa, yq dy

“

ż d

c

”

Qpb, yq ´Qpa, yq
ı

dy ´

ż b

a

”

P px, dq ´ P px, cq
ı

dx

ż d

c

ˆ
ż b

a

BQ

Bx
px, yq dx

˙

dy ´

ż b

a

ˆ
ż d

c

BP

By
px, yq dy

˙

dx

“

ż

K

ˆ

BQ

Bx
´
BP

By

˙

dxdy ,

où on a utilisé le théorème fondamental de l’analyse et le théorème de Fubini.

La suite de la preuve de Green-Riemann n’a pas été faite en cours.

Cas 2. Le domaine K est un “rectangle déformé”.

De façon précise, supposons que K soit de la forme K “ ΦpRq, où R “ ra, bsˆrc, ds
est un rectangle et Φ est un difféomorphisme de classe C2 d’un ouvert U Ă C contenant
R sur un ouvert U 1 Ă C. On va se ramener au Cas 1 au prix de quelques calculs et à
l’aide de la formule de changement de variables.

Comme le rectangle R est connexe, on peut supposer que U est connexe, quitte
à remplacer U par la composante connexe de U contenant R. Comme Φ est un dif-
féomorphisme, le déterminant jacobien JΦ ne s’annule pas, et garde donc un signe
constant sur U par connexité (et par continuité de JΦ). Quitte à remplacer R par
R˚ “ rc, ds ˆ ra, bs et Φ par le difféomorphisme Φ˚ défini par Φ˚pu, vq “ Φpv, uq
(qui vérifie JΦ˚pu, vq “ ´JΦpv, uq), on peut supposer qu’on a JΦpu, vq ą 0 pour tout
pu, vq P U .

La condition JΦpu, vq ą 0 signifie que le difféomorphime Φ “préserve l’orientation
en tout point”. Cela rend plausible fait suivant, que l’on admettra car sa preuve n’est
pas particulièrement éclairante.

Fait. Si γ est un paramétrage admissible de BR, alors Φ ˝ γ est un paramétrage
admissible de BK.

On va se contenter d’établir la formule de Green-Riemann dans le cas d’une forme
différentielle du type ω “ Pdx, où P est une fonction de classe C1. (Le cas ω “ Qdy se
traite de la même façon, et le cas général s’obtient en faisant la somme de ces deux cas
particuliers). Il s’agit donc de vérifier qu’on a

ż

BK
P dx “ ´

ż

K

BP

By
dxdy .

Dans la suite, on écrira

Φpu, vq “ pXpu, vq, Y pu, vqq .

Avec ces notations, le déterminant jacobien JΦ est donné par la formule

JΦ “
BX

Bu

BY

Bv
´
BX

Bv

BY

Bu
,

ce qui servira plus bas.
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Soit γ : ra, bs Ñ C un paramétrage admissible de BR. D’après le fait, on a
ż

BK
P dx “

ż

Φ˝γ
P dx

“

ż b

a
P pΦ ˝ γptqq pX ˝ γq1ptq dt

“

ż b

a
pP ˝ Φqpγptqq dXpγptqqγ1ptq dt

“

ż

γ
pP ˝ Φq dX .

Autrement dit :
ż

BK
P dx “

ż

BR
pP ˝ Φq dX

“

ż

BR
pP ˝ Φq

BX

Bu
du` pP ˝ Φq

BX

Bv
dv .

D’après le Cas 1 et comme la forme différentielle pP ˝ Φq BX
Bu du` pP ˝ Φq BX

Bv dv est
de classe C1 (car P est C1 et X est C2), on a donc

(3.1)
ż

BK
P dx “

ż

R

"

B

Bu

ˆ

pP ˝ Φq
BX

Bv

˙

´
B

Bv

ˆ

pP ˝ Φq
BX

Bu

˙*

dudv .

Il s’agit maintenant de montrer que le membre de droite est égal à ´
ş

BK
BP
By dxdy,

ce qui n’est pas immédiatement apparent !

D’après les formules pour les dérivées partielles d’une fonction composée, on a

B

Bu

ˆ

pP ˝ Φq
BX

Bv

˙

“
B

Bu

ˆ

P pX,Y q
BX

Bv

˙

“
B

Bu
pP pX,Y qq

BX

Bv
` P pX,Y q

B2X

BuBv

“

ˆ

BP

Bx
pX,Y q

BX

Bu
`
BP

By
pX,Y q

BY

Bu

˙

BX

Bv
` P pX,Y q

B2X

BuBv
;

et de même :
B

Bv

ˆ

pP ˝ Φq
BX

Bu

˙

“

ˆ

BP

Bx
pX,Y q

BX

Bv
`
BP

By
pX,Y q

BY

Bv

˙

BX

Bu
` P pX,Y q

B2X

BvBu
¨

Comme B2X
BuBv “

B2X
BvBu d’après le Théorème de Schwarz, on obtient donc, après sim-

plification :

B

Bu

ˆ

pP ˝ Φq
BX

Bv

˙

´
B

Bv

ˆ

pP ˝ Φq
BX

Bu

˙

“
BP

By
pX,Y q ˆ

ˆ

BY

Bu

BX

Bv
´
BY

Bv

BX

Bu

˙

“ ´

ˆ

BP

By
˝ Φ

˙

JΦ .

Comme de plus JΦ “ |JΦ| puisqu’on suppose depuis le début que JΦ ą 0, on peut
alors conclure en revenant à (3.1) et en utilisant la formule de changement de variable :
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ż

BK
P dx “ ´

ż

R

BP

By
pΦpu, vqq |JΦpu, vq| dudv

“ ´

ż

ΦpRq

BP

By
px, yq dxdy

“ ´

ż

K

BP

By
dxdy .

Cela termine la preuve de la formule de Green-Riemann dans le cas d’un “rectangle
déformé”.

Cas 3. Le domaine K peut se “quadriller” par des rectangles déformés.

De façon précise, on suppose qu’on peut décomposer K sous la forme

K “ K1 Y ¨ ¨ ¨ YKN ,

où les Kj sont des rectangles déformés et, pour tous j, j1 P t1, . . . , Nu, ou bien Kj X

Kj1 “ H, ou bien Kj et Kj1 se rencontrent selon un “côté” commun. Un dessin est
indispensable ici !

Dans ce cas, on il n’est pas très difficile de montrer que toutes les intersections
Kj XKj1 sont de mesure de Lebesgue nulle, car ce sont des réunions finies de courbes
de classe C1. On a donc

ż

K
fpx, yq dxdy “

N
ÿ

j“1

ż

Kj

fpx, yq dxdy

pour toute fonction f continue sur K.
D’autre part, si deux rectangles déformés Kj et Kj1 se rencontrent selon un “côté”

commun Γj,j1 , on voit que Γj,j1 est parcouru en sens inverse selon qu’on parcourt BKj

ou BKj1 . Par conséquent, si ω est une forme différentielle continue au voisinage de K,
alors les deux intégrales sur Γj,j1 se détruisent lorsqu’on calcule

ş

Kj
ω `

ş

Kj1
ω. Ceci

étant vrai pour tous j, j1, il est alors facile de se convaincre qu’on a
N
ÿ

j“1

ż

BKj

ω “

ż

BK
ω ,

pour toute forme différentielle ω continue au voisinage de K.
D’après le Cas 2, on en déduit immédiatement le résultat souhaité : si ω “ Pdx`

Qdy, alors
ż

BK
ω “

N
ÿ

j“1

ż

BKj

ω

“

N
ÿ

j“1

ż

Kj

ˆ

BQ

Bx
´
BP

By

˙

dxdy

“

ż

K

ˆ

BQ

Bx
´
BP

By

˙

dxdy .

Cas 4. Le domaine K est quelconque.
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On peut montrer, et on l’admettra, que tout domaine élémentaire K Ă C admet
un quadrillage par rectangles déformés. Donc le cas général est en fait le Cas 3, et la
démonstration est terminée.

3.3. Un cas particulier (pas fait en cours). Dans cette sous-section, on va
donner une preuve directe de la formule de Green-Riemann dans le cas où le domaine
K est un disque Dpa,Rq. C’est un calcul suffisamment intéressant pour être détaillé.
On se contente de faire la preuve pour une forme différentielle du type ω “ Pdx.

Écrivons a “ px0, y0q. Le bord de K se paramètre par le lacet γ : r0, 2πs Ñ C défini
par

γpθq :“ a`Reiθ “ px0 `R cos θ, y0 `R sin θq.

Donc
ż

BK
Pdx “

ż 2π

0
P px0 `R cos θ, y0 `R sin θq ˆ p´R sin θdθq.

En notant P ˚ : r0, Rs ˆ r0, 2πs la fonction définie par

P ˚pr, θq :“ P px0 `R cos θ, y0 `R sin θq,

on a donc
ż

BK
Pdx “ ´

ż 2π

0
RP ˚pR, θq sin θ dθ.

Ensuite, on a pour tout θ P r0, 2πs :

RP ˚pR, θq “ RP ˚pR, θq ´ 0P ˚p0, θq

“

ż R

0

d

dr

`

rP ˚pr, θq
˘

dr

“

ż R

0

ˆ

r
BP ˚

Br
pr, θq ` P ˚pr, θq

˙

drdθ

Donc
ż

BK
Pdx “ ´

ż 2π

0

ż R

0

ˆ

r
BP ˚

Br
pr, θq ` P ˚pr, θq

˙

sin θ drdθ.

Enfin, par le théorème de Fubini, on a
ż 2π

0

ż R

0
P ˚pr, θq sin θ drdθ “

ż R

0

ˆ
ż 2π

0
P ˚pr, θq sin θ dθ

˙

dr

“

ż R

0

ˆ

”

cos θP ˚pr, θq
ıθ“2π

θ“0
´

ż 2π

0
cos θ

BP ˚

Bθ
pr, θq

˙

dr

“ ´

ż R

0

ż 2π

0
cos θ

BP ˚

Bθ
pr, θq dr.

On obtient donc
ż

BK
Pdx “ ´

ż R

0

ż 2π

0

ˆ

r sin θ
BP ˚

Br
pr, θq ` cos θ

BP ˚

Bθ
pr, θq dr

˙

dθdr

“ ´

ż

s0,Rrˆr0,2πs

ˆ

sin θ
BP ˚

Br
pr, θq `

cos θ

r

BP ˚

Bθ
pr, θq dr

˙

rdrdθ
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Mais d’après les formules de dérivation partielle “en coordonnées polaires”, on a
pour tout pr, θq Ps0, Rrˆr0, 2πs :

sin θ
BP ˚

Br
pr, θq `

cos θ

r

BP ˚

Bθ
pr, θq “

BP

By
px0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq.

D’où finalement
ż

BDpa,rq
Pdx “ ´

ż

s0,Rrˆr0,2πs

BP

By
px0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq rdrdθ

“ ´

ż

Dpa,rq

BP

By
dxdy,

d’après la formule de changement de variables.

4. Théorème de Cauchy et formule de Cauchy

4.1. Préambule : “convergence dominée”. On a très souvent besoin de “passer
à la limite” sous des intégrales

ş

I fλptq dt dépendant d’un paramètre λ. Pour cela, on
utilisera systématiquement la version suivante du Théorème de convergence dominée.

Théorème de convergence dominée. Soit I un intervalle de R, soit f : I Ñ C
une fonction intégrable et soit pfλqλPΛ une famille de fonctions intégrables (fλ : I Ñ C)
avec un ensemble d’indices Λ Ă R. Enfin, soit λ0 P RYt˘8u un “point d’accumulation”
de Λ. On fait les hypothèses suivantes.

(i) fλptq Ñ fptq quand λÑ λ0, pour tout t P I sauf peut-être un nombre fini.
(ii) Hypothèse de domination : il existe une fonction mesurable g : I Ñ R` indé-

pendante de λ P Λ telle que @λ P Λ : |fλptq| ď gptq et
ş

I gptq dt ă 8.

Alors on peut conclure que
ş

I fptq dt “ limλÑλ0

ş

I fλptq dt.

Remarque 1. Lorsque l’intervalle I est borné, l’hypothèse de domination (ii) est
satisfaite s’il existe une constante M indépendante de λ telle que |fλptq| ď M pour
tout λ et pour tout t P I.

Remarque 2. On en déduit que si I est un intervalle compact ra, bs, si les fλ sont
continues et si fλptq Ñ fptq uniformément sur ra, bs quand λ Ñ λ0, alors on peut
passer à la limite sous l’intégrale. En particulier, si

ř

uk est une série de fonctions qui
converge normalement sur ra, bs, alors les sommes partielles fn “

řn
0 uk convergent

uiniformément sur ra, bs, et on obtient donc
ż b

a

˜

8
ÿ

k“0

ukptq

¸

dt “
8
ÿ

k“0

ż b

a
ukptq dt .

Exercice. Démontrer directement ce qui est dit dans la Remarque 2, sans utiliser le
théorème de convergence dominée.

On appliquera très souvent le théorème de convergence dominée à des intégrales
curvilignes, sous la forme suivante.

Corollaire 4.1. Soit γ : ra, bs Ñ C un chemin de classe C1 par morceaux d’image
Γ, soit ϕ : Γ Ñ C une fonction continue, et soit pϕλqλPΛ une famille de fonctions
continues sur Γ. On suppose que ϕλpzq Ñ ϕpzq pour tout z P Γ (quand λÑ λ0) et qu’il
existe une constante M telle que |ϕλpzq| ďM pour tout z P Γ et pour tout λ P Λ. Alors
on peut conclure que

ş

γ ϕλpzq dz tend vers
ş

γ ϕpzq dz.
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Démonstration. C’est immédiat en écrivant la définition des intégrales curvilignes :
comme on intègre sur l’intervalle borné ra, bs, on peut utiliser la Remarque 1. �

4.2. Le “Théorème de Cauchy”. Il s’agit du résultat suivant, qui est une consé-
quence immédiate de la formule de Green-Riemann, mais d’une importance considérable
dans la théorie des fonctions holomorphes.

Théorème 4.2. (Théorème de Cauchy)
Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Ω Ă C, alors

ş

BK fpzq dz “ 0 pour
tout domaine élémentaire K Ă Ω.

Démonstration. D’après la formule de Green-Riemann, on a
ż

BK
fpzqdz “ 2i

ż

K

Bf

Bz̄
dxdy ,

d’où le résultat puisque Bf
Bz̄ “ 0. �

Corollaire 4.3. Si K Ă C est un domaine élémentaire, alors

@a P CzK :

ż

BK

dz

z ´ a
“ 0 .

Démonstration. On applique le théorème de Cauchy à fpzq “ 1
z´a , qui est holo-

morphes sur Ω “ Cztau, ouvert de C contenant K. �

Remarque. Dans le théorème de Cauchy, il est essentiel que le domaine élémentaire
K soit entièrement contenu dans l’ouvert Ω sur lequel f est holomorphe : il ne suffit
pas d’avoir BK Ă Ω. Par exemple, fpzq :“ 1

z est holomorphe sur C˚ et K :“ D vérifie
BK “ BD Ă C˚, mais on a vu plus haut que

ş

BD
dz
z “ 2iπ ‰ 0.

Application. Pour illustrer le Théorème de Cauchy, on va montrer que l’intégrale
“généralisée” I “

ş8

0
sin t
t dt existe et calculer cette intégrale.

Soit f : C˚ Ñ C la fonction (holomorphe) définie par

fpzq “
eiz

z
¨

Pour ε et R vérifiant 0 ă ε ă R, notons Kε,R le domaine élémentaire défini par

Kε,R “ tz P C; ε ď |z| ď R et Impzq ě 0u .

Comme Kε,R Ă C˚, on a
ş

BKε,R
fpzq dz “ 0, d’après le Théorème de Cauchy. En

paramétrant les 4 “morceaux” de BKε,R, cela s’écrit

0 “

ż R

ε

eit

t
dt`

ż π

0

eiRe
it

Reit
iReitdt`

ż ´ε

´R

eit

t
dt´

ż π

0

eiεe
it

εeit
iεeitdt

“

ż R

ε

eit

t
dt` i

ż π

0
eiRe

it
dt´

ż R

ε

e´it

t
dt´ i

ż π

0
eiεe

it
dt .

Autrement dit :

(4.1) 2i

ż R

ε

sin t

t
dt “ ´i

ż π

0
eiRe

it
dt

looooomooooon

IR

`i

ż π

0
eiεe

it
dt

loooomoooon

Iε

.

Examinons maintenant le comportement de Iε quand εÑ 0 et de IR quand RÑ8.
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Pour t P r0, πs fixé, eiεeit tend vers 1 quand εÑ 0. De plus, on a
ˇ

ˇ

ˇ
eiεe

it
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇeiε cos t´ε sin t
ˇ

ˇ “ e´ε sin t ď 1

pour tout ε ą 0 et pour tout t P r0, πs, car sin t ě 0 sur r0, πs. D’après le théorème de
convergence dominée, on en déduit

lim
εÑ0

Iε “

ż π

0
dt “ π .

D’autre part, on a |IR| ď
şπ
0

ˇ

ˇ

ˇ
eiRe

it
ˇ

ˇ

ˇ
dt “

şπ
0 e
´R sin tdt, et limRÑ8 e

´R sin t “ 0 pour

tout t P s0, πr car sin t ą 0 sur s0, πr. Comme
ˇ

ˇe´R sin
ˇ

ˇ ď 1 pour tout R et pour tout
t P r0, πs, on en déduit (à nouveau par convergence dominée)

lim
RÑ8

IR “ 0 .

Au total, on voit que le membre de droite de (4.1) tend vers ´iˆ0` iπ “ iπ quand
ε Ñ 0 et R Ñ 8. Donc le membre de gauche tend également vers iπ : autrement dit,
I “

ş8

0
sin t
t dt existe en tant qu’intégrale généralisée et on a 2i I “ iπ. D’où finalement

ż 8

0

sin t

t
dt “

π

2
¨

Exercice 1. Montrer que Iε tend vers π quand ε Ñ 0 sans utiliser le théorème de
convergence dominée.

Exercice 2. En utilisant la concavité de la fonction sinus sur r0, π{2s, montrer qu’on
a sin t ě 2

π t pour tout t P r0,
π
2 s, et en déduire l’inégalité

ż π

0
e´R sin tdt ď

π

R
¨

Exercice 3. Montrer que pour tout N P N, on a
ż pN`1qπ

0

| sin t|

t
dt ě

N
ÿ

n“0

?
2

2
ˆ
π

2
ˆ

1

pn` 1qπ
,

et en déduire que l’intégrale I n’est pas absolument convergente.

4.3. La “formule de Cauchy”. Même si cela ne sera pas très apparent dans ce
cours, le théorème suivant est peut-être le résultat le plus important de toute la théorie
des fonctions holomorphes.

Théorème 4.4. (formule de Cauchy)
Soit Ω un ouvert de C, et soit f P HpΩq. Si K Ă Ω est un domaine élémentaire,

alors

@a P K̊ : fpaq “
1

2iπ

ż

BK

fpzq

z ´ a
dz .

Démonstration. Fixons un domaine élémentaire K Ă Ω et un point a P K̊. Fixons
également ε0 ą 0 tel que Dpa, ε0q Ă K̊.

Pour ε vérifiant 0 ă ε ď ε0, posons Kε “ KzDpa, εq. En faisant un dessin, on
voit que Kε est un domaine élémentaire, avec BKε “ BK Y BDpa, εq. De plus, si on
veut calculer une intégrale curviligne sur BKε, il faut orienter BDpa, εq dans le sens
anti-trigonométrique.
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Pour z P Ωztau, posons

gpzq “
fpzq

z ´ a
¨

La fonction g est holomorphe sur l’ouvert Ωztau, qui contient le domaine élémentaire
Kε, pour tout ε P s0, ε0s. D’après le Théorème de Cauchy, on a donc

ş

BKε
gpzq dz “ 0,

ce qui s’écrit (compte tenu de l’orientation)

(4.2)
ż

BK

fpzq

z ´ a
dz ´

ż

BDpa,εq

fpzq

z ´ a
dz “ 0 .

En paramétrant le cercle BDpa, εq par γptq “ a` εeit, on obtient
ż

BDpa,εq

fpzq

z ´ a
dz “

ż 2π

0

fpa` εeitq

εeit
iεeit dt

“ i

ż 2π

0
fpa` εeitq dt .

Comme fpa ` εeitq tend vers fpaq quand ε Ñ 0 et qu’on a de plus |fpa ` εeitq| ď
M :“ sup t|fpzq|; z P Dpa, ε0qu pour tout ε P s0, ε0s, on en déduit (par convergence
dominée)

lim
εÑ0

ż

BDpa,εq

fpzq

z ´ a
dz “ i

ż 2π

0
ε dt “ 2iπ fpaq ;

d’où la formule de Cauchy en faisant tendre ε vers 0 dans (4.2).
�

Corollaire 4.5. Si K Ă C est un domaine élémentaire, alors

@a P K̊ :

ż

BK

dz

z ´ a
“ 2iπ .

Démonstration. On applique la formule de Cauchy avec fpzq “ 1. �

Exercice. Déduire la formule de la moyenne de la formule de Cauchy. Autrement
dit, montrer à l’aide de la formule de Cauchy que si f est une fonction holomorphe
dans un disque Dpa,Rq, alors on a pour tout 0 ă r ă R :

fpaq “

ż 2π

0
fpa` reitq

dt

2π
¨

4.4. Analyticité des fonctions holomorphes. Comme application de la for-
mule de Cauchy, on va donner la preuve “classique” du fait que toute fonction holo-
morphe dans un disque Dpa,Rq se développe en série entière dans ce disque. Cette
preuve n’utiliser pas la théorie des séries de Fourier.

Soit f une fonction holomorphe dans Dpa,Rq. Notons d’abord le fait suivant.

Fait. Si k P N, alors l’intégale
ş

BDpa,rq
fpzq
pz´aqk

dz ne dépend pas de r tel que 0 ă

r ă R.

Preuve du Fait. Soient 0 ă r ă r1 ă R, et soit K :“ Dpa, r1qzDpa, rq, qui est
certainement un domaine élémentaire. Comme a R K, la fonction z ÞÑ fpzq

pz´aqk
est

holomorphe au voisinage de K. Donc
ş

BK
fpzq
pz´aqk

dz “ 0 par le Théorème de Cauchy ;

autrement dit
ş

BDpa,r1q
fpzq
pz´aqk

dz ´
ş

BDpa,rq
fpzq
pz´aqk

dz “ 0. �
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Fixons maintenant un point z P D “ Dpa,Rq, et choisissons r tel que |z´ a| ă r ă
R. D’après la formule de Cauchy, on a

fpzq “
1

2iπ

ż

BDpa,rq

fpξq

ξ ´ z
dξ .

De plus, si ξ P BDpa, rq alors
1

ξ ´ z
“

1

pξ ´ aq ´ pz ´ aq

“
1

ξ ´ a
ˆ

1

1´ z´a
ξ´a

,

et on a
ˇ

ˇ

ˇ

z´a
ξ´a

ˇ

ˇ

ˇ
“
|z´a|
r ă 1. On peut donc écrire

1

ξ ´ z
“

1

ξ ´ a

8
ÿ

n“0

ˆ

z ´ a

ξ ´ a

˙n

“

8
ÿ

n“0

pz ´ aqn

pξ ´ aqn`
,

où la série converge normalement sur BDpa, rq.
En revenant à la formule de Cauchy, on en déduit

fpzq “

ż

BDpa,rq

˜

1

2iπ

8
ÿ

n“0

pz ´ aqn

pξ ´ aqn`
fpξq

¸

dξ

“
ÿ

ż

“

8
ÿ

n“0

˜

1

2iπ

ż

BDpa,rq

fpξq

pξ ´ aqn`1
dξ

¸

pz ´ aqn ,

où l’interversion de la somme infinie et de l’intégrale est justifiée par la convergence
normale de la série sur BDpa, rq. Comme 1

2iπ

ş

BDpa,rq
fpξq

pξ´aqn`1 dξ dépend uniquement de
n d’après le Fait, on peut le noter cn. Ainsi, on a trouvé une suite de coefficients pcnqně0

indépendante de z telle que

fpzq “
8
ÿ

n“0

cn pz ´ aq
n.

Remarque 4.6. La preuve précédente a montré que fpzq “
ř8
n“0 cnpz ´ aq

n dans
le disque Dpa,Rq, avec

@n P N : cn “
1

2iπ

ż

BDpa,rq

fpzq

pz ´ aqn`1
dz

pour n’importe que r tel que 0 ă r ă R. Cette formule pour les coefficients peut se
démontrer directement (si on sait déjà que f se développe en série entière). De même,
si f est une fonction holomorphe dans une couronne Cpa, r0, r1q et si on note cn les
coefficients de son développement de Laurent dans cette couronne, alors

@n P Z : cn “
1

2iπ

ż

BDpa,rq

fpzq

pz ´ aqn`1
dz,
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pour n’importe que r tel que r0 ă r ă r1.

Démonstration. On démontre seulement la 2ème formule. Soit r0 ă r ă r1, et soit
n P Z. On a

ż

BDpa,rq

fpzq

pz ´ aqn`1
dz “

ż 2π

0

fpa` reitq

preitqn`1
ireitdt

“
i

rn

ż 2π

0
fpa` reitqe´int dt

“
i

rn
ˆ 2π cnr

n “ 2iπcn.

�





Chapitre 5

Résidus

1. La “formule des résidus”

Définition 1.1. Soit a P C, et soit f une fonction holomorphe dans un voisinage
épointé de a, c’est-à-dire un ouvert de la forme W ztau, où W est un voisinage de a.
Le résidu de f au point a est le coefficient de 1

z´a dans le développement en série
de Laurent de f dans n’importe quel disque épointé Dpa, rqztau ; on le note Respf, aq.

Autrement dit, si fpzq “
`8
ř

n“´8
cnpz ´ aq

n dans un disque épointé Dpa, rqztau, alors

Respf, aq “ c´1.

Le lemme suivant a essentiellement déjà été démontré.

Lemme 1.2. Soit, a P C, et soit f une fonction holomorphe sur W ztau, où W est
un voisinage ouvert de a. Si r ą 0 est tel que Dpa, rq ĂW , alors

ż

BDpa,rq
fpzq dz “ 2iπRespf, aq .

Démonstration. Par la Remarque 4.2 du Chapitre 3 (avec n “ ´1), ou bien la
Remarque 4.6 du Chapitre 4, on a

Respf, aqr´1 “

ż 2π

0
fpa` reitqe`it

dt

2π
;

donc

Respf, aq “
1

2iπ

ż 2π

0
fpa` reitq ireitdt “

1

2iπ

ż

BDpa,rq
fpzq dz.

�

Mentionnons également deux faits évident mais très utiles :

Fait 1.3. Si f et g sont deux fonctions holomorphe dans un voisinage épointé de
a, alors Respf ` g, aq “ Respf, aq ` Respg, aq.

Démonstration. Exo. �

Fait 1.4. Si le point a est une singularité éliminable pour f , alors Respf, aq “ 0.

Démonstration. Comme a est une singularité éliminable, le développement en série
de Laurent de f au voisinage de a est en fait un développement en série entière. �

Voici maintenant le résultat principal du chapitre.

Théorème 1.5. (formule des résidus)

85
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Soit K Ă C un domaine élémentaire, et soit S Ă C un ensemble fini, avec S Ă K̊. Si
f est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant KzS, alors

ż

BK
fpzq dz “ 2iπ

ÿ

aPS

Respf, aq .

Démonstration. Comme S Ă K̊, on peut, pour tout a P S, trouver ra ą 0 tel que
Dpa, raq Ă K̊. Posons alors L “ Kz

Ť

aPSXK Dpa, raq. Par définition, L est un domaine
élémentaire contenu dans KzS, donc f est holomorphe au voisinage de L. D’après le
théorème de Cauchy, on a donc

ş

BL fpzq dz “ 0. Autrement dit :

0 “

ż

BK
fpzq dz ´

ÿ

aPS

ż

BDpa,raq
fpzq dz

“

ż

BK
fpzq dz ´ 2iπ

ÿ

aPS

Respf, aq ,

d’après le lemme 1.2. �

Remarque. Lorsque S “ H, i.e. f est holomorphe sur Ω, la formule des résidus
donne

ş

BK fpzqdz “ 0, autrement dit le théorème de Cauchy. De même, lorsque f est
holomorphe sur Ω et qu’on applique la formule des résidus à gpzq :“ fpzq

z´a , où a P K̊

(donc avec S “ tau), on obtient la formule de Cauchy. Ainsi, le théorème des résidus
généralise à la fois le théorème de Cauchy et la formule de Cauchy.

2. Calcul pratique d’un résidu dans le cas d’un pôle

Définition 2.1. Soit a P C, et soit f une fonction holomorphe sur W ztau où W
est un voisinage ouvert de a. Soit également p un entier ě 1. On dit que a est un
pôle de multiplicité p pour f si on peut écrire fpzq “ upzq

vpzq , où u est holomorphe au
voisinage de a avec upaq ‰ 0, et v est holomorphe au voisinage de a avec un zéro de
multiplicité p en a.

Reformulation. Il revient au même de dire qu’on peut écrire

fpzq “
upzq

pz ´ aqpv1pzq

au voisinage de a, où u et v sont holomorphes avec upaq ‰ 0 et v1paq ‰ 0 ; ou encore
qu’on peut écrire

fpzq “
gpzq

pz ´ aqp

au voisinage de a, où g est holomorphe et gpaq ‰ 0.

Remarque. Si a est un pôle de multiplicité p, alors il existe une constante c ‰ 0
telle que fpzq „ c

pz´aqp au voisinage de a. En particulier, a ne peut pas être un pôle de
multiplicité p1 ‰ p (de sorte qu’on peut parler de p comme étant la multiplicité de a
comme pôle de f), et |fpzq| tend vers l’infini quand z Ñ a.

Exemple 2.2. Si f est une fonction rationnelle, fpzq “ P pzq
Qpzq avec pgcdpP,Qq “ 1,

alors les pôles de f sont les zéros du polynômes Q, et la multiplicité d’un point a P ZpQq
comme pôle de f est la multiplicité de a comme zéro de Q.
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Lemme 2.3. Supposons que a soit un pôle simple pour f , i.e. un pôle de multiplicité
p “ 1.

‚ Si f s’écrit sous la forme fpzq “ gpzq
pz´aq , avec g holomorphe au voisinage de a,

alors

(PS1) Respf, aq “ gpaq “ lim
zÑa

pz ´ aqfpzq .

‚ Si f s’écrit sous la forme fpzq “ upzq
pz´aqv1pzq

avec u, v holomorphes au voisinage
de a et v1paq ‰ 0, alors

(PS2) Respf, aq “
upaq

v1paq
¨

‚ Si f s’écrit sous la forme fpzq “ upzq
vpzq ave u, v holomorphe au voisinage de a et

v ayant un zéro simple en a, alors

(PS2’) Respf, aq “
upaq

v1paq
¨

Démonstration. Pour (PS1), on développe g en série entière,

gpzq “
8
ÿ

n“0

dnpz ´ aq
n .

On en déduit fpzq “
8
ř

n“0
dnpz ´ aq

n´1, autrement dit

fpzq “
8
ÿ

n“´1

dn`1pz ´ aq
n .

Le résidu de f en a vaut donc d0 “ gpaq, ce qui prouve (PS1). La formule (PS2) s’en
déduit immédiatement en posant g “ u

v1
¨

Pour (PS2’), on écrit vpzq “ pz ´ aqv1pzq, où v1 est holomorphe au voisinage de
a avec v1paq ‰ 0, et on applique (PS2) en remarquant que v1paq “ limzÑa

vpzq
z´a “

limzÑa
vpzq´vpaq
z´a “ v1paq. �

Les trois formules (PS1), (PS2) et et (PS2’) sont très efficaces pour calculer un
résidu en un pôle simple, et avec un peu d’habitude on voit immédiatement sur un
exemple donné laquelle est la plus facile à utiliser. Il faut cependant impérativement
garder à l’esprit que ces formules ne sont valables que pour un pôle simple.

Exemple 1. Soit fpzq :“ tan z “ sin z
cos z ¨

La fonction f est holomorphe sur CzS, où S “ tp2k ` 1q π2 ; k P Zu. Si a “
p2k ` 1q π2 P S, alors cos z a un zéro simple en a car cos1paq “ ´ sin a “ p´1qk`1 ‰ 0.
D’après (PS2), on a donc Respf, aq “ sin a

cos1paq “
sin a
´ sin a “ ´1, pour tout a P S.

Exemple 2. Soit fpzq :“ 1
1`z6

¨

La fonction f est holomorphe sur CzS, où S est l’ensemble des racines 6-ièmes de
´1, autrement dit S “ teip

π
6
`k π

3 q; 0 ď k ď 5u. Si a “ eip
π
6
`k π

3 q P S, alors a est un zéro
simple de vpzq “ 1`z6, avec v1paq “ 6a5 “ ´ 6

a puisque a6 “ ´1. Donc Respf, aq “ ´a
6

pour tout a P S.
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Lemme 2.4. Supposons que a soit un pôle de multiplicité p ě 1 pour f , et écrivons
fpzq “ gpzq

pz´aqp , où g est holomorphe au voisinage de a. Notons cnpgq les coefficients du
développement en série entière de g au voisinage de a. Alors

(PM) Respf, aq “ cp´1pgq “
gpp´1qpaq

pp´ 1q!
¨

Démonstration. Comme gpzq “
ř8

0 cnpgqpz´aq
n , le développement de Laurent de

f en a s’écrit

fpzq “
8
ÿ

n“0

cnpgqpz ´ aq
n´p “

8
ÿ

n“´p

cn`ppgqpz ´ aq
n ,

d’où le résultat. �

Remarque. La deuxième identité dans (PM) est peu utilisable si p est grand puisqu’il
faut dériver p ´ 1 fois la fonction g, mais elle fonctionne assez bien pour p “ 2 ou 3.
Si p est vraiment grand, il faut se débrouiller pour calculer le coefficient cp´1pgq sans
dériver g, par exemple en déterminant directement le développement en série entière
de g ; cf l’exemple donné à la fin de la sous-section 4 du Chapitre 3.

Exemple. Soit fpzq :“ 1
z3`3z2´4

¨

La fonction polynomiale vpzq “ z3 ` 3z2 ´ 4 admet 1 comme racine “évidente” ; et
en factorisant par z ´ 1, on trouve vpzq “ pz ´ 1qpz ` 2q2. Donc fpzq “ 1

pz´1qpz`2q2
est

holomorphe sur Czt1,´2u, avec un pôle simple en 1 et un pôle double en ´2. D’après
(PS2), on a Respf, 1q “ 1

v1p1q
avec v1pzq “ pz ` 2q2, i.e. Respf, 1q “ 1

9 ¨ D’après (PM),

on a Respf, 2q “ g1p´2q
1! avec gpzq “ 1

z´1 , i.e. Respf,´2q “ ´1
9 ¨

3. Exemples de calculs d’intégrales

Dans cette section, on donne trois exemples montrant que le théorème des résidus
peut se révéler remarquablement efficace pour calculer certaines intégrales n’ayant a
priori aucun lien avec l’analyse complexe.

La stratégie est toujours la même pour calculer une intégrale inconnue I. On ap-
plique le théorème des résidus à une fonction holomorphe f bien choisie (en général
facile à trouver) sur le bord d’un domaine élémentaire K également bien choisi (et
parfois difficile à trouver) dépendant d’un ou plusieurs paramètres. Le bord de K se
décompose en un certain nombre de morceaux, et l’intégrale de f sur le bord de K est
la somme des intégrales sur chacun des morceaux. En général, l’une de ces intégrales
tend vers l’intégrale cherchée I quand les paramètres tendent vers certaines bornes. Si
on a de la chance, on sait aussi déterminer les limites des autres intégrales (parfois en
fonction de I), et on obtient alors la valeur de I en passant à la limite dans la formule
des résidus.

3.1. Transformées de Fourier de fonctions rationnelles. Si f est une fonc-
tion intégrable sur R, la transformée de Fourier de f est la fonction pf : RÑ C définie
par

pfpxq :“

ż

R
fptqe´ixtdt.

Cette définition a bien un sens car |fptqe´ixt| “ |fptq| est intégrable sur R.
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La proposition suivante montre qu’il est en principe très facile de calculer la trans-
formée de Fourier d’une fonction rationnelle f à partir du moment où on a réussi à
trouver ses pôles.

Proposition 3.1. Soit fpzq “ P pzq
Qpzq une fraction rationnelle sans pôles réels, avec

degpQq ě degpP q ` 2. On note P` l’ensemble des pôles de f à partie imaginaire
strictement positive. Alors, pour tout λě 0, on a

xf|Rp´λq “

ż 8

´8

fptqeiλt dt “ 2iπ
ÿ

aPP`
Respfpzqeiλz, aq.

En particulier
ż 8

´8

fptq dt “ 2iπ
ÿ

aPP`
Respf, aq.

Démonstration. La fonction f est bien intégrable sur R car elle est continue sur R
et |fptq| “ Op1{t2q en ˘8 par hypothèse sur P et Q.

Posons R0 “ maxt|a|; a pôle de fu, et pour R ą R0, considérons le domaine
élémentaire

KR :“ tz P C; |z| ď R et Impzq ě 0u.

La fonction z ÞÑ fpzqeiλz est holomorphe Ω “ CzZpQq, qui contient KRzP`.
D’après le théorème des résidus, on a donc

ż

BKR

fpzqeiλz dz “ 2iπ
ÿ

aPP`
Respfpzqeiλz, aq ,

autrement dit
ż R

´R
fptqeiλt dt`

ż

γR

fpzqeiλz dz “ 2iπ
ÿ

aPP`
Respfpzqeiλz, aq,

où γR : r0, πs Ñ C est défini par γRptq “ Reit. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que l’intégrale

ş

γR
fpzqeiλz dz tend vers 0 quand RÑ8.

On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

γR

fpzqeiλz dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

0
fpReitq eiλRe

it
iReit dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż π

0
|fpReitq| |eiλRe

it
|Rdt

“ R

ż π

0
|fpReitq| e´λR sin t dt

ď RMpRq

ż π

0
e´λR sin t dt ,

où on a posé MpRq “ supt|fpzq|; |z| “ Ru. De plus, on a MpRq “ 0p1{R2q quand
R Ñ 8 par hypothèse sur P et Q, donc RMpRq Ñ 0. Enfin, on a e´Rλ sin t ď 1 sur
r0, πs car sin t ě 0 et λ ě 0 ; donc

şπ
0 e
´λR sin tdt reste borné indépendamment de R.

Ainsi
ş

γR
fpzqeiλz dz tend effectivement vers 0. �
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Remarque. Si on suppose seulement que degpQq ě degpP q`1, alors
ş8

´8
fptqeiλtdt

existe en tant qu’intégrale généralisée pour tout λ ą 0, et on a toujours
ż 8

´8

fptqeiλt dt “ 2iπ
ÿ

aPP`
Respfpzqeiλz, aq.

Démonstration. Fixons λ ą 0. Le fait que
ş8

´8
fptqeiλtdt existe peut se démontrer

à l’aide d’un critère d’Abel (exo) (mais cela va aussi découler de la preuve qui suit). Si
on examine la preuve de la Proposition 3.1, on voit qu’il suffit de montrer que

RMpRq

ż π

0
e´λR sin tdtÑ 0 quand RÑ8.

Comme degpQq ě degpP q ` 1, on a MpRq “ Op1{Rq quand RÑ8, donc RMpRq
est borné indépendamment de R. De plus, comme λ ą 0 et sin t ą 0 sur s0, πr, on
voit que

şπ
0 e
´λR sin tdt Ñ 0 quand R Ñ 8, par convergence dominée. Donc tout est

bien. �

Exemple 1. Calcul de I “
ż `8

´8

dt

1` t6
¨

La fonction fpzq :“ 1
1`z6

vérifie les hypothèses de la proposition, avec P` “

teiπ{6, eiπ{2, ei5π{6u “ teiπ{6, i, ei5π{6u. De plus, on a vu que si a est un pôle de f ,
alors Respf, aq “ ´a

6 . On a donc

I “ 2iπ ˆ´
1

6

´

eiπ{6 ` i` ei5π{6
¯

“ ´
iπ

3

´

i` 2i sin
π

6

¯

“
2π

3
¨

Exemple 2. Calcul de Ipxq “
ż 8

0

cospxtq

1` t2
dt pour x P R.

La fonction à intégrer est effectivement intégrable sur r0,8r car
ˇ

ˇ

ˇ

cospxtq
1`t2

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1

1`t2
;

donc Ipxq est bien définie pour tout x P R.
La fonction I est visiblement paire, donc on peut se contenter de calculer Ipxq pour

x “ λ ě 0.
On a

Ipλq “
1

2

ż 8

´8

cospλtq

1` t2
dt “

1

2
Re

ˆ
ż 8

´8

eiλt

1` t2
dt

˙

.

Autrement dit : Ipλq “ 1
2 Re pfp´λq, où fptq :“ 1

1`t2
¨

On peut appliquer la Proposition 3.1 à fpzq “ 1
1`z2

¨ Les pôles de f sont i et ´i,
donc P` “ tiu. Le point i est un pôle simple pour fpzqeiλz, donc (par la formule “ upaqv1paq ”)

Respfpzqeiλz, iq “
eiλˆi

2i
“
e´λ

2i
¨

On en déduit pfp´λq “ 2iπˆ e´λ

2i “ π e´λ, d’où Ipλq “ π
2 e
´λ pour λ ě 0. Ainsi, on

obtient pour tout x P R :
ż 8

0

cospxtq

1` t2
dt “

π

2
e´|x|.
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3.2. Un exemple plus compliqué. Dans cette sous-section, on va calculer pour
tout α P s0, 1r, l’intégrale

Iα “

ż 8

0

dt

tα p1` tq
¨

Notons que Iα est bien définie et strictement positive, en tant qu’intégrale d’une
fonction mesurable strictement positive ( !). Mais évidemment, Iα est une “vraie” inté-
grale (i.e. Iα ă 8) car la fonction t ÞÑ 1

tαp1`tq est continue sur s0,8r et équivalente à
1
tα en 0 et à 1

tα`1 en `8, donc intégrable sur s0,8r puisque α P s0, 1r.

Suivant la stratégie exposée plus haut, on a envie d’appliquer le théorème des résidus
à fpzq “ 1

zαp1`zq sur des domaines élémentaires bien choisis. Cela étant, deux problèmes
se posent immédiatement :r donner un sens à zα ;r trouver des domaines élémentaires bien adaptés au problème.

Donner un sens à zα n’est pas difficile : on choisit une demi-droite ∆ d’origine 0
et on prend la détermination principale de zα dans Cz∆. Maintenant, on a le choix de
la demi-droite ∆, et c’est la recherche du “bon” choix qui va en fait donner l’idée des
domaines élémentaires à considérer.

Si on regarde la définition de Iα, on voit que la demi-droite ∆ “ r0,8r doit jouer
un rôle. Paradoxalement, c’est cette demi-droite qu’on va enlever pour définir zα alors
qu’on veut calculer une intégrale sur ∆. On définit donc officiellement la fonction f sur
Ω “ Czpr0,8rYt´1uq par

fpzq :“
1

zαp1` zq
,

où zα est défini en prenant l’argument dans s0, 2πr, puisque la demi-droite r0,8r cor-
respond à l’argument θ “ 0 (modulo 2π).

Ce choix n’est pas si surprenant si on garde à l’esprit la recherche des domaines élé-
mentaires, qui doivent dépendre de certains paramètres appelés à tendre vers certaines
limites : pour retrouver ∆ “ r0,8r (et donc Iα) dans le processus de passage à la limite,
il suffira de prendre des domaines élémentaires dont certains morceaux “tendent” vers
r0,8r. D’autre part, ces domaines doivent contenir le point a “ ´1 (le seul pôle de
fpzq) dans leur intérieur si on veut que le théorème des résidus donne une information
intéressante, et ils doivent être disjoints de r0,8r puisque f n’est pas définie sur r0,8r.

Ces remarques devraient rendre moins “parachutée” la définition qui suit : pour
ε et R vérifiant 0 ă ε ă 1 ă R, on notera KεR le domaine élémentaire de type
“pac-man” délimité par le demi-cercle Cε “ t|z| “ ε, Repzq ď 0u, les deux segments
I`εR “ riε, iε `

?
R2 ´ ε2s, I´εR “ r´iε,´iε `

?
R2 ´ ε2s, et l’arc de cercle ΓεR “

tReiθ; θ P r´π;πs, |θ| ě θεRu, où θεR “ arctan pε{
?
R2 ´ ε2q. Bien entendu, un dessin

est indispensable ici !
La fonction f est holomorphe dans Ω et possède un pôle simple en ´1, avec

Res pf,´1q “
1

p´1qα
“ e´iπα .

Comme ´1 P K̊εR, la formule des résidus s’écrit donc

(3.1)
ż

BKεR

fpzq dz “ 2iπ e´iπα .

Quand ε tend vers 0, l’intégrale
ş

Cε
fpzq dz tend vers 0 car
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Cε

fpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 3π
2

π
2

1

pεeitqαp1` εeitq
iεeit dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 3π
2

π
2

ε dt

εα |1` εeit|

ď
1

εαp1´ εq
ˆ πε

“
πε1´α

1´ ε
εÑ0
ÝÝÝÑ 0 car α ă 1.

L’intégrale
ş

ΓεR
fpzq dz “

ş2π´θεR
θεR

iR1´α eip1´αqθ

1`Reiθ
dθ tend vers

ş2π
0 iR1´α eip1´αqθ

1`Reiθ
dθ

quand ε Ñ 0 (d’après le théorème de convergence dominée) car θε,R tend vers 0 et la
fonction apparaissant sous l’intégrale est intégrable sur r0, 2πs.

Si t P s0,8r, alors pt` iεqα tend vers tα et pt´ iεqα tend vers e2iπαtα quand ε tend
vers 0`, car l’argument de t`iε tend vers 0 et celui de t´iε tend vers 2π. Comme de plus
|fpt ` iyq| ď 1

tαp1`tq pour tout y P R et comme la fonction t ÞÑ 1
tαp1`tq est intégrable

sur s0, Rs (car α ă 1), on en déduit, à l’aide du théorème de convergence dominée,
que les intégrales

ş

I`εR
fpzq dz et

ş

I´εR
fpzq dz tendent respectivement vers

şR
0

dt
tαp1`tq et

e´2iπα
şR
0

dt
tαp1`tq quand ε tend vers 0.

En faisant tendre ε vers 0 dans (3.1), on obtient donc

(3.2)
`

1´ e´2iπα
˘

ż R

0

dt

tαp1` tq
` i

ż 2π

0

R1´αeip1´αqθ

1`Reiθ
dθ “ 2iπ e´iπα

pour tout R ą 1. Enfin, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0

R1´αeip1´αqθ

1`Reiθ
dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 2π

0

R1´α

|1`Reiθ|
dθ ď

R1´α

R´ 1
ˆ 2π,

et comme α ą 0, on en déduit que l’intégrale
ş2π
0

R1´αeip1´αqθ

1`Reiθ
dθ tend vers 0 quand

R tend vers `8. En faisant tendre R vers l’infini dans (3.2), on obtient ainsi

p1´ e´2iπαqIα “ 2iπ e´iπα ,

d’où finalement, en écrivant 1´ e´2iπα “ e´iπαpeiπα ´ e´iπαq “ e´iπα ˆ 2i sinpπαq :

Iα “
π

sinπα
¨

4. Comptage de zéros

4.1. Zéros et dérivée logarithmique.

Notation. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un ouvert
connexe Ω Ă C. Pour tout ensemble K Ă Ω, on note Npf, 0,Kq le nombre de zéros de
f dans K, comptés avec leurs multiplicités.

Remarque. Le sens de l’expression “comptés avec leurs multiplicités” est le suivant :
si a P K est un zéro de multiplicité m, alors a doit être compté m fois dans le calcul de
Npf, 0,Kq. Par exemple, pour fpzq “ zpz´1q2pz´3q3, on a Npf, 0, Dp0, 2qq “ 1`2 “ 3
et Npf, 0, Dp0, 5qq “ 1` 2` 3 “ 6.
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Définition 4.1. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Ω Ă C. La dérivée
logarithmique de f est la fonction f 1{f .

Remarque. La fonction f 1{f est définie et holomorphe sur ΩzZpfq, qui est bien un
ouvert de C car Zpfq est un fermé de Ω.

L’expression “dérivée logarithmique” vient de la remarque suivante, où log est la
détermination principale du logarithme.

Remarque 1. Si f P HpΩq prend ses valeurs dans CzR´, alors f 1{f “ plogpfqq1.

Démonstration. Micro-exo. �

Par ailleurs, la dérivation logarithmique change les produits en somme (ce qui n’est
bien entendu pas surprenant) :

Remarque 2. Si f, g P HpΩq, alors pfgq
1

pfgq “
f 1

f `
g1

g et pf{gq
1

pf{gq “
f 1

f ´
g1

g ¨

Démonstration. Exo. �

Le lien entre dérivée logarithmique et nombre de zéros est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 4.2. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un
ouvert connexe Ω Ă C, et soit K Ă Ω un domaine élémentaire. On suppose que BK ne
contient aucun zéro de f . Alors

Npf, 0,Kq “
1

2iπ

ż

BK

f 1pzq

fpzq
dz.

La preuve repose sur le théorème des résidus et sur le lemme suivant.

Lemme 4.3. Soit a P C, et soit f une fonction holomorphe au voisinage de a. Si a
est un zéro de f avec multiplicité m, alors Respf 1{f, aq “ m.

Démonstration. On peut écrire

fpzq “ pz ´ aqmgpzq ,

où g est holomorphe au voisinage de a et gpaq ‰ 0. On a donc

f 1pzq

fpzq
“

`

pz ´ aqm
˘1

pz ´ aqm
`
g1pzq

gpzq

“
m

z ´ a
`
g1pzq

gpzq
¨

De plus, comme g1{g est holomorphe au voisinage de a, on a Respg1{g, aq “ 0. Donc

Res

ˆ

f 1

f
, a

˙

“ Res

ˆ

m

z ´ a
, a

˙

` 0 “ m.

�

Preuve de la proposition 4.2. Par le principe des zéros isolés, on sait que ZpfqXK
est fini. Notons a1, . . . , , aN les zéros de f dans K, et m1, . . . ,mN les multiplicités.
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La fonction f 1{f est holomorphe sur ΩzZpfq, qui contient Kzta1, . . . , aNu. D’après
le Théorème des résidus et le Lemme 4.3, on a donc

ż

BK

f 1pzq

fpzq
dz “ 2iπ

N
ÿ

i“1

Res

ˆ

f 1

f
, ai

˙

“ 2iπ
M
ÿ

i“1

mi

“ 2iπ Npf, 0,Kq.

�

4.2. Le “Théorème de Rouché”. Le résultat suivant signifie que si on veut cal-
culer le nombre de zéros d’une fonction holomorphe f dans un certain domaine élémen-
taire K, on peut remplacer f par n’importe quelle fonction holomorphe g suffisamment
proche de f . Évidemment, ceci n’est intéressant que si Npg, 0,Kq est facile à calculer.
On aura donc intérêt à chercher une fonction g la plus “simple” possible.

Théorème 4.4. (théorème de Rouché)
Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un ouvert connexe Ω Ă C,
et soit K Ă Ω un domaine élémentaire. Soit également g ‰ 0 une autre fonction
holomorphe sur Ω. On suppose qu’on a |fpξq ´ gpξq| ă |gpξq| pour tout ξ P BK. Alors
Npf, 0,Kq “ Npg, 0,Kq. De plus, tous les zéros de f et de g sont dans K̊.

Exemple. Cherchons le nombre de zéros de fpzq “ z7`3z4´2z3`1 dans le disque
K “ Dp0, 2q. Si on pose gpzq :“ z7 et si ξ P BK, i.e. |ξ| “ 3, alors |fpξq ´ gpξq| “
|3ξ4 ´ 2ξ3 ` 1| ď 3ˆ 24 ` 2ˆ 23 ` 1 “ 65 et |gpξq| “ 27 “ 128. D’après Rouché, on a
donc Npf, 0,Kq “ Npg, 0,Kq “ 7 (car g possède un zéro de multiplicité 7 en z “ 0).

Remarque 1. Il est essentiel que l’inégalité |fpξq ´ gpξq| ă |gpξq| soit stricte pour
que la conclusion soit valable. Par exemple, si on prend fpzq “ z ` 1, gpzq “ 1 et
K “ D, alors f a un zéro dans K (à savoir z “ ´1) mais g n’en a aucun. Pourtant, on
a |fpξq ´ gpξq| “ |ξ| ď 1 “ |gpξq| pour tout ξ P BD.

Remarque 2. Bien entendu, f et g n’ont pas nécessairement les mêmes zéros, et les
multiplicités n’ont pas de raisons d’être conservées. Par exemple, si fpzq “ z3 ´ 1 et
gpzq “ z3, alors Rouché s’applique dans le disque K “ Dp0, 2q et on en “déduit” que f
et g ont 3 zéros dans K ; mais f a 3 zéros simples (les racines cubiques de 1) et g un
zéro triple en 0.

Preuve du théorème de Rouché. Remarquons d’abord que f et g n’ont aucun zéro
sur BK : si on avait fpξq “ 0 pour un certain ξ P BK, on obtiendrait |0´gpξq| ă |gpξq| ;
et si on avait gpξq “ 0, on obtiendrait |fpξq ´ 0| ă 0.

On veut montrer qu’on a Npf, 0,Kq “ Npg, 0,Kq. Par la Proposition 4.2, il s’agit
donc de voir qu’on a

ż

BK

ˆ

f 1pzq

fpzq
´
g1pzq

gpzq

˙

dz “ 0;

et comme f 1

f ´
g1

g “
pf{gq1

f{g , cela revient à montrer que
ż

BK

pf{gq1pzq

pf{gqpzq
dz “ 0
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La fonction f{g est bien définie et holomorphe au voisinage de BK. De plus, on a
par hypothèse |pf{gqpξq ´ 1| ă 1 pour tout ξ P BK. Par continuité, cela reste vrai au
voisinage de BK. Il existe ainsi un ouvert V Ą BK tel que pf{gqpzq P Dp1, 1q pour tout
z P V . Alors, la fonction φ :“ logpf{gq est bien définie et holomorphe sur V , et on a
φ1 “ pf{gq1

pf{gq ¨ Par conséquent,
ż

BK

pf{gq1pzq

pf{gqpzq
dz “

ż

BK
φ1pzq dz “ 0,

puisque BK est constitué de courbes fermées et que
ş

γ φ
1pzqdz “

ş

γ dφ “ 0 pour tout
chemin fermé γ dans V . �

Corollaire 4.5. Soit f une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe Ω Ă C, et soit K Ă Ω un domaine élémentaire. Pour tout w P C, notons
Npf, w,Kq le nombre de solutions de l’équation fpzq “ w dans K, comptées avec leurs
multiplicités :

Npf, w,Kq “ Npf ´ w, 0,Kq .

Alors l’application w ÞÑ Npf, w,Kq est localement constante sur l’ouvert CzfpBKq :
pour tout point w0 P CzfpBKq, on peut trouver ε ą 0 tel que @w P Dpw0, εq :
Npf, w,Kq “ Npf, w0,Kq.

Démonstration. Fixonx w0 P CzfpBKq. Comme BK est compact, on peut trouver
ε ą 0 tel que |fpξq ´ w0| ě ε pour tout ξ P BK. Si w P C vérifie |w ´ w0| ă ε, alors
w R fpBKq par définition de ε, et on a

|pfpξq ´ wq ´ pfpξq ´ w0q| “ |w ´ w0| ă |fpξq ´ w0|

pour tout ξ P BK. D’après le Théorème de Rouché, on a donc

Npf, w,Kq “ Npf ´ w, 0,Kq “ Npf ´ w0, 0,Kq “ Npf, w0,Kq

pour tout w P Dpw0, εq. �

4.3. Trois exemples d’application.

Exemple 1. Le Théorème Fondamental de l’Algèbre.

Soit P pzq “ a0 ` a1z ` ¨ ¨ ¨ ` aNz
N un polynôme de degré N ě 1 (à coefficients

complexes). On va montrer à l’aide du Théorème de Rouché que P possède N racines
complexes (comptées avec leur multiplicité).

En écrivant P pzq “ aNz
N
´

1`
aN´1

aN
ˆ 1

z ` ¨ ¨ ¨ `
a0
aN
ˆ 1

zN´1

¯

, on voit que P pzq „

aNz
N quand |z| Ñ 8. On peut donc trouver R ą 0 tel que

|z| ě R ùñ |P pzq ´ aNz
N | ď

1

2
|aNz

N | .

Posons alors K :“ Dp0, Rq. Si ξ P BK, on a

|P pξq ´ aNξ
N | ď

1

2
|aNξ

N | ă |aNξ
N |

car évidemment aNξN ‰ 0. D’après Rouché appliqué avec f :“ P et gpzq :“ aNz
N , on

en déduit
NpP pzq, 0,Kq “ NpaNz

N , 0,Kq “ N

car z “ 0 appartient à K et est racine de zN avec multiplicité N . Ainsi, P a au moins
N racines complexes, et bien entendu au plus N puisque degP “ N .
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Exemple 2. Le “Théorème de l’application ouverte”.

Le théorème suivant a déjà été démontré à l’aide du principe du maximum. On va
en donner une autre preuve basée sur le corollaire 4.5.

Théorème 4.6. Si f est une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe Ω Ă C, alors f est une application ouverte : l’image par f de tout ouvert
V Ă Ω est un ouvert de C.

Démonstration. Fixons un ouvert V Ă Ω et un point a P V , et posons b “ fpaq.
On cherche ε ą 0 tel que Dpb, εq Ă fpV q.

Comme f n’est pas constante et que Ω connexe, le principe des zéros isolés (appliqué
à gpzq :“ fpzq ´ b) permet de choisir r ą 0 tel que Dpa, rq Ă V et fpzq ‰ b pour tout
z P Dpa, rqztau. En posant K :“ Dpa, rq, on a donc b R fpBKq.

D’après le corollaire 4.5, on peut trouver ε ą 0 tel que Npf, w,Kq “ Npf, b,Kq
pour tout w P Dpb, εq. Comme b “ fpaq et a P K, on a Npf, a,Kq ě 1, et donc
Npf, w,Kq ě 1 pour w P Dpb, εq. Ainsi, pour tout w P Dpb, εq, l’équation fpzq “ w
possède au moins une solution dans K, et donc dans V . Autrement dit, Dpb, εq Ă
fpV q. �

Exercice 1. Déduire le principe du maximum du théorème de l’application ouverte.

Exercice 2. Montrer que si Ω est un ouvert connexe de C et si f : Ω Ñ C est une
fonction holomorphe telle que fpΩq est fermé dans C, alors ou bien f est constante, ou
bien f est surjective. En déduire une preuve du Théorème Fondamental de l’Algèbre.

Exemple 3. Fonctions holomorphes injectives.

Comme autre illustration du corollaire 4.5, on va maintenant démontrer le résultat
suivant.

Proposition 4.7. Soit Ω un ouvert de C. Si f est une fonction holomorphe in-
jective sur Ω, alors f 1 ne s’annule pas sur Ω.

Démonstration. En considérant séparément chaque composante connexe de Ω, on
se ramène au cas où Ω est connexe.

Soit f : Ω Ñ C holomorphe injective, et supposons qu’on ait f 1paq “ 0 pour un
certain a P Ω. Comme f n’est pas constante (et donc f 1 ‰ 0), le principe des zéros isolés
permet de trouver r ą 0 avec Dpa, rq Ă Ω tel que les deux propriétés suivantes soient
vérifiées : fpzq ‰ fpaq pour tout z P Dpa, rqztau, et f 1 ne s’annule pas sur Dpa, rqztau.

PosonsK “ Dpa, rq et b “ fpaq, de sorte que b R fpBKq. Si on pose gpzq :“ fpzq´b,
alors gpaq “ 0 et g1paq “ f 1paq “ 0. Donc le point a est un zéro de g “ f ´ b avec
une multiplicité au moins égale à 2, et comme a P K on en déduit Npf, b,Kq ě 2.
D’après le corollaire 4.5, on a Npf, w,Kq ě 2 pour tout w suffisamment proche de b ;
en particulier, on peut trouver w0 ‰ b tel que Npf, w0,Kq ě 2.

Deux cas sont alors possibles : ou bien on peut trouver 2 points distincts z1, z2 P K
tels que fpz1q “ w0 “ fpz2q ; ou bien on peut trouver un point z0 P K tel que fpz0q “ w0

et f 1pz0q “ 0. Le premier cas est exclu par injectivité de f ; et le deuxième est également
exclu car le seul zéro de f 1 dans K est le point a et fpaq “ b ‰ w0. On a ainsi obtenu
une contradiction. �

Corollaire 4.8. Si f : Ω Ñ Ω1 est une bijection holomorphe d’un ouvert Ω Ă C
sur un ouvert Ω1, alors f´1 est holomorphe sur Ω1.
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Démonstration. La fonction f n’est constante sur aucune composante connexe de
Ω, donc fpV q est un ouvert de C (et donc de Ω1) pour tout ouvert V Ă Ω, d’après
le théorème de l’application ouverte. Autrement dit : pf´1q´1pV q est ouvert pour tout
ouvert V Ă Ω, ce qui signifie que f´1 est continue sur Ω.

La continuité de f étant acquise, on peut maintenant montrer, exactement comme
dans le cas des fonctions d’une variable réelle, que f´1 est C-dérivable en tout point,
avec

pf´1q1pzq “
1

f 1pf´1pzqq

pour tout z P Ω1. (Les détails sont laissés en exercice). Comme f 1 ˝ f´1 est continue,
pf´1q1 est continue, donc f´1 est holomorphe. �

Remarque. On aurait pu procéder très différemment, en utilisant le Théorème
d’inversion locale. En effet, comme f est holomorphe le déterminant jacobien de
f en tout point z P Ω est égal à |f 1pzq|2 (voir le Chapitre 2, Corollaire 2.12) ; donc
Jf ne s’annule jamais, et d’après le Théorème d’inversion locale on en déduit que f
est un difféomorphisme de Ω sur Ω1, autrement dit que g “ f´1 est de classe C1. En
différentiant la relation f ˝ gpzq “ z, on obtient alors pf 1 ˝ gq dg “ dz, autrement dit
dg “ dz

f 1pgpzq ¨ Cela montre que g “ f´1 est holomorphe, avec la formule attendue pour
pf´1q1.

Corollaire 4.9. Si f est une fonction holomorphe injective sur un ouvert Ω Ă C,
alors Ω1 “ fpΩq est un ouvert de C et f est un difféomorphisme de Ω sur Ω1.

Démonstration. Le fait que Ω1 soit ouvert vient par exemple du Théorème de l’appli-
cation ouverte, donc on peut appliquer le corollaire précédent. On peut aussi appliquer
la proposition et le Théorème d’inversion locale. �

Exercice. Soit f une fonction holomorphe injective sur le disque unité D,

fpzq “
8
ÿ

n“0

cnz
n .

En utilisant le Théorème de changement de variable, un passage en coordonnées polaires
et l’identité de Parseval, montrer que l’aire de fpDq est donnée par la formule

airepfpDqq “ π
8
ÿ

n“0

n |cn|
2.





Chapitre 6

Suites, intégrales et produits infinis

1. Majoration de la dérivée

Notation. Pour tout compact K Ă C, on posera

Kε :“ tξ P C; distpξ,Kq ď εu.

Lemme 1.1. Soit ε ą 0. Pour tout compact K Ă C et pour toute fonction f holo-
morphe sur un ouvert contenant Kε, on a

sup
zPK

|f 1pzq| ď
1

ε
sup
ξPKε

|fpξq| .

Démonstration. Soit K un compact de C, et soit f une fonction holomorphe sur un
ouvert Ω contenant Kε. Fixons également z P K.

Le disque Dpz, εq est contenu dans Kε, donc dans Ω. On peut donc trouver rz ą ε
tel que Dpz, rzq Ď Ω. Comme f est holomorphe, on peut la développer en série entière
dans le disque Dpz, rq, ; autrement dit, on peut écrire

@h P Dp0, rzq : fpz ` hq “
8
ÿ

n´0

cnpzqh
n,

où on sait que les coefficients cnpzq vérifient cnpzq “
f pnqpzq
n! et |cnpzq|rn ď Mprq “

sup t|fpξq|; ξ P BDpz, rqu pour tout r ă rz (inégalités de Cauchy). En particulier, pour
n :“ 1 et r :“ ε, on obtient

|f 1pzq| “ |c1pzq| ď
1

ε
Mpεq ď

1

ε
sup t|fpξq|; ξ P Kεu,

puisque BDpz, εq Ď Dpz, εq Ď Kε.
�

Remarque. Le point essentiel est que la constante Cpεq :“ 1{ε ne dépend pas de
la fonction f holomorphe au voisinage de Kε.

2. Suites de fonctions holomorphes

On sait bien que si une suite pfnq de fonctions de classe C1 sur un intervalle de
R converge uniformément, alors sa limite f n’a aucune raison d’être encore de classe
C1 : pour pouvoir conclure à coup sûr que f est de classe C1, on doit par exemple
supposer que la suite des dérivées pf 1nq converge uniformément. La situation est très
différente lorsqu’on considère des fonctions holomorphes : il n’est plus nécessaire de faire
une hypothèse sur les dérivées, car la propriété que l’on souhaite est automatiquement
satisfaite. C’est le contenu du théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit pfnq une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω Ă C.
On suppose que la suite pfnq converge uniformément sur tout compact vers une
fonction f : Ω Ñ C. Alors f est holomorphe et f 1n Ñ f 1 uniformément sur tout compact.

99
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Démonstration. Soit K un compact quelconque de Ω, et choisissons ε ą 0 tel que
Kε Ă Ω. D’après le lemme 1.1, on a

sup
K
|f 1q ´ f

1
p| ď

1

ε
sup
Kε
|fq ´ fp|

pour tous p, q P N. Comme la suite pfnq converge uniformément sur le compact Kε, on
en déduit que la suite des dérivées pf 1nq vérifie le critère de Cauchy uniforme sur
tout compact K Ă Ω. Par conséquent, la suite pf 1nq converge uniformément sur tout
compact vers une fonction g : Ω Ñ C, nécessairement continue car les f 1n le sont. Par
le Lemme 3.11 du Chapitre 2, on en déduit que f est holomorphe et que f 1 “ g. �

Remarque. Pour montrer que la fonction f est holomorphe, on peut également uti-
liser le Théorème de Morera (cf Chapitre 8). Tout d’abord, la convergence uniforme
sur tout compact entraine la continuité de f , car les fn sont continues. Ensuite, si T
est un triangle fermé contenu dans Ω, alors

ş

BT fnpzq dz tend vers
ş

BT fpzq dz quand
nÑ 8, par convergence uniforme de pfnq sur le compact BT ; et donc

ş

BT fpzq dz “ 0
puisque

ş

BT fnpzq dz “ 0 pour tout n (d’après le théorème de Cauchy). En revanche, la
convergence des dérivées ne se déduit pas du Théorème de Morera.

Corollaire 2.2. Soit pukqkPN une suite de fonctions holomorphes sur Ω. Si la série
ř

uk converge normalement sur tout compact de Ω, alors la fonction f “
ř8

0 uk
est holomorphe sur Ω.

Démonstration. On applique le théorème aux sommes partielles fn “
řn
k“0 uk. �

Exemple 2.3. La série
ř

ně1
1
ns converge normalement sur tout compact de Ω “

ts P C; Repsq ą 1u. Par conséquent, la formule

ζpsq “
8
ÿ

n“1

1

ns

définit une fonction holomorphe sur Ω. Cette fonction s’appelle la fonction Zeta de
Riemann.

Démonstration. Si K est un compact de Ω “ tRepsq ą 1u, on peut trouver α ą 1
tel que Repsq ě α pour tout s P K. On a alors

ˇ

ˇ

1
ns

ˇ

ˇ “ 1
nRepsq ď

1
nα pour tout s P K, ce

qui prouve la convergence normale de la série. �

3. Intégrales à paramètres

Théorème 3.1. Soit F : I ˆ Ω Ñ C, où I est un intervalle de R et Ω un ouvert
de C. On fait les hypothèses suivantes.

(i) F pt, zq est intégrable en t P I, et holomorphe en z P Ω ; autrement dit : pour
tout z P Ω, la fonction t ÞÑ F pt, zq est intégrable sur I, et pour tout t P I, la
fonction z ÞÑ F pt, zq est holomorphe sur Ω.

(ii) Pour tout compact K Ă Ω, on peut majorer |F pt, zq| pour z P K par une
fonction gKptq indépendante de z et intégrable sur I.

Alors la formule

fpzq :“

ż

I
F pt, zq dt
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définit une fonction holomorphe sur Ω. De plus, on peut dériver sous l’intégrale : pour
tout z P Ω et pour tout n P N, la fonction t ÞÑ BnF

Bzn pt, zq est intégrable sur I et

f pnqpzq “

ż

I

BnF

Bzn
pt, zq dt.

Remarque. L’hypothèse de domination (ii) est satisfaite si l’intervalle I est com-
pact et si F : I ˆ Ω Ñ C est continue.

Démonstration. Si K Ď Ω, alors I ˆK est compact, donc la fonction continue F
est bornée sur IˆK. On a donc une constanteMK telle que |F pt, zq| ďMK sur IˆK ;
et la fonction constante MK est intégrable sur I car I est borné. �

Preuve du théorème. Commençons par observer ceci :

Fait. La fonction pt, zq ÞÑ BF
Bz pt, zq vérifie l’hypothèse de domination (ii).

Preuve du Fait. Soit K un compact de Ω. Choisissons ε ą 0 tel que Kε Ă Ω.
Si z P K alors, par le Lemme 1.1,

ˇ

ˇ

BF
Bz pt, zq

ˇ

ˇ ď 1
ε supξPKε |fpξq| ď 1

ε gKεptq, fonction
intégrable sur I indépendante de z P K. �

Montrons maintenant que f est C-dérivable en tout point z P Ω, avec

f 1pzq “

ż

I

BF

Bz
pt, zq dt.

Fixons z0 P Ω, et soit r ą 0 tel que K :“ Dpz0, rq Ă Ω. Pour h P Czt0u vérifiant
|h| ď r, on a

fpz0 ` hq ´ fpz0q

h
“

ż

I

F pt, z0 ` hq ´ F pt, z0q

h
dt.

Quand h Ñ 0, le quotient F pt,z0`hq´F pt,z0q
h tend vers BF

Bz pt, z0q, pour tout t P I. De
plus, comme rz0, z0 ` hs Ă K Ă Ω, on a

F pt, z0 ` hq ´ F pt, z0q

h
“

1

h

ż 1

0

BF

Bz
pt, z0 ` shq ˆ hds “

ż 1

0

BF

Bz
pt, z0 ` shq ds,

et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F pt, z0 ` hq ´ F pt, z0q

h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
zPK

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BF

Bz
pt, zq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Si on choisit ε ą 0 tel que Kε Ă Ω, on obtient donc, par “majoration de la dérivée” :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F pt, z0 ` hq ´ F pt, z0q

h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

ε
sup
zPKε

|F pt, zq| ď
1

ε
gKεptq;

majoration valable pour tout h ‰ 0 tel que |h| ď r.
Comme 1

ε gKεptq ne dépend pas de h et est intégrable sur I, on en déduit, par
convergence dominée, que

fpz0 ` hq ´ fpz0q

h
hÑ0
ÝÝÝÑ

ż

I

BF

Bz
pt, z0q dt;

autrement dit, f est C-dérivable en z0 avec la formule souhaitée pour f 1pz0q.
Maintenant, par ce qui précède et compte tenu du Fait, on voit qu’on peut montrer

par récurrence que f est n fois C-dérivable sur Ω pour tout n P N, avec la formule
annoncée pour f pnqpzq.

�
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Corollaire 3.2. Soit γ : ra, bs Ñ C un chemin de classe C1 par morceaux d’image
Γ, et soit Ω un ouvert de C. Si F : Γ ˆ Ω Ñ C est une fonction continue telle que,
pour tout ξ P Γ, la fonction z ÞÑ F pξ, zq est holomorphe sur Ω, alors la formule fpzq “
ş

γ F pξ, zq dξ définit une fonction holomorphe sur Ω.

Démonstration. Par définition, on a fpzq “
şb
a F pγptq, zq γ

1ptq dt. Si K est un com-
pact de Ω, la fonction continue pt, zq ÞÑ F pγptq, zq est bornée sur le compact r0, 2πsˆK,
disons |F pt, zq| ďMK ; et on a alors |F pγptq, zq γ1ptq| ďMK |γ

1ptq| “ gKptq pour z P K.
La fonction gK est intégrable sur ra, bs car continue par morceaux, et par conséquent
le théorème s’applique. �

Remarque 1. Le théorème 3.1 reste valable, avec la même démonstration, en rem-
plaçant l’intervalle I muni de la mesure de Lebesgue par un espace mesuré pΩ,A, µq.

Remarque 2. Comme pour le théorème 2.1, l’holomorphie de la fonction f peut
se déduire du Théorème de Morera (cf Chapitre 8). Les détails constituent un bon
exercice : il faut d’abord vérifier la continuité de f , puis utiliser le Théorème de Fubini
pour montrer que

ş

BT fpzq dz “ 0 pour tout triangle T Ă Ω.

Exemple 3.3. Soit Ω “ tz P C; Repzq ą 0u. La formule

Γpzq “

ż 8

0
tz´1e´t dt

définit une fonction holomorphe sur Ω. Cette fonction s’appelle la fonction Gamma
d’Euler.

Démonstration. La fonction F : s0,8rˆΩ Ñ C définie par F pt, zq :“ tz´1e´t est
mesurable en t P s0,8r et holomorphe en z P Ω. De plus, on a

|F pt, zq| “ tRepzq´1e´t

pour tout pt, zq P s0,8rˆΩ. Donc la fonction t ÞÑ F pt, zq est intégrable sur s0,8r pour
tout z P Ω fixé, car elle est continue, |F pt, zq „ tRepzq´1 en 0` avec Repzq ´ 1 ą ´1, et
|F pt, zq| “ op1{t2q en `8.

Si K est un compact de Ω, on peut trouver a ą 0 et b ă 8 tels que a ď Repzq ď b

pour tout z P K. On a alors tRepzq´1 ď ta´1 si t P s0, 1r et tRepzq´1 ď tb´1 si t ě 1, pour
tout z P K. On obtient ainsi |F pt, zq| ď gKptq, où

gKptq :“

"

ta´1e´t si 0 ă t ď 1
tb´1e´t si t ě 1

La fonction gK est intégrable sur s0, 1s car elle est continue avec gkptq „ ta´1 au
voisinage de 0 et a ´ 1 ą ´1 ; et elle est intégrable sur r1,8r car gKptq “ Op1{t2q en
`8. Donc gK est intégrable sur s0,8r.

D’après le théorème 3.1, on peut donc conclure que Γ est holomorphe sur Ω. �

Exercice. Montrer qu’on a Γpz`1q “ z Γpzq pour tout z P Ω, et en déduire la valeur
de Γpn` 1q pour n P N.

4. Produits infinis

Définition 4.1. Soit panqně0q une suite de nombres complexes. On dit que le pro-
duit infini

ś

an est convergent si la suite des “produits partiels” PN “
śN
n“0 an

admet une limite dans C quand N Ñ8. Cette limite se note alors
ś8
n“0 an.
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Exemple idiot. Si an0 “ 0 pour un certain n0 P N, alors
ś

an est convergent et
ś8
n“0 an “ 0.

Remarque 4.2. Si le produit infini
ś

an est convergent et si
ś8
n“0 an ‰ 0, alors

an Ñ 1 quand nÑ8.

Démonstration. Soit a :“
ś8
n“0 an ‰ 0. Par hypothèse, Pn “

śn
k“0 ak et Pn´1 “

śn´1
k“0 tendent tous les deux vers a. Donc an “ Pn{Pn´1 Ñ a{a “ 1. �

Le lemme suivant et sa preuve contiennent essentiellement tout ce qu’il faut savoir
sur les produits infinis. Comme toujours, on note log la détermination principale du
logarithme ; et on rappelle que la fonction log est holomorphe sur CzR´ avec log1pzq “
1{z.

Lemme 4.3. Soit panqně0 une suite de nombres complexes. Si la série
ř

|1 ´ an|
est convergente, alors le produit infini

ś

an est convergent. Si de plus an ‰ 0 pour
tout n P N, alors la série

ř

logpanq est convergente et
ś8
n“0 an “ e

ř8
n“0 logpanq ; en

particulier,
ś8
n“0 an ‰ 0.

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

Fait 4.4. Si z P C vérifie |z ´ 1| ď 1{2, alors | logpzq| ď 2 |z ´ 1|.

Preuve du Fait 4.4. On écrit z “ 1`h avec |h| ď 1{2. Le segment r1, zs “ r1, 1`hs
est contenu dans le disque Dp1, 1{2q, donc dans CzR´. Par le TFA holomorphe, on a
donc

logpzq “ logp1` hq “ logp1q `

ż 1

0
log1p1` thqhdt “

ż 1

0

h

1` th
dt;

et par conséquent

| logpzq| ď

ż 1

0

|h|

1´ |th|
dt ď 2 |h| “ 2 |z ´ 1| ,

où la deuxième inégalité vient du fait que |th| ď |h| ď 1{2. �

Démontrons maintenant le lemme. Par l’Exemple idiot, on peut supposer que an ‰ 0
pour tout n P N. Comme la série

ř

|1´ an| est convergente, on sait que an Ñ 1. Donc,
on peut trouver un entier N0 tel que |an ´ 1| ď 1{2 pour tout n ą N0. Alors, par le
Fait 4.4 appliqué à h :“ an ´ 1, on a | logpanq| ď 2|an ´ 1| pour tout n ą N0. Par
conséquent, la série

ř

nąN0
logpanq est absolument convergente, et donc convergente.

Pour tout N P N, on a
N
ź

n“0

an “
N
ź

n“0

elogpanq “ exp

˜

N
ÿ

n“0

logpanq

¸

.

Par continuité de l’exponentielle, on en déduit que le produit infini
ś

an est convergent,
et qu’on a

8
ź

n“0

an “ exp

˜

8
ÿ

n“0

logpanq

¸

.

�
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Théorème 4.5. Soit Ω un ouvert de C, et soit pfnqně0 une suite de fonctions
holomorphes sur Ω. On suppose que la série

ř

p1 ´ fnq converge normalement sur
tout compact de Ω.

(1) Le produit infini
ś

fnpzq converge uniformément sur tout compact de Ω, et la fonc-
tion f “

ś8
n“0 fn est holomorphe sur Ω.

(2) On a Zpfq “
Ť

ně0 Zpfnq, et la multiplicité d’un zéro a P Zpfq est la somme des
multiplicités de a comme zéro des fn.

(3) Sur ΩzZpfq la dérivée logarithmique de f est donnée par la formule

f 1pzq

fpzq
“

8
ÿ

n“0

f 1npzq

fnpzq
,

où la série converge uniformément sur tout compact de ΩzZpfq.

Démonstration. (1) Par le Lemme 4.3, on peut dire tout de suite que le produit
infini

ś

fnpzq converge pour tout z P Ω. Montrons que la convergence est uniforme
sur tout compact. Soit K un compact de Ω. Comme la série

ř

p1 ´ fnpzqq converge
normalement (donc uniformément) sur K, on sait que 1´ fnpzq Ñ 0 uniformément sur
K ; donc on peut trouver un entier N0 tel que @n ą N0 @z P K : |fnpzq ´ 1| ď 1{2.
Par la preuve du Lemme 4.3, on a alors

@z P K :
8
ź

n“0

fnpzq “
N0
ź

n“0

fnpzq ˆ exp

˜

8
ÿ

n“N0`1

log
`

fnpzq
˘

¸

.

De plus, on a | log
`

fnpzq
˘

| ď 2|fnpzq ´ 1| pour tout n ą N0 et pour tout z P K,
d’après le Fait 4.4. Donc la série

ř

nąN0
log

`

fnpzq
˘

converge normalement (et donc
uniformément) sur K. Comme la fonction exponentielle est uniformément continue sur
les parties bornées de C, on en déduit (exo) que la convergence du produit infini

ś

fnpzq
est uniforme sur K.

Comme les fn sont holomorphes, les produits partiels PN “
śN
n“0 fn sont holo-

morphes ; donc la fonction f “
ś8
n“0 fn est holomorphe puisque PN Ñ f uniformément

sur tout compact.

(2) Il est évident que
Ť8
n“0 Zpfnq Ď Zpfq. Inversement, si z R

Ť8
n“0 Zpfnq, i.e

fnpzq ‰ 0 pour tout n P N, alors fpzq “
ś8
n“0 fnpzq ‰ 0 par le Lemme 4.3. Il reste

à montrer l’assertion concernant les multiplicités. (On suppose ici que les fn ne sont
identiquement nulles sur aucune composante connexe de Ω.)

Soit a P Zpfq, et soit D un disque ouvert de centre a tel que D Ă Ω. Comme
fnpzq Ñ 1 uniformément sur D, on peut trouver un entier N tel que fnpzq ‰ 0 pour
tout n ą N et pour tout z P D. Par le Lemme 4.3, on a alors

@z P D : fpzq “
N
ź

n“0

fnpzq ˆ
ź

nąN

fnpzq “: f0pzq ¨ ¨ ¨ fN pzq ˆ gpzq,

où la fonction g est holomorphe et ne s’annule pas sur D. On en déduit immédiatement
que la multiplicité de a comme zéro de f est égale à la somme des multiplicités de a
comme zéro de f0, . . . , fN , et donc à la somme des multiplicités de a comme zéro des
fn puisque fnpaq ‰ 0 pour n ą N .
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(3) Quitte à remplacer Ω par ΩzZpfq, on peut supposer que f ne s’annule pas sur
Ω. Soit K un compact de Ω. On veut montrer que

@z P K :
f 1pzq

fpzq
“

8
ÿ

n“0

f 1nzq

fnpzq
,

où la série converge uniformément sur K.
Remarquons d’abord que par le Lemme 4.3, on a

@z P Ω : fpzq “ exp

˜

8
ÿ

n“0

log
`

fnpzq
˘

¸

.

Maintenant, choisissons un ouvert U tel que U est compact et K Ď U Ď U Ď Ω.
Comme fnpzq´1 Ñ 0 uniformément sur le compact U , on peut trouver un entier N0 tel
que fnpzq P Dp1, 1{2q Ď CzR´ pour tout n ą N0 et pour tout z P U . Alors la fonction
logpfnq est holomorphe sur U pour tout n ą N0, et la série

ř

nąN0
logpfnq converge

normalement (donc uniformément) sur U car | logpfnpzqq| ď 2|1´ fnpzq| sur U .
Si on pose S0pzq :“

ř8
n“N0`1 log

`

fnpzq
˘

pour z P U , alors la fonction S0 est holo-
morphe sur U par le théorème 2.1, avec

@z P U : S10pzq “
8
ÿ

n“N0`1

f 1npzq

fnpzq
,

où la série converge uniformément sur tout compact de U , donc en particulier sur K.
Comme f “

śN0
n“0 fn ˆ eS0 et comme, de façon générale, la dérivée logarithmique

d’un produit est la somme des dérivées logarithmiques des termes du produit (autrement
dit : puvq

1

uv “ u1

u `
v1

v ), on en déduit que sur l’ouvert U (et donc sur K), on a

f 1

f
“

N0
ÿ

n“0

f 1n
fn
`
peS0q1

eS0

“

N0
ÿ

n“0

f 1n
fn
` S10

“

8
ÿ

n“0

f 1n
fn
,

où la série converge uniformément sur tout compact de U (et donc sur K). �

Définition 4.6. Sous l’hypothèse du théorème (convergence normale de la série
ř

p1´fnq sur tout compact), on dira que le produit infini
ś

fn converge normalement
sur tout compact de Ω.

Exemple. Le produit infini
ś

ně1

´

1´ z2

n2

¯

converge normalement sur tout compact

de C, et on a

@z P C : πz
8
ź

n“1

ˆ

1´
z2

n2

˙

“ sinpπzq.

Démonstration. La convergence normale du produit infini sur tout compact est
claire car si on pose fnpzq :“ 1´ z2

n2 , alors |1´ fnpzq| “
|z|2

n2 ¨
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Soit f la fonction définie par

fpzq :“
8
ź

n“1

ˆ

1´
z2

n2

˙

.

Par le Théorème 4.5, f est holomorphe sur C, avec Zpfq “ Z˚, et chaque n P Z˚
est un zéro simple de f . Pour z P CzZ˚, on a

f 1pzq

fpzq
“

8
ÿ

n“1

`

1´ z2{n2
˘1

p1´ z2{n2q
“

8
ÿ

n“1

´2z

n2 p1´ z2{n2q
“

8
ÿ

n“1

2z

z2 ´ n2
¨

Maintenant, on a vu au Chapitre 1 que

@a P RzZ : πcotanpπaq “
1

a
`

8
ÿ

n“1

2a

a2 ´ n2
¨

(Cela se démontre en appliquant le “Théorème de convergence ponctuelle” à la fonction
2π-périodique u telle que uptq “ eiat sur r0, 2πr. Refaire l’exo.)

Ainsi, on a

@a P RzZ :
f 1paq

fpaq
“ πcotanpπaq ´

1

a
¨

Mais les fonctions f 1{f et z ÞÑ πcotanpπzq ´ 1
z sont holomorphes sur CzZ, qui est

connexe. Donc, par le principe d’identité, on a

@z P RzZ :
f 1pzq

fpzq
“ πcotanpπzq ´

1

z
¨

De plus, on observe que

πcotanpπzq ´
1

z
“

`

sinpπzq
˘1

sinpπzq
´
pπzq1

πz
;

donc, on obtient que sur CzZ :
`

sinpπzq
˘1

sinpπzq
“
f 1pzq

fpzq
`
pπzq1

πz
“

`

πzfpzq
˘1

πzfpzq
¨

Si on pose gpzq :“ πzfpzq
sinpπzq , on voit donc que g1pzq

gpzq “ 0 sur CzZ. Donc g1 “ 0 sur
CzZ, et donc la fonction g est constante sur CzZ car CzZ est connexe. Enfin, comme
sinpπzq
πz Ñ 1 quand z Ñ 0 et que fp0q “ 1, on voit que gpzq Ñ 1 quand z Ñ 0. Donc

gpzq “ 1 sur CzZ, autrement dit

@z P CzZ : πzfpzq “ sinpπzq;

et la formule est encore vraie pour z P Z car dans ce cas les deux membres valent 0. �



Chapitre 7

Primitives, homotopie, indice

Dans ce chapitre, on adopte la convention suivante pour éviter d’écrire trop souvent
“C1 par morceaux” : sauf mention contraire,

tous les chemins sont de classe C1 par morceaux.

De plus, on rappelle qu’un lacet est un chemin fermé, i.e. un chemin γ : ra, bs Ñ C
tel que γpbq “ γpaq.

1. Primitives

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de C, et soit f : Ω Ñ C une fonction continue.
On dit qu’une fonction F : Ω Ñ C est une primitive de f sur Ω si F est holomorphe
sur Ω et F 1 “ f .

Remarque 1. Si f : Ω Ñ C admet une primitive, alors f est nécessairement
holomorphe sur Ω.

Démonstration. On sait que la dérivée d’une fonction holomorphe est holomorphe.
�

Remarque 2. La réciproque n’est pas vraie ! Par exemple, la fonction f définie ar
fpzq “ 1{z est holomorphe sur Ω “ C˚, mais elle n’admet pas de primitive sur C˚.

Démonstration. Si f admet une primitive, elle en admet une qui vérifie F p1q “ 0 ;
donc on a une fonction F holomorphe sur C˚ telle que F p1q “ 0 et F 1pzq “ 1{z

pour tout z P C˚. Alors la fonction g définie par gpzq :“ ze´F pzq vérifie g1pzq “
p1´ zF 1pzqqe´F pzq “ 0 pour tout z P C˚ et gp1q “ 1. Donc gpzq “ 1 pour tout z P C˚
car C˚ est connexe ; autrement dit eF pzq “ z pour tout z P C˚. Mais ceci est impossible
car on sait qu’il n’existe pas de détermination continue du logarithme sur C˚ (cf la
Remarque 4.16 du Chapitre 2). �

Remarque 3. Si Ω est un disque Dpa,Rq, alors toute fonction holomorphe sur Ω
admet une primitive.

Démonstration. Supposons que f soit holomorphe dans le disque Dpa,Rq. On peut
alors développer f en série entière dans Dpa,Rq,

fpzq “
8
ÿ

n“0

cn pz ´ aq
n .

La série entière
ř

ně0
cn
n`1 w

n`1 a un rayon de convergence au moins égal à R, et la
fonction F définie par

F pzq :“
8
ÿ

n“0

cn
n` 1

pz ´ aqn`1

est une primitive de f sur Dpa,Rq. �

107
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Proposition 1.2. Soit Ω un ouvert de C, et soit f : Ω Ñ C une fonction continue.
La fonction f admet une primitive si et seulement si on a

ş

γ fpzq dz “ 0 pour tout lacet
γ dans Ω.

Démonstration. Si f admet une primitive F , alors dF “ fdz, donc
ş

γ fpzq dz “
ş

γ dF “ 0 pour tout lacet γ dans Ω, d’après le Théorème Fondamental de l’Analyse.

Inversement, supposons qu’on ait
ş

γ fpzq dz “ 0 pour tout lacet dans Ω, et montrons
que f admet une primitive. En considérant séparément chaque composante connexe de
Ω, on se ramène au cas où Ω est connexe.

Fixons un point a P Ω. Comme Ω est un ouvert connexe de C, il est connexe par
arcs. Donc, pour tout z P Ω, on peut trouver un chemin γ reliant a à z dans Ω. De
plus, si γ1 et γ2 sont deux tels chemins, alors

ş

γ1
fpξq dξ “

ş

γ2
fpξq dξ. En effet, le

chemin γ :““γ1 suivi de |γ2” est un chemin fermé dans Ω, donc 0 “
ş

γ fpξq dξ “
ş

γ1
fpξq dξ`

ş

|γ2
fpξq dξ “

ş

γ1
fpξq dξ´

ş

γ2
fpξq dξ par hypothèse sur f . (Voir l’Exercice

1.9 du Chapitre 4 pour la définition précise de “γ1 suivi de |γ2”.)
Pour tout z P Ω, on peut donc poser

F pzq :“

ż

γz

fpξq dξ,

où γz est n’importe quel chemin reliant a à z dans Ω. On va montrer que F est une
primitive de f sur Ω.

Fixons z P Ω, et choisissons r ą 0 tel que Dpz, rq Ă Ω. Si h P C vérifie |h| ď r,
alors le segment rz, z ` hs est contenu dans Dpz, rq, donc dans Ω. Donc, pour calculer
F pz ` hq, on peut prendre γz`h ““γz suivi de rz, z ` hs”. Par conséquent,

F pz ` hq “

ż

γz

fpξq dξ `

ż

rz,z`hs
fpξq dξ “ F pzq `

ż 1

0
fpz ` thqhdt.

Pour 0 ă |h| ď r, on a donc

F pz ` hq ´ F pzq

h
“

ż 1

0
fpz ` thq dt;

et comme f est continue, on en déduit (exo) que

F pz ` hq ´ F pzq

h
Ñ fpzq quand hÑ 0.

Ainsi, F est C-dérivable en tout point z P Ω, avec F 1pzq “ fpzq (et donc F est
holomorphe puisque f est supposée continue). �

Remarque. La partie “facile” de la proposition permet de redémontrer que la fonc-
tion z ÞÑ 1{z n’admet pas de primitive sur C˚ : en effet, en notant γ : r0, 2πs Ñ C˚ le
lacet défini par γptq “ eit, on a

ş

γ
dz
z “ 2iπ ‰ 0.

2. Homotopie

2.1. Invariance de l’intégrale curviligne par homotopie.

Définition 2.1. Soit Ω un ouvert de C, et soient γ0 et γ1 deux lacets dans Ω,
paramétrés par le même intervalle ra, bs. On dit que γ0 et γ1 sont homotopes dans Ω
s’il existe une application continue H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ Ω vérifiant les deux propriétés
suivantes.
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(a) Pour tout s P r0, 1s, le chemin Γs : ra, bs Ñ Ω défini par Γsptq “ Hps, tq est
un lacet.

(b) Γ0 “ γ0 et Γ1 “ γ1.

On dit alors que H est une homotopie de γ0 à γ1.

Remarques.

(o) En termes un peu vagues mais imagés, γ0 et γ1 sont homotopes dans Ω si “on
peut passer continûment de γ0 à γ1 en restant dans Ω”.

(i) On voit immédiatement que si H est une homotopie de γ0 à γ1, alors l’appli-
cation ps, tq ÞÑ Hp1 ´ s, tq est une homotopie de γ1 à γ0. Donc la définition
de l’homotopie est symétrique en γ0 et γ1, ce qui justifie la terminologie “sont
homotopes” (qui est d’emblée symétrique).

(ii) En fait, la relation “être homotopes dans Ω” est une relation d’équivalence. La
preuve est laissée en exo.

(iii) La définition dépend de l’ouvert Ω puisque l’homotopie H doit prendre ses
valeurs dans Ω.

Exemples.

(1) Si Ω est convexe (par exemple si Ω “ C, alors deux lacets quelconques γ0, γ1 :
ra, bs Ñ Ω sont toujours homotope dans Ω.

(3) Supposons que Ω “ Ω0 YΩ1 où Ω1 et Ω2 sont des ouverts disjoints. Si γ0, γ1 :
ra, bs Ñ Ω sont des lacets tels que γ0pra, bsq Ă Ω0 et γ1pra, bsq Ă Ω1, alors γ0

et γ1 ne sont pas homotopes dans Ω.

(2) Le lacet γ : r0, 2πs Ñ C˚ défini par γptq “ eit n’est pas homotope dans C˚ à
un lacet constant.

Démonstration. (1) Comme Ω est convexe, on a rγ0ptq, γ1ptqs Ă Ω pour tout t P
ra, bs. Donc, si on définit H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C par Hps, tq “ p1 ´ sqγ0ptq ` s γ1ptq,
alors H prend ses valeurs dans Ω ; et H est visiblement une homotopie de γ0 à γ1.

(2) Supposons que γ0 et γ1 soient homotopes dans Ω, et soit H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ Ω
une homotopie de γ0 à γ1. En notant α : r0, 1s Ñ Ω le chemin définie par αpsq :“
Hps, aq, on a αp0q “ γ0paq P Ω0 et αp1q “ γ1paq P Ω1, donc αp1q R Ω0. Par le Lemme
de passage des douanes, il existe donc un s P r0, 1s tel que αpsq P BΩ0. Mais BΩ0XΩ “ H
(exo) ; donc on obtient une contradiction.

(3) Le résultat est intuitivement évident : on ne peut pas déformer continûment sur
un point un cercle centré en 0 sans passer par 0. Pour une preuve rigoureuse, il faut
attendre un peu. �

Exercice. Soient 0 ă r ă R.Montrer que les lacets définis sur r0, 2πs par γrptq “ reit

et γRptq “ Reit sont homotopes dans C˚.

Le résultat suivant est fondamental.

Théorème 2.2. (invariance de l’intégrale curviligne par homotopie)
Soit Ω un ouvert de C. Si γ0 et γ1 sont deux lacets homotopes dans Ω, alors

ş

γ0
fpzq dz “

ş

γ1
fpzq dz pour toute fonction f holomorphe sur Ω.
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Démonstration. On va faire la preuve en supposant qu’il existe une homotopie H :
r0, 1s ˆ ra, bs ˆΩ de γ0 à γ1 qui est de classe C2 sur r0, 1s ˆ ra, bs, ce qui veut dire que
H admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues sur r0, 1s ˆ ra, bs. (Cela suppose en
particulier que γ0 et γ1 soient de classe C2 sur ra, bs.) Dans la suite, on fixe une fonction
f P HpΩq.

Pour s P r0, 1s, soit Γs le lacet défini par Γsptq :“ Hps, tq ; et soit Φ : r0, 1s Ñ C la
fonction définie par

Φpsq :“

ż

Γs

fpzq dz.

On a Φp0q “
ş

γ0
fpzq dz et Φp1q “

ş

γ1
fpzq dz, donc il s’agit de montrer que Φp1q “

Φp0q. On va en fait montrer que la fonction Φ est constante sur r0, 1s.
Par définition, on a

Φpsq “

ż b

a
f
`

Γsptq
˘

Γ1sptq dt “

ż b

a
f
`

Hps, tq
˘BH

Bt
ps, tq dt.

Comme l’homotopie H est de classe C2 et que f est holomorphe, la fonction Φ est
donc de classe C1 sur r0, 1s avec

Φ1psq “

ż b

a

d

ds

„

f
`

Hps, tq
˘BH

Bt
ps, tq



dt

“

ż b

a

ˆ

f 1
`

Hps, tq
˘BH

Bs
ps, tq

BH

Bt
ps, tq ` f

`

Hps, tq
˘ B2H

BsBt
ps, tq

˙

dt

De plus, comme f 1
`

Hps, tq
˘

BH
Bt ps, tq “

d
dt

“

f
`

Hps, tq
˘‰

, une intégration par parties
donne
ż b

a
f 1
`

Hps, tq
˘BH

Bs
ps, tq

BH

Bt
ps, tq “

„

f
`

Hps, tq
˘ BH

Bs
ps, tq

t“b

t“a

´

ż b

a
f
`

Hps, tq
B2H

BtBs
ps, tq dt

“ ´

ż b

a
f
`

Hps, tq
B2H

BtBs
ps, tq dt,

car f
`

Hps, bq
˘

BH
Bs ps, bq “ f

`

Hps, aq
˘

BH
Bs ps, aq. On obtient donc

Φ1psq “ ´

ż b

a

B2H

BtBs
ps, tq dt`

ż b

a

B2H

BsBt
ps, tq dt “ 0,

ce qui termine la preuve du théorème. �

Corollaire 2.3. (“Théorème de Cauchy homotopique”)
Si f est une fonction holomorphe sur Ω, alors

ş

γ fpzq dz “ 0 pour tout lacet γ : ra, bs Ñ

Ω homotope dans Ω à un lacet constant.

Démonstration. C’est évident par le théorème. �

Corollaire 2.4. Le lacet γ défini sur r0, 2πs par γptq “ eit n’est pas homotope
dans C˚ à un lacet constant.

Démonstration. On a
ş

γ
dz
z “ 2iπ ‰ 0, d’où le résulat par le Théorème de Cauchy

homotopique.
�

Exercice. Soient m,n P Z et soient γm et γn les lacets définis sur r0, 2πs par γmptq “
eimt et γnptq “ eint. A quelle condition γm et γn sont-ils homotopes dans C˚ ?
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2.2. Ouverts simplement connexes.

Définition 2.5. Soit Ω un ouvert de C. On dit que Ω est simplement connexe
s’il est connexe et si tout lacet dans Ω est homotope dans Ω à un lacet constant.

Remarque. Appelons trou d’un ouvert Ω toute composante connexe bornée de CzΩ.
Si un ouvert Ω possède un trou, on “voit bien” qu’un lacet entourant ce trou ne peut pas
être déformé continûment sur un point en restant dans Ω, i.e. n’est pas homotope dans
Ω à un lacet constant. Intuitivement, il est donc clair qu’un ouvert simplement connexe
n’a pas pas de trous. Il est peut-être moins clair que les trous sont la seule obstruction
à la simple connexité, i.e. que tout ouvert sans trous est simplement connexe. C’est
effectivement vrai, mais la démonstration est loin d’être évidente.

Exemples.

(0) C est simplement connexe, mais C˚ ne l’est pas.
(1) Tout ouvert Ω étoilé par rapport à un point p (i.e. rp, zs Ă Ω pour tout z P Ω)

est simplement connexe. En particulier :

(i) tout ouvert convexe est simplement connexe ;
(ii) si L est une demi-droite de C, alors Ω “ CzL est simplement connexe.

(2) Si K est un compact non vide de C, alors Ω “ CzK n’est pas simplement
connexe.

Démonstration. (1) Si γ : ra, bs Ñ Ω est un lacet dans Ω, on définit une homotopie
(dans Ω) de γ au lacet constant égal à p en posant

Hps, tq “ s p` p1´ sqγptq .

Les cas particuliers : il est évident que tout ouvert convexe est étoilé ; et pour CzL,
il suffit d’observer que si on note a l’origine de L, alors CzL est étoilé par rapport à
tout point p P L˚ztau, où L˚ est la demi-droite symétrique de L par rapport à a.

(2) Choisissons un point a P K et R ą 0 tel que K Ă Dpa,Rq. Si on pose γptq :“
a`Reit, t P r0, 2πs, alors γ est un lacet dans Ω et

ş

γ
dz
z´a “ 2iπ ‰ 0. Comme la fonction

z ÞÑ 1
z´a est holomorphe sur Ω (puisque a R Ωq, cela montre que γ n’est pas homotope

dans Ω à un lacet constant, d’après le théorème de Cauchy homotopique. Donc Ω n’est
pas simplement connexe. �

Théorème 2.6. Si Ω Ă C est un ouvert simplement connexe, alors toute fonction
holomorphe sur Ω possède des primitives holomorphes.

Démonstration. Si f P HpΩq, alors
ş

γ fpzq dz “ 0 pour tout lacet dans Ω par le
Théorème de Cauchy homotopique, donc f possède des primitives par la Proposition
1.2. �

Corollaire 2.7. Si Ω est simplement connexe, alors toute fonction f holomorphe
sur Ω et ne s’annulant pas possède un logarithme holomorphe. Autrement dit, si
f : Ω Ñ C est holomorphe et si fpzq ‰ 0 pour tout z P Ω, alors il existe une fonction
holomorphe h telle que eh “ f .

Démonstration. Comme f ne s’annule pas, la fonction g :“ f 1{f est bien définie et
holomorphe sur Ω ; elle possède donc une primitive holomorphe G. On a alors

pe´Gfq1 “ e´Gp´G1f ` f 1q “ 0,
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donc la fonction ϕ “ e´Gf est constante puisque Ω est connexe. Ainsi, on a une
constante C telle que @z P Ω : fpzq “ CeGpzq. On a C ‰ 0 car f ‰ 0, donc on peut
choisir l P C tel que C “ el ; et alors fpzq “ el`Gpzq “: ehpzq. �

Remarque. On peut montrer qu’un ouvert connexe Ω est simplement connexe si
et seulement si toute fonction f P HpΩq possède des primitives. On peut aussi montrer
que si Ω est simplement connexe et Ω ‰ C, alors il existe une bijection holomorphe
de Ω sur le disque unité D : c’est ce qu’on appelle le théorème de représentation
conforme de Riemann.

3. Indice d’un lacet par rapport à un point

3.1. Définition et interprétation géométrique.

Lemme 3.1. Soit p P C, et soit γ : ra, bs Ñ C un chemin ne passant pas par p,
i.e. γptq ‰ p pour tout t P ra, bs.

(1) On peut écrire γptq “ p ` rptqeiθptq, où rptq “ |γptq ´ p| ą 0, θptq P R et la
fonction θ est continue sur ra, bs.

(2) Si γ est un lacet, alors, pour toute fonction continue θ : ra, bs Ñ R vérifiant
(1), on a

ż

γ

dz

z ´ p
“ i

`

θpbq ´ θpaq
˘

.

En particulier,
ş

γ
dz
z´p est un multiple entier de 2iπ.

Démonstration. On la fait en supposant γ de classe C1 ; et on va voir que dans ce
cas on peut prendre (r et) θ de classe C1.

(1) Soit L : ra, bs Ñ C la fonction définie par

Lptq :“

ż t

a

γ1psq

γpsq ´ p
ds.

Par définition, L est de classe C1 et L1ptq “ γ1ptq
γptq´p ¨ Si on pose ϕptq “ e´Lptqpγptq´pq,

alors ϕ1ptq “
`

´L1ptqpγptq ´ pq ` γ1ptq
˘

e´Lptq “ 0, donc la fonction ϕ est constante sur
ra, bs. Ainsi, on a une constante C telle que eLptq “ Cpγptq ´ pq ; et cette constante C
vaut 1

γpaq´p car Lpaq “ 0. Donc

eLptq “
γptq ´ p

γpaq ´ p
¨

Si on choisit κ P C tel que γpaq ´ p “ eκ, alors on voit que γptq “ p ` eκ`Lptq ; et
si on écrit κ ` Lptq “ lptq ` iθptq avec lptq, θptq P R, alors les fonctions l et θ sont de
classe C1 et

γptq “ p` elptqeiθptq “: p` rptqeiθptq.

Enfin, on a nécessairement rptq “ |γptq ´ p| puisque |eiθptq| “ 1.
(2) Supposons que γ soit un lacet. Avec les notations de la preuve de (1), on a

ż

γ

dz

z ´ p
“ Lpbq “ Lpbq ´ Lpaq.

De plus, Lpbq ´ Lpaq “
`

Lpbq ` κ
˘

´
`

Lpaq ` κ
˘

“ lpbq ´ lpaq ` i
`

θpbq ´ θpaq
˘

et
lpbq “ log

`

rpbq
˘

“ log
`

rpaq
˘

“ lpaq. Donc on obtient bien
ş

γ
dz
z´p “ i

`

θpbq ´ θpaq
˘

. En
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particulier, comme θpbq et θpaq sont des arguments de γpbq ´ p “ γpaq ´ p, on voit que
ş

γ
dz
z´p P 2iπZ.
Enfin, si rθ : ra, bs Ñ R est une autre fonction continue telle que γptq “ p`rptqei

rθptq,
alors rθptq et θptq sont des arguments de γptq ´ p pour tout t P ra, bs, donc la fonction
rθ ´ θ est à valeurs dans 2πZ, donc cette fonction est constante par connexité de ra, bs,
et donc rθpbq ´ rθpaq “ θpbq ´ θpaq. �

Remarque. Si on ne veut pas revenir au détail de la preuve de (1) pour démontrer
(2), on peut procéder comme suit. En supposant que γ est C1, les fonctions r et θ sont
C1 et on a

2iπIpγ, pq “

ż b

a

γ1ptq

γptq ´ p
dt “

ż b

a

pγptq ´ pq1

γptq ´ p
dt

“

ż b

a

˜

r1ptq

rptq
`

`

eiθptq
˘1

eiθptq

¸

dt

“

”

logprptqq
‰b

a
`

ż b

a
iθ1ptq dt

“ i
`

θpbq ´ θpaq
˘

,

car rpbq “ |γpbq ´ p| “ |γpaq ´ p| “ rpaq.

Définition 3.2. Soit p P C, et soit γ : ra, bs Ñ C un lacet ne passant pas par p.
L’indice de γ par rapport à p est le nombre entier Ipγ, pq défini par

Ipγ, pq “
1

2iπ

ż

γ

dz

z ´ p
¨

Remarque. D’après le Lemme 3.1, si γptq “ p ` rptqeiθptq avec rptq ą 0 et θ :
ra, bs Ñ R continue, alors

Ipγ, pq “
θpbq ´ θpaq

2π
¨

Donc, Ipγ, pq peut s’interpréter comme le nombre de tours effectués par le lacet γ
autour de p dans le sens trigonométrique.

Exemple. Soient R ą 0 et n P Z, et soit γ : r0, 2πs Ñ C le lacet défini par
γptq :“ p`Reint. On a Ipγ, pq “ n.

3.2. Formule de Cauchy “homotopique”. L’importance de l’indice en analyse
complexe vient du résultat suivant, qui est une autre version de la formule de Cauchy.

Théorème 3.3. (formule de Cauchy homotopique)
Soit Ω un ouvert de C, et soit γ un lacet dans Ω, d’image Γ. On suppose que γ est
homotope dans Ω à un lacet constant. Si f est une fonction holomorphe sur Ω, alors

@a P ΩzΓ :
1

2iπ

ż

γ

fpzq

z ´ a
dz “ Ipγ, aq fpaq.

Démonstration. Fixons f et un point a P ΩzΓ. Soit g : Ω Ñ C la fonction définie
par
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gpzq :“

$

’

&

’

%

fpzq ´ fpaq

z ´ a
si z ‰ a

f 1paq si z “ a

La fonction g est continue sur Ω et holomorphe sur Ωztau ; elle est donc holomorphe
sur Ω (singularité éliminable). Comme γ est homotope à un lacet constant, on a donc
ş

γ gpzq dz “ 0 d’après le théorème de Cauchy homotopique. Comme γ ne passe pas par
a, cela s’écrit

ż

γ

fpzq

z ´ a
dz “

ż

γ

fpaq

z ´ a
dz “ fpaq ˆ 2iπ Ipγ, aq .

�

3.3. Théorème des résidus “homotopique”. Le théorème suivant est la version
homotopique de la formule des résidus.

Théorème 3.4. Soit Ω un ouvert de C, et soit f une fonction holomorphe sur ΩzS,
où S est un ensemble fini. Si γ est un lacet dans Ω ne passant par aucun point de S et
homotope dans Ω à un lacet constant, alors

ż

γ
fpzq dz “ 2iπ

ÿ

aPS

Ipγ, aqRespf, aq.

Démonstration. Pour a P S, notons cnpaq, n P Z les coefficients du développement
en série de Laurent de f au voisinage de a. On sait que la série

ř

nă0 cnpaqpz ´ aqn

converge en tout point z P Cztau. Comme il s’agit d’une série entière en w “ pz´aq´1,
on en déduit que la fonction ga définie par

gapzq :“
´1
ÿ

n“´8

cnpaqpz ´ aq
´n

est holomorphe sur Cztau. Donc la fonction h définie par

hpzq :“ fpzq ´
ÿ

aPS

gapzq

est holomorphe sur ΩzS. De plus, par définition, h possède une singularité éliminable
en tout point a P S ; donc h est holomorphe sur Ω. Par le théorème de Cauchy homo-
topique, on a donc

ş

γ hpzq dz “ 0, autrement dit

(3.1)
ż

γ
fpzq dz “

ÿ

aPS

ż

γ
gapzq dz.

Par ailleurs, comme la série définissant gapzq converge normalement sur tout com-
pact de Cztau et que γ ne passe par a, on peut écrire pour tout a P S :

ż

γ
gapzq dz “

´1
ÿ

n“´8

cnpaq

ż

γ
pz ´ aqndz.

De plus, si n ă ´1, alors pz ´ aqn possède une primitive holomorphe sur Cztau, à
savoir 1

n`1 pz ´ aqn`1. Comme γ est un lacet, on a donc
ş

γpz ´ aqndz “ 0 pour tout
n ă ´1. Par conséquent,

ż

γ
gapzq dz “ c´1paq

ż

γ
pz ´ aq´1dz “ Respf, aq ˆ 2iπIpγ, aq.
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Ceci étant vrai pour tout a P S, on voit que (3.1) est la formule annoncée. �

Remarque. Si l’ouvert Ω est simplement connexe, alors la formule de Cau-
chy homotopique, le Théorème de Cauchy homotopique et le Théorème des résidus
homotopique sont valables pour tout lacet γ dans Ω.

3.4. Calcul pratique de l’indice. Pour pouvoir utiliser la formule de Cauchy
homotopique ou le théorème des résidus homotopique, il faut être capable de calculer
des indices. La proposition suivante donner une méthode géométrique très facile à
utiliser. On ne donnera pas de définition vraiment précise des expressions employées ;
mais cette proposition est très facile à utiliser...

Définition 3.5. Soit p P C et soit γ : ra, bs Ñ C un chemin ne passant pas par p.
Soit aussi L Ă C une demi-droite d’origine p, et soit c P sa, br tel que γpcq P L. On dit
que γ traverse L dans le sens positif au point c si γptq se trouve à droite de L
pour tout t ă c assez proche de c et à gauche de L pour tout t ą c assez proche de c ; et
on dit que γ traverse L dans le sens négatif au point c si on est dans la situation
inverse.

Il faut bien entendu faire un dessin pour comprendre cette définition.

Proposition 3.6. (calcul pratique de l’indice)
Soit p P C et soit γ : ra, bs Ñ C un lacet ne passant pas par p.Soit également L Ă C
une demi-droite d’origine p. On suppose que γ´1pLq est un ensemble fini, que γpaq “
γpbq R L, et que γ traverse L en tout point c P γ´1pLq. Notons n` le nombre de points
où γ traverse L dans le sens positif, et n´ le nombre de points où γ traverse L dans le
sens négatif. Alors

Ipγ, pq “ n` ´ n´.

Démonstration. Par translation et rotation, on se ramène au cas où p “ 0 et L “
R´.

Soient c1, . . . , cN les points de γ´1pLq. On posera εk :“ `1 si γ traverse L “ R´
dans le sens positif au point ck, et εk “ ´1 si γ traverse dans le sens négatif. Alors, en
notant arg la détermination principale du logarithme, on voit que

lim
tÑc´k

arg
`

γptq
˘

“ πεk et lim
tÑc`k

arg
`

γptq
˘

“ ´πεk.

Maintenant, écrivons γptq “ rptqeiθptq où rptq ą 0 et les fonctions r et θ sont
continues. Alors Ipγ, 0q “ θpbq´θpaq

2π , donc

2πIpγ, 0q “ θpc1q ´ θpaq `
N´1
ÿ

k“1

`

θpck`1q ´ θpckq
˘

` θpbq ´ θpcN q.

Soit k P J1, N´1K. Comme γptq P CzR´ pour t P sck, ck`1r, que θptq est un argument
de γptq et que la fonction θ est continue, il existe un entier mk P Z tel que

@t P sck, ck`1r : θptq “ 2iπmk ` arg
`

γptq
˘

;

et comme θ est continue sur rck, ck`1s, on en déduit que

θpck`1q ´ θpckq “ lim
tÑc´k`1

arg
`

γptq
˘

´ lim
tÑc`k

arg
`

γptq
˘

“ π
`

εk ` εk`1

˘

.
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On montre de même que

θpc1q ´ θpaq “ πε1 ´ arg
`

γpaq
˘

et θpbq ´ θpcN q “ arg
`

γpbq
˘

` πεN .

Ainsi, on obtient

2πIpγ, 0q “ πε1 ´ arg
`

γpaq
˘

`

N´1
ÿ

i“1

π
`

εk ` εk`1

˘

` arg
`

γpbq
˘

` πεN

“ 2π
N
ÿ

k“1

`

εk ` εk`1

˘

“ 2π
`

n` ´ n´
˘

.

�

Exercice. Dessiner (l’image d’)un lacet un peu tarabiscoté, et calculer Ipγ, pq pour
divers points p.



Chapitre 8

Morera et Cauchy-Goursat

Pour terminer dignement ce cours, on va démontre deux résultats célèbres : le “Théo-
rème de Morera”, qui est un réciproque utile du Théorème de Cauchy, et le “Théorème
de Cauchy-Goursat”, d’après lequel une fonction C-dérivable en tout point est automa-
tiquement holomorphe (et donc infiniment C-dérivable).

Lemme. (“Théorème de Morera")
Soit f une fonction continue sur un ouvert Ω Ă C. On suppose qu’on a

ş

BT fpzq dz “ 0
pour tout triangle fermé T Ă Ω. Alors f est holomorphe.

Démonstration. Il suffit de montrer que f est holomorphe dans tout disque ouvert
D Ă Ω ; fixons un tel disque D “ Dpa, rq.

Soit F : D Ñ C la fonction définie par

F pzq :“

ż

ra,zs
fpξq dξ.

On va montrer que F est une primitive holomorphe de f sur D, ce qui entrainera en
particulier que f est holomorphe sur D.

Soit z P D fixé. Si h P C est tel que z ` h P D, alors le triangle T de sommets a, z,
z ` h est contenu dans D, donc dans Ω. On a donc

ş

BT fpξq dξ “ 0 par hypothèse sur
f . Autrement dit

ż

ra,zs
fpξq dξ `

ż

rz,z`hs
fpξq dξ ´

ż

ra,z`hs
fpξq dξ “ 0;

et donc, par définition de F :

F pz ` hq ´ F pzq “

ż

rz,z`hs
fpξq dξ “

ż 1

0
fpz ` thqhdt.

On a ainsi
F pz ` hq ´ F pzq

h
“

ż 1

0
fpz ` thq dt

pour tout h ‰ 0 tel que z ` h P D ; et on en déduit que F est C-dérivable au point z
avec F 1pzq “ fpzq (et donc F est holomorphe puisque f est continue). �

Voici maintenant le théorème tant attendu disant que dans la définition de l’holo-
morphie, il était inutile d’imposer la continuité de la dérivée.

Théorème. (“Théorème de Cauchy-Goursat")
Soit Ω un ouvert de C. Si f : Ω Ñ C est une fonction C-dérivable en tout point, alors
f est holomorphe (et donc infiniment C-dérivable).

117
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Démonstration. Comme f est continue, il suffit (d’après Morera) de montrer qu’on
a
ş

BT fpzq dz “ 0 pour tout triangle T Ă Ω. Fixons un tel triangle T , et posons α :“
ˇ

ˇ

ş

BT fpzq dz
ˇ

ˇ. Il s’agit de montrer que α “ 0.
Posons T0 “ T , et découpons le triangle T0 en 4 triangles T 1, T 2, T 3, T 4 deux fois

plus petits en traçant le “triangle des milieux”. D’après les conventions d’orientation,
on a

ż

BT0

fpzq dz “
4
ÿ

k“1

ż

BTk
fpzq dz;

et donc

α ď
4
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BTk
fpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

On peut donc trouver k0 P t1, . . . , 4u tel que
ˇ

ˇ

ş

BTk0 fpzq dz
ˇ

ˇ ě 1
4α. On pose alors

T1 “ T k0 ; et on a ainsi
$

’

’

’

&

’

’

’

%

T1 Ă T0 “ T
diampT1q “ 2´1diampT q
lpBT1q “ 2´1lpBT q
ˇ

ˇ

ˇ

ş

BT1
fpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ
ě 4´1 α

Si on répète ce raisonnement en remplaçant T0 par T1, on obtient un triangle
T2 Ă T1, auquel on peut à nouveau applique le même raisonnement et ainsi de suite. De
cette façon, on construit par récurrence une suite de triangles fermés pTnqně0 vérifiant
les propriétés suivantes :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Tn`1 Ă Tn
diampTnq “ 2´ndiampT q
lpBTnq “ 2´nlpBT q
ˇ

ˇ

ˇ

ş

BTn
fpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ
ě 4´n α

D’après le Théorème des fermés emboités, l’intersection de tous les rectangles Tn
est non vide, réduite à un point tau. Ce point a appartient à T0 “ R, donc à Ω ; donc
f est C-dérivable en a. Posons λ “ f 1paq, et écrivons

fpzq “ fpaq ` λ pz ´ aq ` vpzq.

Par définition de la C-dérivabilité, on a ainsi vpzq “ op|z ´ a|q quand z Ñ a.
Comme la fonction z ÞÑ fpaq ` λpz ´ aq est holomorphe sur C (et en fait admet de

manière évidente une primitive holomorphe), on a
ż

BTn

pfpaq ` λpz ´ aqq dz “ 0,

donc
ş

BTn
fpzq dz “

ş

BTn
vpzq dz et donc

(1)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BTn

vpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě 4´n α pour tout n P N.

Soit maintenant ε ą 0. Comme vpzq “ op|z ´ a|q quand z Ñ a, on peut trouver
δ ą 0 tel que |vpzq| ď ε |z´a| pour tout z P Dpa, δq ; et comme a P Tn et diampTnq Ñ 0,
on peut trouver un entier n tel que Tn Ă Dpa, δq. On a alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BTn

vpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

BTn

|vpzq| |dz| ď εˆ diampTnq ˆ lpBTnq ,
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puisque |vpzq| ď ε |z ´ a| et |z ´ a| ď diampTnq pour tout z P BTn. Autrement dit :

(2)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BTn

vpzq dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď εˆ 4´ndiampT q lpBT q.

En posant C “ diampT q lpBT q et en comparant (1) et (2), on obtient donc finale-
ment

α ď C ε.

Cela étant vrai pour tout ε ą 0, on peut donc (enfin) conclure que α “ 0. �

Remarque. Le théorème de Cauchy-Goursat est philosophiquement très satisfaisant
et la démonstration est très belle. Mais le résultat ne présente pas un grand intérêt
pratique : la plupart du temps, si on sait montrer qu’une fonction est C-dérivable, on
sait aussi montrer que sa dérivée est continue ( !)
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