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Chapitre 1

Séries de Fourier

1. Fonctions périodiques, coefficients de Fourier
1.1. Généralités.

DEFINITION 1.1. Soit T > 0. On dit qu’une fonction f: R — C est T-périodique
St

VieR : f(t+T) = f(t).
EXEMPLE 1. Les fonctions sinus et cosinus sont 2w-périodiques.
EXEMPLE 2. La fonction “partie fractionnaire" est 1-périodique.
EXEMPLE 3. Pour tout k € Z, la fonction e, définie par
ep(t) := ekt
est 2m-périodique. Plus généralement, toute fonction P : R — C de la forme

P(t) = Z cpet™ ot A CZest fini
keA
est 2m-périodique. Une fonction de ce type s’appelle un polynéme trigonométrique.

NoOTATION. Etant donné T' > 0, on note L%F I’espace vectoriel constitué par toutes
les fonctions boréliennes f : R — C qui sont T-périodiques et localement intégrables,
i.e. intégrables sur tout intervalle compact [a,b] < R.

Le lemme suivant est d’usage constant.

LEMME 1.2. Si f € LlT alors, pour tous intervalles I, J < R de longueur T', on a
f F(t) dt — f (1) dt.
I J

Démonstration. 11 suffit de montrer que §, f(t) dt = SOT f pour tout intervalle I de
longueur T'. On écrit I = (a,a + T'). Par la relation de Chasles, on a

JHT f(t)dt = LO f(t)dt + LT f(t)dt + JHT £(t) dt

a T

=LTf(t)dt+f:Tf—Laf-

De plus, comme f est T-périodique, on a aussi

fa+Tf:j;Tf(m)dm:Laf<t+T>dt:L“f(t)dt_rf;

T 0
done §*T f(tydt = §] f(t)dt, O
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EXERCICE. Soit f : R — C une fonction borélienne T-périodique. Montrer que si
f est intégrable sur un intervalle de longueur T', alors f € L%.

1.2. Un probléme naturel. Comme les seules fonctions 2m-périodiques aux-
quelles on pense immédiatement sont les polyndémes trigonométriques, il parait na-
turel de se demander si on peut “synthétiser" n’importe quelle fonction 27-périodique
f:R — C a partir des fonctions 2m-périodiques élémentaires ey, (t) = et

QUESTION VAGUE. Si f : R — C est une fonction 27-périodique “raisonnable",

peut-on écrire
0

f(t)z Z Ckeikt,
k=—o0

ol (ck)kez est une suite de coefficients (indépendants de t) et la série de fonctions Y cxep
converge en un sens a préciser ?

o0
SOUS-QUESTION 1. Que veut dire Y ?
—Q0
DEFINITION 1.3. Soit (ug)gez une suite indexée par Z dans un espace vectoriel
normé E. On dira que la série Y uj converge symétriquement si les sommes partielles
symétriques S, 1= > up admettent une limite quand n — 0. Dans ce cas, on

pose
n

0
Z ug ;= lim 2 U
n—0

k=—00 k=—n

SOUS-QUESTION 2. Quels coefficients ¢y, ?

LEMME 1.4. Soit f : R — C une fonction continue 2w-périodique. On suppose qu’on

peut écrire
0

&)y =>, ae™,

k=—o0

ot la série Y. cre™ converge (symétriquement) uniformément sur R. Dans ces condi-
tions, les coefficients ¢ sont déterminés de maniére unique : on a pour tout k € Z,

1 (" %
ck = %J f(t)e *tdt,

Démonstration. On a besoin du fait suivant, qui sera utilisé plusieurs fois dans la
suite du chapitre.

Fair 1.5. Sim e Z, alors

7T .
imt 1, ) 2m si m =0,
j ¢ ﬁ_{o s om0,

—T
Prewve du Fait. Si m = 0, alors e™ =1 et donc ST_rW emdt = 27, Si m # 0, alors

. . ™
S:r emtdt = [i e“”t] = 0 par 27-périodicité. O

m
—T
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0
Revenons maintenant & la preuve du lemme. Comme f(t) = > ¢e' avec conver-
l=—
gence uniforme de la série sur [—7, 7], on peut écrire

oe]

F(t)e*t dt :f ( 3 Cleilt) ikt gy
- T l=—w
S T
= Z CZJ =kt gy,

l=—00

De plus, par le Fait 1.5, le seul terme non nul dans la somme précédente est celui
ou [ = k, qui vaut 2mwcy ; et on obtient ainsi

f(t)e *tdt = 27 ¢,

1.3. Coefficients de Fourier. Le Lemme 1.4 “motive" la définition suivante.

DEFINITION 1.6. Soit f € L _. Pour k € Z, on pose
T g dt

- t —ikt .

ck(f) ﬂf( Je b

On dit que les ¢ sont les coefficients de Fourier de f, et que la série Y., crett

est la série de Fourier de f.

REMARQUE 1. Par périodicité, on a aussi cix(f) = Sff(t)e_ikt;l—fr pour n’importe
quel intervalle I de longueur 27. En particulier,
27 . dt
ck(f) = ft)e ™ o
0 7T

REMARQUE 2. Les applications f + ¢ (f) dsont des formes linéaires sur L} _: on
acp(f+9) =cu(f) +crlg) et cx(Af) = Ack(f) pour toute constante .

NOTATION. Si f € L%W, on pose pour tout n € N :

n

Suf(t) = D en(f)e™,

k=—n

Autrement dit,

REMARQUE 1.7. Soit f € Li_. Pour k € Z, posons

an(f) = if; Fcos(kt)dt et Bu(f) = if F(t) sin(kt) dt.
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(i) Si la fonction f est paire sur | — 7, [, alors
cx(f) = ar(f) pour tout k € Z

et

n
Snf(t) =co(f Z ) cos(kt) pour tout n > 1.

(ii) Si la fonction f est impaire sur | — 7, [, alors

ck(f) = —iB(f) pour tout k € Z

et

=2 Z Br(f) sin(kt) pour tout n > 1.

Démonstration. (i) Supposons f paire sur | — 7, w[. Pour tout k € Z, on a

ck(f) ! (_Ff() "’“dt+f £(t) —Zktdt>

o

1 ik —ikt

o (L f(=t)e™tat +J0 f(t)e dt)

— % JW f(t) x 2cos(kt) dt par parité de f
0

= ap(f)-

Comme oy (f) = a_k(f) par parité de cos, on a donc c_i(f) = cx(f) = ax(f) pour
tout k € Z, et donc

n n
Snf(t) = co(f Z ekt 4 *Zkt =co(f Z ) cos(kt).

(ii) Supposons f impaire sur | — 7, 7[. On montre comme dans (i) qu'on a

en(f) = _J f(t)sin(kt) dt = —ifi(f)

pour tout k € Z (exo). En particulier co(f) = 0 et c_x(f) = —ck(f) pour tout k € Z;
donc

Zn: cx(f ekt — *’kt = Zn: )sin(kt) = 2 Z Br(f) sin(kt).

k=1 k=1

LA QUESTION, FINALEMENT. Si f € L}, & quelle(s) condition(s) peut-on dire que
Spf “tend vers f", en un (ou plusieurs) sens & préciser 7
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2. Un (tout petit) peu d’analyse fonctionnelle

2.1. Des espaces de fonctions. On a déja défini l'espace Li_. On définit de
méme l'espace L5 pour 1 < p < oo : une fonction borélienne f : R — C est dans L} _
si f est 2m-périodique et si |f|P est localement intégrable. On identifie deux fonctions
de ng si elles sont égales presque partout. Ainsi,

f=0 dans Lf_ <= f(t)=0 pp.

Enfin, on note Ca; 'ensemble des fonctions f : R — C continues et 2m-périodiques.

EXERCICE. Montrer que si f € Cor, alors f est bornée et uniformément continue
sur R.

Pour f € ng on pose

s dt 1/p
o p 2 .
= ([ 1rwr ) s
et pour f € Car, On pose

[flloo == sup {|f(t)]; t € [-m, 7]} =sup {|f(1)]; t e R},

qui est bien défini car f est bornée.

FAIT 1. LE_ et Cor sont des espaces vectoriels, et | - [, et | - | sont des normes
sur L5 et sur Car respectivement.

Démonstration. On le sait... O

FAIT 2. Pour tout 1 <p<ow,onaCor S Lh LI et -1 <] [, <] - loo-

Démonstration. L'inclusion Cor € LY et Uinégalité || - ||, < | - o sont laissées en
exo.

Montrons linclusion L5 < L1 et I'inégalité | - |1 < | - |- Supposons 1 < p < o0,

et notons g l'exposant conjugué de p. Si f € LY alors, par 1'inégalité de Hélder, on a

T T 1/p us 1/q
[Cworgs< ([ rorss) " ([ 1g) =15

done f € Ly et |1 < [ flp- -

FaIT 3. Si f € Li_, alors

lex(H)] < | fl1 pour tout k € Z.

Démonstration. Micro-exo. O

THEOREME 2.1. Cor est dense dans L’Q’ﬂ, pour tout 1 < p < 0.

Démonstration. Soit f € Lgﬂ, et soit € > 0. On cherche une fonction ¢ € Cor telle
que [l — fl, < €. On sait par le cours de théorie de l'intégration que les fonctions
continues & support compact sont denses dans LP(] — m, 7[). Donc, on peut trouver
une fonction continue ¢ : | — 7, 7[ — C, nulle en dehors d’un certain intervalle compact
[a,b] =] — 7, «[ telle que [¢ — fllLp(—r,x[) < €. La fonction ¢ peut se prolonger en
une fonction continue sur R et 27-périodique (micro-exo), qu’on note encore . Alors
peCaret|p—fly<e. O
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2.2. Raisonnement par approximation. Le lemme suivant est la base de nom-
breux “raisonnements par approximation”. On I'utilisera plusieurs fois.

LEMME 2.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Soient également ( Ly )pen
une suite d’applications linéaires continues, L, : E — F, et soit L € L(E,F). On sup-
pose que :

(i) 4l existe un ensemble dense D € E tel que Ly (z) — L(z) pour tout z € D ;
(ii) 4l existe une constante C telle que Yn e N : ||L,| < C.

Alors on peut conclure que Ly, (u) — L(u) pour tout u € E

Démonstration. Quitte a remplacer L, par L, — L (qui vérifie (ii) avec C' :=
C +||L|), on peut supposer que L = 0.

Soit u € E quelconque, et soit € > 0. Comme D est dense dans F, on peut trouver
z € D tel que ||z — ul| < e. Pour tout n € N, on a alors

[Ln(w) = [Ln(u = 2) + Ln(2)]
S [ Lnu = 2)[ + [ La(2)]
< [Lalllu = 2] + [ La(2)]
S Clz—u| + [Lu(2)| < Ce + [ Ln(2)].

Maintenant, comme z € D, on sait que L,(z) — 0; donc on peut trouver un entier
N tel que | Ly, (2)|| < e pour tout n = N. On obtient ainsi

Vn=N : |Ly(u)| < (C+1)¢g;
ce qui montre que Ly (u) — 0. O
2.3. Illustration : le “Lemme de Riemann-Lebesgue".

PROPOSITION 2.3. Pour toute fonction f € Ly on a kliIJIrl ck(f)=0.
— 100

Démonstration. La preuve qu’on va donner se fait en 2 étapes : on démontre d’abord
le résultat pour toutes les fonctions de classe C', puis on conclut “par approximation”
en utilisant le Lemme 2.2.

CAs 1. On suppose que f est de classe C!.

Dans ce cas, on utilise une intégration par parties. Si k # 0, alors

2rep(f) = ’ f(t)e *tdt
= [f (1) x — e—““]:r + i f 7; f(t)e *dt

= ik Ck(f/)-
Donc |ex(f)] < ﬁ lex(f)] < |—i| | f'|1, et donc ¢x(f) — 0 quand k — +oo.
CAS GENERAL. On montre le résultat pour toute f € L3 .

Pour k € Z, soit Ly : L} — C la forme linéaire définie par

Li(f) = cx(f)-
Comme |ck(f)| < ||f|1 pour toute f € L3 | les Ly sont continues avec |Lg| < 1
pour tout k. De plus, Li () — 0 pour toute ¢ € C3_ par le Cas 1, ot C3_ est 'ensemble
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des fonctions 27-périodiques de classe C'. Enfin, on verra plus loin (Corollaire 3.8) que
Ci_ est dense dans L} _. On peut donc conclure grace au Lemme 2.2 que Li(f) — 0

pour toute f € Léﬂ ; ce qu’on voulait. O

REMARQUE. Il est important de se souvenir que si f est une fonction 27-périodique
de classe C', alors

(2.1) cx(f) = %ck(f’) pour tout k # 0;

et que cette formule s’obtient en faisant une intégration par parties.

3. Convolution
3.1. Définition du produit de convolution.

DEFINITION 3.1. Soient f,g € L _. Pour x € R tel que la fonction t — f(t)g(x —t)
soit intégrable sur [—m, 7|, on pose
dt

feg) = [ sat—0 o

On dit que la fonction (partiellement définie) f * g est la convolée de f et g.

LEMME 3.2. Si f,g€ Li_, alors f = g(x) est bien défini pour presque tout x € R et
frge Ly, avec |f+gli <|[flilgl-

Démonstration. Comme g est 2m-périodique, il est clair que f * g(z) est bien défini
si et seulement si f = g(z + 27) l'est, et qu’on a alors f*g(x) = f#g(x+27). Donc fxg
est 2m-périodique sur son domaine de définition. On prolonge f * g & R tout entier en
posant f = g(x) := 0 si la fonction ¢t — f(t)g(z —t) n’est pas intégrable sur R. De cette
fagon, f*g devient une fonction définie sur R tout entier, et 27-périodique (micro-exo).
De plus, on admettra que f = g est borélienne.

Par le théoréme de Fubini, on a

[ ([ 1rwsta=oige ) o= [ 1sen ([ 1ote =015 ) 5
- [T ([ 5 o

~lgh 17001 5

—T

= lglhl £l < <.

En particulier, on a {"_|f(t)g(z — t) gfr < oo pour presque tout x € [—m, 7].
Autrement dit, f * g(z) est bien défini pour presque tout z € [—m, 7]; et donc pour
presque tout x € R par périodicité

Enfin, comme |f = g(z)| < ¢(z) := §7_|f(t)g(z — )| 4% pp, on a §T_|f # g(x)| 5= <

7. o(@) 57 = | flilglys done fxge Ly et |f =gl < |f]1 ]l .

REMARQUE 1. Si f € L}_ et g € Ca, alors f # g(x) est bien défini pour tout x € R,
et f# g € Cor avec [ f 5 gllo < [ f]1]gllco-
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Démonstration. Comme g est bornée sur R et f est intégrable sur [—m, 7], la fonc-
tion t — f(t)g(x —t) est intégrable sur [—7, 7| pour tout = € R; autrement dit f * g(z)
est bien défini pour tout « € R. La continuité de f *g découle du théoréme de continuité
pour les intégrales & paramétre (exo). O

1

REMARQUE 2. Si f,ge€ Ly, alors fxg=g=* f.

Démonstration. En posant u := x — t et en utilisant la périodicité, on voit que

T T+T m
frg@) = | s -05 = [ fo— w5t

27T r—T

=JKMMﬂx—mdu—g*ﬂm-

_r or

REMARQUE 3. L’application (f,g) — f = g est bilinéaire.

Démonstration. C’est évident par linéarité de I'intégrale. g

3.2. Fourier et convolution. Le lemme suivant est “évident", mais on verra qu’il
est aussi trés important.

LEMME 3.3. Si f € L} _, alors f + e, = ci(f)er pour tout k € Z.

21

Démonstration. C’est clair par définition :

fmww:waﬂWﬂ“=a“ffwa“:%umu»

27 - 27
0

COROLLAIRE 3.4. Si f € L _, alors les sommes partielles de Fourier peuvent s’écrire
comme des convolutions : on a pour tout n € N,

n

Snf =f=*Dy o D, := Z ek

k=—n

La fonction D,, s’appelle le noyau de Dirichlet de degré n

La proposition suivante ne nous servira en fait & rien; mais il est tout de méme
important de connaitre ce résultat (“la transformation de Fourier change le produit de
convolution en produit ordinaire").

PROPOSITION 3.5. Si f,g€ L}, alors cx(f * g) = ci(f)er(g) pour tout k € Z.
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Démonstration. Par le théoréme de Fubini (exo : vérifier qu’on peut 'appliquer),
on a

i dx
*g f f*g zkx27r

[ ([ swaa-ngt) et

_ " f(t)efikt <Jﬂ- Q(IE _ t)efik(mft) dﬂ?) ﬁ

—T -7 27 2T
B T ikt —t+m du dt
- [ s ( [ stwe %) u
=) | s S = enlg)enlh)
- T

3.3. Approximation par convolution.
DEFINITION 3.6. Soit (Qn)nen une suite de fonctions de Li_. On dit que (Qn)nen
est une suite de Dirac si elle vérifie les propriétés suivantes.
) SLF Qn(t) g—; =1, et Q, =0 pour tout n € N;
(il) pour tout 0 vérifiant 0 < § < m, on a

—0
lim Qn()dt 0= lim Qn()dt

n—0o0 s n—00 2

EXEMPLE. Il existe une suite de Dirac (Q,,) formée de fonctions de classe C*.

Démonstration. Pour tout n € N, on choisit une fonction ¢, : [ 7r ,m] — R de classe
C!, telle que g, = 0, gn(t) = 0 en dehors de [-27",27"] et S t)dt = 2, et on
prolonge ¢, en une fonction 2w-périodique @Q),. Faire un dessm Il n est pas ev1dent
que de telles fonctions ¢,, existent ; en posant a, := 27", on peut par exemple prendre

1 1
qn(t) := e tane tan pour |t| < a, et ¢,(t) := 0 pour |t| = a, (exo : vérifier que cela
fonctionne). O

THEOREME 3.7. Soit (Qn)neny S L3 une suite de Dirac.
(1) Si f € Cor, alors Qn * f — [ uniformément quand n — o0.
(2) Si fe Ll , alors Qn* f — f en norme L'.
Démonstration. (1) Soit f € Cor. Fixons € > 0; on veut montrer qu’il existe un
entier N tel que
Vn=NVreR : |Q,=* f(z)— f(z)| <e.
La lére idée est d’écrire @, * f(z) — f(x) comme une intégrale. Si z € R est
T dt _ . L,
quelconque, alors comme {" Qn(t) 5= = 1 par (i), on peut écrire

_ f dt
B 271'
dt

Qn f f x_t f(x>)Qn(t>§

et par conséquent
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La 2éme idée est de découper 'intégrale en 2 parties : celle ol la variable ¢ est
“petite” et celle ou t n’est “pas petit”.

De fagon précise, comme la fonction f est dans Co, elle est uniformément continue
sur R. Donc, on peut trouver é > 0, avec d < 7 si on veut, tel que

lu—v| <§ = |f(u)— f(v)] <e.

Pour n € N et € R quelconques, on écrit alors

Qurf@— 1) = [ (fe=0)~1)Qu(t) a

— 4+
It|<6 2m

| Ga—n-r@)Q.m 5
o<|t|<m ™

et comme @, = 0, on en déduit

dt

dt
Quef@ —f@I< | c@ug+ | Afleo g

us d d
<[ Qg sl | g

<|t|<m 27
dt )
<ct2fln | @ulg par (i),
o<|t|<m @
Cette majoration est valable pour tout x € R et pour tout n € N. Maintenant, par
(ii) on peut trouver un entier N tel que

Yn> N 2] J Qi) X <o

s<|t|l<m 27
Ainsi, on obtient
Vn=NVreR : |Qn=* f(z)— f(z) <e+e=2

donc on obtient ce qu'on voulait en démarrant avec £/2 au lieu de e.

(2) La preuve est un exemple typique de “raisonnement par approximation”.

On veut montrer que @, * f — f dans L} pour toute f € L} ; et comme | -

l1 < | - |0, on sait déja par (1) que c’est vrai lorsque f € Car. Considérons alors les
applications linéaires Ly, : L} — Ll et L : L} — Li_ définies par

Ln(f) :=@u=f et L(f):=[.

Comme [Qy * fl1 < [|f]l1|Qnllr = || f]l1 par (i), les L, sont continues et |L,| < 1
pour tout n ; et bien siir L est continue aussi. De plus, L, (¢) — L(¢) pour toute ¢ € Car
par (1). Comme Ca, est dense dans L}_, on peut donc conclure grace au Lemme 2.2
que L, (f) — L(f) pour toute f € L _; ce qu'on voulait. O

COROLLAIRE 3.8. Soit C3 = {f : R — C 2m-périodiques et de classe C'}. Alors
Ci_ est dense dans L3_.

Démonstration. On choisit une suite de Dirac (Q,,) formée de fonctions C!. Si f €
L} est quelconque, alors les fonctions @, * f sont C! : en effet, on a Q, = f(z) =
Q) =5 f(O)Qn(z —1t) g—fr, donc on peut appliquer le théoréme de dérivabilité
des intégrales & paramétres (exo). Comme @, * f — f en norme L' par le Théoréme
3.7, on voit donc que pour toute f € L}, on peut trouver une suite (f,,) S Ci. telle

que f, 115 1. O
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4. Théoréme de Fejér
4.1. L’énoncé et ses conséquences. Si f € L%M, on pose pour tout N € N :

1 N
oNf(®) = g > Snf(x).
n=0

THEOREME 4.1. (Théoréme de Fejér)

(1) Si f € Car, alors on f(x) — f(x) uniformément sur R quand N — co.

(2) Si feLd , alors onf — f en norme L.

COROLLAIRE 4.2. Les coefficients de Fourier déterminent la fonction : si f,g € L}
vérifient cx(f) = cx(g) pour tout k € Z, alors f = g.

Démonstration. Soit u := f — g. Par linéarité, on a ci(u) = 0 pour tout k € Z, et
on veut montrer que u = 0. Mais c’est évident par Fejér : comme c¢i(u) = 0 pour tout
k, on a S,u = 0 pour tout n, donc oyu = 0 pour tout N, et donc u(t) = 0 pp puisque
onu — u en norme L. O

COROLLAIRE 4.3. Les polynomes trigonométriques sont denses dans Cor et dans

LY 1 < p < o0 pour les normes respectives de ces espaces.

27

Démonstration. Pour Cor et L}, c’est immédiat par Fejér puisque les ox f sont
des polynémes trigonométriques pour toute f € L%ﬂ. Pour L _, 1 < p < o, on peut
raisonner comme suit. Notons P I’ensemble des polynémes trigonométriques. Comme

|lu]p < ||ufo pour toute u € Cor et comme P est dense dans Car pour la norme | - ||,
on voit que 'adhérence de P dans L% contient Car ; et comme Car est dense dans L
par le Théoréme 2.1, on en déduit que P est dense dans L . ]

COROLLAIRE 4.4. Soit f € Cor et soit t € R. Si S, f(t) admet une limite quand
n — o, alors cette limite est nécessairement égale o f(t).

Démonstration. Notons L la limite de Sy, f(¢). Par le théoréme de Cesaro, oy f(t) =
ﬁ Zg;o Sy f(t) tend vers L quand N — o0 ; donc L = f(t) par Fejér. O

EXERCICE. Soit f € L%ﬂ. Montrer que pour tout NV > 0, on a

N
|k| ikx
onf(x) = E 1-— cr(f)e™™.
N (@) N< N—}—l)k()

k=—

4.2. Preuve du Théoréme de Fejér. Le preuve du Théoréme de Fejér repose
sur les trois lemmes suivants. Rappelons d’abord la définition des noyaux de Dirichlet :

pour tout n € N,
n
D, = Z ek.

k=—n
LEMME 4.5. Si f € Léw, on a pour tout N e N :

N

1
onf=f*xKy ou KN::N+1ZD"'

n=0

La fonction Ky s’appelle le noyau de Fejér de degré N.
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Démonstration. On a vu que S, f = D, * f pour tout n € N. Donc, par linéarité,

1 N
B <N+1§OD”)*‘f'

LEMME 4.6. Pour tout n € N, on a

Dy () = sin((gn Jtr 1)%);
sin (%)
et pour tout N e N, on a
1 sin?((NV +1)3)
N +1 sinz(%)
Remarque. Pour t € 27Z il faut lire D, (t) = 2n + 1 et Kn(t) = N + 1.

Kn(t) =

Preuve du lemme. Tout repose sur le Fait suivant.

FArT. Site R\27Z et M € N, alors

M : t
Z gimt _ iM% sin((M + 1)5).
(1
m=0 Sln(i)
Preuwve du Fait. Comme t ¢ 277, on a e # 1, donc on peut écrire

ci(M+1)t

M

imt 1-—
Z e = 1 it
m=0 €

7,(M+l)
pour faire apparaltre les sinus :

n l—e
1—

1 — ei(MJrl)t ei(M+1)§ e—z‘(M+1)E _ ez‘(M+1)g
. = X
-t -t -t
1—et e'2 e 2 —e'2
. . t
et —2isin 5
_ ezM§ > ( ; 2)
—21 sm(§)

Puis on “traffique

d’ou le résultat.
En appliquant le Fait avec M := 2n, on trouve (pour t ¢ 277Z)
n 2n : t
S ikt — gmint SN gimt _ gmint o gint sin((2n +1)3)
. t )
k=—n m=0 sin(3)
ce qui est la formule souhaitée pour D, (t).

Ensuite, on écrit

N sin((2n + 1)%) 1 N ¢
(N + 1)K n(t 2/ = _ Im ¢!tz )
(P e e R P
En appliquant le Fait avec M := N, on trouve
Z i(2n+1) % _ % i 1(N+1)% Sin((N + 1)%) .
= = sin (%)
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Donc
- (i ei(n+§>t> _ stV 1)3)
e sin(3)
ce qui donne la formule pour Ky (t). O

LEMME 4.7. La suite (Kn)nso est une suite de Dirac. Autrement dit, les noyauz
de Fejér Ky possédent les propriétés suivantes :

i) 7 Kn(t) &L =1 et Ky >0 pour tout N € N;
(11) pour tout § vérifiant 0 < § < m, on a
T -4
lim Ky(t)dt =0 = lim Ky (t)dt.
N—ow Js N—ow J_ .

Démonstmtion (i) Par le Lemme 4.6, Ky est bien une fonction positive. De plus,

ona {" Dy(t)dt =30 T e — 1 pour tout n € N (car {74 vaut 0 si

k#Oetlslk—OparleFaltlo) etdoncs Kn( )2F=N+1Zn oST Dn(t) & = 1.

(i) Comme Ky est une fonction paire (par définition, ou par le Lemme 4.6), il
suffit de considérer {J Ky (t)dt. Si § <t <, alors sin®(¢/2) > sin?(§/2). Donc, par le
Lemme 4.6,

T 1 Cs
f (1) dt < 7 L sin?(6/2) SN+1 YT s
ce qui montre que S5 Kn(t)dt — 0 quand N — 0. O
Preuwve du Théoreme de Fejér. Par le Lemme 4.5, on a onf = f+« Ky = Ky = f

pour toute f € L%; et par le Lemme 4.7, la suite (Kxn)n=0 est une suite de Dirac.
Donc il suffit d’appliquer le Théoréme 3.7. ]

5. Théorie “L?’
5.1. Structure hilbertienne de L3 .
FAIT 5.1. Ona “L3_- L3 < LY 7 :sif,ge L3, alors fge L}

Démonstration. On a |fg| < 3(|f|* + |g/*); donc |fg| est localement intégrable
puisque |f|? et |g|? le sont. O

NOTATION. Pour f,g € L3 _, on pose
4 —— dt
o= 105w
—T
Cela a bien un sens car fg e L} d’aprés le Fait 5.1

FAIT 5.2. (-,-) est un produit scalaire sur Li_, et la norme | - |2 provient de ce

produit scalaire : si f € L%, alors
I fll2 =/ <£ )

En particulier, on a ’inégalité de Cauchy-Schwarz : si f,g e L3 _, alors

(Kl <[ Fl2lgl2-

Démonstration. Exo. O
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REMARQUE. Si on applique Cauchy-Schwarz avec |f]| et |g| plutot que f et g, on
obtient

T d
| 1rwe 5 <1l gl

—T
autrement dit

|79l < [ £12lg2-

LEMME 5.3. La famille (ex)kez est orthonormale pour le produit scalaire (-, ).
Autrement dit :

lexle =1  pour tout k et (ep,e1) =0 sik#L.

Démonstration. On a |ex3 = {7 _|e™* th = Lﬂ 5= = 1 pour tout k € Z; et

leprery =1§" ik ”dt =0sik#1lparle Falt 1. . O

COROLLAIRE 5.4. Pour tout polynome trigonométrique P(t) = Y. ce™™, on a

kel
1PI5 = lewl.
ke

Démonstration. Comme les vecteurs cxey sont deux a deux orthogonaux dans L3_,
on a ||P|3 = | Xpen ckerl3 = Sien lcker]3 par le Théoréme de Pythagore; d’ou le
résultat puisque |eg||2 = 1 pour tout k. O

5.2. Signification géométrique de la série de Fourier.

FAIT 5.5. Si fe L, on a pour tout ke Z :

Ck(f) = <f> ek’>'

Démonstration. Par définition. O

NOTATION. Pour tout entier n = 0, on note P,, I’ensemble des polyndémes trigono-
métriques de degré < n, i.e. les polynémes trigonométriques P de la forme

n

P(t) = Z cpett.

k=—n

Autrement dit :
Ppn = Vect (e_p, ..., ep,...e,) = Vect (eg)r__,

LEMME 5.6. Si f € L3_, alors, pour tout n € N, S, f est le projeté orthogonal de
f sur P,. Autrement dit, on a

Snf € Pn et {(f =5n,Q) =0 pour tout Q € P,,.

Démonstration. Comme la famille (eg)}__,, est orthonormale et engendre P,,, c’est
une base orthonormée de P,. De plus, on a par le Fait 5.5 :

Suf = Y {frenen;

k=—n

donc on reconnait la formule “bien connue" pour le projeté orthogonal. O

COROLLAIRE 5.7. On a ||[f — Sufll2 < ||f — P2 pour tout P € P,.
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Démonstration. Soit P € P,,. Comme (f —S,f) L Py, ona (f—Spf) L (Snf—P),
et donc par Pythagore :

|f = Pl3 = [(f = Suf) + (Suf = P)I3 = |.f = Sufl3 + [Suf — Pl3-
En particulier, |f — P||3 = |Snf — PJ3. O

NOTATION. Si (ag)rez est une suite de nombres réels positifs indexée par Z, on
pose

o0 n
Z ap = lim 2 Qag;
n—a0
k=—o0 k=—n

n
limite qui existe dans [0, 0] car la suite A, := > a4 est croissante.
k=—n

0
Ezercice 1. Montrer qu’on a >, ay = sup { aj; FcZ ﬁni}.

k=—0o0 1€eF

o0
Ezercice 2. Montrer que si on a Y, «af < o0, alors ap — 0 quand k& — $o0.
k=—0o0

COROLLAIRE 5.8. Si f € L2, alors Y. |cx(f)|? < oo. Plus précisément, on a

2 keZ
linégalité de Bessel
0
D) lea(DIP <1115
k=—00

Démonstration. Par Pythagore, on a pour tout n € N :

113 = 1f = Suf15 +1Sa 13-

Donc
n

2 le(HP = 1SufI> < |f3  pour tout n e N;

k=—n

o0
ctdone 3 |ex(f)2 < |fI2 < co. -

k=—

Remarque. L’inégalité de Bessel montre en particulier que si f € L%W, alors cx(f) —

0 quand £ — 4o00. En raisonnant “par approximation”, on peut alors en déduire le
Lemme de Riemann-Lebesgue (i.e. la méme conclusion en supposant seulement que
feLl). (Exo: écrire les détails.)

5.3. Le Théoréme de Parseval.

THEOREME 5.9. Si f € L2, alors la série de Fourier de f “converge vers f en
norme L?" ; autrement dit

|Snf — fla—0 quand n — 0.
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Démonstration. Soit € > 0. Comme les polynémes trigonométriques sont denses
dans L3_ pour la norme L2, on peut trouver un polynoéme trigonométrique P tel que
|f — P|2 < e. Alors P € Py pour un certain entier IV, et on a donc P € P, pour tout
n = N. Comme S, f est le projeté orthogonal de f sur P, on en déduit

|Snf = fla<|P—fla<e pour tout n > N.

g
COROLLAIRE 5.10. Pour toute f € L2 _, on a la formule de Parseval
o0} us
dt
I PR VOIS
k=—o0 -
Démonstration. Par le Théoréme 5.9, ||Sy,f|2 — | f]2 quand n — co. Donc
n
1£13 = lim [Snf13 = lim > |en(f)I.
k=—n
O
0 2
1 7T
EXEMPLE. On a Z 26

k=1

Démonstration. Soit f: R — R la fonction 2w-périodique définie par
flt)y=t pour —7w<t<m.

La fonction f est continue sur [, 7[ et bornée sur [—, 7], donc f e L2 .
Onaco(f)=1§"_t thr = 0 car f est impaire sur | —m, 7[. Pour k& # 0, une intégration
par parties donne

2mex(f) = f te~kt gt

—T

-1 .7 1 (™ .
[ TR I

(—1)k+171- .
ik ’

—Tr

=2 X

donc ¢k (f) = (_1i)kk+1 et [cx(f)|?> = IT12 pour tout k # 0.
Par la formule de Parseval, on a donc

1 T dt T o dt
I MGl e
keZ\{0} - -

autrement dit
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6. Convergence normale

DEFINITION 6.1. Soit (fx)kez une suite de fonctions bornées indexée par 7, avec
fi : R — C. On dit que la série ) fi converge mormalement sur R si on a
Y el < 00 autrement dit, s’il existe une suite de réels positifs (cuy)rez telle

que
e}

|fx(t)| < ar  pour tout t € R et > g < 0.
k=—o0

Remarque 1. Sila série Y| fi converge normalement sur R, alors la suite des sommes

n
partielles symétriques S, = >, fx converge uniformément sur R.
k=—n
Démonstration. On vérifie (exo) que la suite (Sy,) est de Cauchy dans I'espace des
fonctions bornées (¢ (R), | - |«), qui est complet . O

Remarque 2. Une série de la forme Y cpei#t

seulement si la série > |ck| est convergente.

converge normalement sur R si et

Démonstration. C’est évident. O

RAPPEL. Soit f : R — C. On dit que f est de classe C! par morceaux sur un
intervalle [a,b] < R il existe une subdivision (sg,...,sy) de [a,b] telle que f est de
classe C! sur chaque intervalle 1sj,8j41[, 0 < j < N —1et f’ admet une limite & droite
en s; et une limite a gauche en s;41. (Faire un dessin).

Remarque. La fonction f n’est pas forcément continue sur [a,b]. Mais si elle Pest,
et si (so,...,sy) est comme plus haut, alors f est de classe C! sur chaque intervalle
fermé [Sj, 8j+1].

Le résultat suivant s’appelle parfois le Théoréme de Dirichlet. On pourrait aussi
I’appeler le “Théoréme de convergence normale pour les séries de Fourier".

THEOREME 6.2. Soit f : R — C une fonction 2w-périodique. Si f est continue sur
R et de classe C! par morceaux sur [—7, 7|, alors la série de Fourier de f converge
normalement vers f. Autrement dit, on peut écrire

0¢]
VieR : f(t) = Z cpe®t
k=—0o0
ot la série converge normalement sur R.
Démonstration. Dans ce qui suit, on posera f’(t) = --- f'(t) en tout point ¢t ou f

est dérivable, et f/'(t) = 0 en tout point ¢ ot f n’est pas dérivable.

FAIT 0. La fonction f’ est continue par morceauz sur [—m,7]; et donc f' € L3 .

FAIT 1. Pour tout k € Z, on a ¢k (f") = iker(f).

Preuwve du Fait 1. Comme f est continue et C' par morceaux, on peut trouver une
subdivision (sg,...,sy) de [—m, 7] telle que f est de classe C! sur chaque intervalle
[sj,8j+1], 0 < j <N —1. Alors
N=L rsjpn .
ar(f)=— > f f(t)e " *tdt.

j=0 V5
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De plus comme f est de classe C! sur chaque [sj,5j+1], on peut intégrer par parties :

J et = e J 0 < ke,

. Si .
Sj J Sj

On obtient donc

1

N— ) N—=1 sy
2 [f(t)e_ikt] AR L 2 f ’ f(t) x ike ™*tdt

c(f) =
=0 & 2m = Js;

LT 1 a .
f(t)e_lkt] + — f(t) x ike~ 4z,

- 2 -

¥ F=

De plus []‘“(15)6_”“5]717r = 0 par 27-périodicité ; donc

/ . " —ikt dt ;
ck(f') =ik fe =ik ci(f).
. 27
U
FAIT 2. La série Y c(f)e** converge normalement sur R.
Preuve du Fait 2. Par le Fait 1, on a ¢;(f) = 7 cx(f') pour tout k # 0, donc
1 , 1,1 , 2)
(1)l = prlen(sl < 3 (g + ()
et donc
- , 1l 1 1 N2
Z lek| < leo(f)]” + 5 Z PR Z e ()]
k=—00 k0 k0
< par l'inégalité de Bessel pour f.
U

Remarque. De cette preuve, il importe retenir la chose suivante : si (ay) et (by)
sont deux suites de nombres complexes telles que les séries Y |ax|? et Y. |bg|? sont
convergentes, alors la série Y| aiby est absolument convergente. Pour faire court :

el
w .
FaIT 3. Ona > ci(f)e’ = f(t) pour tout t € R.
k=—o0
Preuve du Fait 8. Comme f est continue, cela découle du Corollaire 4.4.
On peut aussi raisonner comme suit. Posons f(t) := > cx(f)e*. Par conver-

gence uniforme de la série Y ¢, (f)e’*t, la fonction f est continue (et 27-périodique), et

on a ck(f) = ¢;(f) pour tout k € Z d’aprés le Lemme 1.4 ; donc fz f par le Corollaire
4.2

Par les Faits 2 et 3, la preuve du théoréme est maintenant terminée.
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7. Convergence ponctuelle

DEFINITION 7.1. Soit f : R — C, et soit tg € R. On dit que la fonction f est
réguliére au point ty si

e f admet une limite a gauche et une limite & droite en xg ;

e la fonction fy définie par fi(t) = f(t) pour t > xq et f+(to) = f(td) est
dérivable a droite en tg,

e la fonction f_ définie par f_(x) = f(x) pourt < ty et f_(to) = f(t,) est
dérivable a gauche en tg.

EXEMPLE. Si f est de classe C! par morceaux au voisinage de tg, 4.e. C' par mor-
ceaux sur un intervalle [a, b] avec a <ty < b, alors f est réguliére au point t.

Le résultat suivant est parfois appelé le Théoréme de Jordan-Dirichlet. On
pourrait aussi appeler le “Théoréme de convergence ponctuelle" (pour les séries de
Fourier).

THEOREME 7.2. Soit f € L}, et soit tg € R. Si f est réquliére au point to, alors

no ftg) + flty).
2 b)

Snf(tO)

autrement dit, on peut écrire

Z Ck(f)eikto _ f(tf)i_) ;— f(ta)

k=—

En particulier, si f est continue en to et C* par morceaux au voisinage de ty, alors
0

ST el = f(to).

k=—0

Démonstration.

FAIT 1. Pour tout n € N, on a

dt

s.(00) - L I0) [T o0y 22

ou D, est le noyau de Dirichlet et
$(t) == (flto+1) = f(tg)) + (flto —t) — f(tg))-

Preuve du Fait 1. On sait par le Lemme 4.5 que

Suf(t) = f * Dulto) = Do x f(t0) = | flto— t)Du(t) 2L

- 2w
n

De plus, D, (t) = Y €™ est visiblement une fonction paire. Donc
k=—n

" Flto — £)Dy(t) di = r F(to + 1) Dy (t) dt:
-7 0

et par conséquent

(7.1) Suflto) = [ (Flto 1)+ fta+ 1) Da(t) 5

0 2
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n
Par ailleurs, comme D, est paire et §*_ Dy, (¢) thr = Z 7 ikt gfr =1,0ona
—-n
Jy Prc0ze =3[
27T

Donc on peut écrire M (ftg) + f(tg)) x §5 D ) & ou encore

1)+ ) ([ ) it
(72) T 2 IC) {7 (1) + 1065)) Datt) o

0 ™

En combinant (7.1) et (7.2), on obtient I'identité cherchée. O

FAIT 2. La fonction h :]0, 7] — C définie par h(t) := o) ost intégrable sur 10, 7].

sin(%)

Preuve du Fait 2. La fonction h est visiblement borélienne. De plus, h est intégrable

N+

sur [d, 7] pour tout 0 < & < m, car |h(t)| < Si‘f((g)g) sur [d, 7] et ¢ est localement
intégrable. Il suffit donc de montrer que h est intégrable sur ]0,d] pour un certain

d > 0; et pour cela, on va montrer qu’il existe § > 0 tel que h est bornée sur |0, d].
F(@)—f(tg)

g admet une limite quand =z — tar
0

_ +
admet une limite quand =z — £ ; autrement dit, w et

M

Comme f est réguliére en tg, on sait que

f)—f(tg)

et que —to

Fto—t)—=f(tg)
t

admettent des limites finies quand ¢ — 0%. Donc admet une limite

finie quand t — 0% ; et en particulier ¢( ) est borné au voisinage de 0. On peut donc

trouver 0 > 0 et une constante C tels tel que |p(t)| < C't sur ]0,6]. Par ailleurs, on a

également sin(%) > 2 x L = L sur [0, 7] car sin(u) > 2u sur [0,7/2]. Donc on obtient

]h(t)\<0tx?=7r0 pour 0 < t < 4.
Ainsi, h est bornée sur ]0,4], et donc bornée sur [0, J]. O

On peut maintenant démontrer le théoréme. Soit A la fonction définie dans le Fait
2. Par le Fait 1 et comme

sin((2n 1
Duftyoty = D8
2

t
o(t) = sin((2n + 1)5) h(t) si0O<t<m
on a pour tout n € N :

Snf(to) — M = fﬁ sin((2n + 1)%) h(t) i

2 0 2
ta du
= | sin((2n + 1)u) h(QU)?-
0

De plus, par le Fait 2 la fonction 27-périodique & définie par h(u) := h(2u) sur ], 7]

et h(u) := 0 sur 15,27 appartient a L} . Par le Lemme de Riemann-Lebesgue, on en
4 -

déduit que S, f(tg) — M tend vers 0 quand n — oo (micro-exo, vérifier que la

derniére intégrale écrite plus haut est égale a %(C2n+1(h) — c,gn,l(h))) ; ce qui termine
la démonstration. 0
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COROLLAIRE 7.3. Soient f,g e L _ et soitty e R. Si f et g coincident au voisinage
de tog, alors Sy f(to) admet une limite quand n — oo si et seulement si Spg(to) en admet
une, et dans ce cas limy,_,o0 Sp.f(to) = limy, 00 Sng(to). (Ce résultat porte le nom de
principe de localisation.)

Démonstration. La fonction ¢ := g — f est identiquement nulle au voisinage de to,
donc certainement réguliére au point ¢y avec ¢(t5) = 0 = ¢(t). Donc S,d(tg) — 0
quand n — o0, autrement dit S, g(to) — Sn.f(to) — 0. Le résultat s’en déduit immédia-
tement. ([l

EXEMPLE 1. On a les formules suivantes :

2 k+1sm sin(kt) ¢

Vi e |
—m, 7 3’

et
Vz €10, 27|

‘ i sin(kz) _m—x
L

Démonstration. Soit f : R — R la fonction 27-périodique telle que
fit)y=t pour t € [—m, 7.

La fonction f est visiblement réguliére en tout point (mais pas continue), et continue
sur |—m, 7[. De plus, f est impaire sur |—m, w[. D’aprés le Théoréme 7.2 et la Remarque
1.7, on a donc

2 Z Br(f) sin(kt) pour tout t € |—m, 7[.

Le calcul des coefﬁments Br(f) est facile en intégrant par parties :

vy

Br(f) = 1 Jﬂtsin(kt) dt = [—1 tCOS(kt):|7r + S cos(kt) dt

T Jo km km
-1 k+1

(On pouvait aussi dire qu’on a déja vu au cours du calcul de Y7 | 7 que ¢ (f) = (711-)1:“, et
que SBi(f) = =+ cx(f).) On obtient ainsi

o0 .

sin(kt t
Z (—1)F*1 l(<: ) =3 pour t € |—7, m[.
k=1

Si maintenant on prend x € ]0,27[ et ¢ := 7 — z, alors sin(kt) = (—1)¥*!sin(kz) pour
tout k > 1; et comme t € |—m, 7[, on en déduit

& sin(kz) 7w —x
Z = pour z € |0, 27[.
=k 2

EXEMPLE 2. Pour tout a € R\Z, on a

Wcotan 7ra - + Z 73 k2
a
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Démonstration. Soit f: R — C la fonction 2m-périodique telle que
f(t) = et pour t € [0, 27 .
La fonction f est visiblement borélienne bornée, donc f € Li_; et f est régulicre au
point tg = 0, avec f(0F) =1 et f(07) = f(27~) = €2™. Donc on peut écrire
0 ira

14+ eQwra e . . .
(7.3) 2 ck(f) = 5 == (e77% 4 €'™) = €' cos(ma).

k=—00

Par ailleurs, les ¢ (f) sont faciles & calculer : comme a ¢ Z, on a

Ck(f) _ i 2 eiate—iktdt _ i [#ei(a—k)t]%r _ #(emwa o 1),
2m Jo 2 Li(a — k) 0 2im(a—k) ’
et comme €7 — 1 = /™ (e”a - e_”r“) = €™ x 2isin(ma), cela peut encore s’écrire

e sin(ma)

e (f) = m(a — k)

On a donc pour tout n > 1 :

ch(f) eir ?sin(ma) [i+

k=—n

En revenant a (7.3), on obtient ainsi

e}
6 Slrl 7Ta ( 2

d’ou la formule souhaitée :

1 & 2
-+ ——— = = mwcotan(ma).
a kzzllaz—k‘2 (ma)



Chapitre 2

Fonctions holomorphes

1. Calcul différentiel dans le plan complexe

1.1. Préambule : C et R%. Dans tout ce qui suit, on identifiera constamment C
avec R? de la facon habituelle : & un nombre complexe z = x + iy correspond le couple
(x,y) € R2. Il est trés important de savoir “jongler” avec cette identification :

C «— R?
z=x+ iy «— (z,y)
En particulier, il faut toujours avoir en téte que si z = x + iy € C, alors
? +y? = |22 = 2z
1.2. Formes différentielles.

NoTATIONS. On notera £(C,C) ou £(R?, C) 'ensemble des applications R-linéaires
de C = R?dans C. Si L € £(C,C) = L(R%,C) et h € C = R?, on note L(h), ou L - h,
ou simplement Lh, I'image de h par L.

Remarque. Comme C = R? est un R-espace vectoriel de dimension 2, £(R?,C) est
un R-espace vectoriel de dimension 4. C’est aussi un C-espace vectoriel (car on peut
multiplier une application linéaire L : R? — C par un nombre compleze), de dimension
2.

EXEMPLE. Soit Q un ouvert de C. Si f :  — C est une fonction différentiable en
un point p € €, alors, par définition, df (p) est un élément de £(C, C).

DEFINITION 1.1. Soit Q un ouvert de C = R?. Une 1-forme différentielle sur Q
est une application w : Q — L(R?,C).

Remarque. La définition a en fait un sens méme si ) n’est pas un ouvert, ce qui
sera parfois commode.

EXEMPLE. Si f :  — C est une fonction différentiable en tout point, alors sa
différentielle df : Q — L(C, C) est une forme différentielle.

OPERATIONS SUR LES FORMES DIFFERENTIELLES.

(a) Addition, multiplication par un scalaire. La somme de deux 1-formes wq et wo
est la 1-forme définie par la formule

(w1 4+ w2)(2) = w1(2) + wa(z).
Le produit d’une 1-forme w par un scalaire A € C est la 1 -forme définie par
(Aw)(2) = dw(z).

27
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(b) Multiplication par une fonction. Si w est une 1-forme différentielle sur 2 et
si f:Q — C est une fonction sur €2, on définit une 1-forme fw en posant

(fw)(z) = f(2)w(z).
(La multiplication par un scalaire est un cas particulier : ¢’est la multiplication

par une fonction constante).

EXERCICE. Montrer que si f, g : 2 — C sont des fonctions différentiables, alors
d(fg) = gdf + fdg.

1.3. Ecritures “canoniques” d’une forme différentielle. Dans ce qui suit
est un ouvert de C = R2.

NOTATION 1. On note x et y les “fonctions coordonnées” sur € : si u = (x4, yy) € 2,
alors z(u) = x,, et y(u) = yy. (On devrait en fait écrire zg, et yo pour indiquer que le domaine
de définition de ces fonctions est {2 ; mais ce serait un peu lourd.) Méme si elles sont & valeurs
réelles, on considérera x et y comme des fonctions de 2 dans C.

Par définition, les fonctions x et y sont les restrictions a €2 des “applications linéaires
coordonnées” m; : R? — R et mp : R? — R définies par m;(h1, ho) = h; et considérées
comme applications de R? dans C. Elles sont donc différentiables sur €2, avec pour tout
ued:

dr(u) =m et dy(u) = ma.
Autrement dit, si b = (hy, ho) € R? alors
dr(u)-h="hy et dy(u)-h=hs.

PROPOSITION 1.2. Toute 1-forme différentielle w sur ) s’écrit de maniére unique
sous la forme

w = Pdzx + Qdy,
ot P et Q sont des fonctions sur 0 a valeurs dans C. En notant (e1,e2) la base cano-
nique de R?, on a
P(u) = w(u)e; et Q(u) = w(u)es.
Démonstration. Siue Q et h = (hy, ha) € R?, alors
w(u)-h =w(u) - (hier + hoes)
= h1 x w(u)e; + hy x w(u)ey
= (w(u)er) dz(u) - h + (w(u)ez) dy(u) - h

= [w(u)el dz(u) + w(u)es dy(u)] -h

Donc w = Pdx + Qdy avec P(u) := w(u)e; et Q(u) := w(u)es.
La preuve de 'unicité du couple de fonctions (P, Q) tel que w = Pdx + Qdy est
laissée en exo. O

EXEMPLE. Si f:  — C est une fonction différentiable en tout point de €, alors

_of of
(1.1) A = Sydu o+ 5oy,
Démonstration. On a df = Pdx + Qdy avec P(u) = df(u)e; = %(“) et Qu) =

df (u)es = & (u). O
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NoOTATION 2. Onnote z: 2 - C et z2: Q) — C les fonctions z — 2z et z — Z.

Par définition, les fonctions z et z sont les restrictions a {2 des applications R-
linéaires I : C — C et I : C — C définies par I(h) = h et I(h) = h. Donc z et z sont
différentiables sur €2, avec

dz(u) =1 et dz(u) =1
pour tout u € Q). Autrement dit, si h € C alors
dz(u)-h=h et dz(u)-h=h.

Par ailleurs, comme z = x + iy et Z = x — iy (égalité entre fonctions), on a par
linéarité de la différentiation :

dz=dr+1idy et dz=dx—idy.

PROPOSITION 1.3. Toute 1-forme différentielle sur §2 s’écrit de maniére unique sous
la forme

w = Adz + Bdz,

o A et B sont des fonctions sur §. Plus précisément, si w s’écrit w = Pdx + Qdy,
alors on a

1 1
w= 5(P —iQ)dz + 5(P +1iQ)dz.
Démonstration. Comme dz = dx + idy et dzZ = dx — idy, on a dx = %(dz +dz) et
dy = 3-(dz — dz). Donc
w = Pdr + Qdy

1 1
1 1

= 5(p —iQ)dz + 5(P +iQ)dz.

L’unicité se démontre comme suit : si w = Adz + Bdz, alors
w = A(dz +idy) + B (dx — idy) = (A + B)dx + (iA — iB)dy;

donc, par unicité de I'écriture w = Pdx + Qdy, on obtient

A+B=P
iA—iB=Q,
ce qui donne A = 3(P —iQ) et B = 1(P +iQ) en inversant le systéme. O

Cette Proposition “justifie” la définition suivante.

DEFINITION 1.4. Si f : Q@ — C est une fonction différentiable sur €2, on définit
deux fonctions %’Zc et % par

of _1(of _.of
0z 2\ oz oy
of 1o el
oz 2\az oy

D’apres (1.1) et la Proposition 1.3, on a alors

(1.2) dfzgfderafdz.

z 0z
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Exemple. Comme dz = 1dz + 0dZz et dz = 0dz + 1dz, on a (par unicité dans
Iécriture Adz + Bdz)
o2,z 00
0z oz Tz T 0
Plus généralement, si k,1 € N*, alors, en écrivant d(z¥z!) = 2ld(2*) + 2Fd(z!) = #' x
kzF1dz + 2F x 12=1dz, on voit que

o(=*2) B I a(zk?l) 11k
0z 0z
Ezercice. Etablir les formules aj = % g = S—J:

On aura de temps en temps besoin du lemme suivant. Rappelons que si f est une
fonction de classe C? sur €2, alors le laplacien de f est la fonction

o2f  0%f
A= tae
2 2
LEMME 1.5. Si f € C3(Q), alors Af = 4 CF

0202 020z

2 2 ~
Démonstration. Calculer calmement gzg; = % <%) et aazafz = % (ﬁ> : ¢’est un

excellent exo. O

2. Fonctions holomorphes
2.1. Définition et propriétés formelles.

DEFINITION 2.1. Soit Q un ouvert de C, et soit f : Q — C.

(1) On dit que f est C-dérivable en un point p € Q si %}ij) a une limite dans

C quand z — p; et on pose alors

£(p) = Tim fE) = fo) _ o flerh) = f)

zop  Z—0p h—0 h

(2) On dit que f est holomorphe sur Q si elle est C-dérivable en tout point et si
la fonction f': Q — C est continue.

REFORMULATION. La fonction f est C-dérivable en un point p si et seulement si
elle admet un développement limité a ’ordre 1 au point p, i.e. il existe un nombre A € C
tel que

flp+h)=f(p)+ A xh+o(|h]) quand h — 0;

et dans ce cas on a f'(p) = \.

Démonstration. Si f est C-dérivable en p, alors
flp+h)— fp)
h

et donc f(p+h) = f(p) + f'(p) x b+ h x o(1) = f'(p) x h+ o(|h]).
Inversement, si f(p + k) = f(p) + A x h + o(|hl), alors

fp+h)—f(p) 1
- = A+ xo([hl) = A +o(1),

donc f est C-dérivable en p avec f'(p) = \. O

= f'(p) + o(1) quand h — 0,
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Remarque 1. On verra (beaucoup) plus tard que I'hypothése de continuité faite sur
f! est en fait superflue : si f est C-dérivable en tout point, alors f’ est automatiquement
continue.

Remarque 2. Si f est C-dérivable en p € €2, alors f est continue au point p. Donc,
toute fonction holomorphe est continue.

Démonstration. Exo. O
NOTATION. On notera H(2) 'ensemble des fonctions holomorphes sur €.

Exemples. La fonction f(z) = z est holomorphe sur C, avec f/(z) = 1. A 'inverse, la
fonctions z — z (qui est de classe C* sur C = R? puisque R-linéaire) n’est C-dérivable
en aucun point.

Démonstration. Si p,h € C et h # 0 alors p+2_ﬁ = %, expression qui n’a pas de

limite quand h — 0 car par exemple % vaut 1 si h est réel et —1 si h est imaginaire
pur. ]

PROPRIETES FORMELLES. Les propriétés formelles de la C-dérivabilité sont les
mémes que celles de la dérivabilité pour les fonctions d’une variable réelle, et les preuves
sont identiques (exo) :

e Si f et g sont C-dérivables sur €2, alors f + g et fg sont C-dérivables, avec
(f+9) =f+4d et (fg) =fg+ fg'. Side plus g ne s’annule pas, alors 5 est

C-dérivable, avec
(f)':.Fg—fd_
g g

e Sif:Q; > Cetg:Qy— Csont C-dérivables et si f(Q1) < Qq, alors go f est
C-dérivable sur €1, avec

(gof) =(g'of)xf.

CONSEQUENCES. Si P(z) = >7_,arz" est une fonction polynomiale, alors P est
holomorphe sur C avec P'(2) = Y.}_, kagz*~!. De méme, toute fonction rationnelle
f(z) = P(2)/Q(z) est holomorphe sur son domaine de définition, avec la formule at-
tendue pour f’(2).

2.2. Similitudes et équation de Cauchy-Riemann.

DEFINITION 2.2. Pour tout A € C, on note My : C — C l"application linéaire définie
par My(h) = Ah. On dit qu’une application linéaire L € L(C,C) est une similitude
directe si L = My pour un certain A € C.

Remarque. Une application linéaire L € L(C,C) est une similitude directe si et
seulement si elle est C-linéaire, et dans ce cas on a L = M.

Démonstration. 11 est clair que toute similitude est C-linéaire. Inversement, si L :
C — Cest C-linéaire, alors Yh € C : L(h) = L(hx1) = hx L(1) et donc L = Mpy. O

PROPOSITION 2.3. Soit f: Q — C, ou Q2 est un ouvert de C, et soit p € . Alors
f est C-dérivable en p si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifides :
f est différentiable en p et de plus df (p) est une similitude directe. Dans ce cas, on a

df (p) = My(p).-
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Démonstration. Supposons que f soit C-dérivable en p, et posons A = f/(p). Alors,
quand h — 0,

fo+h)=f®)+Axh+o(lhl) = f(p) + Ma(h) + o(|h]),

ce qui montre que f est différentiable en p avec df (p) = My = My ;).
Inversement, supposons que f soit différentiable en p et que df (p) soit une similitude
M. Alors, quand h — 0,

flp+h) = f(p) + Mr(h) + o(|hl) = f(p) + A x b+ o(|h]);
donc f est C-dérivable en p et f'(p) = . O
COROLLAIRE 2.4. Si f: Q — C est C-dérivable en tout point, alors df = f'dz.

Démonstration. D’aprés la proposition, on a df(u)h = f'(u) x h, autrement dit
df (u)h = f'(u)dz(u)h pour tout u € Q et pour tout h € C. O

COROLLAIRE 2.5. Pour une fonction différentiable f : Q — C, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f est C-dérivable en tout point;
(ii) df = gdz pour une certaine fonction g : Q@ — C;
(iii) f vérifie 'équation de Cauchy-Riemann % = 0.
Dans ce cas, on a nécessairement g = f' dans (ii).

Démonstration. On sait déja que si f est C-dérivable en tout point, alors df = f'dz.
Inversement, si df = gdz pour une certaine fonction g, alors df (u) = g(u)dz(u) =
g(u)l = Mgy, pour tout u € Q; donc f est C-dérivable en tout point u € € avec
() = g(u). Ainsi (1) et (ii) sont équivalentes. L’équivalence de (ii) et (iii) vient de

lidentité df = = dz + aJ_c dz et de I'unicité dans ’écriture Adz + Bdz. d
COROLLAIRE 2.6. Si f : Q — C est C-dérivable en tout point, alors f' = g—ﬁ =
af — _;of.
Tz oy

Démonstration. On a f' = Z—JZC car d'une part df = f'dz et d’autre part df =

%dz d’aprés I’équation de Cauchy-Riemann. Toujours d’aprés Cauchy—Riemann et par

définition de %, on a a£ + i, f = 0, i.e. % = —zaf Enfin, g—’; = (%—z%) =

1(of of\ _ of
5(%+%)—%' =

COROLLAIRE 2.7. Une fonction f : 0 — C est holomorphe si et seulement si elle
est de classe C' (quand on la considére comme une fonction de 2 variables réelles) et

vérifie I’équation de Cauchy-Riemann % = 0.
Démonstration. Si f est C avec % = 0, alors f est C-dérivable en tout point et

f= g—]; est continue, donc f est holomorphe. Inversement, si f € H(2), alors f est

différentiable avec % = 0, et ses dérivées partielles sont continues puisque % = f' et

af_zf/ 0

NOTATION. Si u,v € C, on note [u,v] le segment d’extrémités u et v.
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COROLLAIRE 2.8. (“TFA holomorphe”)
Soit fe H(QY). SipeQ et si heC est tel que [p,p+ h] < Q, alors

1
fp+h)=f(p) +L F'(p+th) x hdt .

Démonstration. On applique le Théoréme Fondamental de I’Analyse & la fonction
¢ : [0,1] — C définie par ¢(t) = f(v(t)), ot y(t) = p + th. Cette fonction est bien
définie puisque v(t) € [p,p + h] = Q pour tout t € [0,1], et elle est de classe C' par
composition, avec ¢'(t) = df (y(t))y'(t) = f'(p + th) x h. Donc f(p + h) — f(p) =
(1) = p(0) = Sy /(1) dt = §o f'(p + th) x hdt. O

COROLLAIRE 2.9. Soit Q un ouvert connexe de C. Si f € H(Q) et si f' =0, alors
f est constante sur Q.

Démonstration. Soit a € €, et posons A = {z € Q; f(z) = f(a)}. Il s’agit de
montrer que A = ). L’ensemble A est un fermé de 2 car f est continue, et A #
puisque a € A. Comme 2 est connexe, il suffit donc de montrer que A est un ouvert de
Q.

Soit zg € A quelconque. Comme {2 est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que
D(zg,7) < Q. Pour tout z € D(z9,r), on a [20,2] < D(z,7) < Q. Par le TFA holo-
morphe, on a donc f(z) = f(20) + Sé f(zo+t(z—20)) x (z—20)dt = f(a) +0 = f(a);
autrement dit z € A. Ainsi D(zg,r) < A; et comme 2y € A est quelconque, cela montre
que A est un ouvert de C, donc un ouvert de €. O

Exercice. Soit U un ouvert de R" et soit ¢ : U — C de classe C'. Montrer que si f
est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant ¢(U), alors

d(fop)=(fop)de.

PROPOSITION 2.10. Soit L € L(C,C). Alors L est une similitude directe si et seule-
ment si sa matrice dans la base canonique de C = R? est de la forme

a —b
b a
Dans ce cas, on a L = M)y, ot A = a + b.

Démonstration. Notons (e, e2) la base canonique de C = R% On a e; = (}) =

1+i0=1etes=(y)=0+il =i SilL estunesimilitude, L = My avec A\ = a + ib,
alors L(e1) = Ax1=a+ib=(}) et L(ez) = A xi=14a—b= (), et par conséquent

. —b . .
L a pour matrice Z a dans la base (eq, e2). Inversement, si la matrice de L est de
ce type et si on pose A = a + ib, alors L = M) puisque ces deux applications linéaires
ont la méme matrice. g

COROLLAIRE 2.11. (forme réelle de ’équation de Cauchy-Riemann)
Soit f : Q — C une fonction de classe C', et écrivons f = u + iv o u et v sont a
valeurs réelles. Alors f est holomorphe si et seulement si

ou  Ov ov ou

w oy ¢ aw oy

Démonstration. Comme f est de classe C', elle est holomorphe si et seulement si
df (z) est une similitude directe pour tout z € € (d’aprés la proposition 2.3) ; autrement
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dit : si et seulement si la matrice jacobienne de f en tout point est de la forme Z b
D’ou le résultat par définition de la matrice jacobienne puisque f =u +iv = (). O

COROLLAIRE 2.12. Si f € H(Q) et si on note J¢(z) le déterminant jacobien de f
en un point z € €, alors

1) = 11 ()P

Démonstration. Comme df () = My:(,), la matrice jacobienne de f au point z est

Jacy(z) = (Z _ab>, ot f/(z) = a+ib. Donc Js(z) = a® + b* = | f'(2)|*. O
Exercice. Montrer que pour une fonction f de classe C!' quelconque, on a
_|arP_jery
=10z 0z

3. Séries entiéres ; fonctions analytiques
3.1. Séries entiéres; rayon de convergence.

DEFINITION 3.1. Une série entiére est une série de fonctions de la variable z € C

de la forme ¥(z) = Y] cp2"™, ot les ¢, sont des nombres complexes.
n=0

Remarque 1. 11 est important d’étre conscient qu’une série entiére est un objet

formel. La série peut trés bien ne converger pour aucun point (sauf z = 0).

Remarque 2. Par convention, on pose 20 = 1 pour tout nombre complexe z. En
particulier, on a 0° = 1.

NOTATION. Pour a € C et r > 0, on notera D(a,r) le disque ouvert de centre
a et de rayon r dans C :

D(a,r)={z€C; |z—al <r}.

Le disque fermé correspondant sera noté D(a,r) :

D(a,r) ={z€C; |z —a| <r}.

La notation D n’est pas choisie au hasard : le disque fermé est bien I’adhérence du
disque ouvert !

LEMME 3.2. (Lemme d’Abel)

Soit (cn)n>0 une suite de nombres complezes, et soit p > 0. Si la suite (cpp") est
bornée, alors la série Y. cp,z" converge absolument pour tout z € C vérifiant |z| < p, et
on a convergence normale sur tout disque fermé D(0,r) de rayon r < p.

Démonstration. Choisissons une constante M telle que |¢,|p™ < M pour tout n € N.

n
SizeC, on a cyz™ = cpp” X (%) , et donc

|enz"| < M ([2]/p)"

pour tout n € N. Donc la série )] c¢,2" est absolument convergente si |z|/p < 1, i.e.
|z| < p.Si0<r<p,alors

Vze DO,1) ¢ [eaz”| < M (r/p)",
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majoration par le terme général d’une série convergente indépendante de z € D(0,7);
donc la série )] ¢, 2" converge normalement sur D(0, 7).

O

7

THEOREME 3.3. Soit ¥ = > c,2" une série entiére. Il existe un unique “nombre’
R € [0, 0] vérifiant les deux propriétés suivantes :

" converge pour |z| < R;

(i) la série > cpz
(i) la série >, c,2™ diverge pour |z| > R.
De plus, la série Y, cnz™ converge absolument si |z| < R, et on a convergence normale
sur tout compact de D(0, R). Le “nombre” R s’appelle le rayon de convergence de la

série entiére X.

Démonstration. Posons R = sup{p = 0; la suite (|c,|p") est bornée}, ce qui a bien
un sens : R existe dans [0,o0] car I’ensemble dont on prend la borne supérieure est
non vide (il contient r := 0). Si z € C vérifie |z| < R alors on peut trouver p > |z|
tel que la suite |c,|p™ est bornée, donc la série > ¢,z" converge absolument d’aprés
le lemme d’Abel. Si |z| > R alors la suite (|c,2™|) n’est pas bornée par définition de
R, donc la série Y, c,2™ ne peut pas converger. Ainsi, R vérifie (i) et (ii). De plus, la
série Y. ¢, 2" converge normalement sur tout disque D(0,7) de rayon r < R d’aprés le
Lemme d’Abel, donc normalement sur tout compact K < D(0, R), car un tel compact
K est contenu dans un disque D(0,7) avec r < R (exo).

L’unicité est “évidente” : si R’ € [0, 0] vérifie (i) et (ii), on ne peut pas avoir R’ < R
sinon on obtiendrait une contradiction en choisissant r tel que R’ < r < R. (La série
> cpr™ devrait A la fois converger car r < R et diverger car r > R'). De méme on ne
peut pas avoir R > R, donc R’ = R. O

NOTATION. On notera R(X) le rayon de convergence d’une série entiére X.

REMARQUE 3.4. Si 3 = > ¢,2" est une série entiére, alors, par le Théoréme 3.3,
on a
R(X) = sup{r = 0; la série Y, |c,| ™ converge} .
De plus, la preuve du Théoréme 3.3 a montré que
R(X) = sup {r > 0; la suite (|c,|r") est bornée} .
On en déduit les choses suivantes : étant donné r € R,
e si la suite (|c,|r™) est bornée, alors R(X) = 7;
e si la série ) |c,|r™ diverge, alors R(X) < r.

CONSEQUENCE 1. Si la suite (c,) est bornée, alors R(X) > 1.

CONSEQUENCE 2. Soient g = Y, cp2"™ et $1 = >, ¢, 2" deuz séries entiéres.
(a) S7l existe une constante M telle que |c,| < M |c},| a partir d’un certain rang,
alors R(Xo) = R(X1).
(b) Si |en| ~ ar|c,| pour une certaine constante «, alors R(Xg) = R(X1).
Démonstration. (a) Si |c,| < M |c),] & partir d’un certain rang, alors
{r = 0; la suite (|cj,|r") est bornée} = {r > 0; la suite (|c,|r"™) est bornée}
et donc R(Y') < R(%).
(b) découle de (a) car si |c,| ~ a|d,]|, alors |c,| < 2ac|cl,| et |c),| < (2/a) |cn| & partir
d’un certain rang.
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REMARQUE. Comme le montrent les exemples suivants, on ne peut rien dire de
complétement général sur la convergence de )| ¢, 2" pour |z| = R(X).
e Pour ¥(z) = > 2", on a R(X) = 1 (car la série géométrique >, r" converge si
r < 1 et diverge si r = 1) et la série diverge en tout point z tel que |z| = 1.
e Pour X(z) =3}, Z—Z, on a R(X) =1 (la suite (7’;—2) est bornée sir <1 et )] ;—Z
diverge pour r > 1 car en fait " /n? — o) et la série converge en tout point z

tel que |z] = 1.
 pour X(z) = X o Z- on a R(X) = 1 (méme raisons que pour Y, ;—Z), la série
diverge pour z = 1, mais converge pour z = —1 (série alternée), et en fait pour

tout point z # 1 tel que |z| = 1 (exo; utiliser un “critére d’Abel”).

La proposition qui va suivre donne une formule générale pour calculer le rayon de
convergence d’une série entiére. On doit d’abord rappeler la définition de la limite
supérieure d’'une suite de nombres réels (z,) : la limite supérieure de (z,) est la
plus grande valeur d’adhérence de la suite (x,) dans [—o0, +00]; autrement dit, c’est
la plus grande limite possible (dans [—o0, +00]) pour une sous-suite de (z,). On note
ce “nombre” lim %y, ou simplement lim z,,. Par exemple : si la suite (z5,) converge
dans [—o0, +00] alors lim z,, est la limite de (x,); on a lim (—1)" = 1 car les valeurs
d’adhérence de x,, = (—1)" sont 1 et —1; et on a lim (—1)" x n? = +o0.

Ezercice 1. Montrer que pour tout nombre réel L, les implications suivantes ont
lieu :
e limzx, < L = x,, < L a partir d’'un certain rang;
e limx, > L = x,, > L pour une infinité d’entiers n.

FEzercice 2. Montrer que si (uy,) et (vy,) sont deux suites de nombres réels et si (uy,)
admet une limite [ > 0, alors lim (upvy,) =1 x lim vy,

_ Ezercice 3. On adopte la convention 0 x co = 0. Montrer que si [ € [0, 0], alors
lim (lz,,) = [ lim x,,

PROPOSITION 3.5. (formule d’Hadamard)
Pour toute série entiere ¥ = Y cp2", le rayon de convergence de ¥ est donné par
la formule
BN Tim |ep |V
R - im |c,|7/™.
Démonstration. Notons Ry € [0,00] le “nombre” défini par Rio = lim |c,|Y™ (on
convient que 1/0 = o0 et 1/00 = 0). On va montrer séparément que R(X) > Ry et
Si 0 <7 < Ry, alors lim ;o (|en|Y/™ x 7) < 1, donc on a |, |V x r < 1 & partir
d’un certain rang, i.e. |c,|r"™ < 1. La suite (|c,|r™) est donc bornée, et par conséquent
R(X) = r. Ceci étant vrai pour tout r < Ry, on en déduit R(X) = Ry.
Sir > Ry, alors im ,, o0 (|cn|Y™ x7) > 1, donc on peut trouver une infinité d’entiers
n tels que |c,|r™ > 1. Par conséquent, ¢,r™ ne tend pas vers 0 quand n — o0, donc
la série Y| |cp|r™ diverge et donc r = R(X). Ceci étant vrai pour tout r > Ry, on en

déduit Ry > R(Y). 0

1/n 1/n

COROLLAIRE 3.6. Si |c,|Y/™ admet une limite | € [0, 0], alors R(X) = 1/I.

COROLLAIRE 3.7. Si ¢, # 0 a partir d’un certain rang et si % admet une limite

[ €[0,00], alors R(X) = 1/1.
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Démonstration. D’aprés le corollaire précédent, il suffit de montrer que \cn\l/ " tend
vers [. Supposons que ¢, # 0 pour tout n € N. Si on pose

1 |CTL+1|

Up = = In|ept1]| —In ey,

|cnl
alors u,, — L :=Inl € [—o0, +00]. Par le Théoréme de Cesaro, on en déduit que
U + Uy + A Uy
g, .= Yot =1l

n

Mais par ailleurs,
1
Su = —((nler] = nfeol) + (o] = Infer)) + -+ + (In]ea] = Infeas]))

1
= —(In|c,| —1 .
—(Infea] — Inco]

In |co|

Comme — 0 on en déduit que m'ﬂ—cn‘ — In(l). Donc

len /7 — exp <1n|0n!> L) g
n

0

Exemples. Pour ¥ = 3] _, 2 aeR, onaR¥) =1 car ("%)a — 1. Pour
Y =32, onaR(X) = car (nTl)! =1 0. Pour ¥ = Y nlz", on a R(Y) = 0 car
(n+1)!
n!

— 00.

Ezercice. Déterminer R(X) pour ¥ := > (1 + %)"22”, pour ¥ := >, (%:L)Z", et
pour ¥ := >} Kk 2R

3.2. Régularité de la somme d’une série entiére.

DEFINITION 3.8. Soit ¥(z) = >, ¢, 2™ une série entiére. La série dérivée de ¥ est
la série entiere X' (2) := Y, o1 nenz™ "t =3, o(n+ D)epgr2™.

FarT 3.9. Une série entiére et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Démonstration. Si ¥ = Y, ¢,2", alors ¥'(2) = Y, - nc,z" ' a le méme rayon
de convergence que %(z) := Do NCn 2" car $(2) = 2¥/(z) (et donc les deux sé-
ries convergent pour les mémes valeurs de z). D’aprés la formule d’Hadamard, on a
1/R(Z) = Iim (n'/" |¢,|Y") et donc R(E) = R(X) car n¥/™ — 1; d’o le résultat. O

THEOREME 3.10. Soit ¥ = ¥c, 2" une série entiére de rayon de convergence R > 0,
et soit f : D(0, R) — C la somme de cette série, f(z) = >0 cp2™. Alors f est infiniment
C-dérivable dans le disque D(0, R), et ses dérivées successives s’obtiennent en dérivant
terme a terme : on a

0 0
VkeN : f® Z m=1)---(n—k+1)cyz Z n 2" E

Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser un lemme qui est ’analogue d’un ré-
sultat bien connu pour les fonctions d’une variable réelle. Ce lemme sera grandement
“amélioré” au Chapitre 6.
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LEMME 3.11. Soit Q un ouvert de C, et soit (fn)n=0 une suite de fonctions holo-
morphes sur Q. On suppose que (fn) converge simplement vers une fonction f : Q — C,
et que la suite (f)y) converge uniformément sur tout compact de @ vers une fonction
g:Q — C. Alors f est holomorphe et f' = g.

Prewve du Lemme 5.11. La fonction g est continue car les f}; le sont. Donc, il suffit
de montrer que f est C-dérivable en tout point z € Q, avec f/(z) = g(2).

Soit r > 0 tel que D(0,7) < Q. Si h € C vérifie |h| < r, alors le segment [z, z+ h] est
contenu dans 2. Comme les fy sont holomorphes, on a donc, par le TFA holomorphe :

fn(z+h)— fn(z J fn(z + th) hdt pour tout N > 0,

Comme fn(z) — f(2) et que fy — g uniformément sur le compact [z, 2z + h] < Q,
de sorte que fj (2 +th) — g(z + th) uniformément sur [0, 1], on peut passer & la limite
sous l'intégrale, ce qui donne

1

1
f(z+h)—f(z):f g(z+th)hdt=hxj g(z + th) dt.

0 0
Pour tout h # 0 tel que |h| < 7, on a donc

f(z+hf)L UQ =L g(z +th)dt.

Ensuite, comme g est continue, on montre (exo) que

1 1
JO o+ thyat 2% | gl e = g

ce qui termine la démonstration. O

Preuve du Théoréme 3.10. Pour N € N, posons fy(z) = ZTILO cn2". Les fonctions
fn sont polynomiales, donc holomorphes sur D(0, R), avec fj(z) = 25:1 ne, 2" 1
D’apres le Fait 3.9, la série entiére anl ncp,z™ 1 a un rayon de convergence égal a R.
Donc on peut poser g(z) := ZZO=1 ncnzn_l, ol la série converge normalement sur tout
compact de D(0, R). En particulier, la suite (f};) converge vers g uniformément sur
tout compact de D(0, R). Grace au Lemme 3.11 , on en déduit que f est holomorphe
avec f'(z) = g(z) = D nep2™ L

Par récurrence, on montre alors (exo) que f est infiniment C-dérivable sur €, avec

B ) =37, nn—1)-(n—k+1)c,2" ¥ pour tout k € N. O
3.3. Fonctions analytiques.

DEFINITION 3.12. Soit Q un ouvert de C, et soit f:Q — C.

(1) On dit que f est développable en série entiére au voisinage d’un point
a € Q sl existe r > 0 et une suite de coefficients (¢n)n=0 (dépendant de a)
tels que D(a,r) < Q et

0
Vz e D(a,r) : Z (z—a)"

ot la série converge en tout point de D(a,r).

(2) On dit que f est C-analytique sur ) si elle est développable en série entiére
au voisinage de chaque point de €.
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Du théoréme 3.10, on déduit facilement le résultat suivant.

PropPOSITION 3.13. Si f : Q — C est C-analytique, alors f est infiniment C-
dérivable sur Q. De plus, si a € Q et si f(z) = >0 cn(z — a)" sur un certain disque
D(a,r), alors les coefficients ¢y, sont déterminés de maniére unique par la fonction f :

on a
8 (a)
B

Démonstration. Soit a € £ quelconque, et soit r > 0 tel que D(a,r) € Q et f(z) =
> en(z — a)™ sur D(a,r), pour une certaine suite de coefficients (c,,). La série entiére
Y(w) = Dlepyw™ a un rayon de convergence au moins égal & r, donc sa somme g
est infiniment C-dérivable dans le disque D(0,r), d’aprés le théoréme 3.10. Comme
f(z) = g(z — a) dans D(a,r), on en déduit que f est infiniment C-dérivable dans
D(a,r), donc au voisinage de a. Ceci étant vrai pour tout point a € ), cela signifie
que f est infiniment C-dérivable sur €). Enfin, avec les notations précédentes on a
B2 =g®(z—a) =P nn—1)(n—k+1)cy(z —a)"* pour tout z € D(a,r),
d'ott f¥)(a) = ke, x 00 + 0 = klej, pour tout k € N. O

VkeN : ¢ =

COROLLAIRE 3.14. Toute fonction C-analytique est holomorphe.

4. Fonctions usuelles
4.1. Exponentielle.
DEFINITION 4.1. Pour z = x + iy € C, on pose €* := e%e¥ = e%(cosy + isiny).

Cette définition suppose évidemment que ’on connaisse déja ’exponentielle réelle
et les fonctions sinus et cosinus.

REMARQUE. On a |e?| = e®¢(®) pour tout z € C. En particulier, * # 0.
Démonstration. Si z = x + iy, alors |e*| = e%|e¥| = e” car |e¥| = 1. O

PROPOSITION 4.2. On a e*t% = e%e? pour tous z,7 € C.

Re(z) > 0.

Démonstration. On a e® # 0 car |e*| = e
Siz=ux+1iyetz =22’ +1iy, alors
/ / ; ! ! /
ez+z _ ea:Jr:r +i(y+y') _ oL ez(ery) ]

Pour prouver que e*t%" = e%e? | il suffit donc de vérifier qu'on a e!¥¥) = ¢We®' : mais
ceci est la traduction des formules d’addition pour le sinus et le cosinus :
W) = cos(y + o) +isin(y + ¢)
= (cosycosy —sinysiny’) + i(cosysiny’ + sinycosy’)
= (cosy +isiny)(cosy’ +isiny’).
d

COROLLAIRE 4.3. La fonction exponentielle est un homomorphisme surjectif de
(C,+) sur (C*, x), de noyau 2inZ.

Démonstration. Notons E la fonction exponentielle. Que F soit un homomorphisme
de (C,+) dans (C*, x) est la traduction de la proposition. La surjectivité est claire
puisque tout nombre complexe w # 0 peut s’écrire w = re’? avec r > 0 et § € R, et
donc w = ™M+ GSj » = 2 4 iy € ker(E), alors 1 = €* = €% ; donc e* = |e?| = 1,
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ie.x =0, et e =1, d.e ye 2rZ; autrement dit z € 2i7Z. Inversement, il est clair

que si z = 2ikm avec k € Z alors e* = 1. Ainsi, ker(E) = 2inZ. O

COROLLAIRE 4.4. L’application 0 — e est un homomorphisme surjectif de (R, +)
sur (T, x), de noyau 27Z.

PROPOSITION 4.5. La fonction exponentielle est holomorphe sur C, avec (%) = €.

Démonstration. Notons E : R? — C la fonction exponentielle, considérée comme
fonction de deux variables réelles. On a E = u + iv avec

u(z,y) = e*cosy et v(x,y) =e"siny.

Il est clair que E est de classe Ct, et un calcul immédiat montre qu’on a 2% = Qu

or — U= oy

et g—g =0 = —S—Z- Ainsi, F vérifie la forme réelle de I’équation de Cauchy-Riemann et
est donc holomorphe sur C. Enfin, on a

’_aaf—gz-i—iz—u—i—iv—E.

O
DO _n

PROPOSITION 4.6. On a e® = Z % pour tout z € C, ou la série converge norma-
n=0 """

lement sur tout compact de C.

Démonstration. La série entiére )| % a un rayon de convergence infini, donc elle
converge normalement sur tout compact de C.

Soit z € C fixé, et soit ¢ : [0,1] — C la fonction définie par ¢(t) = e'*. D’aprés la
proposition précédente, la fonction exponentielle est infiniment C-dérivable sur C, avec
(")) = e* pour tout n € N. Donc ¢ est de classe C* sur [0,1], avec (™ (t) = 2"t
pour tout n € N. D’aprés la formule de Taylor, on a pour tout N € N :

N ) 11 _p\N
"™ (0) n J (L=0)"  (n+1)
1) = 1-—- - t)dt
o) = B S a0+ |
pour tout n € N, autrement dit
N N ZN+1 1 Nt N P

4.1 7= — 1—t “dt =: —+R .
(41) ¢ nZZOn!+ N1 L( )he nzzon!+ n(z)

De plus, on a

N+1 1
Ry < B [a-oiea

0
|Z|N+1 J-l N |Z|N+1
< S| @-t)Velldt = S x Pl
Nt (L (N1 ¢
et donc Ry(z) — 0 quand N — o0. On peut donc passer a la limite dans (4.1) pour
obtenir la formule souhaitée. O

Ezercice. En utilisant la formule du binéme et le développement en série entiére de
I’exponentielle, montrer que pour tout z € C, on a

n
¢* — lim (1+ 3)
n

n—00
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4.2. Fonctions trigonométriques. Les fonctions trigonométriques complexes se
définissent & partir de 'exponentielle.

DEFINITION 4.7. Pour z € C, on pose cos z = %(e* + e et sinz = 5 (e'* —e ™).

Remarque. Ces définitions sont cohérentes lorsque z € R!

La vérification des propriétés suivantes est laissée en exercice.

(1) Les fonctions sin et cos sont holomorphes sur C, avec sin’ = cos et cos’ = — sin.
(2) Les fonctions sin et cos sont développables en série entiére sur C, avec

0 om © Z2n+1

cosz = Z (=1n)" (;n)' et sinz = 2 (—1)"m~

n=0 n=0

(3) Les formules trigonométriques usuelles pour sin(u + v) et cos(u + v) restent
valables pour tous u,v € C.

LEMME 4.8. On a cosz = 0 si et seulement si z est de la forme § + km, ou k € Z.

Démonstration. Par définition de la fonction cos, on a les équivalences suivantes :
cosz=0 < ¢%=_—¢"
— 62z'z - —_1= eiﬂ'
— 6i(2z—7r) -1
— 2z—me2nl.
O

COROLLAIRE 4.9. La fonction tanz := ig;'z est bien définie et holomorphe sur
O =C\{5 +km keZ}

Ezercice 1. Montrer qu’on a tan’(z) = 1 + tan? 2

Exercice 2. Déterminer le domaine de définition de cotan z := ‘;’If j .

4.3. Logarithmes et arguments.

NOTATION. On notera log :]0,0[— R la fonction “logarithme népérien” usuelle,
i.e. la réciproque de ’exponentielle réelle.

DEFINITION 4.10. Soit z € C*.

(a) On dit qu’un nombre compleze w est un logarithme de z si on a e’ = z.
(b) On dit qu’un nombre réel 0 est un argument de z si on a ¥ = |§|

REMARQUES.

(1) Si z € C* et w € C, alors w est un logarithme de z si et seulement si w =
log(r) +i6, ou 7 := |z| et € est un argument de z.

(2) Tout nombre complexe z # 0 posséde une infinité de logarithmes et d’argu-
ments.

Démonstration. Sion écrit w = x + iy et z = ret?

0

avec 0 € R, alors

6 Z.

w <:>er=retezy=61=|z‘,

eV =2 < e = re*

ce qui donne (1). Et la partie (2) est alors évidente. O
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DEFINITION 4.11. La détermination principale de Uargument est la fonction
arg : C* — R définie comme suit : arg(z) est l'unique argument de z appartenant a
Vintervalle | — m,7]. La détermination principale du logarithme est la fonction
log : C* — C définie par log(z) = log|z| + iarg(z). Autrement dit, si z = re? avec
r>0etbe|—mm| alorslog(z) = log(r) + if.

Exemples.

(1) On a —1 = €™, donc log(—1) = im. De méme, i = €'z et —i = e "'z, donc

log(i) = i% et log(—i) = —iF.
(2) On a |1 —i| = V2etl—i= \/5(?—2@) = \/iefi%, donc log(1l — i) =
- T log(2 - T
log’\/i—lz = ng( ) —’lz.

Remarque 1. La notation log est intentionnelle : la fonction log prolonge la fonction
logarithme réelle.

Remarque 2. En général, on n’a pas log(zz') = log(z) + log(z’) : cette égalité est
vraie seulement modulo 2imw. Par exemple, on a log(—1 x i) = log(—i) = —i%, mais
log(—1) + log(i) = im + i3 = 37 En fait, on a log(z2/) = log(z) + log(’) si et
seulement si arg(z) + arg(z’) €] — m, ] (exo).

Remarque 3. Les fonctions log et arg ne sont pas continues sur C*. En fait, elles ne
sont continues en aucun point de la forme z = —r, ot r > 0.

Démonstration. Pour e €]0, 7], posons zt = re'™9) et 2= = re ") (faire un
dessin). Alors zX — —r quand ¢ — 07, mais arg(zf) = 7 —¢ — 7 et arg(z;) =
—(m —¢) — —m. Donc la fonction arg est discontinue au point —r ; et comme arg(z) =
Im(log(z)), on en déduit que la fonction log est également discontinue au point —r. [

PROPOSITION 4.12. La fonction arg est de classe Ct sur C\R™, et la fonction log
est holomorphe sur C\R™ avec log'(z) = 1-

z
. . . . _ . 0
Démonstration. Siz = x+iy e C\R™, alors 0 := arg(z) € |-, w[. Donc 5 € | -7, 5[
et tan (g) est bien définie. D’aprés le “Théoréme de ’angle au centre et de I'angle

inscrit”, on a (faire un dessin)

. <9> _ Y y
an (= | = = :
2 T+ [zl 422+ y2

De plus, comme 0/2 €| — w/2,7/2[ on a 6/2 = arctan(tan 6/2). Donc

arg(z) = 0 = 2arctan <y> ;

T+ /22 + 9?2

et cette formule explicite prouve que la fonction arg est de classe C! sur C\R™.
Comme log(z) = log |z| + iarg(z) et que la fonction z — log|z| = log(y/2? + y?)
est de classe C! sur C*, la fonction log est également de classe C! sur C\R~. De plus, en
différentiant la relation €!°8 = z, on obtient e'°8d(log) = dz, autrement dit zd(log) = dz,
ou encore d(log) = dz—z. Par conséquent, log est holomorphe sur C\R™ avec log’(z) =
1 O

z

yA n
COROLLAIRE 4.13. Pour tout nombre complexe z, on a e = linolo (1 + —) .
n— n
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Démonstration. Fixons z € C. Si I'entier n est assez grand, alors 1+ Z # 0, donc
on peut écrire 1 + 2 = elos(1+3) ot (1+ %)n = exp (nlog (1 + £)). De plus, comme
la fonction log est C-dérivable en 1 avec log’(1) = 1 et comme log(1) = 0, on voit que
log(1 + u) ~ u quand u — 0. Par conséquent, nlog (1 + %) tend vers z quand n — o
et donc (1 + %)n tend vers e”. O

PROPOSITION 4.14. Dans le disque unité D = D(0,1), on a

log(l —2) = Z—

ot la série converge normalement sur tout compact de D.

Démonstration. La série entiére Zn>1 —~ a un rayon de convergence ¢gal a 1, donc
elle converge normalement sur tout compact de D(0,1) = D.

SizeD,alors 1 —2z¢€ D(1,1) € C\R™ (faire un dessin). Donc f(z) = log(1 — 2)
est bien définie et holomorphe sur D, avec f'(z) = —tL et f(0) = log(1) = 0. D’aprés
le TFA holomorphe, on a donc

1 T,
log(l—z)—O—J xzdt——j dt

0 1—1tz 0 1—tz
pour tout point z € D. De plus, pour z € D fixé on a
1 e}
= Y (t2)*
1—tz =

ou la série géométrique converge normalement sur [0,1] car |[tz| < |z| < 1 pour tout

€ [0,1]. On en déduit

1/ o
log(l—2) = —J (Z(tz)k> X zdt

0 \k=0

I
|
g
—

ce qui est la formule souhaitée. L’interversion de la somme infinie et de l'intégrale est
justifiée par la convergence normale de la série sur [0, 1]. O

DEFINITION 4.15. Soit A < C*. On dit qu’une fonction L : A — C est une déter-
mination du logarithme sur A si on a e“*) = 2 pour tout z € A, et qu’une fonction
O = A > R est une détermination de l’argument si ©(z) est un argument de z
pour tout z € A.

REMARQUE 4.16. Il n’existe aucune détermination continue de l’argument sur le
cercle T = {z € C; |z| = 1} et aucune détermination continue du logarithme sur C*.

Démonstration. Supposons qu’il existe une détermination continue de 'argument
sur T, i.e. une fonction continue © : T — R telle que 616(?) = z pour tout z € T. On
a alors ¢©(€") = ¢it pour tout t € R, autrement dit ¢!©€)=t) — 1. Donc la fonction
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¢ : R — R définie par ¢(t) = O(e) — t est a valeurs dans 27Z. Comme ¢ est de plus
continue, elle est donc constante d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (¢(R)
doit étre un intervalle contenu dans 27Z). Il existe donc un entier k tel que

VteR : O(e") =t + 2km,

ce qui est absurde car le membre de gauche est 27-périodique mais le membre de droite
ne 'est pas.

Si L est une détermination du logarithme sur C* alors L(z) = log |z| + i©(z), ou
© est une détermination de I'argument. D’aprés ce qui précéde, © ne peut pas étre
continue sur C*, donc L non plus puisque ©(z) = Im(L(z2)). O

EXERCICE. Montrer que si L est une détermination C' du logarithme dans un
ouvert 2 = C*, alors L est holomorphe et L'(z) = 1.

EXEMPLE 4.17. Soit I < R un intervalle ouvert de longueur 27, qu’on écrit sous
la forme I =J]a — 7, a + 7[, et soit A; = C la demi-droite R~e*®. Pour z € C\Ay, on
note arg;(z) 'unique argument de z appartenant a U'intervalle I, et on pose log;(z) =
log|z| +iarg;(z). On dit que log; et arg; sont les déterminations du logarithme et de
largument sur C\A; obtenues en choisissant I’argument dans I.

= log sur C\R™.

PROPOSITION 4.18. Awec les notations précédentes, la fonction arg; est de classe
C! sur C\Ay, et la fonction log; est holomorphe sur C\A avec log'(z) = 1/z.

Remarque. On a arg)_, .r = arg et logj_

Démonstration. Un nombre complexe z appartient & C\A7 si et seulement si ze ' €
C\R™ (en tournant d’un angle —a, on passe de Ay & R7), et on a alors arg;(z) =
arg(ze~'*) + o par définition de arg;. Comme arg est de classe C! sur C\R™, cela
montre que arg; est de classe C! sur C\Ay, et on en déduit comme dans la preuve
de la Proposition 4.12 que log; est holomorphe sur C\A; avec log}(z) = 1. (On peut
aussi dire que log;(z) = log(e™**z) + ia, et donc log; est holomorphe avec log}(z) =

e log/(e7"2) = 1/z.) O
COROLLAIRE 4.19. Pour toute demi-droite A < C d’origine 0, on peut trouver une
détermination C' de Uargument et une détermination holomorphe du logarithme sur
C\A.
Démonstration. Toute demi-droite A d’origine 0 est une Aj. g

COROLLAIRE 4.20. Pour tout nombre compleze zg # 0, il existe une détermination
holomorphe du logarithme définie sur un voisinage V' de zg.

Démonstration. 11 suffit de choisir une demi-droite A d’origine 0 ne passant pas par
2o (par exemple A = R™zp), et de poser V = C\A. O

4.4. Fonctions puissances.

DEFINITION 4.21. Soit L une détermination holomorphe du logarithme sur un ou-
vert Q < C*. Si A\ € C, la détermination de 2 associée & L est la fonction

PN e)\L(z) )

REFORMULATION. Supposons que A € R. Si z = r¢!®()_ ou © est la détermination
de 'argument associée a L, alors
A= Ae)

ol 7 a son sens habituel, r* = e*o8(r),
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Remarque. 11 est important d’avoir compris que z* dépend de la détermination
du logarithme considérée, autrement dit du choix de [’argument. Par exemple, si on
veut calculer (—1)'/3 en choisissant ’argument dans ]0, 27|, alors on trouve (—1)%3 =
(e™)1/3 = €i™/3 mais si on choisit argument dans |27, 4x[, on trouve (—1)Y3 =
(ei37r)1/3 — = 1.

On laisse en exo la vérification des (importantes) propriétés suivantes.

(1) SiA=neN* alors 2} = 2 x -+ x z = --- 2", quelle que soit la détermination
—_—

n fois
de 'argument choisie; et 2 = 1.

(2) Si on choisit I'argument dans | — 7, 7[ et si A € R, alors la fonction z* (dont

le domaine de définition est C\R™) prolonge la fonction puissance z* usuelle
(définie sur 0, ool).
(3) Si A € R alors [2*| = |z]}, quelle que soit la détermination de I’argument

choisie.

5. Holomorphe = analytique
Pour conclure ce chapitre, on va démontrer le trés important résultat suivant.

THEOREME 5.1. Soit Q un ouvert de C. Si f est une fonction holomorphe sur €,
alors [ est développable en série entiere dans tout disque ouvert D(a, R) < (.

De ce théoréme, on déduit immédiatement qu’il était inutile d’introduire la notion
de fonction analytique.

COROLLAIRE 5.2. Une fonction est holomorphe si et seulement si elle est C-analytique.
En particulier, toute fonction holomorphe est infiniment C-dérivable.

Et en particulier :
COROLLAIRE 5.3. Si f est une fonction holomorphe, alors f' est holomorphe.

Ezercice. Démontrer “a la main” ce dernier résultat, en supposant que la fonction
f est de classe C2.

Preuve du Théoréme 5.1. Fixons un disque D(a,R) < Q. Pour 0 < r < R, soit
fr : R — C la fonction 2w-périodique définie par
fr(t) := fla +re).

Comme f est holomorphe sur D(a, R), toutes les fonctions f, sont de classe C! sur R;

donc on peut écrire

0

(%) F6) = Y alf)e™,

k=—0o0

ou la série converge normalement sur R.
Pour k€ Z et 0 < r < R, posons ¢i(r) = ck(f); autrement dit,

& ) o, dt
_ ity —ikt .
or(r) = f_ﬂ fla+ret)e Py
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Comme f est holomorphe sur D(a, R), on voit en utilisant le théoréme de dérivabi-
lité des intégrales & paramétres (exo) que chaque fonction ¢y, est de classe C! sur [0, R[,

avec
TF . . o dt
! / ity it —ikt
= + —
) = | flatretyet e

—Tr

Par ailleurs, si r > 0 alors
o 1 d 4
! ity it . - it
fila+ret)e” = - dt[f(a—Fre )]
En intégrant par parties, on en déduit
1 ) LT k(™ .
or(r) = [ fla+ re”)eﬂkt] + — fla+ret)e
- rJ_r

2mir
autrement dit

—ikt AT
o’

() = = oulr).

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 qu’on sait résoudre : on en déduit
qu’il existe une constante c; telle que

or(r) = cpr® pour 0 <r < R.

Comme ¢}, est de plus continue en 0, cela force ¢, = 0 pour k < 0, puisque ¥ — o0
quand r — 07, Ainsi, ¢g(r) =0 si k < 0. En résumé :
c(fr)=0 sik<0 et ck(fr) =cpr” sik =0.
En revenant a (%), on voit donc que si z € D(a, R) et si on écrit z = a + re® avec
0 <r <R, alors
o0
f(z) = fla+ret Z cpr” ettt = Z (z—a)*

k=0 k=0

Donc f est développable en série entiére dans le disque D(0, R). ]
Ezercice. Soit f la fonction définie par f(z) = m

(a) Déterminer le plus grand disque D(0, R) sur lequel f est holomorphe.
(b) Décomposer f(z) en éléments simples, puis déterminer le développement en
série entiére de f dans le disque D(0, R).

PROPOSITION 5.4. (détermination des coefficients d’un DSE)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque D(a, R), et écrivons

0
f(z) = Z en(z — a)n.
n=0
(1) Pour tout n =0, on a ¢, = f(TZ,(a)‘

(2) Soit 0 < r < R, et notons fr : R = C la fonction continue 2m-périodique
définie par f-(t) := f(a + re). Alors les coefficients de Fourier de f, sont

donnés par
0 stm <0
Cn(fr) = { et sin =0
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On a donc
27 . o dt
cpr” = f fla+ relt)e*th— pour tout n = 0.
0 T

(3) Si f est continue sur le disque fermé D(a, R) et holomorphe dans le disque
D(a, R), alors (2) est encore valable pour r = R.

Démonstration. (1) a déja été démontré : ¢f la Proposition 3.13.
(2) On a

0 0
fr(t) = Z cn(a +rett — a)n _ Z Cnrneint’
n=0 n=0

ot la série converge normalement sur R (donc uniformément) ; donc il suffit d’appliquer
le Lemme 1.4 du Chapitre 1.

~ (3) Si f est continue sur le disque fermé D(a, R), elle est bornée sur D(a, R) puisque
D(a, R) est compact, et f,.(t) — fr(t) pour tout ¢t € R quand r — R~. Par convergence

dominée, on en déduit (exo) que ¢, (fr) LN cn(fr) pour tout n € Z; d’ou le résultat.
(On peut en fait se passer du Théoréme de convergence dominée car f,(t) — fr(t)
uniformément sur R, par continuité uniforme de f sur le compact D(a, R).) O

COROLLAIRE 5.5. (formule de la moyenne)
Si f est une fonction holomorphe dans un disque D(a, R) , alors on a pour tout

O0<r<R:
( ) " ( it) !
fla fla+re 9

0
Si f est de plus continue sur le disque fermé D(a, R), alors cette formule est encore
valable pour r = R.

Démonstration. Sion écrit f(z) = Y7 cn(z—a)™, alors f(a) = ¢ ; donc le résultat

est immédiat par la Proposition 5.4. O

COROLLAIRE 5.6. Si f est une fonction holomorphe dans un disque D(a, R) et si
on écrit f(z) = Y o cn(z —a), alors
3

o 27
. 2)2n _ it
VO<r<R: Z|cn|r L |f(a+re™)] 5

n=0
Si f est de plus continue sur D(a, R), alors cette formule est encore valable pour

r= R.

Démonstration. Cela découle de la Proposition 5.4 et de la formule de Parseval
appliquée aux fonctions continues 2mw-périodiques f;.. O






Chapitre 3

Quelques propriétés des fonctions holomorphes

1. Zéros des fonctions holomorphes

NOTATION 1.1. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert < C, on pose

Z(f) ={ae; f(a) =0}.
On dit que Z(f) est l’ensemble des zéros de la fonction f.
1.1. Factorisation. On sait que si P est un polynéme a coefficients complexes et
si a est une racine de P, alors on peut factoriser P(z) sous la forme P(z) = (z—a)PQ(z),

o p =1 et @ est un polynome tel que Q(a) # 0. Le théoréme suivant généralise cette
propriété algébrique a toutes les fonctions holomorphes.

THEOREME 1.2. (théoréme de factorisation)
Soit Q un ouvert connexe de C et soit f € H(Q2) non identiquement nulle.
Pour tout point a € Z(f), il existe un entier p =1 et une fonction g : Q — C tels que

() Vz2eQ = f(2) = (z = a)Py(2)

(ii) g est holomorphe et g(a) # 0.
L’entier p et la fonction g sont déterminés de maniére unique par (i) et (ii). On dit que
p est la multiplicité de a comme zéro de f.

Pour la preuve du théoréme, on aura besoin du lemme suivant.

LEMME 1.3. Soit f € H(Q) et soit A ={aeQ; YneN : f"(a) = 0}. Alors A
est a la fois ouvert et fermé dans €.

Démonstration. Comme toutes les fonctions f(”) sont continues, il est clair que
A=, Z(f™) est un fermé de €.

Soit a € A quelconque. Comme a € €2, on peut choisir r > 0 tel que D(a,r) c Q;
et comme f est holomorphe, on a alors

Vze D(a,r) : f(z) = Z
n=0

() (g
1) (g

n

Comme (™ (a) = 0 pour tout n (puisque a € A), on voit ainsi que f est identiquement
nulle sur le disque ouvert D(a,r), et donc f(® = 0 sur D(a,r) pour tout n € N.
Autrement dit, D(a,r) est contenu dans A. Comme a est un point quelconque de A,
cela prouve que A est un ouvert de C, donc de 2.

O

COROLLAIRE 1.4. Si Q est conneze et si f € H(2) n'est pas identiquement nulle
alors, pour tout point a € €, il existe un entier n tel que f(")(a) # 0.

Démonstration. Par connexité, I’ensemble A est soit vide soit égal a 2. Comme
f n’est pas identiquement nulle, on a A # 2; donc A = J, ce qui est la conclusion
souhaitée. O

49
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Remarque. Ce dernier résultat n’est pas valable pour les fonctions d’une variable
réelle. Par exemple, la fonction f : R — R définie par f(z) := e'/* pour z > 0 et
f(z) := 0 pour z < 0 est de classe C* et vérifie f((0) = 0 pour tout n € N (exo),
mais elle n’est pas identiquement nulle.

Preuve du théoréme de factorisation. Fixons a € Z(f).

Montrons d’abord l'existence de 'entier p et de la fonction g. Par le lemme (et son
corollaire), on peut poser

p=min{neN; f™(a) #0}.
Alors p = 1 car fO(a) = f(a) = 0; et par définition de p, on a f®(a) # 0 et
fla) == f"D(a) =0.

Choisissons r > 0 tel que D(a,r) < Q. Si z € D(a,r), alors

) = (: —a)"

L . .. (p+k) L. . .
La série entiére Zk>0 f(Tk)(,a) (z — a)k (serle entieére en z — a) converge en tout point

z € D(a,r), donc la fonction

O p+k

Z p+k (=~ a)f

k=0
est bien définie et holomorphe sur D(a,r). Par définition, on a g(a) = ! <2!(a) # 0, et
f(z) = (z = a)"§(2)

pour tout z € D(a,r).
Définissons alors une fonction g : 2 — C par

g(z):{%@

Goap SLZ #*a

La fonction g est visiblement holomorphe sur Q\{a}, et elle l'est également au
voisinage de a car g = g sur z € D(a,r). Donc g est holomorphe sur €. De plus, on a
g(a) =7g(a) # 0 et f(2) = (2 — a)Pg(z) pour tout z € Q par définition de g.

Pour démontrer I'unicité, supposons que (p1, g1) et (p2, g2) vérifient (i) et (ii). Alors

(1.1) VzeQ: (z—a)g1(2) = f(2) = (2 — a)P?g2(2).
Si p1 # p2, on a par exemple p; < pa; et comme g1(z) = (z — a)P2 Plgy(z) pour z # a,
on obtient g1(a) = 0 en faisant tendre z vers a, ce qui est exclu. Donc p; = p2. On en
déduit g1(z) = g2(2) pour z # a en divisant par (z — a)P* = (z — a)P? dans (1.1), donc
également g1 (a) = g2(a) par continuité, et ainsi g; = ga.
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g

1.2. Le principe des zéros isolés. Le résultat suivant est une conséquence im-
médiate du théoréme de factorisation ; mais vu son importance, il mérite d’étre énoncé
comme un théoréme.

THEOREME 1.5. (principe des zéros isolés)

Soit Q un ouvert connexe de C. Si f € H(Q) n’est pas identiquement nulle, alors
tous les zéros de f sant isolés : pour tout a € Z(f), on peut trouver un voisinage ouvert
V de a tel que f n’a pas d’autre zéro que a dans V.

Démonstration. Soit a € Z(f), et écrivons f(z) = (z — a)Pg(z) comme dans le
théoréme de factorisation. Comme g(a) # 0 et comme g est continue au point a, on
peut trouver un voisinage ouvert V de a tel que g(z) # 0 pour tout z € V. Alors
f(2) # 0 pour tout z € V différent de a, donc le voisinage V' convient. g

Exemple. Si f(z) = cosz, alors Z(f) = {5 + km; k € Z} : on voit bien que les zéros
de f sont isolés!

VOCABULAIRE. Soit A  C, et soit w € C. On dit que w est un point d’accumu-
lation de A si tout voisinage de w contient une infinité de points de A.

EXEMPLE. Si (2p,)nen © C est une suite de points deux a deux distincts, alors toute
valeur d’adhérence de (z,) est un point d’accumulation de '’ensemble {z,; n € N}.

Démonstration. Micro-exo. O

COROLLAIRE 1.6. Si f est une fonction holomorphe non identiquement nulle sur
un ouvert connexe ) < C, alors Z(f) ne posséde pas de points d’accumulation dans .

Démonstration. C’est évident par le principe des zéros isolés. O

Remarque. En revanche, Z(f) peut posséder des points d’accumulation en dehors
de Q. Par exemple, f(z) = sin(1/z) est holomorphe sur C* et Z(f) = {-1; n € Z*}
admet 0 comme point d’accumulation.

COROLLAIRE 1.7. (principe d’identité)
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe 2 < C.

(1) Si lensemble {z € ; f(z) = g(2)} posséde un point d’accumulation dans €2,
alors f = g.

(2) En particulier : si on sait que f et g co’incident sur un ouvert non vide W < €,
ou bien seulement sur un segment non trivial I < €0, alors on peut conclure

que f =g.

Démonstration. (1) Si on pose h := f — g, alors I'hypothése dit que Z(h) posséde
un point d’accumulation dans €2, donc h = 0 par le corollaire précédent.

(2) Le cas “ouvert” découle du cas “segment” car tout ouvert non vide contient
un segment non trivial. Si I est un segment non trivial, alors tout point de I est un
point d’accumulation de I (micro-exo); donc, si f et g co’incident sur un segment non
trivial, alors {z € Q; f(2) = g(z)} posséde des points d’accumulation dans 2 et on peut
appliquer (1). O

Exemple 1. Considérons la “formule d’addition”

cos(u + v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) .
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On sait que cette formule est vraie pour u,v € R. Pour v € R fixé, les deux fonctions
f(v) = cos(u + v) et g(v) = cos(u)cos(v) — sin(u) sin(v) sont holomorphes sur C et
f=gsur R;donc f = g par le principe d’identité, autrement dit la formule d’addition
est vraie pour u € R et v € C quelconque. En fixant maintenant v € C et en appliquant
le méme raisonnement aux fonctions u — sin(u+v) et u — cos(u) cos(v) —sin(u) sin(v),
on conclut que la formule d’addition est vraie pour u,v € C quelconques.

Exemple 2. On sait depuis qu’on est petit qu’on a log(1—z) = — Y% £~ pour tout

n=1n
z €] —1,1[. Comme les fonctions z — log(1 — z) et z — — >° | == sont holomorphes

sur le disque D = D(0, 1), on en déduit qu'on a log(1—z) = — 3% =

n—1 o pour tout z € D
par le principe d’identité.

COROLLAIRE 1.8. Si f est une fonction holomorphe non identiquement nulle sur
un ouvert connexe 2 < C, alors

(i) Z(f) n K est fini pour tout compact K < ;
(ii) Z(f) est dénombrable.

Démonstration. (i) Soit K un compact de 2. Si Z(f) n K était infini, on pourrait
trouver une suite (2, )neny de points deux & deux distincts dans Z(f) n K. Cette suite
admet une valeur d’adhérence a € K puisque K est compact. Alors a est un point
d’accumulation de ’ensemble {z,; n € N}, donc un point d’accumulation de Z(f), ce
qui est impossible puisque a € €.

La partie (ii) découle de (i) et du fait suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

Farr. L'ouvert Q est réunion dénombrable de compacts. Plus précisément, si on
pose K, = {z € C; |z| < n et dist (2,C\Q) = 27"}, alors les K,, sont compacts et
Q= J* K.

En effet, en écrivant Z(f) = | Z(f)n Ky, on voit par (i) que Z(f) est une réunion
dénombrable d’ensembles finis, donc un ensemble dénombrable.
O

Exercice. Soit € un ouvert connexe de C. Montrer que si f et g sont deux fonctions
holomorphes sur (2 telles que fg = 0, alors f = 0 ou g = 0. En termes algébriques, cela
signifie que H(2) est un anneau intégre.

2. Théoréme de Liouville
2.1. Cauchy. Le résultat suivant est souvent trés utile.

LEMME 2.1. (inégalités de Cauchy)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque D(0,R), f(z) = Y0 cn2". Pour
0 <r < R, posons M(r) =sup{|f(§)]; |{| = r}. Avec ces notations, on a

VneN @ |ep|r < M(r).

Démonstration. C’est évident en écrivant
1 27

Cn’l“n _ 27 f(,r_eit)e—int dt
™ Jo

et en majorant le module de l'intégrale :

1 21
n| T < — M(r)dt = M(r).
el < 5 | Myt = a6
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2.2. Liouville.

DEFINITION 2.2. Une fonction entiére est une fonction holomorphe sur C tout
entier.

THEOREME 2.3. Soit f : C — C une fonction entiére. On suppose qu’il existe des
constantes A, B et un entier k telles que

VzeC : |f(z)| < A+ BJz|F.
Alors f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a k.
Démonstration. Ecrivons f(z) = 0" ¢,2". D’aprés les inégalités de Cauchy, on a

lenl ™ < sup{|f(O); [£] =7}
< A+ Brk
pour tout r > 0 et pour tout n € N, et donc
A B

e

len] <

En faisant tendre r vers l'infini, on en déduit ¢, = 0 pour tout n > k; donc
f(2) = X<k n2", et f est polynomiale de degré au plus .
O

Le “Théoréme de Liouville” proprement dit est le corollaire suivant :
COROLLAIRE 2.4. Toute fonction entiére bornée est constante.

Démonstration. On applique le théoréme avec k = 0, A = 0 et une constante B
telle que |f(2)] < B = 0+ B|z|° pour tout z € C. La conclusion est que f est une
fonction polynomiale de degré < 0, c’est-a-dire une fonction constante. O

COROLLAIRE 2.5. Si f est une fonction entiére et si f(z) tend vers 0 quand |z| — o0,
alors f = 0.

Démonstration. Comme f est continue, ’hypothése entraine que f est bornée sur
C, et donc constante par le théoréme de Liouville; et comme f(z) — 0 quand |z| — oo,
la constante vaut 0. ]

2.3. D’Alembert-Gauss. Comme illustration du théoréme de Liouville, on va
démontrer le “théoréme fondamental de I'algébre”, qu'on appelle également “théoréme
de d’Alembert-Gauss”.

THEOREME 2.6. 5% P est un polyndme non constant o coefficients complexes, alors
P possede au moins une racine dans C.

Démonstration. Supposons que P ne posséde aucune racine dans C. Alors

est bien défini pour tout z € C, et f est une fonction entiére. De plus, comme le
polynéme P est non constant, on vérifie facilement que |P(z)| tend vers 'infini quand
|z| = o0 (micro-exo). Donc f(z) tend vers 0 quand |z| — o0, et par conséquent f = 0,
ce qui est absurde puisque f ne s’annule pas. ]
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3. Principe du maximum

3.1. Cas des fonctions holomorphes. La version de base du “principe du maxi-
mum” s’énonce comme suit.

THEOREME 3.1. Soit Q un ouvert borné de C, et soit f : Q — C une fonction
continue sur Q) et holomorphe dans €.

(1) Pour tout point z € Q, on a |f(2)] < 58%}()2 £ (&)].
€

(2) Si Q est connexe et si f est non constante, alors l'inégalité précédente est
stricte : |f(2)] < sup |f(&)| pour tout z € Q.
£eofd

Démonstration. On démontre d’abord (2). Supposons donc que 2 est connexe et
que f n’est pas constante. Posons M = SUDgcy |£(&)]. Il suffit de montrer qu’on a

(3.1) VzeQ : |f(2)| < M.

En effet, comme Q est compact (car ) est borné) et f continue, on peut trouver & € Q
tel que | f(&o)| = M. Si (3.1) est vraie alors nécessairement &y € 0€2, donc M = supyq | ]
et donc | f(z)| < supsq | f| pour tout z € (a4 nouveau grace a (3.1)).

Pour démontrer (3.1)), on raisonne par 1’absurde. Supposons qu'il existe un point
a € Q tel que |f(a)] = M. Soit 79 > 0 tel que D(a,ro) < Q. Dans le disque D(a,rp) on
peut développer f en série entiére :

o0
f(z) = Z en(z —a)™.
n=0
Soit r tel que 0 < r < r9. On a vu au Chapitre 2 (Corollaire 5.6) qu’on a
0 2
iy dt
> feaPr® = [ I+ ret)P o
"0 0 27

Comme |f(a + ret)|? < M? pour tout t € [0,27] et que |co|> = |f(a)|* = M2, on en
déduit

0

M? + Z |en |22 < M2,

n=1
Donc ¢, = 0 pour tout n > 1 car tous les termes de la somme dans le membre de gauche
sont = 0. Ainsi, on a f(z) = ¢ pour tout z € D(a,rg); donc en fait f(z) = ¢y pour
tout z € Q d’aprés le principe d’identité. Donc f est constante sur Q par continuité, ce
qui est la contradiction cherchée.

Pour démontrer (1), fixons z € Q, et notons 2, la composante connexe de {2
contenant z. Comme (2 est ouvert, on sait que 2, est un ouvert (borné) de C, et on
a Q. < 9 (exo). Si la fonction f est constante sur Q, alors |f(2)| = supyq, |f| <
supaq | f|- Si f n’est pas constante sur €, alors | f(2)| < supaq, |f| d’apres (2) appliqué

a flsz’ et donc | f(z)| < supsq | f]-
O

Autre preuwve. Comme plus haut, il suffit de démontrer (3.1). Pour cela, on utilise
le fait suivant :

FAIT. L’ensemble A = {z € Q; |f(2)| = M} est ouvert et fermé dans €.
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Preuve du Fait. L’ensemble A est fermé dans € car la fonction |f| est continue.
Pour montrer que A est ouvert, fixons zg € A. Il s’agit de trouver rg > 0 tel que
D(z9,m9) < A. On va en fait montrer que n’importe quel rg tel que D(zp,79) < 2
convient. Fixons un tel rq.

D’aprés la formule de la moyenne, on a pour tout r € [0, ro[ :

1 27 )
M=1iGol = |5 [ 1o+ ety a9

1 27 )

o . ]f(zo—i—reze)]dH.

En écrivant M = % gﬂ M df on en déduit

J%(M— |f (20 —i—reie)\) df =0.

0
La fonction de 6 apparaissant sous I'intégrale étant continue et positive par définition
de M, elle est donc identiquement nulle sur [0, 27]. Ainsi, on a |f(zo +re?)| = M pour
tout r € [0,7¢[ et pour tout 6 € [0,27], autrement dit |f(z)] = M sur D(zp,79), ou
encore D(zg,rg) < A. O

Par connexité de €2, 'ensemble A est soit vide, soit égal & ) tout entier. Si A = §,
alors la fonction | f| est constante sur Q2. On a donc A|f|? = 0 sur D(z,r), et comme
Alf]? = 4]f']? (exo), cela montre que f est constante sur § puisque € est supposé
connexe. Par continuité, f est constante sur ), ce qui est exclu par hypothése. On ne
peut donc pas avoir A = Q. Ainsi A = (J, ce qui démontre (3.1) et donc (2). O

Remarque. On peut aussi énoncer une version du principe du maximum en rem-
placant |f| par Re(f). La démonstration est identique & la 2éme preuve du théoréme
donnée plus haut, le seul point & vérifier étant que si u = Re(f) est constante et si {2

; : : ou _ 1 (of | of\ _ 1 g
est connexe, alors f est constante. Mais ceci est clair car 57 = 5 (5 + 5) =5 [ et

donc f/ = 0 si u est constante.

COROLLAIRE 3.2. (“principe du maximum local”)
Soit Q un ouvert connexe de C. Si f € H(Q) et si |f| posséde un mazimum local en
un point de Q, alors f est constante. En particulier, si|f| posséde un mazimum sur €,
alors f est constante.

Démonstration. Supposons que |f| posséde un maximum local en un point zy € Q.
On peut alors trouver un disque ouvert D centré en zg tel que D < Q et |f(z0)] =
|£(€)] pour tout € € D, donc en particulier pour tout £ € dD. D’aprés le principe du
maximum, la fonction f est constante sur D, donc constante sur €2 d’aprés le principe
d’identité. O

COROLLAIRE 3.3. (“principe du minimum local”)
Soit  un ouvert connexe de C. Si f : Q — C est holomorphe non constante et si
|f| posséde un minimum local en un point zy € Q, alors f(zp) = 0.

Démonstration. Supposons que f(zg) # 0. Par continuité, on peut alors trouver un
disque ouvert D centré en zy tel que f ne s’annule pas sur D. La fonction g = 1/f
est bien définie et holomorphe sur D, et |g| = 1/|f| posséde un maximum local en zp.
Comme D est connexe, le principe du maximum local assure que g est constante sur
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D. Ainsi, f est constante sur D, donc constante sur €2 d’aprés le principe d’identité, ce
qui est exclu par hypothése. ]

Exercice. Démontrer le théoréme fondamental de I’algébre en utilisant le principe
du minimum local.

3.2. Deux applications. Le principe du maximum posséde d’innombrables ap-
plications. La plus classique est le théoréme suivant.

THEOREME 3.4. (“Lemme de Schwarz”)
Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D = {z € C; |z| < 1}. On suppose
qu’on a f(0) =0 et |f(2)| <1 pour tout z € D.

(1) On a|f(2)] < |z| pour tout z€ D, et |f'(0)] < 1.
(2) S’il existe un point a # 0 tel que |f(a)| = |a|, ou si |f'(0)| = 0, alors f est une
rotation : f(z) = Xz, pour un certain X\ € C de module 1.
Démonstration. Comme f(0) = 0, on peut écrire f(z ) = zg( ), pour une certaine
fonction g holomorphe sur . On a de plus ¢g(0) = hmzao f’( ). Fixons z € D. Si
r vérifie |z| < r <1 et si e dD(0,r), alors |g(§)] ||f( )| 1 puisque |f(¢)] < 1.

[3
D’aprés le principe du maximum, on a donc [g(z)| < % our tout r tel que |z| <r <1,
d’ott |g(z)| < 1 en faisant tendre r vers 1. Ainsi, |f(z)| = |zg(2)| < |z| pour tout z € ]D),
et |f(0)] = [g(0)] < 1.

Si |f(a)] = |a|] pour un certain a # 0, alors |g(a)] = 1; et si [f/(0)] = 1 alors
|g(0)] = 1. Dans les deux cas |g| admet un maximum (global) dans le disque D, donc g
est constante d’apreés le principe du maximum. On a ainsi [g(z)| = A, ou la constante A
est de module 1 puisque |g| atteint la valeur 1. Donc f(z) = A z et f est une rotation. [

Voici maintenant une autre illustration du principe du maximum (pas fait en cours).

THEOREME 3.5. (“Théoréme de 'application ouverte”)
Soit Q un ouvert connexe de C. St f : Q — C est holomorphe et non constante,
alors f est une application ouverte : l'image par f de tout ouvert V. Q est un ouvert
de C.

Démonstration. Soit V < € ouvert. Fixons a € V et posons b = f(a). On veut
montrer que f(V') est un voisinage de b; autrement dit, on cherche r > 0 tel que
D(b,r) < V, ce qui signifie que pour tout w € D(b,r), on peut trouver z € V tel que

f(z) =w.
Par hypothése, f n’est pas constante. D’aprés le principe des zéros isolés appliqué
a g(z) = f(z) — b, on peut donc trouver un disque ouvert D centré en a tel que

D < V et f(2) # b pour tout z € D\{a}, en particulier pour tout z € dD. Alors
e = inf{|f(z) — b]; z € D} est strictement positif par compacité de ¢D. On va
montrer que r = £/2 convient ; et plus précisément, que pour tout wg € D(b,£/2), on
peut trouver un point zy dans D tel que f(zo) = wo.

Fixons wg € D(b,e/2) et posons g(z) = f(z) — wg. Comme D est compact, |g]
posséde un minimum sur D, atteint en un point zp. On a en particulier |g(z9)| <
lg(a)| = |f(a) —wo| = |b— wp| < &/2. Par ailleurs, si { € 0D alors

9(E)]

|£(€) — wol
£(€) = bl = |b = wol
e—¢g/2=¢/2.

VoV
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On en déduit que zp ¢ 0D, i.e. 29 € D. Comme D est ouvert et |g(z0)| < |g(2)| pour
tout z € D, cela montre que g posséde un minimum local en zy. D’aprés le corollaire
3.3, on a donc g(zp) = 0, autrement dit f(z9) = wp. O

3.3. Un résultat plus général (pas fait en cours). Le principe du maximum
n’est pas réservé aux seules fonctions holomorphes :

THEOREME 3.6. Soit Q un ouvert borné de R™, et soit u : Q — R une fonction
continue sur Q et de classe C* dans Q. On suppose que le Laplacien Au est partout = 0

dans ).

(a) Pour tout point z € Q, on a u(z) < sup u().
£edd
1 Q est connexe et si u nest pas constante, alors linégalité précédente es
b) Si Q est t siu nlest p tante, alors l'inégalité précédente est
stricte.

Les remarques suivantes montrent que ce résultat est plus général que le théoréme
3.1.

REMARQUE 3.7. Sin =2 et si f: Q — C est continue sur € et holomorphe dans
), on peut appliquer le théoréme 3.6 & la fonction u = |f|?> car Au = 4|f'|*> = 0,
et on déduit immédiatement de (a) la partie (1) du théoréme 3.1. De plus, si Q est
connexe alors u est constante si et seulement si f l'est (toujours & cause de l'identité
Au = 4|f)?), donc on retrouve la partie (2) du théoréme 3.1 en appliquant (b).

On peut aussi appliquer le théoréme 3.6 a la fonction u = Re(f), car Au = 2%(]"4—

f) = 0. Si Q est connexe, alors u est constante si et seulement si f l'est car g—;‘ =
%% = % f’. On obtient ainsi une version du théoréme 3.1 ou |f]| est remplacé par
Re(f).

On ne démontrera le théoréme 3.6 que pour n = 2. La preuve repose sur le lemme
suivant.

LEMME 3.8. Soit Q un ouvert de C = R?, et soit u une fonction de classe C? sur Q
vérifiant Au > 0. Alors u posseéde la propriété de sous-moyenne : pour tout disque
fermé D(zg,7) < , on a

1 2m ”
<— ) de.
u(z0) 5 L u(zp + re”) do

Démonstration. Fixons un disque D(29,70) < 2, et pour 7 € [0, 70], posons

2 )
I(r) = J u(zo + re') df.
0

Comme la fonction F(r,60) := u(zp + re??) posséde une dérivée partielle %—f continue

sur [0,79] x [0, 27], la fonction I est de classe C' sur [0,70] d’aprés le théoréme le plus
élémentaire sur les intégrales & paramétres, et on peut dériver sous l'intégrale. Le point
clé est le fait suivant :

1

FAIT. Pour r >0 ona I'(r) = - J Au(z,y) dzdy.
r D(Z()v )

Preuve du Fait. Ecrivons zg = (0,90). En dérivant sous l'intégrale, on trouve
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27
rI'(r) = f ri[u(ajo+rcos€,yo+rsin9)]d9

o Or
2m ou ., 0u
= L [r cos 8 %(xrw),yr(@)) + rsinf ?y(xr(e)’ yr(e)):| do,

ot on a posé (z,(0),x,(0)) = (zg + rcosb,yo + rsinfh). Comme v,.(0) = (z.(0),y-(9))
parameétre le cercle 0D(zp,r), avec dx = —rsinf df et dy = rcosfdf, on en déduit

rI'(r :f ——dr+ —dy.
r) oD(z0r) OY o

D’apres la formule de Green-Riemann (qui sera démontrée au Chapitre 4), cela s’écrit

encore 52 52
rI'(r :J (u—i—u)dxd,
(r) Dzor) ox2 | oy? Y

ce qui est le résultat annoncé. ]

Par hypothése sur u, on a donc I'(r) = 0 pour tout > 0. Ainsi, la fonction I est
croissante sur |0, 7], donc sur [0,79] par continuité. En particulier, on a I(0) < I(rp),
autrement dit 27 f(zg) < Sgﬂ f(z0 +re'®) dob.

U

REMARQUE 3.9. On dit qu’une fonction u :  — R est harmonique si elle vérifie
Au = 0. En appliquant le lemme précédent & u et & —u, on voit que si u: Q — R est
harmonique, alors u posséde la propriété de la moyenne, i.e.

1 27 ‘
u(zp) = J u(zo + re'?) df
27 0
pour tout disque D(a,r) < . En fait, on peut montrer que la propriété de la moyenne
caractérise les fonctions harmoniques : une fonction continue w est harmonique si et
seulement si elle vérifie la propriété de la moyenne.

Preuve du théoréme 3.6. Compte tenu du lemme 3.8, la preuve consiste & purement
et simplement recopier la 2éme démonstration du Théoréme 3.1 donnée plus haut,
en remplacant partout la fonction |f| par la fonction u. Bien entendu, il faut aussi
remplacer (1) par (a) et (2) par (b). O

4. Développement en série de Laurent

On a vu que toute fonction holomorphe dans un disque D(a, R) se développe en
série entiére dans ce disque, c’est a dire en série de puissances positives de (z — a). On
va maintenant démontrer un résultat analogue pour une fonction holomorphe dans une
couronne centrée en a, c’est & dire un ensemble du type

C(a,r,R) ={z€C; r <|z—a|l <R},

ou 0 < r < R < . Remarquons que les valeurs » = 0 et R = o0 sont autorisées. Si r =
0, alors C(a,0, R) est le “disque épointé D(a, R)\{a}; et si R = o0, alors C(a,r, o) =
{z € C; |z — a| > r}. En particulier, C(a,0,0) = C\{a}.

THEOREME 4.1. Si f est une fonction holomorphe dans une couronne C(a,r, R),
il existe une unique suite de coefficients (¢, )nez telle que :
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(a) la série ST(2) = 3},>0cn(z —a)™ converge pour tout z vérifiant |z —a| < R et
la série S™(z) = Y}, .o cn(z — a)™ converge pour tout z vérifiant |z —a| > r;
(b) pour tout z € C(a,r, R),
+00
f2)= ) ealz—a)".
n=—0o

De plus, la série ST(z) converge normalement sur tout disque {|z —a| < p}, p < R et
la série S™(z) converge normalement sur tout ensemble du type {|z — a| = p}, p > 7.

On dit que les ¢, sont les coefficients de Laurent de [ pour la couronne C(a,r, R),
et que la série Y, cn(z —a)™ est la série de Laurent de f pour la couronne C(a,r, R).

Remarque. Si f se trouve étre en fait holomorphe dans le disque D(a, R), alors (par
unicité des coefficients) son développement de Laurent dans la couronne D(a, R)\{a}
co’incide avec son développement en série entiére dans D(a, R). Autrement dit, on a

(n) .
cn=0pourn<0etcn=fT!(a)51n20.

Prewve du théoréme 4.1. (i) Pour » < p < R, soit f, : R — C la fonction 27-
périodique définie par f,(t) := f(a + pe'). Comme f est holomorphe sur C(a,r, R), la
fonction f, est de classe C', donc on peut la développer en série de Fourier : on a ainsi

oe}
fla+pety = 3 eulfp)em,
n=—o
ou la série converge normalement sur R ; autrement dit

0

S fealfy)l < .

n=—oo

En procédant exactement comme dans la preuve du Théoréme 5.1 du Chapitre 2,
on montre qu’il existe une suite de coefficients (c;,)nez telle que

VneZVNr <p<R : cy(fy) = cnp”.

Si maintenant z € C(a,r, R) et si on écrit z = a + pe' avec r < p < R, alors on

obtient
o0 o0

f(z) = fla+ peit) = fp(t) = Z Cnpnemt = Z cn(z —a)",
n=—0 n=—0
ol la série converge absolument.

(ii) Par (i), on a >, |en|p™ < o0 pour tout p vérifiant r < p < R. Donc, on
a 3% len]p™ < 0 pour tout p < Ret 31 |e,|p™ pour tout p > 1 (ex0); et par
conséquent, la série S*(z) converge pour tout z vérifiant |z — a| < R et la série S~ (z)
converge pour tout z vérifiant |z —a| > r.

(iii) La convergence normale des deux séries ST (z) et S™(z) est claire, car ce sont
des séries entiéres en u = z —a et en v = zia respectivement, qui convergent en tout
point des disques {|u| < R} et {|v| < 1/r}.

(iv) Montrons maintenant 1'unicité. Soit (c},)nez une suite de coefficients vérifiant
(a) et (b). Soit p vérifiant 0 < p < R. Avec les notations de (i), on a pour tout t € R :

0
fot) = flatpet) = 3 preint

n=—a
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De plus, les deux séries c(z—a)" et c (2 — a)™ convergent normalement
’ n=0"n n<0-n
sur le cercle {|z —al| = ar le raisonnement de (iii), donc la série Y ¢ p"e?™ converge
b n
normalement sur R. Par conséquent, on a nécessairement cj,p” = c,(f,) pour tout
n € Z, et donc ¢, = ¢,. O

REMARQUE 4.2. Soit f une fonction holomorphe dans une couronne C' = C(a,r, R),
et notons ¢, ses coefficients de Laurent pour la couronne C. La preuve du Théoréme
4.1 a établi le fait suivant : pour tout r < p < R, les ¢, p" sont les coefficients de Fourier
de la fonction 2m-périodique f, : R — C définie par f,(t) := f(a + pe'). Autrement
dit, pour tout n € Z, on a

2 G e dt
Cnpn _ f((l + pezt)e—mt —,
0 2

pour n’importe quel p tel que r < p < R.

EXEMPLE 4.3. Pour déterminer un développement en série de Laurent dans une
couronne centrée en a, une stratégie souvent efficace est la suivante : on exprime tout
. . N . 1
en fonction de u = z — a et on essaye de se ramener & des expressions du type =
avec |cul < 1 ou ﬁlc/u) avec |c/u| < 1.
Cherchons par exemple les développements en série de Laurent de f(z) = Wl(z—@
dans les couronnes C':= {0 < |z — 2| < 3} et C' = {|z — 2| > 3}.
Pour z € C, on écrit
1 1
z) = X
/() z—2 (2—2)-3
1 1
= x

3(2-2)  1- 22

L xi 222\ e car 22 <1
= —— Ea— 1C1te car |——
3:-2 &4\ 3 3
31

= W(z—m”.

n=-—1

Pour z € ¢, on écrit plutdt

@) = g x

(2—2)2 1-23

1 S003 0\
- 22 X Z <22> licite car [-25] < 1
k=0

-2
= >3 (z-2)m

n=—00

APPLICATION. Singularités “éliminables”.

Comme illustration de ’existence du développement de Laurent, on va démontrer
I'important résultat suivant.
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PROPOSITION 4.4. Soit Q2 un ouvert de C, soit a € Q) € C, et soit f une fonction
holomorphe sur Q\{a}. On suppose que f est bornée au voisinage de a. Alors [ se
prolonge en une fonction holomorphe sur ). On dit que le point a est une singularité
éliminable pour f.

Démonstration. Choisissons r > 0 et une constante M tels que D(a,r) < Q et
|f(2)| < M pour tout z € D(a,r)\{a}. D’aprés le théoréme 4.1, on peut développer la
fonction f en série de Laurent dans la couronne D(a,r)\{a} = {0 < |z —a| < r} :

+00

fR)= ) ealz—a)".

n=—0uo

On sait que pour tout p €0, [, on a ¢, p" = % gﬂ fla+ pe?)e=™9dh . Comme de plus

|f(a+ pei?)| < M sur [0,27], on a donc ’S(Q)ﬂ fla+ pe?)e=™dh| < 2r M, et par suite

len| < M p™"

pour tout n € Z. Sin < 0, on en déduit |c,| < 0 en faisant tendre p vers 0. Ainsi, on a
cn, = 0 pour tout n < 0. Par conséquent :

0

F2) = Y ez —a)"

n=0
pour tout z € D(a,r)\{a}. La série entiére }, _;cn(z —a)" converge en tout point de
D(a,r)\{a}, et aussi bien sir pour z = a; elle définit donc une fonction holomorphe
g : D(a,7) — C qui co’incide avec f sur D(a,r)\{a} par définition. Si maintenant on
pose f(a) = g(a) et f(z) = f(z) pour z # a, alors f est holomorphe sur Q\{a} et
aussi au voisinage de a car f~ = g sur D(a,r). Donc fN e H(Q), et f prolonge f par
définition. n

COROLLAIRE 4.5. Soit Q un ouvert de C, et soit a € Q. Si f : Q@ — C est une
fonction continue sur Q et holomorphe sur Q\{a}, alors f est holomorphe sur .

Démonstration. Par continuité, f est bornée au voisinage de a, donc a est une
singularité éliminable pour fq\ (4. Il existe ainsi une fonction f holomorphe sur € qui

co’incide avec f sur O\{a}. Par continuité, on a aussi f(a) = f(a), donc f = f et par
suite f est holomorphe sur €. O






Chapitre 4

Courbes et intégrale curviligne

1. Intégrale curviligne
1.1. Définitions.

DEFINITION 1.1. Soit Q0 un ouvert de C. Un chemin dans ) est une application
continue v : [a,b] — Q, ou [a,b] est intervalle compact de R. On dit qu’un chemin
v i a,b] — Q est fermé (ou encore que v est un lacet) si on a v(b) = v(a).

On dit qu'un chemin v est de classe C! par morceaux si on peut subdiviser
son intervalle de paramétrage [a,b] en intervalles [ag,a1], [a1,a2],...,[an—1,an] sur
lesquels v est de classe C'.

DEFINITION 1.2. Si 7 : [a,b] — C est un chemin de classe C' par morceauz d’image
I' et si w est une 1-forme différentielle continue sur un ouvert § contenant I', on définit
Uintégrale de w sur ~ par la formule

L o= | (1) - (@) dt.

Remarque 1. Cette définition a bien un sens car la fonction sous I'intégrale (qui est
définie sauf en un nombre fini de points) est continue par morceaux sur [a, b].

Remarque 2. Pour que 'intégrale curviligne S,yw ait un sens, il suffit en fait que w
soit définie et continue sur I'image I' de ~.

PRATIQUE DU CALCUL.
(1) Cas ot w s’écrit Pdx + Qdy.

En erivant 7(t) = (2(t), y(1)), on a w(y(t)) = P(a(),y®)m + Q@(t), y(t))ms
pour tout t € [a, b], ot 71 et 7 sont les deux “applications linéaires coordonnées”. Donc

W)Y (1) = P(@(t), y(#)a’(t) + Q(w(t), y(£)y/(t), et on obtient

b b
j Pda + Qdy = f P(a(t), y(t) ' (£)dt + j QUa(t), y() o/ (H)dt
Y a

a

Pour calculer S’y Pdx + Qdy, on procéde donc “mécaniquement”’” comme suit : on
pose
T = ﬂj‘(t) y Y= y(t) , dr = :L'/(t)dt , dy = y/(t)dtv
et on intégre entre a et b.

EXEMPLE 1. Soit f : R — C une fonction continue, et notons P : R? — R la
fonction définie par P(z,y) = f(z). Soit également [a,b] un intervalle de R et soit
v € R. Si on note 7 : [a,b] — C le chemin défini par y(¢) := t + iv = (¢, v), alors

dex:fbf(t) dt.
' 63a
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Ainsi, I'intégrale des fonctions d’une variable est un cas particulier d’intégrale cur-
viligne.

EXEMPLE 2. Soit  := R?\{(0,0)}. Soient aussi R > 0 et a € [0,27], et soit
v :[0,a] — Q le chemin défini par v(t) := (Rcost, Rsint). On a

J xdy — ydx
e

Démonstration. On écrit x = Rcost, y = Rsint, donc dv = —Rsintdt, dy =
Rcostdt et 22 + y* = R%. Cela donne

dy — yd 1
% = ﬁ (R2 COS2t + R2 Sin2 t)dt _ dt7
2 Yy

dy — yd «
[[EEE
v e +y 0

et donc

0

EXERCICE. Soient r : [a,b] —]0,0[ et 6 : [a,b] — R des fonctions continues de
classe C! par morceaux, et soit v : [a,b] — R2\{(0,0)} le chemin défini par

~(t) := (r(t) cos O(t),r(t) sin 9(75))

Montrer que

f 2dy —ydz g0y pa).
)

2 + 92

(2) Cas ot w s’écrit Adz + Bdz.
‘Dans ce cas, on a w(v(t)) = A(y(t))I + B(y(t))I pour tout t € [a,b], ou I(h) = h
et I(h) = h. Donc w(v(t))y'(t) = A(y(t)) x 7/'(t) + B(y(t)) x 7/(t) et donc

J Adz + Bdz = f Ay t)dt + bB(q/(t))y’(t)dt.

Ainsi, pour calculer Sw Adz + BdZz, on pose
Z = V(t) , dz = ’y/(t)dt , dz = ,y/(t) dt,
et on intégre entre a et b.

EXEMPLE. Soient a € C et R > 0, et soit yg : [0,27] — C\{a} le chemin (fermé)
défini par y(t) := a + Re'. Alors
d
j ° — 2ir.
yr %0

Démonstration. On pose z = a + Re', dz = iRe'dt, ce qui donne
dz T iReltdt  [*"
[ [
g 20 o Re 0

Ezercice. Pour n € Z, calculer §_, ‘i—z, ou " : [0,27] — C* est défini par y"(t) :=

int

0

e
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1.2. Propriétés de I’intégrale curviligne. Dans ce qui suit, €2 est un ouvert de
C, et tous les chemins v : [a,b] — Q sont de classe C! par morceaux.

PROPOSITION 1.3. (additivité)
Soit v : [a,b] — Q un chemin dans Q. Si c € a,b], alors

f w = f w + J w
Y Y[a,c] Y[e,b]

pour toute 1-forme différentielle w continue sur §2.
Démonstration. C’est évident par définition de I'intégrale curviligne. O

Remarque. Un des intéréts de ce résultat est qu’il permet de se ramener a des
chemins de classe C'.

PROPOSITION 1.4. (théoréme fondamental de 1’analyse)
Soit F € C1(Q). Pour tout chemin v : [a,b] — Q, on a

f dF = F(y(b)) — F(y(a)).

En particulier, Sv dF ne dépend que des extrémités du chemin ~.

Démonstration. Supposons d’abord que 7 soit de classe C! sur [a, b]. Alors la fonc-
tion F oy est de classe C!, avec (F o) (t) = dF(v(t))y'(t). On a donc

LdF _ Jb(FOfy)’(t)dt — [Fon]’,

a

ce qui est la formule souhaitée.

Dans le cas général, choisissons une subdivision a = ag < a1+ < ay = b de
I'intervalle [a,b] telle que 7 soit de classe C! sur [a;,a;41], pour tout i € [0, N — 1].
D’aprés la proposition 1.3 et le “cas C!”, on a

N-—1
j dF > f
Y 1=0 ’7|[ai,ai+1

(Pen) = Fo)) + (F2) = Fon)) + -+ + (Flww) = Flyw-))
~ F((an)) = F(3(a0))

d’ou le résultat. O

dr
]

COROLLAIRE 1.5. Si 7 : [a,b] — Q est un chemin fermé, alors SW dF = 0 pour
toute fonction F € C1(Q).

Démonstration. C’est évident puisque y(b) = v(a). O

DEFINITION 1.6. (changement de paramétre)

(1) Un changement de parameétre est une bijection continue s : [a,b] — [c,d]
entre deux intervalles compacts de R.

(2) On dit que deux chemins 1 : [a,b] = Q et v2 : [¢,d] — Q sont

- équivalents s’il existe un changement de paramétre croissant s : [a,b] —
[c,d] tel que v1(t) = y2(s(t)) pour tout t € [a,b];
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- anti-équivalents s’il existe un changement de parameétre décroissant
tel que y1 = 2 08.
Remarque. Intuitivement, deux chemins sont équivalents s’ils décrivent la méme

courbe, dans le méme sens (mais peut-étre pas a la méme vitesse) ; et deux chemins
sont anti-équivalents s’ils décrivent la méme courbe “en sens contraire”.

EXEMPLES.
(i) Les chemins v; : [0,27] — C* et 72 : [0, 7] — C* définis par yi(t) = e’ et
72(s) = €2 sont équivalents.
(ii) Les chemins 7; : [0,27] — C* et 42 : [0,27] — C* définis par v (t) = e’ et
y2(t) = e~ sont anti-équivalents.
(iii) Pour tout chemin v : [a,b] — C, on définit le chemin inverse 7 : [a,b] — C
par la formule ¥(¢) = v(a + b —t). Alors v et ¥ sont anti-équivalents. Lorsque
[a,5] = [0,1], on 2 5(t) = ~(1 ).

PROPOSITION 1.7. (invariance de l'intégrale par changement de paramétre)
Soient 1 : [a,b] — Q et y2 : [c,d] — Q deuz chemins de classe C' par morceaux

dans ().

(1) Sivyy et~y sont équivalents, alors Sm w = S'n w pour toute 1-forme différentielle
w continue sur €.

(2) Si~ et y2 sont anti-équivalents, alors S% w=— S% w pour toute 1-forme w.

Démonstration. Soit s : [a,b] — [¢,d] un changement de paramétre tel que v, =
72 © s, croissant dans le cas (1) et décroissant dans le cas (2). Soit également w une
1-forme continue sur {2.

Supposons d’abord que 71, 72 et s soient de classe C1. On a alors v} () = ~5(s(t))s(t)
pour tout t € [a, b], et donc

b
f w = f win(t)) - (' (4 (s(0))) dt

a

b
f win(s(t) - ((s(0) x (1)t

a

s(b)
f o “028) his) s

ot on a effectué le changement de variable s = s(t). Dans le cas (1), s est croissant, donc
s(a) = c et s(b) = d, et donc SM w = Sgw('yg(s))vé(s) ds = S“/z w. Dans le cas (2), on a
d
s(a) = det s(b) = ¢, done §, w = §e(r2(s)4(s) ds = — § w(a())9h(s) ds = — [, w.
Si 1,72 et s sont de classe C! par morceaux, on se raméne au “cas C'” en subdivisant
convenablement les intervalles [a, b] et [c,d] : plus précisément, on subdivise [a,b] en
intervalles [a;, a;11] sur lesquels v; et s sont de classe C' et tels que o est C! sur
s([ai, ait+1]), et on utilise la proposition 1.3.
Le cas ot le changement de paramétre s est seulement supposé continu est un peu
plus délicat, et on l’admettra. ]

COROLLAIRE 1.8. Si v est un chemin dans €, alors Sﬁw = —Syw pour toute 1-
forme w continue sur €.
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EXERCICE 1.9. Soient 71 : [a1,b1] — Q et ¥2 : [a2,b2] — Q deux chemins de classe
C! par morceaux tels que 7y1(b1) = y2(az). Le chemin “v; suivi de +2” est le chemin
v :[0,1] — € défini par
() = " a1+(b1—a1)><2t) si0<t<1/2
TEEZ A ya(ag + (be —ag) x (2t —1)) sil/2<t<1

Vérifier que cette définition a bien un sens, et que pour toute 1-forme différentielle

w continue sur ), on a
J w = J w —i—J w.
¥ 7 72

1.3. Longueur d’un chemin.

DEFINITION 1.10. Soit v : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceaur. La
longueur de 7y est le nombre I(7y) défini par I(y) := Ss |/ (t)] dt.

EXEMPLES.

(1) Soient p,q € C et soit v : [0,1] — C le paramétrage naturel du segment [p, ¢],
ie.y(t)=1—t)p+tg=p+t(g—p). On a~+/(t) = ¢ — p pour tout ¢ € [0, 1],
donc I(v) = Sé lg — p|dt = |q¢ — pl|, ce qui est bien la valeur attendue pour la
longueur de [p, q].

(2) Soient a € C et R > 0. Le chemin v : [0,27] — C défini par v(t) = a + Re®
paramétre le cercle {z € C; |z — a] = R}, donc on s’attend a trouver /(y) =
27 R. Et en effet, on a |y/(t)] = iRe' pour tout t € [0,1], donc |¥/(t)| = R et
I(7) = 2" Rdt = 27 R.

PROPOSITION 1.11. Deux chemins équivalents ou anti-équivalents ont la méme lon-
gueur.

Démonstration. Soient 71 : [a,b] — C et 72 : [¢,d] — C deux chemins équivalents
ou anti-équivalents, et soit s : [a,b] — [c¢,d] un changement de paramétre tel que
71(t) = v2(s(t)).

Si s est de classe C! (ou C! par morceaux), on peut montrer que I(y1) = I(72) en
utilisant la formule de changement de variable, exactement comme dans la preuve de
la proposition 1.7 : c’est un bon exercice.

Pour un changement de paramétre seulement continu, on doit procéder différem-
ment. Tout repose sur le fait suivant, que 'on admettra :

FAIT. Soit [u,v] un intervalle de R. Appelons subdivision de [u,v] toute suite finie

de la forme t = (tg,t1,...,tN), avec ou bien u = tog < t; < --- < ty = v ou bien
v =1ty >t >--- >ty = u. Soit également 7 : [u,v] — C un chemin de classe C! par
morceaux. Pour toute subdivision t = (tg,t1,...,tx) de [u,v], posons

N-1
(v, 1) = Z [v(tiv1) — v(t)] .-
i=0

Avec ces notations, on a I(v) = sup{l(v, t); ¢ subdivision de [u,v]}.

En admettant ce fait, la preuve de la proposition est immédiate. En effet, quand ¢ =
(to,...,tn) décrit 'ensemble des subdivisions de [a, b], alors st := (s(tg),...,s(tn))
décrit ’ensemble des subdivisions de [¢, d] car s est une bijection strictement monotone
de [a, b] sur [¢,d], et on a l(y1, t) = l(72,st) pour toute subdivision ¢; donc la formule
précédente donne directement (1) = I(7y2). O
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Ezercice. Essayer de donner une preuve de la proposition 1.7 en s’inspirant de la
démonstration précédente.

NOTATION. Soit 7 : [a,b] — C un chemin de classe C! par morceaux, d’image T
Pour toute fonction continue ¢ définie sur I', on posera
b

f o(2) |de] = f o(v(8) |7 (1) dt.
)

a

En particulier, on a [(v) = Sv 1|dz| = S,Y |dz|.

Cette notation est utile lorsqu’on veut majorer le module d’une intégrale curviligne :
c’est le contenu du lemme suivant.

LEMME 1.12. Soit 7 : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceaur d’image T.
Si f est une fonction continue sur un ouvert contenant I', alors

f f(z)dz <J [f ()l 1dz| < () x ilell?’f(Z)’.

Démonstration. 11 suffit d’écrire § f(z)dz = SZ F(y(#)y/ (t)dt et de majorer le mo-
dule de l'intégrale par 'intégrale du module.
g

2. Courbes, orientation
2.1. Courbes simples.

DEFINITION 2.1. Une courbe simple dans le plan est un compact I' = C qui est
limage d’un chemin ~y : [a,b] — C injectif (on dit encore sans point double), avec
un intervalle [a,b] non réduit & point. On dit alors que v est un paramétrage de la
courbe T'.

REMARQUE. Si v : [a,b] — C est une application continue et injective, alors ~y
est un homéomorphisme de |[a,b] sur ([a,b]), par compacité de [a,b]. Donc, toute
courbe simple I' © C est homéomorphe a l'intervalle [0,1]. En particulier, I' posséde
deux extrémités p et ¢, qui correspondent aux extrémités 0 et 1 de [0, 1]. On peut les
caractériser de la fagon suivante : ce sont les deux seuls points de I' tels que I'\{p} et
I"\{q} sont connezes.

DEFINITION 2.2. Soit I' < C une courbe simple d’extrémités p et q, et soit 7y :
[a,b] — C un paramétrage de I'. On dit que v oriente I' de p vers q si on a y(a) =p
et v(b) = q. Dans ce cas, le chemin “inverse” ¥ oriente I' de q vers p.

Exemple. Si p,q € C et p # q, le segment [p, q] est une courbe simple. On peut le
paramétrer par le chemin v : [0,1] — C défini par y(t) := (1 — t)p — tq, qui oriente
[p, q] de p vers q.

LEMME 2.3. Soient 1 et vo deux paramétrages d’une méme courbe simple I' = C.

(1) Si~ ety définisent la méme orientation de T, alors v1 et o sont équivalents.
(2) Sivy ety définisent des orientations inverses, alors ils sont anti-équivalents.
Démonstration. En notant [a,b] et [c, d] les intervalles de définition de 7 et 72, on

sait que 71 : [a,b] — T et ¥ : [¢,d] — T sont des homéomorphismes. Donc Papplication
s =509 :[a,b] = [¢,d] est un changement de paramétre tel que 1 = y2 0 5. Si v



2. COURBES, ORIENTATION 69

et 2 définissent la méme orientation de T, alors vi(a) = y2(c) et v1(b) = y2(d), donc
s(a) = cet s(b) = d, et s est croissant. Si y; et 2 définissent des orientations inverses,
alors v1(a) = y2(d) et v1(b) = v2(c), donc s(a) = d et s(b) = ¢, et s est décroissant. [J

Ce lemme rend légitime la définition suivante.

DEFINITION 2.4. Soit I' ¢ C une courbe simple orientée. Si w est une 1-forme
différentielle continue au voisinage de I', on définit l’intégrale de w sur I' par SF w = Sw w,

ot 7y : [a,b] — C est n’importe quel paramétrage de I' compatible avec ’orientation.

EXEMPLE. (segments orientés)
Si p, g € C, la notation S[p ¥ désignera toujours l'intégrale d’une 1-forme w sur le
segment [p, q] orienté de p vers q.

(1) On a
f w—— f w
[p,q] [¢,p]

pour toute 1-forme différentielle w continue au voisinage de [p, q].

(2) Comme [p, ¢q] se paramétre par y(t) :=p +t(¢ —p) = (1 — t)p + tq, on a

f[ ]w=fw((l—t)pﬁq)'(p—q)dt

0

(3) Si [p, q] est un segment horizontal de la forme [a, b] x {v}, il est plus naturel de
paramétrer [p, ¢] directement par Uintervalle [a, b], i.e. de poser () := (z,v),
x € [a,b]. Siw = Pdz + Qdy est une forme différentielle continue au voisinage
de [p, ¢q], on a alors

b b
J Pdx + Qdy = f P(z,v)dx et J Pdx + Qdy = —f P(z,v)dx.
[p.al a [¢,p]

a

De méme, si [p, q] est un segment vertical {u} x [¢, d] alors [p, ¢] se paramétre
par ¥(y) := (u,y), y € [a,b], et donc

f[p’q] Pdx + Qdy = f Q(u,y)dy et J

d
Pdx + Qdy = —f Q(u, y)dy.
[¢.p] c

(4) Si € € C, alors le segment orienté [0,&] se paramétre par y(t) := ¢, t € [0, 1],

et donc
1
J wzf w(t) - £ dt.
[0,£] 0

Le Lemme 2.3 permet aussi de définir la longueur d’une courbe simple, orientée ou
non.

DEFINITION 2.5. La longueur d’une courbe (simple) I' < C est la longueur de
n’importe quel paramétrage de I.

Ezercice. Calculer la longueur de 'arc de la parabole d’équation y = x? joignant
les points (0,0) et (1,1).
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2.2. Courbes de Jordan fermées, domaines de Jordan.

DEFINITION 2.6. On dit qu’un compact I' < C est une courbe de Jordan fermée
si I est limage d’un chemin vy : [a,b] — C fermé et “sans points doubles”, i.e. tel que
V[a,p[ €St injectif.

Par exemple : un cercle, le bord d’un triangle, le bord d’un rectangle sont des
courbes de Jordan fermées (exo).

REMARQUE. Une courbe de Jordan fermée I' < C est homéomorphe au cercle

T={z€eC; |z| =1}.

Démonstration. Soit v : [a,b] — C un paramétrage de I'. Quitte & effectuer un
changement de paramétre affine, on peut supposer que [a, b] = [0, 27]. Comme v(0) =
7(2m) et que 7|[0,2x[ est injectif, il existe une unique application ¢ : T — I telle que
vt € [0,27] : #(e) = y(t). On vérifie facilement que ¢ est une bijection, et un peu
moins facilement que ¢ est continue (exo; utiliser la compacité de [0, 27]). Donc ¢ est
un homéomorphisme puisque T est compact ; et ainsi I' est homéomorphe a T. O

Le résultat suivant est intuitivement “évident”, mais il est en réalité tout & fait non
trivial. Il n’est pas question de le démontrer ici; ce qui n’empéchera pas de 'utiliser
quand méme.

THEOREME DE JORDAN. Si I' © C est une courbe de Jordan fermé, alors C\I'
posséde exactement 2 composantes connexes, l'une bornée et l'autre non bornée; et I’
est la frontiére de chacune de ces deux composantes connexes. La composante connexe
bornée de C\I' s’appelle l'intérieur de I', ou encore le domaine entouré par T, et
se note int(T").

Ezercice. Montrer que si K est un compact quelconque de C, alors C\K posséde
exactement une composante connexe non bornée.

DEFINITION 2.7. On dit qu’un ouvert W < C est un domaine de Jordan si W
est lintérieur d’une courbe de Jordan fermée I' (de sorte que I' = 0W).

Par exemple : un disque ouvert, un triangle ouvert, un rectangle ouvert sont des
domaines de Jordan.

VOCABULAIRE. Soit k € N*. On dira qu'un chemin 7 : [a,b] — C est k-régulier si
7 est C* par morceaux et si y/(t) # 0 pour tout ¢ € ]a, b[ en lequel 7 est dérivable ; qu'une
courbe de Jordan fermée I' = C est k-réguliére si I' admet un paramétrage k-régulier ;
et qu'un domaine de Jordan W < C est k-régulier si I' := 0W est k-réguliére.

LEMME 2.8. Soit W < C un domaine de Jordan 1-régulier. Si vy : [a,b] — C est un
paramétrage 1-régulier de I' = 0W, alors on est dans l'un des deux cas suivants :

(i) Quand on parcourt T' en suivant le paramétrage v, on a constamment le do-
maine W “a sa gauche”. On dit alors que v oriente I' dans le sens trigo-
nométrique.

(i1) Quand on parcourt T' en suivant le paramétrage v, on a constamment le do-
maine W “a sa droite”. On dit alors que v oriente I' dans le sens anti-
trigonométrique.

Remarque. La signification mathématiquement précise de (i) et (ii) est la suivante.
Notons Der(y) l'ensemble des t € |a, b[ en lesquels ~y est dérivable; et pour ¢t € Der(v),
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notons n(t) le vecteur unitaire orthogonal & /() tel que (7/(t), n(t)) soit orienté dans
le sens direct. Alors (i) signifie que pour tout ¢ € Der(y), le vecteur n(t) “pointe vers
I'intérieur de W” : on peut trouver € > 0 tel que |y(¢),v(¢t)+en(t)] € W et |y(t),v(t)—
en(t)]nW = &. (Il est bien entendu vivement conseillé de faire un dessin.) De méme,
(ii) signifie ce qu’on imagine : remplacer “pointe vers 'intérieur de W” par “pointe vers
lextérieur de W”.

La preuve de ce lemme est assez délicate et n’apporterait en fait pas grand chose;
donc on admettra le résultat.

Exemple. Soit D = D(a, R) un disque ouvert, et soient A A [0,27] — C les pa-
ramétrages de 0D définis par v*(t) := a+ Re' et v~ (t) := a = Re™". Alors v* oriente
0D dans le sens trigonométrique et v~ oriente 0D dans le sens anti-trigonométrique.

LEMME 2.9. Soit W < C un domaine de Jordan 1-régulier. St v et vo sont deux
paramétrages 1-réguliers de I' = W définissant la méme orientation de I, alors S'Yl w =

572 w pour toute 1-forme différentielle w continue sur un ouvert contenant oW .

Preuve abrégée. Pour i = 1,2, on notera [a;, b;] U'intervalle de définition de ;. De
plus, on supposera que y; et v orientent I' dans le sens trigonométrique.

Pour ne pas perdre de temps, on admettra qu’on peut se ramener au cas ol -y et
72 sont de classe C! et ont le méme point de départ (i.e. v1(a1) = 72(az2)), et que dans
ce cas il existe un changement de paramétre s : [a1,b1] — [ag, ba] tel que 71 = yp0s. 1
reste & voir que ce changement de paramétre est croissant, car on pourra alors conclure
que 1 et y2 sont équivalents et appliquer la Proposition 1.7.

Le point clé est que le changement de paramétre s (a priori seulement continu) est
dérivable en tout point ¢ € |ay, b[. Pour le voir, il suffit d’écrire

nt+h) —n@) _ st +h) —ye(s(t)
h h
_ B +h) —ns®) | sEt+h) —s(t)
s(t+ h) — s(t) h
Quand h tend vers 0, le membre de gauche tend vers (y1)'(t), et 72(8§'E:f,3:32t()8(t)) tend
vers (v2)'(s(t)) car s(t + h) tend vers s(t) par continuité de s. Comme (y2)(s(t)) # 0

s(t+h)

par définition d’'un paramétrage admissible), on en déduit que =5®) tend vers
g h

%, et donc que s est dérivable au point .

Maintenant qu’on sait que s est dérivable, on peut écrire

(2.1) (m)'(t) = $'(t) x (72)'(s(1)).

Cette identité montre que pour tout point ¢ € |ay, b1 [, les vecteurs (y1)'(t) et (y2)'(s(t))
sont colinéaires, et donc que les vecteurs “normaux” n., (t) et n.,(s(t)) le sont éga-
lement. Comme ces deux vecteurs (attachés au méme point £ = v1(t) = v2(s(t)) de
I" pointent tous les deux vers l'intérieur de W par définition de 'orientation, ils sont
nécessairement de méme sens. Par conséquent, (71)'(t) et (y2)'(s(t)) sont eux aussi de
méme sens, et en revenant & (2.1) on en conclut que s'(t) = 0, pour tout ¢ € |ay, by[.
Ainsi, le changement de paramétre s est croissant, ce qui achéve la démonstration. [J
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DEFINITION 2.10. Soit W un domaine de Jordan 1-régulier. Si w est une 1-forme
différentielle continue sur un ouvert contenant W, on pose

| wi]w
ow ¥

ot 7y est n'importe quel paramétrage 1-régulier de OW orientant 0W dans le sens trigo-
nométrique.

EXEMPLE 1. Si D = D(a,r) est un disque ouvert et si g est une fonction continue
au voisinage de 0D, alors

2m
f g(z)dz = J gla +re)ire'dt.
0D(a,r) 0

Démonstration. On paramétre 0D par le chemin v : [0, 27] — C défini par v(t) :=
a + re', qui oriente bien 0D dans le sens trigonométrique. Autrement dit, on pose
2z =a+re't, donc dz = ire'dt, et le résultat est alors immédiat (micro-exo). O

EXEMPLE 2. Soit R = ]a,b[x]c, d[ un rectangle ouvert de C = R2. Si w = Pdx +
Qdy est continue au voisinage de 0R, alors

LR Pdz + Qdy = LbP(x,c) da + LdQ(b,y) dy — pr(x’ d) dar — f Qla,y) dy.

a

Démonstration. En notant A, B,C, D les sommets du rectangle (en partant du
sommet “en bas a gauche” et en tournant dans le sens trigonométrique, faire un dessin),

on a
Lo oo Lo
OR [A,B] [B,C] [C,D] [D,A]

d’ou le résultat en paramétrant les segments de fagon “naturelle” (exo). O

3. Formule de Green-Riemann

Le but de cette section est d’établir une “formule magique” sur laquelle il serait
possible de baser toute la théorie des fonctions holomorphes.

3.1. Enoncé de la formule.

DEFINITION 3.1. On dit qu’un compact K < C est un domaine élémentaire si
e ou bien K = W pour un certain domaine de Jordan 2-régulier W ;

e ou bien K = W\(W; u ce U W), on WoWh, ... Wy, sont des domaines de
Jordan 2-régquliers tels que W; < W pour i = 1,...n et les W; sont deux a
deuz disjoints.

Remarque 1. Les domaines de Jordan W et (éventuellement) W7y, . .., W, sont uni-
quement déterminés par K. Dans le ler cas, on a W = K. Dans le 2¢éme cas, les W;
sont les composantes connexes bornés de C\K, et W = K\(W; U --- 0 W,,).

Démonstration. Exo. O

Remarque 2. Dans le ler cas, on a 0K = W, et dans le 2éme cas on a 0K =

oW v oWy u---udW,.

Démonstration. Exo, & nouveau. ]
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DEFINITION 3.2. Soit K < C un domaine élémentaire, et soit w une 1-forme dif-
férentielle continue sur un ouvert contenant 0K . On définit l’intégrale SaKw comme
sutt :

o si K est de la forme “Jordan”, K = W, alors

| o] w
0K ow

e 5i K est de la forme “Jordan a trous”, K = W\(Wy U --- U W,,), alors

n
oK ow - Jows

Ces définitions ont bien un sens d’aprés la Remarque 1 ci-dessus. Remarquons
aussi que (dans le 2¢me cas) le signe “+” (non écrit) devant {,,;. et le signe “—" devant
Dy Sawi signifient qu’on oriente W dans le sens trigonométrique et les 0W,; dans
le sens anti-trigonométrique ; ou, si on préfére, qu'on veut parcourir 0K en gardant
constamment I'intérieur de K & sa gauche.

THEOREME 3.3. (formule de Green-Riemann)

Soit K < C un domaine élémentaire. St w = Pdx + Qdy est une 1-forme différen-
tielle de classe C' sur un ouvert contenant K tout entier, alors

Pdx + Qdy = f <8Q — 61—7) dxdy .
oK K \ 0 dy

REMARQUE. Siw = Adz + Bdz, alors la formule de Green-Riemann s’écrit

Adz + Bdz = —22’] <6B — 6%) dxdy .
oK K 0z 0z

Démonstration. Comme dz = dx + idy et dzZ = dx — idy, on a

Adz + Bdz = Adzx + iAdy + f Bdx — 1Bdy
0K 0K oK

0A 0A 0B 0B

<[, (5 ) e [ (55w
. 0A 0A . 0B 0B

= ZL{ <5‘a: + Z&y) dxdy — Z.L( <0a: — ’Lay> dxdy

0A OB
—2 | (2 - 22) duay.
ZL(az az> vy

COROLLAIRE 3.4. Si A est une fonction de classe C' au voisinage d’un domaine
élémentaire K, alors

0A
Adz = 2i J — dxdy .
oK K 0%
3.2. Une preuve a peu prés compléte. La preuve de la formule de Green-
Riemann va se faire en considérant plusieurs cas, de plus en plus généraux. Pour plus

de “lisibilité”, on s’abstiendra de démontrer en détail certains points techniques.

Cas 1. Le domaine K est un rectangle [a,b] x [c,d].
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Dans ce cas, c’est un calcul assez facile, mais cependant non-trivial :

d

fb P(z,c)dx + J;dQ(b,y) dy — Jb P(z,d)dx — f Q(a,y)dy

a a C

J Pdx + Qdy
0K
b

[Tew @@ - [ [pee. - Pl
Jd aa];(:v, y) dy) dx

[ ([, &eoc) o[ (]

0Q oP
L (a B ay> dady

ol on a utilisé le théoréme fondamental de ’analyse et le théoréme de Fubini.

La suite de la preuve de Green-Riemann n’a pas été faite en cours.
CAs 2. Le domaine K est un “rectangle déformé”.

De fagon précise, supposons que K soit de la forme K = ®(R), ot R = [a, b] x [¢,d]
est un rectangle et ® est un difféomorphisme de classe C? d’'un ouvert U < C contenant
R sur un ouvert U’ < C. On va se ramener au Cas 1 au prix de quelques calculs et a
I'aide de la formule de changement de variables.

Comme le rectangle R est connexe, on peut supposer que U est connexe, quitte
a remplacer U par la composante connexe de U contenant R. Comme ® est un dif-
féomorphisme, le déterminant jacobien Jp ne s’annule pas, et garde donc un signe
constant sur U par connexité (et par continuité de Jg). Quitte & remplacer R par
R* = [e,d] x [a,b] et @ par le difféeomorphisme ®* défini par ®*(u,v) = ®(v,u)
(qui vérifie Jpx(u,v) = —Jg(v,u)), on peut supposer qu’on a Jg(u,v) > 0 pour tout
(u,v) e U.

La condition Jg(u,v) > 0 signifie que le difféomorphime ® “préserve 'orientation
en tout point”. Cela rend plausible fait suivant, que 'on admettra car sa preuve n’est
pas particuliérement éclairante.

FAIT. Si 7 est un paramétrage admissible de 0R, alors ® o« est un paramétrage

admissible de 0K.

On va se contenter d’établir la formule de Green-Riemann dans le cas d’une forme
différentielle du type w = Pdx, ot P est une fonction de classe C!. (Le cas w = Qdy se
traite de la méme fagon, et le cas général s’obtient en faisant la somme de ces deux cas
particuliers). Il s’agit donc de vérifier qu’on a

J dez—f éEala:dy.
0K K 0Y

D(u,v) = (X(u,v),Y(u,v)).

Dans la suite, on écrira

Avec ces notations, le déterminant jacobien Jg est donné par la formule

0X Y XY

Je= e T a0 du’

ce qui servira plus bas.
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Soit v : [a,b] — C un paramétrage admissible de 0R. D’aprés le fait, on a

f Pdxr = Pdx
oK doy

b
_ f P(® o (1)) (X o)/ (1) dt

a

b
f (P o ®)(1(t)) dX ((1))/(t) dt

= f(Po@)dX.
,

Autrement dit :

f Pdr = J (Po®)dX
0K oR
0X

0X
= Pod)— Pod)—dv.
LR( o ®) P du+ (P o ®) P dv

D’aprés le Cas 1 et comme la forme différentielle (P o ®) %du + (Po®) %—)U(dv est
de classe C! (car P est C! et X est C?), on a donc

o [ rae [ {2 (e 2 (o 2 L

Il s’agit maintenant de montrer que le membre de droite est égal a — Sa K %—I; dxdy,
ce qui n’est pas immédiatement apparent !

D’aprés les formules pour les dérivées partielles d’une fonction composée, on a

0 0X 0 0X
ou ((P ?) 61}) T ou <P<X Y) (91})
0 0X %X
T ou (PIX.Y)) 5 ov +PXY) Oudv
oP 0X 0P oY\ 0X *X
- ((7:1: XY) 50 ou Ty(X Y (9u) TPXY) dudv’
et de méme :
0 0X oP 0X 0P oY\ 0X ?X
Pod —(X —+ —(X,Y + P(X,Y
au<( )au> (ax(’ o0 t )87))(3u ( >aau

22X
Comme 5.5 av a d’aprés le Théoréme de Schwarz, on obtient donc, aprés sim-

plification :

0 0X 0 0X 0P oY 0X 0Y oX
ou ((P ®) (91)) ov <<P ?) 6u> - @(X’Y) 8 <8u v v 6u>

oP
= —<ayo(13> Jo .

Comme de plus Jg = |Jg| puisqu’on suppose depuis le début que Jg > 0, on peut
alors conclure en revenant a (3.1) et en utilisant la formule de changement de variable :
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J Pdx = - a—P((ID(u,v))|Jq>(u,v)|dudv
0K R OY

oP
= — —(z,y) dxd
L(R) ay( y) dzdy

0P
— | —dzdy.
K 0Y
Cela termine la preuve de la formule de Green-Riemann dans le cas d'un “rectangle
déformé”.

Cas 3. Le domaine K peut se “quadriller” par des rectangles déformés.
De facon précise, on suppose qu’on peut décomposer K sous la forme
K=Kjvu--uKy,

ou les K sont des rectangles déformés et, pour tous 7,5 € {1,..., N}, ou bien K; n
Kj = g, ou bien K; et Kj se rencontrent selon un “coté” commun. Un dessin est
indispensable ici!

Dans ce cas, on il n’est pas trés difficile de montrer que toutes les intersections
K; n Kj sont de mesure de Lebesgue nulle, car ce sont des réunions finies de courbes
de classe C!. On a donc

N
\L{f&x,y>dxdy::giaj;%11x7y>dxdy

pour toute fonction f continue sur K.

D’autre part, si deux rectangles déformés K; et K se rencontrent selon un “coté”
commun I'; j7, on voit que I'; j; est parcouru en sens inverse selon qu’on parcourt 0K
ou 0K . Par conséquent, si w est une forme différentielle continue au voisinage de K,
alors les deux intégrales sur I'; i se détruisent lorsqu’on calcule SKj w + SK;‘/ w. Ceci

étant vral pour tous j,j’, il est alors facile de se convaincre qu’on a

N
ZJ WZJ w,
o1 Yok oK

pour toute forme différentielle w continue au voisinage de K.
D’aprés le Cas 2, on en déduit immédiatement le résultat souhaité : si w = Pdx +

Qdy, alors
N
w w
L = 2L

N

P
— ZJ (0@_8>dxdy
Sk, or 0y

oQ oP
- J (5T

CAS 4. Le domaine K est quelconque.
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On peut montrer, et on 'admettra, que tout domaine élémentaire X < C admet
un quadrillage par rectangles déformés. Donc le cas général est en fait le Cas 3, et la
démonstration est terminée.

3.3. Un cas particulier (pas fait en cours). Dans cette sous-section, on va
donner une preuve directe de la formule de Green-Riemann dans le cas ot le domaine
K est un disque D(a, R). C’est un calcul suffisamment intéressant pour étre détaillé.
On se contente de faire la preuve pour une forme différentielle du type w = Pdx.

Ecrivons a = (z0,%0). Le bord de K se paramétre par le lacet «y : [0, 27] — C défini
par
v(6) := a + Re™ = (29 + Rcos,yo + Rsin0).
Donc
2m
Pdx = f P(zo+ Rcosf,yo + Rsinf) x (—Rsinfdf).
oK 0
En notant P* : [0, R] x [0, 27] la fonction définie par
P*(r,0) := P(xzo + Rcosf,yp + Rsind),

on a donc
27

J Pdx = — RP*(R,6)sinfdo.
oK 0

Ensuite, on a pour tout 6 € [0, 27] :
RP*(R,6) = RP*(R,8) — 0P*(0,6)
R q
_ *
= J p (TP (7, 0)) dr

0

:L < ag*(r 0) + P*(r, 9)> drdf

Donc

27
Pdx = f f < (r, 9)> sin 0 drdf.
oK 57"

Enfin, par le théoréme de Fubini, on a

27
f f P*(r,6) sm@drd@— < (r,0) sm9d9> dr

. 9=2m 2 oP*
= f ([cos OP*(r, 0)]0_0 —fo COSQﬁ(T, 0)) dr

27 *
J f cos P (r,0)dr.

*

P —_ 3 _ _
5 dx = J;) L <’l” sin 0 or (’l”, 0) + cos @ 20

* *
S f <sin9 AL L s dr> rdrdd
10,R[x[0,27] 8r T 60

On obtient donc

(r,0) dr) dodr
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Mais d’aprés les formules de dérivation partielle “en coordonnées polaires”, on a
pour tout (r,6) €]0, R[x[0, 27] :

. oP* cos b OP* oP .
sin 0 . (r,0) + " W(T’ ) = a—y(mo + rcosf,yo + rsind).
D’ou finalement
oP :
J Pdx = — f —(zo + rcosb,yo + rsind) rdrdd
aD(a,r) 10,R[x[0,27] OY

=— J o dzxdy,
D(a,r) ay

d’aprés la formule de changement de variables.

4. Théoréme de Cauchy et formule de Cauchy

4.1. Préambule : “convergence dominée”. On a trés souvent besoin de “passer
a la limite” sous des intégrales SI fa(t) dt dépendant d’un paramétre A. Pour cela, on
utilisera systématiquement la version suivante du Théoréme de convergence dominée.

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE. Soit I un intervalle de R, soit f : I — C
une fonction intégrable et soit (f))xea une famille de fonctions intégrables (fy : I — C)
avec un ensemble d’indices A < R. Enfin, soit \g € Ru{£o0} un “point d’accumulation”
de A. On fait les hypothéses suivantes.

(1) fa(t) = f(t) quand X — X, pour tout t € I sauf peut-étre un nombre fini.

(ii) Hypothése de domination : il existe une fonction mesurable g : I — R™ indé-
pendante de X € A telle que VA€ A = |f(t)] < g(t) et §; g(t) dt < 0.

Alors on peut conclure que §; f(t)dt = limy_,5, §; fa(¢) dt.

Remarque 1. Lorsque l'intervalle I est borné, I'hypothése de domination (ii) est
satisfaite s’il existe une constante M indépendante de X telle que |fx(t)] < M pour
tout A et pour tout £ € I.

Remarque 2. On en déduit que si I est un intervalle compact [a, b], si les fy sont
continues et si fy(t) — f(¢f) uniformément sur [a,b] quand A — Xg, alors on peut
passer a la limite sous l'intégrale. En particulier, si > uy est une série de fonctions qui
converge normalement sur [a, b], alors les sommes partielles f,, = >, uj convergent
uiniformément sur [a, b], et on obtient donc

b [ @ © b
J (Z uk(t)> dt =) f wp(t) dt .
k=02

@ \k=0

Ezercice. Démontrer directement ce qui est dit dans la Remarque 2, sans utiliser le
théoréme de convergence dominée.

On appliquera trés souvent le théoréme de convergence dominée a des intégrales
curvilignes, sous la forme suivante.

COROLLAIRE 4.1. Soit v : [a,b] — C un chemin de classe C* par morceauz d’image
I, soit ¢ : I' — C une fonction continue, et soit (px)ren une famille de fonctions
continues sur I'. On suppose que ©y(z) — p(z) pour tout z € I' (quand X — \g) et qu’il
existe une constante M telle que |@x(2)] < M pour tout z € ' et pour tout A € A. Alors
on peut conclure que Sv ©ox(z) dz tend vers SV o(z)dz.
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Démonstration. C’est immédiat en écrivant la définition des intégrales curvilignes :
comme on intégre sur 'intervalle borné [a, b], on peut utiliser la Remarque 1. ]

4.2. Le “Théoréme de Cauchy”. Il s’agit du résultat suivant, qui est une consé-
quence immédiate de la formule de Green-Riemann, mais d’une importance considérable
dans la théorie des fonctions holomorphes.

THEOREME 4.2. (Théoréme de Cauchy)
Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Q) < C, alors SaK f(z)dz =0 pour
tout domaine élémentaire K < ).

Démonstration. D’aprés la formule de Green-Riemann, on a

J f(z)dz =2i a—{i dxdy ,
0K K 0Z

d’otu le résultat puisque % = 0. U

COROLLAIRE 4.3. Si K < C est un domaine élémentaire, alors
dz

Vae C\K : =0.
oK X —Q
Démonstration. On applique le théoréme de Cauchy a f(z) = Zia, qui est holo-
morphes sur 2 = C\{a}, ouvert de C contenant K. O

Remarque. Dans le théoréme de Cauchy, il est essentiel que le domaine élémentaire
K soit entiérement contenu dans l'ouvert (2 sur lequel f est holomorphe : il ne suffit
pas d’avoir 0K < . Par exemple, f(z) := % est holomorphe sur C* et K := D vérifie
0K = 0D < C*, mais on a vu plus haut que {, dz—z = 2im # 0.

APPLICATION. Pour illustrer le Théoréme de Cauchy, on va montrer que l'intégrale

“généralisée” [ = SSO Si?tdt existe et calculer cette intégrale.

Soit f : C* — C la fonction (holomorphe) définie par

Pour € et R vérifiant 0 < ¢ < R, notons K. g le domaine ¢lémentaire défini par
K.rp={2€C; e <|z| < RetIm(z) > 0}.

Comme K. p < C*, on a S(?K Rf(z) dz = 0, d’aprés le Théoréme de Cauchy. En
paramétrant les 4 “morceaux” de G’KS, R, cela s’écrit

R it T oiRe" ] —€ it T pice' )
0 = J —dt+ J _ iRe'tdt + J —dt — J —jee'ldt
e t 0 Re“f -R 0 EGZt

Reit T Re—it T
- J dtﬂf eihie dt—f dt—if e € dt .
€ t 0 € t 0

Autrement dit :

R _: T -
S t . g .
(4.1) 2zf mdtz—if elRetdt—l—if eiee dt .
£ t 0 0
IR I

Examinons maintenant le comportement de I, quand ¢ — 0 et de Ir quand R — 0.
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Pour ¢ € [0, 7] fixé, e’ tend vers 1 quand e — 0. De plus, on a

icelt
e
€

_ |6iscostfesint| _ 6fssint <1
pour tout € > 0 et pour tout ¢t € [0, 7], car sint > 0 sur [0,7]. D’aprés le théoréme de
convergence dominée, on en déduit

0
lim I, = f dt =m.
e—> 0

D’autre part, on a |IR‘ < S(T)r ‘eiReit‘ dt = 3‘(7)1' efRsintdt7 et limp_oo e~ Bsint _ pour

tout ¢ €]0,7[ car sint > 0 sur ]0,7[. Comme |e~#*"| < 1 pour tout R et pour tout

t € [0, 7], on en déduit (& nouveau par convergence dominée)

lim Ir =0.
A, Ir =0

Au total, on voit que le membre de droite de (4.1) tend vers —i x 0+ im = im quand
e — 0 et R — 0. Donc le membre de gauche tend également vers 7 : autrement dit,
1= SOO st Jt existe en tant qu’intégrale généralisée et on a 2i I = im. D’oil finalement

0 t
© sint
detzﬂ.
0ot 2

Ezercice 1. Montrer que I. tend vers m quand € — 0 sans utiliser le théoréme de
convergence dominée.

Ezxercice 2. En utilisant la concavité de la fonction sinus sur [0, 7/2], montrer qu’on
asint > %t pour tout ¢ € [0, 5], et en déduire I'inégalité

Jﬂ- e—Rsintdt < ™ i
0 R

FEzercice 3. Montrer que pour tout N € N, on a
(VD™ | sin ¢ N V2

——dt = —

|, e 3

n=0

x T x 1
2 (n+1)m’
et en déduire que l'intégrale I n’est pas absolument convergente.
4.3. La “formule de Cauchy”. Méme si cela ne sera pas trés apparent dans ce

cours, le théoréme suivant est peut-étre le résultat le plus important de toute la théorie
des fonctions holomorphes.

THEOREME 4.4. (formule de Cauchy)
Soit Q un ouvert de C, et soit f € H(QQ). Si K < Q est un domaine élémentaire,
alors

Vaef(:f(a)zi (2) dz.
2im Jog 2 —a

Démonstration. Fixons un domaine élémentaire K < () et un point a € K. Fixons
également g9 > 0 tel que D(a,g9) C K.

Pour ¢ vérifiant 0 < ¢ < g, posons K. = K\D(a,e). En faisant un dessin, on
voit que K. est un domaine élémentaire, avec 0K, = 0K U dD(a,¢). De plus, si on
veut calculer une intégrale curviligne sur 0K, il faut orienter dD(a,c) dans le sens
anti-trigonométrique.
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Pour z € Q\{a}, posons

La fonction g est holomorphe sur 'ouvert Q\{a}, qui contient le domaine élémentaire
K., pour tout ¢ €]0,ep]. D’apreés le Théoréme de Cauchy, on a donc SaKE g(z)dz =0,
ce qui s’écrit (compte tenu de 'orientation)

(4.2) /(z) dz — f J) dz = 0.
oK # — @ 0D(a,e) a
En paramétrant le cercle 0D(a, €) par ¥(t) = a + e, on obtient
21 it .
J 1(z) dz = JC(L?E) ice't dt
0D(ae) # — @ 0 e’
21 )
= 1 fla+eet)dt.
0

Comme f(a + g€e™) tend vers f(a) quand € — 0 et qu'on a de plus |f(a + ge')| <
M = sup{|f(2)|]; z € D(a,e0)} pour tout £ €]0,g¢], on en déduit (par convergence
dominée)

lim 1) dz = if%edt = 2im f(a);

20 JoD(ae) # — @ 0
d’ott la formule de Cauchy en faisant tendre € vers 0 dans (4.2).

]
COROLLAIRE 4.5. Si K < C est un domaine élémentaire, alors
o d
Vae K S 24 .
K R —a
Démonstration. On applique la formule de Cauchy avec f(z) = 1. O

EXERCICE. Déduire la formule de la moyenne de la formule de Cauchy. Autrement
dit, montrer & I'aide de la formule de Cauchy que si f est une fonction holomorphe
dans un disque D(a, R), alors on a pour tout 0 <r < R :

2m dt
a) = a+re
f(a) . I )5

4.4. Analyticité des fonctions holomorphes. Comme application de la for-
mule de Cauchy, on va donner la preuve “classique” du fait que toute fonction holo-
morphe dans un disque D(a, R) se développe en série entiére dans ce disque. Cette
preuve n’utiliser pas la théorie des séries de Fourier.

Soit f une fonction holomorphe dans D(a, R). Notons d’abord le fait suivant.

Fair. Si k € N, alors l'intégale SaD (ar) G (a))k dz ne dépend pas de r tel que 0 <
r < R.

Preuve du Fait. Soient 0 < r < ' < R, et soit K := D(a,")\D(a,r), qui est
certainement un domaine élémentaire. Comme a ¢ K, la fonction z +— (f (Z))k est

holomorphe au voisinage de K. Donc SaK = I )) dz = 0 par le Théoréme de Cauchy ;

autrement dit SaD(a’r,) ﬁ dz — 2D(ar) (Zf(a)) dz = 0. O
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Fixons maintenant un point z € D = D(a, R), et choisissons r tel que |z —a| < r <
R. D’aprés la formule de Cauchy, on a
1 f(€
Fl2) = 5 ) ge.

2w Jop(ag) € — 2

De plus, si £ € 0D(a,r) alors

1 _ 1
{—2 (§—a)—(2—a)
1 1
= X 1 z—a ’
f_a T £=a
et on a g:—g = Lz%a‘ < 1. On peut donc écrire

1 1 E (2 —a\"
-z 5—a2<£—a>
_ S (z—a

go(f—a’”’

ou la série converge normalement sur 0D(a,r).
En revenant a la formule de Cauchy, on en déduit

1§ (oo
LD(M) <2i7r nZ:]O (€ —a)nr f(§)> dg
xJ

_ L NGV
) nz—:o (2” LD(a,r) (€ —a)nt? df) (z—a)",

ou l'interversion de la somme infinie et de I'intégrale est justifiée par la convergence

f(z)

normale de la série sur dD(a,r). Comme % S&D(a r) % d¢ dépend uniquement de
n d’apreés le Fait, on peut le noter ¢,. Ainsi, on a trouvé une suite de coefficients (¢, )n>0
indépendante de z telle que

f(2) =) enlz—a)
n=0

REMARQUE 4.6. La preuve précédente a montré que f(z) = >, ;cn(z — a)” dans
le disque D(a, R), avec

1 O

207 Jop(ay) (2 — a)n

pour n’importe que r tel que 0 < r < R. Cette formule pour les coeflicients peut se
démontrer directement (si on sait déja que f se développe en série entiére). De méme,
si f est une fonction holomorphe dans une couronne C(a,r9,r1) et si on note ¢, les
coefficients de son développement de Laurent dans cette couronne, alors

VneZ:cnzz_LJ Ldz,
2im 0D(a,r) (Z - a)n+1

YneN : ¢,

a,r
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pour n’importe que r tel que ro < r < ry.

Démonstration. On démontre seulement la 2éme formule. Soit rg < r < rq, et soit
neZ.Ona

f(z) T flatre)
f vl gt redt
0D(a,r) (Z a’) 0 (?”6 )
i 2m ) )
= — fla+re™)e ™ dt
™ Jo

i .
= — x2m e = 2imey,.






Chapitre 5
Résidus

1. La “formule des résidus”

DEFINITION 1.1. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe dans un voisinage
épointé de a, c’est-a-dire un ouvert de la forme W\{a}, ou W est un voisinage de a.

1

Le résidu de f au point a est le coefficient de .= dans le développement en série

de Laurent de f dans n’importe quel disque épointé D(a,r)\{a}; on le note Res(f,a).
+0
Autrement dit, si f(z) = Y. cn(z —a)™ dans un disque épointé D(a,r)\{a}, alors

n=—00
Res(f,a) = c_1.
Le lemme suivant a essentiellement déja été démontré.

LEMME 1.2. Soit, a € C, et soit f une fonction holomorphe sur W\{a}, ot W est
un voisinage ouvert de a. Sir > 0 est tel que D(a,r) < W, alors

f f(2)dz = 2imr Res(f,a).
0D(a,r)

Démonstration. Par la Remarque 4.2 du Chapitre 3 (avec n = —1), ou bien la
Remarque 4.6 du Chapitre 4, on a

27 i . dt
Res(f,a)r ! = fla+ret)et™ —,
0 2
donc
1 2T ) ) 1
Res(f,a) = 2ir Jy (a+ret)ire'dt = %im o) f(z)dz.

Mentionnons également deux faits évident mais trés utiles :

Fair 1.3. Si f et g sont deuzx fonctions holomorphe dans un voisinage épointé de
a, alors Res(f + g,a) = Res(f,a) + Res(g,a).

Démonstration. Exo. [
FArT 1.4. Si le point a est une singularité éliminable pour f, alors Res(f,a) = 0.

Démonstration. Comme a est une singularité éliminable, le développement en série
de Laurent de f au voisinage de a est en fait un développement en série entiére. O

Voici maintenant le résultat principal du chapitre.

THEOREME 1.5. (formule des résidus)

85
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Soit K < C un domaine élémentaire, et soit S < C un ensemble fini, avec S K. Si
f est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant K\S, alors

(2)dz = 2im Z Res(f,a).

oK aesS

Démonstration. Comme S ID(, on peut, pour tout a € S, trouver r, > 0 tel que
D(a,r,) © K. Posons alors L = K\ Uuesnx P(a,7q). Par définition, L est un domaine
élémentaire contenu dans K\S, donc f est holomorphe au voisinage de L. D’aprés le
théoréme de Cauchy, on a donc {5, f(z)dz = 0. Autrement dit :

0 = f(z)dz — Z LD(a’ra) f(z)dz

oK aeS

f(z)dz — 2im Z Res(f,a),

oK aesS

d’aprés le lemme 1.2. O

Remarque. Lorsque S = (J, i.e. f est holomorphe sur 2, la formule des résidus
donne Sa i f(z)dz = 0, autrement dit le théoréme de Cauchy. De méme, lorsque f est

holomorphe sur © et qu'on applique la formule des résidus a g(z) := z g, otace K
(donc avec S = {a}), on obtient la formule de Cauchy. Ainsi, le théoréme des résidus

généralise a la fois le théoréeme de Cauchy et la formule de Cauchy.

2. Calcul pratique d’un résidu dans le cas d’un pdle

DEFINITION 2.1. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe sur W\{a} ou W
est un voisinage ouvert de a. Soit également p un entier = 1. On dit que a est un
pole de multiplicité p pour f si on peut écrire f(z) = %, ot u est holomorphe au
voisinage de a avec u(a) # 0, et v est holomorphe au voisinage de a avec un zéro de

multiplicité p en a.

REFORMULATION. Il revient au méme de dire qu’on peut écrire

u(z)
T = e
au voisinage de a, ot u et v sont holomorphes avec u(a) # 0 et v1(a) # 0; ou encore
qu’on peut écrire
__9(2)
f(Z) - (Z . a)p

au voisinage de a, ou g est holomorphe et g(a) # 0.

REMARQUE. Si a est un pole de multiplicité p, alors il existe une constante ¢ # 0
telle que f(z) ~ ﬁ au voisinage de a. En particulier, a ne peut pas étre un pole de
multiplicité p’ # p (de sorte qu’on peut parler de p comme étant la multiplicité de a
comme pole de f), et |f(z)| tend vers U'infini quand z — a.

EXEMPLE 2.2. Si f est une fonction rationnelle, f(z) = % avec pged(P, Q) = 1,

alors les poles de f sont les zéros du polynomes @, et la multiplicité d’un point a € Z(Q)
comme pole de f est la multiplicité de a comme zéro de Q.
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LEMME 2.3. Supposons que a soit un pole simple pour f, i.e. un pole de multiplicité

p=1.
9(2)

o Si f s’écrit sous la forme f(z) = Go—ay> vec g holomorphe au voisinage de a,
alors
(PS1) Res(f,a) = g(a) = lim(z —a) f(z2) .

u(z)

o Si f s’écrit sous la forme f(z) = =a)ui(z) @vec u,v holomorphes au voisinage
de a et vi(a) # 0, alors
u(a)

(PS2) Res(f,a) = (@)

u(z)

o Si f s’écrit sous la forme f(z) = o) e u,v holomorphe au voisinage de a et

v ayant un zéro simple en a, alors
u(a)
v'(a)

Démonstration. Pour (PS1), on développe g en série entiére,

g(z) = Z dn(z —a)™.
n=0

(PS27) Res(f,a) =

Q0
On en déduit f(2) = 3 dn(z —a)" !, autrement dit

n=0

)= Y dua(z—a)"

n=—1

Le résidu de f en a vaut donc dy = g(a), ce qui prouve (PS1). La formule (PS2) s’en
déduit immédiatement en posant g = -
Pour (PS2’), on écrit v(z) = (2 — a)vi(2), ot v; est holomorphe au voisinage de
v(z)

a avec vi(a) # 0, et on applique (PS2) en remarquant que vi(a) = lim, ., == =

lim,_,q w = v/(a). O

Les trois formules (PS1), (PS2) et et (PS2’) sont trés efficaces pour calculer un
résidu en un pole simple, et avec un peu d’habitude on voit immédiatement sur un
exemple donné laquelle est la plus facile & utiliser. Il faut cependant impérativement
garder & lesprit que ces formules ne sont valables que pour un pdle simple.

sin z
cosz

La fonction f est holomorphe sur C\S, ou S = {(2k+ 1)%; k € Z}. Si a =

Exemple 1. Soit f(z) :=tanz =

2
2k +1)T € S, alors cos z a un zéro simple en a car cos’(a) = —sina = (—1)+1 # 0.
2
D’aprés (PS2), on a donc Res(f,a) = Cf)is?(‘i) = % = —1, pour tout a € S.

Exemple 2. Soit f(z) := l-i-%

La fonction f est holomorphe sur C\S, ou S est ’ensemble des racines 6-iémes de

—1, autrement dit S = {ei(%+k§); 0<k<5}. Sia= l(5k3) ¢ S, alors a est un zéro
simple de v(z) = 1+ 25, avec v/(a) = 6a®> = —% puisque a® = —1. Donc Res(f,a) = —&

pour tout a € S.



88 5. RESIDUS

LEMME 2.4. Supposons que a soit un pole de multiplicité p = 1 pour f, et écrivons
flz) = (gﬁ ot g est holomorphe au voisinage de a. Notons c,(g) les coefficients du

z—a)P’
développement en série entiére de g au voisinage de a. Alors
(p—1)
9" (a)
PM Res(f,a) = cp—1(9) = =——~-

Démonstration. Comme g(z) = Y,0° ¢n(g)(z —a)™, le développement de Laurent de
f en a s’écrit
0

Z cn(g)(z—a)" P = Z cntp(9)(2 —a)”

n=0 n=-—p

d’ou le résultat. O

Remarque. La deuxiéme identité dans (PM) est peu utilisable si p est grand puisqu’il
faut dériver p — 1 fois la fonction g, mais elle fonctionne assez bien pour p = 2 ou 3.
Si p est vraiment grand, il faut se débrouiller pour calculer le coefficient ¢,—1(g) sans
dériver g, par exemple en déterminant directement le développement en série entiére
de g; cf 'exemple donné a la fin de la sous-section 4 du Chapitre 3.

Exemple. Soit f(z) := Mﬁ'

La fonction polynomiale v(z) = 2% + 322 — 4 admet 1 comme racine “évidente” ; et
en factorisant par z — 1, on trouve v(z) = (z — 1)(z + 2)?. Donc f(z) = m est
holomorphe sur C\{1, —2}, avec un pole simple en 1 et un pole double en —2. D’aprés
(PS2), on a Res(f,1) = %(1) avec vl( ) = (2 +2)% ie. Res(f,1) = §- Dapres (PM),

on a Res(f,2) = g(! 2 avec g(z) = ie. Res(f,—2) = —3-

z— 1’
3. Exemples de calculs d’intégrales

Dans cette section, on donne trois exemples montrant que le théoréme des résidus
peut se révéler remarquablement efficace pour calculer certaines intégrales n’ayant a
priori aucun lien avec I’analyse complexe.

La stratégie est toujours la méme pour calculer une intégrale inconnue I. On ap-
plique le théoréme des résidus a une fonction holomorphe f bien choisie (en général
facile a trouver) sur le bord d’un domaine élémentaire K également bien choisi (et
parfois difficile & trouver) dépendant d’un ou plusieurs paramétres. Le bord de K se
décompose en un certain nombre de morceaux, et I'intégrale de f sur le bord de K est
la somme des intégrales sur chacun des morceaux. En général, 'une de ces intégrales
tend vers 'intégrale cherchée I quand les paramétres tendent vers certaines bornes. Si
on a de la chance, on sait aussi déterminer les limites des autres intégrales (parfois en
fonction de I), et on obtient alors la valeur de I en passant a la limite dans la formule
des résidus.

3.1. Transformées de Fourier de fonctions rationnelles. Si f est une fonc-
tion intégrable sur R, la transformée de Fourier de f est la fonction f : R — C définie

par
f f —za}tdt

Cette définition a bien un sens car |f(t)e~"!| = |f(¢)| est intégrable sur R.
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La proposition suivante montre qu’il est en principe trés facile de calculer la trans-
formée de Fourier d’une fonction rationnelle f & partir du moment ou on a réussi a
trouver ses poles.

PROPOSITION 3.1. Soit f(z) = ggzg une fraction rationnelle sans poles réels, avec

deg(Q) = deg(P) + 2. On note P+ l’ensemble des pdles de f a partie imaginaire
strictement positive. Alors, pour tout A= 0, on a

ﬁ;@(—)\) = fjooo ()™t dt = 2ir Z Res(f(z)e™?, a).

acP+

En particulier

f_oo f(t)dt = 2im Z Res(f,a).

aeP+

Démonstration. La fonction f est bien intégrable sur R car elle est continue sur R
et |f(t)] = O(1/t?) en +oo par hypothése sur P et Q.
Posons Ry = max{|a|; a pole de f}, et pour R > Ry, considérons le domaine
élémentaire
Kp:={z€C; |z| < Ret Im(z) > 0}.

La fonction z + f(2)e** est holomorphe Q = C\Z(Q), qui contient Kr\PT.
D’aprés le théoréme des résidus, on a donc

(2)e* dz = 2in 2 Res(f(2)e™?,a),

0KR acP+

autrement dit
j ferdt+ | f(2)e**dz = 2in Z Res(f(2)e"?, a),
—-R YR acP+

ou g : [0,m] — C est défini par vr(t) = Re'. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que l'intégrale SWR f(2)e"* dz tend vers 0 quand R — oo.
On a

(2)e* dz
R

f f(Re’Lt) 62’)\Reit iReit dt‘

0

< J |f(Re™)| |e“‘Reit\ Rdt
0

= R J ]f(ReZt)] ef/\RSintdt
0
< RM(R) f e Mt gy
0

oit on a posé M(R) = sup{|f(2)|; |z| = R}. De plus, on a M(R) = 0(1/R?) quand
R — oo par hypothése sur P et @Q, donc RM(R) — 0. Enfin, on a e fAsint < 1 sur
[0, 7] car sint = 0 et A = 0; donc Sg e MEsintdt reste borné indépendamment de R.
Ainsi S’YR f(2)e?* dz tend effectivement vers 0. O



90 5. RESIDUS

REMARQUE. Si on suppose seulement que deg(Q) > deg(P)+1, alors Siooo f(t)eMdt
existe en tant qu’intégrale généralisée pour tout A > 0, et on a toujours

0
f f(t)eMtdt = 2ir Z Res(f(z)e™?, a).
—© acP+t
Démonstration. Fixons A > 0. Le fait que Siogo f(t)etdt existe peut se démontrer
a l’aide d’un critére d’Abel (exo) (mais cela va aussi découler de la preuve qui suit). Si
on examine la preuve de la Proposition 3.1, on voit qu’il suffit de montrer que

RM(R) j e Misintgr 0 quand R — 0.
0

Comme deg(Q) = deg(P) + 1, on a M(R) = O(1/R) quand R — o0, donc RM (R)
est borné indéper}damment de R. De plus, comme A > 0 et sint > 0 sur |0, n[, on
voit que Sg e Mtsintgr 0 quand R — o0, par convergence dominée. Donc tout est

bien. ]
EXEMPLE 1. Calcul de I = f —_—
o 1+ 16
La fonction f(z) := ﬁ vérifie les hypothéses de la proposition, avec Pt =
{eim/6 ¢im/2 id/6y — (eim/6 ;i ¢i57/6) De plus, on a vu que si a est un pole de f,
alors Res(f,a) = —%. On a donc
1/ . .
I = 2imtx —5 (6”/6 +i+ el57r/6)
LT ( 42 7T)
= —— i+ 2isin—
3 6
_ 2r
-3
© cos(xt
EXEMPLE 2. Calcul de I(x) = f ( 2) dt pour z € R.
o L+t
La fonction a intégrer est effectivement intégrable sur [0, 00| car C(l)i(ff) < H%;

donc I(x) est bien définie pour tout x € R.
La fonction I est visiblement paire, donc on peut se contenter de calculer I(x) pour

z=A=0.
1 [ cos(\t) 1 L it
I\ == dt = - ——dt].
() 2fw1+t2 2Re<foo1+t2 )

On a

Autrement dit : I(A) = 3 Re F(=X), on f(t) := H%

On peut appliquer la Proposition 3.1 & f(z) =

L. Les poles de f sont i et —i,

T+22°
donc P+ = {i}. Le point i est un pole simple pour f(z)e**?, donc (par la formule 3((‘2))”)

\ eiAXi e~
R 3 z’ A _ = .
(I i) = S =
On en déduit f(—)\) = 241 X % =me *, dott I(A\) = Z e~ pour A > 0. Ainsi, on
obtient pour tout x € R :

foo cos(zt) P —
o 1+1¢2 2
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3.2. Un exemple plus compliqué. Dans cette sous-section, on va calculer pour

tout a €10, 1, 'intégrale
w0 dt
Lo=| ———
0o t¥(1+1)

Notons que I, est bien définie et strictement positive, en tant qu’intégrale d’une
fonction mesurable strictement positive (!). Mais évidemment, I, est une “vraie” inté-

grale (i.e. I, < o) car la fonction t — m est continue sur |0, 0] et équivalente a
1

zen0eta ta% en +00, donc intégrable sur |0, o[ puisque « €]0, 1[.

ta
Suivant la stratégie exposée plus haut, on a envie d’appliquer le théoréme des résidus
af(z) = m sur des domaines élémentaires bien choisis. Cela étant, deux problémes

se posent immédiatement :

e donner un sens a z%;

 trouver des domaines élémentaires bien adaptés au probléme.

Donner un sens a z% n’est pas difficile : on choisit une demi-droite A d’origine 0
et on prend la détermination principale de z* dans C\A. Maintenant, on a le choix de
la demi-droite A, et c’est la recherche du “bon” choix qui va en fait donner I'idée des
domaines élémentaires a considérer.

Si on regarde la définition de I,, on voit que la demi-droite A = [0, o[ doit jouer
un role. Paradoxalement, c’est cette demi-droite qu’on va enlever pour définir z¢ alors
qu’on veut calculer une intégrale sur A. On définit donc officiellement la fonction f sur

Q = C\([0, o[ w{-1}) par

ou z% est défini en prenant 'argument dans |0, 27[, puisque la demi-droite [0, o[ cor-
respond a l'argument § = 0 (modulo 27).

Ce choix n’est pas si surprenant si on garde a l’esprit la recherche des domaines élé-
mentaires, qui doivent dépendre de certains paramétres appelés a tendre vers certaines
limites : pour retrouver A = [0, oo[ (et donc I,) dans le processus de passage a la limite,
il suffira de prendre des domaines élémentaires dont certains morceaux “tendent” vers
[0,00[. D’autre part, ces domaines doivent contenir le point a = —1 (le seul pole de
f(2)) dans leur intérieur si on veut que le théoréme des résidus donne une information
intéressante, et ils doivent étre disjoints de [0, oo puisque f n’est pas définie sur [0, oo].

Ces remarques devraient rendre moins “parachutée” la définition qui suit : pour
e et R vérifiant 0 < ¢ < 1 < R, on notera K.r le domaine élémentaire de type
“pac-man” délimité par le demi-cercle C; = {|z]| = ¢, Re(z) < 0}, les deux segments
If, = lie,ie + VR? —€2], I, = [—ie,—ie + VR? —€?], et l'arc de cercle Teg =
{Re?; 0 € [—m;7], |0] = O:r}, ot O-r = arctan (¢/v/R2 — €2). Bien entendu, un dessin
est indispensable ici!

La fonction f est holomorphe dans €) et posséde un poéle simple en —1, avec

Res(f,—1) = (_11)a = T,

Comme —1 € K g, la formule des résidus s’écrit donc

(3.1) LK f(2)dz = 2ime™ ™
eR

Quand ¢ tend vers 0, 'intégrale SCE f(2)dz tend vers 0 car
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f i) d f”% 1 el gt
2)dz| = iee
. : (eem)a(l + o)
f’% edt
< P P EE————
z e |1+ ce”|
< 1 X
< ———— xX7e
e*(1—¢)
-«
€ N
- T 5% 9 car a < 1.
1—e¢
L’intégrale Sr 2)dz = S% Ocr j Rl-a efj:RaZ); df tend vers SS iR~ elj:R:w de

quand € — 0 (d’ apres le theoreme de convergence dominée) car 6. g tend vers 0 et la
fonction apparaissant sous 'intégrale est intégrable sur [0, 27].

Si t €]0,00[, alors (t +ic)® tend vers t* et (t —ic)® tend vers €2t quand ¢ tend
vers 0, car 'argument de t+i¢ tend vers 0 et celui de t—ie tend vers 2r. Comme de plus
|f(t+iy)| < m pour tout y € R et comme la fonction t — m est intégrable
sur |0, R] (car a@ < 1), on en déduit, a l'aide du théoréme de convergence dominée,

que les intégrales SI;R z)dz et Sr z)dz tendent respectivement vers So = Cﬁt) et
e 2ima So = Cﬁ 77 quand £ tend vers 0.
En faisant tendre ¢ vers 0 dans (3.1), on obtient donc
R 21 pl—a,i(l—a)f
- dt R ;
3.2 1 — ¢ 2im — +1 ————df = 2ire "™
(3:2) ( )L t*(1+41t) L 1 + Ret :
pour tout R > 1. Enfin, on a
2 pl—oai(l—-a)d 2r Rl-a Rl-«
J 2 g < f - df < x 2,
0 1+ Re? o |1+ Re?| R-1

2 1—agi(l—o
et comme o« > 0, on en déduit que lmtegrale T RHW

R tend vers 4+00. En faisant tendre R vers 'infini dans (3.2), on obtient ainsi
(1 —e 27, = 2ire

d’otl finalement, en écrivant 1 — e~ 2T = =i (i@ _ =T} — =T » jgin(may) :
T

df tend vers 0 quand

Ia = .
SN T

4. Comptage de zéros
4.1. Zéros et dérivée logarithmique.

NOTATION. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un ouvert
connexe {2 < C. Pour tout ensemble K < 2, on note N(f,0, K) le nombre de zéros de
f dans K, comptés avec leurs multiplicités.

Remarque. Le sens de ’expression “comptés avec leurs multiplicités” est le suivant :
si a € K est un zéro de multiplicité m, alors a doit étre compté m fois dans le calcul de
N(f,0,K). Par exemple, pour f(z) = z(2—1)%(2—3)3,ona N(f,0,D(0,2)) = 1+2 =3
et N(f,0,D(0,5)) =1+2+3=6.
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DEFINITION 4.1. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert 2 — C. La dérivée
logarithmique de f est la fonction f'/f.

Remarque. La fonction f’/f est définie et holomorphe sur Q\Z(f), qui est bien un
ouvert de C car Z(f) est un fermé de €.

L’expression “dérivée logarithmique” vient de la remarque suivante, ot log est la
détermination principale du logarithme.

REMARQUE 1. Si f € H(Q) prend ses valeurs dans C\R_, alors f'/f = (log(f))’.

Démonstration. Micro-exo. O

Par ailleurs, la dérivation logarithmique change les produits en somme (ce qui n’est
bien entendu pas surprenant) :

: (f9)) _ f 4 o W _f o,
REMARQUE 2. Si f,g € H(Q2), alors G =TT e =F 9

Démonstration. Exo. O

Le lien entre dérivée logarithmique et nombre de zéros est donnée par la proposition
suivante.

PROPOSITION 4.2. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un
ouvert connexe ) < C, et soit K < Q un domaine élémentaire. On suppose que 0K ne
contient aucun zéro de f. Alors

_ 1 f'(2)
N(f,O,K)—% ok F2) dz.

La preuve repose sur le théoréme des résidus et sur le lemme suivant.

LEMME 4.3. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe au voisinage de a. St a
est un zéro de [ avec multiplicité m, alors Res(f'/f,a) = m.

Démonstration. On peut écrire

f(z) = (z=a)"g(2),

ol g est holomorphe au voisinage de a et g(a) # 0. On a donc

o) (G=a™) 4

&)~ Goam g0
. om_ gz)
 z-—a * g(z)

De plus, comme ¢’/g est holomorphe au voisinage de a, on a Res(¢’/g,a) = 0. Donc
/
Res <f,a> = Res( mn ,a) +0=m.
f z—a

Preuve de la proposition /.2. Par le principe des zéros isolés, on sait que Z(f) n K
est fini. Notons ai,...,,an les zéros de f dans K, et my,..., my les multiplicités.

0
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La fonction f’/f est holomorphe sur Q\Z(f), qui contient K\{a1,...,an}. D’aprés
le Théoréme des résidus et le Lemme 4.3, on a donc

f'(2) R f
. f((zz) dz = 2w ZRes <f,az->

=1

M
2 Z m;
=1

2ir N(f,0,K).

O

4.2. Le “Théoréme de Rouché”. Le résultat suivant signifie que si on veut cal-
culer le nombre de zéros d’une fonction holomorphe f dans un certain domaine élémen-
taire K, on peut remplacer f par n’importe quelle fonction holomorphe g suffisamment
proche de f. Evidemment, ceci n’est intéressant que si N(g,0, K) est facile a calculer.
On aura donc intérét a chercher une fonction g la plus “simple” possible.

THEOREME 4.4. (théoréme de Rouché)
Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un ouvert connexe 2 < C,
et soit K < Q un domaine élémentaire. Soit également g # 0 une autre fonction
holomorphe sur Q. On suppose qu’on a |f(&) — g(&)| < |g(&)| pour tout & € K. Alors
N(f,0,K)= N(g,0,K). De plus, tous les zéros de f et de g sont dans K.

Exemple. Cherchons le nombre de zéros de f(z) = 27 +32* — 223 + 1 dans le disque
K = D(0,2). Si on pose g(z) := 27 et si £ € 0K, i.e. |¢] = 3, alors |f(&) — g(&)| =
3¢ — 263 + 1] <3 x 21 +2x 23 +1 =65 et [g(¢)] = 27 = 128. D’aprés Rouché, on a
donc N(f,0,K) = N(g,0,K) =7 (car g posséde un zéro de multiplicité 7 en z = 0).

Remarque 1. 11 est essentiel que l'inégalité | f(£) — g(€)| < |g(§)] soit stricte pour
que la conclusion soit valable. Par exemple, si on prend f(z) = 2z + 1, g(z) = 1 et
K =D, alors f a un zéro dans K (& savoir z = —1) mais g n’en a aucun. Pourtant, on

a |f(§) —g(8)] = [§] <1 =1g(£)] pour tout £ € ID.

Remarque 2. Bien entendu, f et g n’ont pas nécessairement les mémes zéros, et les
multiplicités n’ont pas de raisons d’étre conservées. Par exemple, si f(z) = 22 — 1 et
g(z) = 23, alors Rouché s’applique dans le disque K = D(0,2) et on en “déduit” que f
et g ont 3 zéros dans K ; mais f a 3 zéros simples (les racines cubiques de 1) et g un
zéro triple en 0.

Preuve du théoréme de Rouché. Remarquons d’abord que f et g n’ont aucun zéro
sur 0K : sion avait f(§) = 0 pour un certain £ € 0K, on obtiendrait |0—g(&)| < |g(&)];
et si on avait g(§) = 0, on obtiendrait |f(§) — 0| < 0.

On veut montrer qu’on a N(f,0, K) = N(g,0, K). Par la Proposition 4.2, il s’agit

donc de voir qu’on a
IR P
LK <f<z> g(z) )T
iid (f/9)

/
et comme % — % = “Fe cela revient & montrer que

(fla)() ,
LK (Flayz) =0
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La fonction f/g est bien définie et holomorphe au voisinage de 0K. De plus, on a
par hypothese |(f/g)(&) — 1| < 1 pour tout £ € 0K. Par continuité, cela reste vrai au
voisinage de 0K. Il existe ainsi un ouvert V' o 0K tel que (f/g)(z) € D(1,1) pour tout
z € V. Alors, la fonction ¢ := log(f/g) est bien définie et holomorphe sur V', et on a
¢/ — (f/9)

Fla)” Par conséquent,

G [ g
L G 4= | a0

puisque 0K est constitué de courbes fermées et que S,Y ¢ (2)dz = S,Y d¢ = 0 pour tout
chemin fermé ~ dans V. U

COROLLAIRE 4.5. Soit f une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe ) < C, et soit K < Q un domaine élémentaire. Pour tout w € C, notons
N(f,w, K) le nombre de solutions de l’équation f(z) = w dans K, comptées avec leurs
multiplicités :

N(f7w7K) = N(f_w7O7K)
Alors Uapplication w — N(f,w, K) est localement constante sur l'ouvert C\f(0K) :
pour tout point wy € C\f(0K), on peut trouver ¢ > 0 tel que Yw € D(wp,¢)
N(f,w,K) = N(f,wy, K).

Démonstration. Fixonx wg € C\f(0K). Comme 0K est compact, on peut trouver
e > 0 tel que |f(§) — wo| = € pour tout £ € K. Si w € C vérifie jw — wy| < ¢, alors
w ¢ f(0K) par définition de €, et on a

[(f(§) —w) = (f(§) —wo)| = [w —wo| < |f(§) — wo
pour tout £ € K. D’aprés le Théoréme de Rouché, on a donc
N(f,w, K) = N(f —w,0,K) = N(f —wo,0, K) = N(f,wo, K)
pour tout w € D(wy,€). O
4.3. Trois exemples d’application.
EXEMPLE 1. Le Théoréme Fondamental de 1’Algébre.

Soit P(z) = ag + a1z + -+ + axz" un polynéme de degré N > 1 (a coefficients
complexes). On va montrer a 1’aide du Théoréme de Rouché que P posséde N racines
complexes (comptées avec leur multiplicité).

En écrivant P(z) = ayzV (1 + ag—l\jl x 14 i x ZN%I), on voit que P(z) ~

anz" quand |z| — 00. On peut donc trouver R > 0 tel que

1
2l > R = |P(2) —an2V| < = lanz|.
2

Posons alors K := D(0, R). Si £ € 0K, on a

IP(©) — ane™| < 5 lon€™] < fon€”]

car évidemment ay&Y # 0. D’aprés Rouché appliqué avec f := P et g(z) := ayz”, on

en déduit

N(P(2),0,K) = N(an2",0,K) = N
car z = 0 appartient & K et est racine de 2 avec multiplicité N. Ainsi, P a au moins
N racines complexes, et bien entendu au plus N puisque deg P = N.
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EXEMPLE 2. Le “Théoréme de I'application ouverte”.

Le théoréme suivant a déja été démontré a ’aide du principe du maximum. On va
en donner une autre preuve basée sur le corollaire 4.5.

THEOREME 4.6. Si f est une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe ) < C, alors f est une application ouverte : l'image par [ de tout ouvert
V < Q est un ouvert de C.

Démonstration. Fixons un ouvert V' < € et un point a € V', et posons b = f(a).
On cherche € > 0 tel que D(b,e) < f(V).

Comme f n’est pas constante et que {2 connexe, le principe des zéros isolés (appliqué
a g(z) := f(z) — b) permet de choisir r > 0 tel que D(a,7) = V et f(z) # b pour tout
z € D(a,r)\{a}. En posant K := D(a,r), on a donc b ¢ f(0K).

D’apres le corollaire 4.5, on peut trouver € > 0 tel que N(f,w,K) = N(f,b, K)
pour tout w € D(b,e). Comme b = f(a) et a € K, on a N(f,a,K) = 1, et donc
N(f,w,K) = 1 pour w € D(b,&). Ainsi, pour tout w € D(b,e), 'équation f(z) = w
posséde au moins une solution dans K, et donc dans V. Autrement dit, D(b,e)
(V). O

Ezercice 1. Déduire le principe du maximum du théoréme de I'application ouverte.

Exercice 2. Montrer que si 2 est un ouvert connexe de C et si f:  — C est une
fonction holomorphe telle que f(2) est fermé dans C, alors ou bien f est constante, ou
bien f est surjective. En déduire une preuve du Théoréme Fondamental de I’Algébre.

ExXEMPLE 3. Fonctions holomorphes injectives.

Comme autre illustration du corollaire 4.5, on va maintenant démontrer le résultat
suivant.

PROPOSITION 4.7. Soit Q un ouvert de C. Si f est une fonction holomorphe in-
jective sur Q, alors ' ne s’annule pas sur Q.

Démonstration. En considérant séparément chaque composante connexe de €2, on
se rameéne au cas ol {) est connexe.

Soit f : @ — C holomorphe injective, et supposons qu’on ait f'(a) = 0 pour un
certain a € Q. Comme f n’est pas constante (et donc f’ # 0), le principe des zéros isolés
permet de trouver r > 0 avec D(a,r) < Q tel que les deux propriétés suivantes soient
vérifiées : f(z) # f(a) pour tout z € D(a,7)\{a}, et f’ ne s’annule pas sur D(a,r)\{a}.

Posons K = D(a,r) et b= f(a), de sorte que b ¢ f(0K). Si on pose g(2) := f(2)—b,
alors g(a) = 0 et ¢’(a) = f'(a) = 0. Donc le point a est un zéro de g = f — b avec
une multiplicité au moins égale a 2, et comme a € K on en déduit N(f, b, K) > 2.
D’aprés le corollaire 4.5, on a N(f,w, K) > 2 pour tout w suffisamment proche de b;
en particulier, on peut trouver wg # b tel que N(f, wo, K) = 2.

Deux cas sont alors possibles : ou bien on peut trouver 2 points distincts z1, 29 € K
tels que f(z1) = wp = f(22) ; ou bien on peut trouver un point zg € K tel que f(z9) = wo
et f'(z0) = 0. Le premier cas est exclu par injectivité de f ; et le deuxiéme est également
exclu car le seul zéro de f’ dans K est le point a et f(a) = b # wp. On a ainsi obtenu
une contradiction. g

COROLLAIRE 4.8. Si f : Q — Q' est une bijection holomorphe d’un ouvert Q < C
sur un ouvert ', alors f~' est holomorphe sur €'.
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Démonstration. La fonction f n’est constante sur aucune composante connexe de
Q, donc f(V) est un ouvert de C (et donc de €') pour tout ouvert V < Q, d’aprés
le théoréme de I'application ouverte. Autrement dit : (f~1)~1(V) est ouvert pour tout
ouvert V < €, ce qui signifie que f~! est continue sur Q.

La continuité de f étant acquise, on peut maintenant montrer, exactement comme
dans le cas des fonctions d’une variable réelle, que f~! est C-dérivable en tout point,
avec

1
) = a3
ff1(2)
pour tout z € Q. (Les détails sont laissés en exercice). Comme f’ o f~! est continue,
(f~1) est continue, donc f~! est holomorphe. 0

Remarque. On aurait pu procéder trés différemment, en utilisant le Théoréme
d’inversion locale. En effet, comme f est holomorphe le déterminant jacobien de
f en tout point z €  est égal a |f'(2)|? (voir le Chapitre 2, Corollaire 2.12); donc
J; ne s’annule jamais, et d’aprés le Théoréme d’inversion locale on en déduit que f
est un difféeomorphisme de © sur €, autrement dit que g = f~! est de classe C'. En
différentiant la relation f o g(z) = z, on obtient alors (f’ o g) dg = dz, autrement dit

dg = f,(dgz(z) - Cela montre que g = f~! est holomorphe, avec la formule attendue pour

(fh"-
COROLLAIRE 4.9. Si f est une fonction holomorphe injective sur un ouvert € < C,
alors Q' = f(Q) est un ouvert de C et f est un difféomorphisme de Q sur Q.

Démonstration. Le fait que ' soit ouvert vient par exemple du Théoréme de 1’appli-
cation ouverte, donc on peut appliquer le corollaire précédent. On peut aussi appliquer
la proposition et le Théoréme d’inversion locale. U

Exercice. Soit f une fonction holomorphe injective sur le disque unité D,

f(z) = Z cnz" .
n=0

En utilisant le Théoréme de changement de variable, un passage en coordonnées polaires
et I'identité de Parseval, montrer que l'aire de f(D) est donnée par la formule
o6}

aire(f(D)) =7 Y nleal”.

n=0






Chapitre 6

Suites, intégrales et produits infinis

1. Majoration de la dérivée

NOTATION. Pour tout compact K < C, on posera
K*®:={¢eC; dist(§{, K) < ¢e}.

LEMME 1.1. Soit € > 0. Pour tout compact K < C et pour toute fonction f holo-
morphe sur un ouvert contenant K¢, on a

sup |(2)] < < sup |£(€)]-
2€K € ¢eKe

Démonstration. Soit K un compact de C, et soit f une fonction holomorphe sur un
ouvert {2 contenant K°. Fixons également z € K.

Le disque D(z,¢) est contenu dans K¢, donc dans Q. On peut donc trouver r, > ¢
tel que D(z,r,) < Q. Comme f est holomorphe, on peut la développer en série entiére
dans le disque D(z,r),; autrement dit, on peut écrire

o0
Vhe D(0,r2) : f(z+h) = ) ca(2)h",
n—0

ol on sait que les coefficients ¢, (z) vérifient ¢, (z) = f(72!(z) et |ep(2)|r™ < M(r) =
sup {|f(&)|; € € dD(z,7)} pour tout r < r, (inégalités de Cauchy). En particulier, pour
n:=1 et r := ¢, on obtient

()] = lea(2)] <
puisque dD(z,¢e) € D(z,¢) < K°.

m | =

M) < < s {If(©); €€ K7},

0

Remarque. Le point essentiel est que la constante C'(e) := 1/ ne dépend pas de
la fonction f holomorphe au voisinage de K¢.

2. Suites de fonctions holomorphes

On sait bien que si une suite (f,) de fonctions de classe C! sur un intervalle de
R converge uniformément, alors sa limite f n’a aucune raison d’étre encore de classe
C' : pour pouvoir conclure a coup sir que f est de classe C!, on doit par exemple
supposer que la suite des dérivées (f]) converge uniformément. La situation est trés
différente lorsqu’on considére des fonctions holomorphes : il n’est plus nécessaire de faire
une hypothése sur les dérivées, car la propriété que ’on souhaite est automatiquement
satisfaite. C’est le contenu du théoréme suivant.

THEOREME 2.1. Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Q < C.
On suppose que la suite (f,) converge uniformément sur tout compact vers une
fonction f : Q — C. Alors f est holomorphe et f), — [’ uniformément sur tout compact.

99
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Démonstration. Soit K un compact quelconque de €2, et choisissons € > 0 tel que
K¢ c Q. D’aprés le lemme 1.1, on a

1
sup |fg — fol < = sup[fg — f,
K’q p‘ e Ks‘q P|

pour tous p, g € N. Comme la suite (f,,) converge uniformément sur le compact K¢, on
en déduit que la suite des dérivées (f},) vérifie le critére de Cauchy uniforme sur
tout compact K < . Par conséquent, la suite ( f7’1) converge uniformément sur tout
compact vers une fonction g : Q@ — C, nécessairement continue car les f], le sont. Par
le Lemme 3.11 du Chapitre 2, on en déduit que f est holomorphe et que f’ = g. U

Remarque. Pour montrer que la fonction f est holomorphe, on peut également uti-
liser le Théoréme de Morera (c¢f Chapitre 8). Tout d’abord, la convergence uniforme
sur tout compact entraine la continuité de f, car les f, sont continues. Ensuite, si T
est un triangle fermé contenu dans €, alors {,. fn(2) dz tend vers §... f(z) dz quand
n — 0, par convergence uniforme de (f,) sur le compact 0T'; et donc {,. f(z)dz = 0
puisque §,,. fn(2) dz = 0 pour tout n (d’aprés le théoréme de Cauchy). En revanche, la
convergence des dérivées ne se déduit pas du Théoréme de Morera.

COROLLAIRE 2.2. Soit (ug)ken une suite de fonctions holomorphes sur . Si la série
> uy converge normalement sur tout compact de €, alors la fonction f = > uy,
est holomorphe sur Q.

Démonstration. On applique le théoréme aux sommes partielles f,, = > _ju. O

EXEMPLE 2.3. La série }; -, # converge normalement sur tout compact de 2 =
{s € C; Re(s) > 1}. Par conséquent, la formule
e @]
1
((8) =2, —

ns
n=1

définit une fonction holomorphe sur 2. Cette fonction s’appelle la fonction Zeta de
Riemann.

Démonstration. Si K est un compact de Q = {Re(s) > 1}, on peut trouver o > 1
tel que Re(s) > a pour tout s € K. On a alors || = ﬁ < n% pour tout s € K, ce

qui prouve la convergence normale de la série. O

3. Intégrales a paramétres

THEOREME 3.1. Soit F': [ x Q — C, ou I est un intervalle de R et  un ouvert

de C. On fait les hypothéses suivantes.

(i) F(t,z) est intégrable en t € I, et holomorphe en z € Q; autrement dit : pour
tout z € , la fonction t — F(t,z) est intégrable sur I, et pour tout t € I, la
fonction z — F(t,z) est holomorphe sur SQ.

(ii) Pour tout compact K < §, on peut majorer |F(t,z)| pour z € K par une
fonction g (t) indépendante de z et intégrable sur I.

Alors la formule

f(z) = LF(t,z) dt
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définit une fonction holomorphe sur 2. De plus, on peut dériver sous l’intégrale : pour

tout z € Q) et pour tout n € N, la fonction t — %Zf (t,z) est intégrable sur I et
o"F
M)(2) = t,z)dt.
06 = | S

REMARQUE. L’hypothése de domination (ii) est satisfaite si 'intervalle I est com-
pact et si F': I x 0 — C est continue.

Démonstration. Si K € €, alors I x K est compact, donc la fonction continue F
est bornée sur I x K. On a donc une constante My telle que |F (¢, 2)| < Mg sur I x K ;
et la fonction constante Mg est intégrable sur I car I est borné. O

Preuve du théoréme. Commengons par observer ceci :
Farr. La fonction (¢, z) — %—f(t, z) vérifie ’hypothése de domination (ii).

Preuve du Fait. Soit K un compact de €. Choisissons € > 0 tel que K¢ < (.
Si z € K alors, par le Lemme 1.1, %—Z(t, 2)| < L supgegee |£(€)] < Lgr=(t), fonction
intégrable sur I indépendante de z € K. O

Montrons maintenant que f est C-dérivable en tout point z € §2, avec
oF
!/
z)=| —I(t, 2)dt.
e - | G
Fixons zg € €, et soit 7 > 0 tel que K := D(29,7) < . Pour h € C\{0} vérifiant
|h| <7, ona

dt.

f(z0 +h) = f(20) :J F(t, 20 + h) — F(t, 20)
I ; I

Quand h — 0, le quotient
plus, comme [zg,z0 + h] € K < Q, on a

F(t,zo+ h) — F(t, 20

w tend vers X (¢, z9), pour tout ¢ € I. De

)_1J19F _JlaF
= az(t720+8h)><hd8— . aZ(t,zo—ksh)ds,

h
et donc
F(t h)— F(t oF
(7Z0+ ) (720) < sup 7(t,2) ]
h ze KK aZ
Si on choisit € > 0 tel que K¢ < 2, on obtient donc, par “majoration de la dérivée” :
F(t h)— F(t 1 1
L2t W= Fl20) o Ly 1t 2) < L gie )
€ zeKe g

majoration valable pour tout h # 0 tel que |h| < 7.
Comme % gx<(t) ne dépend pas de h et est intégrable sur I, on en déduit, par
convergence dominée, que

f(zo+h)— f(z0) noo [ OF _
h s a(ta ZO) dtv

autrement dit, f est C-dérivable en zy avec la formule souhaitée pour f/(zp).

Maintenant, par ce qui précéde et compte tenu du Fait, on voit qu’on peut montrer
par récurrence que f est n fois C-dérivable sur €2 pour tout n € N, avec la formule
annoncée pour £ (z).

O
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COROLLAIRE 3.2. Soit v : [a,b] — C un chemin de classe C! par morceauz d’image
T, et soit Q un ouvert de C. Si F : T' x Q — C est une fonction continue telle que,
pour tout £ € T, la fonction z — F (&, z) est holomorphe sur §2, alors la formule f(z) =
Sv F (&, 2)d¢ définit une fonction holomorphe sur Q.

Démonstration. Par définition, on a f(z) = SZ F(y(t),z)~'(t)dt. Si K est un com-
pact de €2, la fonction continue (¢, z) — F(v(t), z) est bornée sur le compact [0, 27] x K,
disons |F'(t,z)| < Mk ; et on a alors |F(y(t), z) v (t)| < Mk |/ (t)| = gk (t) pour z € K.
La fonction gx est intégrable sur [a,b] car continue par morceaux, et par conséquent
le théoréme s’applique. O

Remarque 1. Le théoréme 3.1 reste valable, avec la méme démonstration, en rem-
placant I'intervalle I muni de la mesure de Lebesgue par un espace mesuré (2,2, u).

Remarque 2. Comme pour le théoréme 2.1, 'holomorphie de la fonction f peut
se déduire du Théoréme de Morera (¢f Chapitre 8). Les détails constituent un bon
exercice : il faut d’abord vérifier la continuité de f, puis utiliser le Théoréme de Fubini
pour montrer que S(’)T f(z)dz = 0 pour tout triangle T < Q.

EXEMPLE 3.3. Soit 2 = {z € C; Re(z) > 0}. La formule

Q0
I(z) = f e tat
0

définit une fonction holomorphe sur €. Cette fonction s’appelle la fonction Gamma
d’Euler.

Démonstration. La fonction F :]0,0[xQ — C définie par F(t,z) := t*"le~! est

mesurable en ¢ € ]0, 0| et holomorphe en z € . De plus, on a
F(1,2)] = 1R

pour tout (¢, z) € ]0,0[x€. Donc la fonction ¢t — F(t, z) est intégrable sur ]0, o[ pour
tout z € Q fixé, car elle est continue, |F(t, z) ~ t8*()~1 en 0% avec Re(z) — 1 > —1, et
|F(t,2)| = o(1/t?) en +o0.

Si K est un compact de §2, on peut trouver a > 0 et b < o tels que a < Re(z) < b
pour tout z € K. On a alors t8°()~1 <t 1 sit €]0,1[ et tRe)~1 < b1 sit > 1, pour
tout z € K. On obtient ainsi |F(t, z)| < gk (t), ou

() = et si 0<t<1
N R

La fonction gy est intégrable sur ]0, 1] car elle est continue avec g(t) ~ t*~! au
voisinage de 0 et @ — 1 > —1; et elle est intégrable sur [1, [ car gx(t) = O(1/t?) en
+00. Donc gx est intégrable sur |0, cof.

D’aprés le théoréme 3.1, on peut donc conclure que I' est holomorphe sur €. O

Ezercice. Montrer qu’on a I'(z+1) = zI'(z) pour tout z € Q, et en déduire la valeur
de I'(n + 1) pour n € N.

4. Produits infinis

DEFINITION 4.1. Soit (an)n>0) une suite de nombres complexes. On dit que le pro-

duit infini [[a, est convergent si la suite des “produits partiels” Py = 1_[7]2[:0 an
admet une limite dans C quand N — o0. Cette limite se note alors ]_[ZOZO Q.
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EXEMPLE IDIOT. Si a,, = 0 pour un certain ng € N, alors [ [ a,, est convergent et
[T, an = 0.

REMARQUE 4.2. Si le produit infini []a, est convergent et si [[_,a, # 0, alors
an, — 1 quand n — 0.

Démonstration. Soit a := [['_,a, # 0. Par hypothese, P, = [[}_oaxr et P—1 =
Z;é tendent tous les deux vers a. Donc a,, = P,/P,,—1 — a/a = 1. O

Le lemme suivant et sa preuve contiennent essentiellement tout ce qu’il faut savoir
sur les produits infinis. Comme toujours, on note log la détermination principale du
logarithme ; et on rappelle que la fonction log est holomorphe sur C\R™ avec log/(z) =
1/z.

LEMME 4.3. Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes. Si la série Y. |1 — ay|
est convergente, alors le produit infini | an est convergent. Si de plus a, # 0 pour
tout n € N, alors la série Y log(ay) est convergente et [[r_gan = eXn=olog(an) - op
particulier, [ [)7_q an # 0.

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.
FArT 4.4. Si z € C vérifie |z — 1| < 1/2, alors |log(z)| < 2|z — 1].

Preuwve du Fait /.4. On écrit z = 1+ h avec |h| < 1/2. Le segment [1, 2] = [1,1+A]
est contenu dans le disque D(1,1/2), donc dans C\R~. Par le TFA holomorphe, on a
donc

1 1
h
log(z) = log(1 + h) = log(1) + JO log/(1 + th) hdt = J{) TS dt;

et par conséquent
b ln
1 <
I

ou la deuxiéme inégalité vient du fait que |th| < |h| < 1/2. O

dt <2/ =22 1],

Démontrons maintenant le lemme. Par I’Exemple idiot, on peut supposer que a,, # 0
pour tout n € N. Comme la série Y| |1 — a,| est convergente, on sait que a,, — 1. Donc,
on peut trouver un entier Ny tel que |a, — 1| < 1/2 pour tout n > Ny. Alors, par le
Fait 4.4 appliqué & h := a, — 1, on a |log(a,)| < 2|a, — 1| pour tout n > Ny. Par
conséquent, la série > log(a,) est absolument convergente, et donc convergente.

Pour tout N € N, on a

N N N
H ap, = H elo8(@n) — exp (Z log(an)> .
n=0

n=0 n=0

Par continuité de I’exponentielle, on en déduit que le produit infini [ | a,, est convergent,

et qu’on a
ee} 0
H ap = exp (Z log(an)> .
n=0

n=0



104 6. SUITES, INTEGRALES ET PRODUITS INFINIS

THEOREME 4.5. Soit Q un ouvert de C, et soit (fn)n=0 une suite de fonctions
holomorphes sur Q. On suppose que la série Y (1 — f,) converge normalement sur
tout compact de ).

(1) Le produit infini [ | fn(2) converge uniformément sur tout compact de 2, et la fonc-
tion f = Hf:o fn est holomorphe sur §Q.

(2) On a Z(f) = Unso Z(fn), et la multiplicité d’un zéro a € Z(f) est la somme des
multiplicités de a comme zéro des f,.

(3) Sur Q\Z(f) la dérivée logarithmique de f est donnée par la formule

f'(2) _ < fal?)
f(2) nz_:o n(z)’

ot la série converge uniformément sur tout compact de Q\Z(f).

Démonstration. (1) Par le Lemme 4.3, on peut dire tout de suite que le produit
infini [ ] f(z) converge pour tout z € Q. Montrons que la convergence est uniforme
sur tout compact. Soit K un compact de €. Comme la série > (1 — f,(z)) converge
normalement (donc uniformément) sur K, on sait que 1 — f,,(z) — 0 uniformément sur
K ; donc on peut trouver un entier Ny tel que ¥Yn > Ng Vz € K : |fn(2) — 1| < 1/2.
Par la preuve du Lemme 4.3, on a alors

0 No 0
Vze K [ [ fal2) = [ [ ful(2) x exp( > log(fn@)))-
n=0 n=0 n=Np+1

De plus, on a |log(fn(2))| < 2|fa(2) — 1| pour tout n > Ny et pour tout z € K,
d’aprés le Fait 4.4. Donc la série »; _ . log (fa(2)) converge normalement (et donc
uniformément) sur K. Comme la fonction exponentielle est uniformément continue sur
les parties bornées de C, on en déduit (exo) que la convergence du produit infini [ | f,,(2)
est uniforme sur K.

Comme les f,, sont holomorphes, les produits partiels Py = l_L]mV:o fn sont holo-
morphes ; donc la fonction f = Hfzo fn est holomorphe puisque Py — f uniformément
sur tout compact.

(2) I est évident que | Jo_ Z(fn) S Z(f). Inversement, si z ¢ oo Z(fn), i.e
fn(2) # 0 pour tout n € N, alors f(z) = [[7_, fu(z) # 0 par le Lemme 4.3. Il reste
a montrer l'assertion concernant les multiplicités. (On suppose ici que les f, ne sont
identiquement nulles sur aucune composante connexe de 2.)

Soit a € Z(f), et soit D un disque ouvert de centre a tel que c Q. Comme
fn(2) — 1 uniformément sur D, on peut trouver un entier N tel que f,(2) # 0 pour
tout n > N et pour tout z € D. Par le Lemme 4.3, on a alors

N
VzeD : f(z) = H fn(z) x H In(2) =: fo(2) -~ fn(2) x g(2),
n=0

n>N

ou la fonction g est holomorphe et ne s’annule pas sur D. On en déduit immédiatement
que la multiplicité de a comme zéro de f est égale & la somme des multiplicités de a
comme zéro de fy,..., fn, et donc & la somme des multiplicités de a comme zéro des
fn puisque f,(a) # 0 pour n > N.
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(3) Quitte a remplacer © par Q\Z(f), on peut supposer que f ne s’annule pas sur
Q. Soit K un compact de 2. On veut montrer que

Vze K :

ou la série converge uniformément sur K.

Remarquons d’abord que par le Lemme 4.3, on a

VzeQ : f(z) =exp (Z log(fn(z))> .

n=0

Maintenant, choisissons un ouvert U tel que U est compact et K € U < U < Q).
Comme f,,(z) —1 — 0 uniformément sur le compact U, on peut trouver un entier Ny tel
que fn(z) € D(1,1/2) < C\R~ pour tout n > Ny et pour tout z € U. Alors la fonction
log(fn) est holomorphe sur U pour tout n > No, et la série 3,y log(fn) converge
normalement (donc uniformément) sur U car |log(f,(2))| < 2|1 — fn(2)] sur U.

Si on pose So(2) := Y0 n,+1108(fn(2)) pour z € U, alors la fonction Sy est holo-
morphe sur U par le théoréme 2.1, avec

/
VzeU : Sz Z Inl2)
n=Ng+1 Z)

ou la série converge uniformément sur tout compact de U, donc en particulier sur K.

Comme f = 1_[7]:720 fn % €% et comme, de fagon générale, la dérivée logarithmique
d’un produit est la somme des dérivées logarithmiques des termes du produit (autrement
dit : (uv) LAt %), on en déduit que sur I'ouvert U (et donc sur K), on a

f f
7o Z eso

= Ef—;‘JrS{)

ou la série converge uniformément sur tout compact de U (et donc sur K). g

DEFINITION 4.6. Sous [’hypothése du théoréme (convergence normale de la série
> (1—fp) sur tout compact), on dira que le produit infini | | f, converge normalement
sur tout compact de Q.

EXEMPLE. Le produit infini [ (1 — ;—2) converge normalement sur tout compact
n=1
de C, et on a
o6} 2,'2
VzeC : nz 1— — | =sin(nz).
[[(1-53) = sntr

Démonstration. La convergence normale du produit infini sur tout compact est
Bl

claire car si on pose fp(z):=1— Z—Z, alors [1 — fo(2)| = =
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Soit f la fonction définie par

o) =1] (1- 7;)

n=1
Par le Théoréme 4.5, f est holomorphe sur C, avec Z(f) = Z*, et chaque n € Z*
est un zéro simple de f. Pour z € C\Z*, on a
f'z) _ i (1—=2/n?)" i i
f(2) _n:1 (1—22/n2) n2(1—22/n2 = —n2

n=1

Maintenant, on a vu au Chapitre 1 que
Va e R\Z : wcotan(ma) = — —|—
\ Z T

(Cela se démontre en appliquant le Theoreme de convergence ponctuelle” a la fonction
27-périodique u telle que u(t) = €' sur [0, 27[. Refaire I'exo.)
Ainsi, on a
f'(a)

f(a)
Mais les fonctions f'/f et z — mcotan(mz) — 1 sont holomorphes sur C\Z, qui est
connexe. Dong, par le principe d’identité, on a

') = mcotan(mz) — —

1.
f(z) z

VaeR\Z :

= mcotan(mwa) — —

VzeR\Z :

De plus, on observe que

oo 1 22,

donc, on obtient que sur C\Z :

(sin(r2)" _ f'(2) | (m2) _ (72f(2))"
sin(7z) f(2) Tz wzf(z)

;z{g)), on voit donc que % = 0 sur C\Z. Donc ¢’ = 0 sur

C\Z, et donc la fonction g est constante sur C\Z car C\Z est connexe. Enfin, comme
%:Z) — 1 quand z — 0 et que f(0) = 1, on voit que g(z) — 1 quand z — 0. Donc
g(z) = 1 sur C\Z, autrement dit

Vze C\Z : mzf(z) = sin(wz);

et la formule est encore vraie pour z € Z car dans ce cas les deux membres valent 0. [

Si on pose g(z) :=



Chapitre 7
Primitives, homotopie, indice

Dans ce chapitre, on adopte la convention suivante pour éviter d’écrire trop souvent
“C! par morceaux” : sauf mention contraire,

tous les chemins sont de classe C* par morceaux.

De plus, on rappelle qu’un lacet est un chemin fermé, i.e. un chemin v : [a,b] — C
tel que v(b) = v(a).

1. Primitives

DEFINITION 1.1. Soit Q un ouvert de C, et soit f : Q0 — C une fonction continue.
On dit qu’une fonction F : Q — C est une primitive de f sur ) si F' est holomorphe
sur Q et F' = f.

REMARQUE 1. Si f : Q@ — C admet une primitive, alors f est nécessairement
holomorphe sur €.

Démonstration. On sait que la dérivée d’une fonction holomorphe est holomorphe.

0

REMARQUE 2. La réciproque n’est pas vraie! Par exemple, la fonction f définie ar
f(2) = 1/z est holomorphe sur Q = C*, mais elle n’admet pas de primitive sur C*.

Démonstration. Si f admet une primitive, elle en admet une qui vérifie F(1) = 0;
donc on a une fonction F' holomorphe sur C* telle que F(1) = 0 et F'(z) = 1/z
pour tout z € C*. Alors la fonction g définie par g(z) := ze F) vérifie ¢/(z) =
(1 —2F'(2))e~F) = 0 pour tout z € C* et g(1) = 1. Donc g(z) = 1 pour tout z € C*
car C* est connexe ; autrement dit e'(?) = z pour tout z € C*. Mais ceci est impossible

car on sait qu’il n’existe pas de détermination continue du logarithme sur C* (¢f la
Remarque 4.16 du Chapitre 2). O

REMARQUE 3. Si 2 est un disque D(a, R), alors toute fonction holomorphe sur
admet une primitive.

Démonstration. Supposons que f soit holomorphe dans le disque D(a, R). On peut
alors développer f en série entiére dans D(a, R),
e¢]
f2)= D ealz—a)".
n=0
La série entiere Y, -G "t
fonction F' définie par

a un rayon de convergence au moins égal & R, et la

F(z):= Z Cn (z —a)"™!

est une primitive de f sur D(a, R). O

107
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PROPOSITION 1.2. Soit 2 un ouvert de C, et soit f : Q0 — C une fonction continue.
La fonction f admet une primitive si et seulement si on a Sv f(2)dz = 0 pour tout lacet
~v dans Q.

Démonstration. Si f admet une primitive F, alors dF = fdz, donc S,y f(z)dz =
SV dF = 0 pour tout lacet v dans €2, d’aprés le Théoréme Fondamental de I’ Analyse.

Inversement, supposons qu’on ait S,y f(2) dz = 0 pour tout lacet dans 2, et montrons
que f admet une primitive. En considérant séparément chaque composante connexe de
(), on se rameéne au cas ol {) est connexe.

Fixons un point a € 2. Comme 2 est un ouvert connexe de C, il est connexe par
arcs. Donc, pour tout z € €, on peut trouver un chemin ~ reliant a & z dans . De
plus, si 71 et o sont deux tels chemins, alors S’n f(&)de = Sw f(&) dé. En effet, le
chemin v :=“y; suivi de 33” est un chemin fermé dans €2, donc 0 = Syf(f) d¢ =
S’Yl 16 d£~|—572 f(&)d¢ = Sw f(&)dE— sz f(&) d¢ par hypothése sur f. (Voir I’Exercice
1.9 du Chapitre 4 pour la définition précise de “v; suivi de 2”.)

Pour tout z € 2, on peut donc poser

F(z):= | [f(§) dE,

vz
ou v, est n’importe quel chemin reliant a & z dans 2. On va montrer que F' est une
primitive de f sur €.
Fixons z € €2, et choisissons r > 0 tel que D(z,7) < Q. Si h € C vérifie |h| < 7,
alors le segment [z, z + h] est contenu dans D(z,r), donc dans €. Donc, pour calculer
F(z + h), on peut prendre 7y, =*7, suivi de [z, z + h]”. Par conséquent,

1
F(z+h)=| f(&§)dé+ f f(§)dé = F(z) + L f(z + th) hdt.

Yz [z,2+h]

Pour 0 < |h| < 7, on a donc

F(z+h}1—F(z) :Jolf(z—i-th)dt;

et comme f est continue, on en déduit (exo) que
F(z+h)— F(z)

— f(z) quand h — 0.

h
Ainsi, F est C-dérivable en tout point z € Q, avec F'(z) = f(z) (et donc F est
holomorphe puisque f est supposée continue). O

Remarque. La partie “facile” de la proposition permet de redémontrer que la fonc-
tion z — 1/z n’admet pas de primitive sur C* : en effet, en notant + : [0,27] — C* le
lacet défini par v(t) = €%, on a SV L — 2ir £ 0.

2. Homotopie

2.1. Invariance de l’intégrale curviligne par homotopie.

DEFINITION 2.1. Soit Q@ un ouvert de C, et soient vg et 1 deuzr lacets dans €2,
paramétrés par le méme intervalle [a,b]. On dit que o et y1 sont homotopes dans 2
sl existe une application continue H : [0,1] x [a,b] — Q vérifiant les deux propriétés
sutvantes.
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(a) Pour tout s € [0,1], le chemin Ty : [a,b] — Q défini par T's(t) = H(s,t) est
un lacet.

(b) FU =7 et Fl = 1.

On dit alors que H est une homotopie de vy a 1.

REMARQUES.

o) En termes un peu vagues mais imagés, 7o et 1 sont homotopes dans €2 si “on
p g ges, v p
peut passer contintiment de vy & 7 en restant dans 2”.

(i) On voit immédiatement que si H est une homotopie de vy & 71, alors 'appli-
cation (s,t) — H(1 — s,t) est une homotopie de v; & 7. Donc la définition
de 'homotopie est symétrique en 7y et 71, ce qui justifie la terminologie “sont
homotopes” (qui est d’emblée symétrique).

(ii) En fait, la relation “étre homotopes dans " est une relation d’équivalence. La
preuve est laissée en exo.

(iii) La définition dépend de I’ouvert €2 puisque ’homotopie H doit prendre ses
valeurs dans 2.

Exemples.

(1) Si € est convere (par exemple si Q2 = C, alors deux lacets quelconques 7,71 :
[a,b] — € sont toujours homotope dans .

(3) Supposons que ©Q = Qg U Q3 ot Q5 et Qy sont des ouverts disjoints. Si g, 71 :
[a,b] — € sont des lacets tels que vo([a,b]) = Qo et v1([a,b]) = Q, alors o
et 1 ne sont pas homotopes dans ).

(2) Le lacet v : [0,27] — C* défini par v(¢) = €% n’est pas homotope dans C* &
un lacet constant.

Démonstration. (1) Comme € est convexe, on a [yo(t),v1(t)] < © pour tout ¢ €
[a,b]. Donc, si on définit H : [0,1] x [a,b] — C par H(s,t) = (1 — s)y0(t) + s71(t),
alors H prend ses valeurs dans €); et H est visiblement une homotopie de vy & 1.

(2) Supposons que 7 et 1 soient homotopes dans 2, et soit H : [0, 1] x [a,b] — Q
une homotopie de 79 & 1. En notant « : [0,1] — Q le chemin définie par a(s) :=
H(s,a), on a a(0) = vp(a) € Qo et (1) = v1(a) € 24, donc a(l) ¢ Q. Par le Lemme
de passage des douanes, il existe donc un s € [0, 1] tel que a(s) € 0€y. Mais 0QpnQ =
(ex0) ; donc on obtient une contradiction.

(3) Le résultat est intuitivement évident : on ne peut pas déformer contintiment sur
un point un cercle centré en 0 sans passer par 0. Pour une preuve rigoureuse, il faut
attendre un peu. O

Ezercice. Soient 0 < r < R. Montrer que les lacets définis sur [0, 27] par v, (t) = re®t

et Yr(t) = Re' sont homotopes dans C*.
Le résultat suivant est fondamental.

THEOREME 2.2. (invariance de I'intégrale curviligne par homotopie)
Soit Q un ouvert de C. Si vy et vy sont deuz lacets homotopes dans €Y, alors SA/O f(z)dz =

S% f(2) dz pour toute fonction f holomorphe sur .
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Démonstration. On va faire la preuve en supposant qu’il existe une homotopie H :
[0,1] x [a,b] x ©Q de v9 & v1 qui est de classe C? sur [0,1] x [a, b], ce qui veut dire que
H admet des dérivées partielles d’ordre 2 continues sur [0, 1] x [a, b]. (Cela suppose en
particulier que g et y; soient de classe C? sur [a, b].) Dans la suite, on fixe une fonction
feH(Q).

Pour s € [0, 1], soit I's le lacet défini par I's(t) := H(s,t); et soit ® : [0,1] — C la
fonction définie par

= j f(z)dz.
I's

Ona ®(0)=§ f(z)dzet ®(1)=§ f(z)dz, donc il s’agit de montrer que ®(1) =
®(0). On va en fait montrer que la fonction ® est constante sur [0, 1].
Par définition, on a
b b O0H
B5) = [ FT@) Tt = | F(HG0)5 60

Comme I’homotopie H est de classe C? et que f est holomorphe, la fonction ® est
donc de classe C! sur [0, 1] avec

/() — Jb % [f(H(s,t))aan(s,t)] dt

a

b 2
:j <f’(H(s t)) %H(s t) aalj(s t)+ f(H(s,t)) ng(s,t)> dt

a

De plus, comme f’( (s, t))a—H(s t) = % [f (H(s,t))], une intégration par parties

donne
[ 7rt6.0) Pty Pt = [ st & mﬁj—fﬂm 0T (s by

(H(
_ f M TH S ha,
car f(H(s,b)) aH(s b) = f(H(s,a)) %(s,a). On obtient donc

b aQH b 6\2
' (s) = t) dt t)dt =0
() == Gas®0d+ | F50 :
ce qui termine la preuve du theoreme. ]

COROLLAIRE 2.3. (“Théoréme de Cauchy homotopique”)
Si f est une fonction holomorphe sur €2, alors Sv f(2)dz = 0 pour tout lacet 7 : [a,b] —
Q homotope dans ) a un lacet constant.

Démonstration. C’est évident par le théoréme. ]

COROLLAIRE 2.4. Le lacet v défini sur [0,27] par ~v(t) = e n’est pas homotope

dans C* a un lacet constant.

Démonstration. On a Sw Ci—z = 2im # 0, d’ol le résulat par le Théoréme de Cauchy

homotopique.
O

FEzercice. Soient m,n € Z et soient v, et 7, les lacets définis sur [0, 27| par v, (t) =

e et 7y, (t) = e™. A quelle condition 7, et 7, sont-ils homotopes dans C* ?
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2.2. Ouverts simplement connexes.

DEFINITION 2.5. Soit  un ouvert de C. On dit que Q) est simplement connexe
s’il est connexe et si tout lacet dans §) est homotope dans € a un lacet constant.

Remarque. Appelons trou d’un ouvert €2 toute composante connexe bornée de C\§2.
Si un ouvert {2 posséde un trou, on “voit bien” qu'un lacet entourant ce trou ne peut pas
étre déformé contintiment sur un point en restant dans €2, i.e. n’est pas homotope dans
) & un lacet constant. Intuitivement, il est donc clair qu’un ouvert simplement connexe
n’a pas pas de trous. Il est peut-étre moins clair que les trous sont la seule obstruction
a la simple connexité, i.e. que tout ouvert sans trous est simplement connexe. C’est
effectivement vrai, mais la démonstration est loin d’étre évidente.

EXEMPLES.
(0) C est simplement connexe, mais C* ne l'est pas.

(1) Tout ouvert 2 étoilé par rapport & un point p (i.e. [p, z] € Q pour tout z € )
est simplement connexe. En particulier :

(i) tout ouvert convexe est simplement connexe;
(ii) si L est une demi-droite de C, alors {2 = C\L est simplement connexe.

(2) Si K est un compact non vide de C, alors = C\K n’est pas simplement
connexe.

Démonstration. (1) Si vy : [a,b] — Q est un lacet dans €2, on définit une homotopie
(dans Q) de 7 au lacet constant égal & p en posant

H(s,t) =sp+ (1 —s)v(t).

Les cas particuliers : il est évident que tout ouvert convexe est étoilé ; et pour C\L,
il suffit d’observer que si on note a l'origine de L, alors C\L est étoilé par rapport a
tout point p € L*\{a}, ou L* est la demi-droite symétrique de L par rapport a a.

(2) Choisissons un point a € K et R > 0 tel que K < D(a, R). Si on pose 7(t) :=
a+ Re", t € [0,27], alors 7 est un lacet dans €2 et Sv Zd_za = 2im # 0. Comme la fonction
Z— Zfla est holomorphe sur € (puisque a ¢ ), cela montre que v n’est pas homotope
dans €2 & un lacet constant, d’aprés le théoréme de Cauchy homotopique. Donc €2 n’est
pas simplement connexe. O

THEOREME 2.6. Si Q) < C est un ouvert simplement connezxe, alors toute fonction
holomorphe sur ) posséde des primitives holomorphes.

Démonstration. Si f € H(Q)), alors Sv f(2)dz = 0 pour tout lacet dans € par le

Théoréme de Cauchy homotopique, donc f posséde des primitives par la Proposition
1.2. O

COROLLAIRE 2.7. 5i Q) est simplement conneze, alors toute fonction f holomorphe
sur ) et ne s’annulant pas posséde un logarithme holomorphe. Autrement dit, si
f:Q — C est holomorphe et si f(z) # 0 pour tout z € Q, alors il existe une fonction
holomorphe h telle que e = f.

Démonstration. Comme f ne s’annule pas, la fonction g := f’/f est bien définie et
holomorphe sur €2 ; elle posséde donc une primitive holomorphe G. On a alors

(e “f) =e “(-G'f+f)=0,
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donc la fonction ¢ = e Cf est constante puisque € est connexe. Ainsi, on a une
constante C telle que Vz € Q : f(z) = Ce%(®). On a C # 0 car f # 0, donc on peut
choisir 1 € C tel que C = ¢! ; et alors f(z) = el+G(2) =: h(2), O

REMARQUE. On peut montrer qu'un ouvert connexe {2 est simplement connexe si
et seulement si toute fonction f € H(2) posséde des primitives. On peut aussi montrer
que si £ est simplement connexe et ) # C, alors il existe une bijection holomorphe
de © sur le disque unité D : c’est ce qu’on appelle le théoréme de représentation
conforme de Riemann.

3. Indice d’un lacet par rapport a un point
3.1. Définition et interprétation géométrique.

LEMME 3.1. Soit p € C, et soit 7y : [a,b] — C un chemin ne passant pas par p,
i.e. y(t) # p pour tout t € [a,b].
(1) On peut écrire v(t) = p + r(t)e?®, ou r(t) = |y(t) —p| > 0, 0(t) € R et la
fonction 6 est continue sur [a,b].

(2) Si~y est un lacet, alors, pour toute fonction continue 6 : [a,b] — R vérifiant
(1), on a

J dz — i(6(b) — 0(a)).
Y

=P

4z o5t un multiple entier de 2im.

Y 2P

En particulier,

Démonstration. On la fait en supposant v de classe C'; et on va voir que dans ce
cas on peut prendre (r et) 6 de classe C!.

(1) Soit L : [a,b] — C la fonction définie par

t /
L(t) := J ) ds.
a ’7(3) -p
Par définition, L est de classe C! et L'(t) = 'yz;)(tf)p' Si on pose p(t) = e~ LO (y(t)—p),
alors ¢'(t) = (—L'(t)(7(t) — p) +7'(t))e L) = 0, donc la fonction ¢ est constante sur
[a,b]. Ainsi, on a une constante C' telle que e“() = C(y(t) — p); et cette constante C
vaut car L(a) = 0. Donc

1
v(a)—p
Lt _ 1) —p
v(a) —p
Si on choisit k € C tel que y(a) — p = €, alors on voit que y(t) = p+ e ; et
si on écrit K + L(t) = I(t) + i0(t) avec [(t ) ( ) € R, alors les fonctions [ et 6 sont de
classe C! et

Kk+L(t)

() =p+ Sl i) _. P+ r(t)ew(t)'
Enfin, on a nécessairement r(t) = |y(t) — p| puisque |e??®)| = 1.
(2) Supposons que v soit un lacet. Avec les notations de la preuve de (1), on a

f L) = L) — L(a).

z—p
De plus, L(b) — L(a) = (L(b) + k) — (L(a) + k) = (b (a) + (9 —6(a) ) et
1(b) = log(r(b)) = log(r(a)) = l(a). Donc on obtient bien Sv 5 =i(0(b) -0 (a)). E
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particulier, comme 60(b) et 6(a) sont des arguments de y(b) —p = y(a) — p, on voit que

Z ¢ urnl.
Y z—p

Enfin, si 6 : [a,b] — R est une autre fonction continue telle que y(t) = p—i—r(t)eié(t),

alors 6(t) et 6(t) sont des arguments de y(t) — p pour tout ¢ € [a, b], donc la fonction
0 — 0 est a valeurs dans 277, donc cette fonction est constante par connexité de [a, b],
et donc 0(b) — 6(a) = 6(b) — 0(a). O

Remarque. Si on ne veut pas revenir au détail de la preuve de (1) pour démontrer
(2), on peut procéder comme suit. En supposant que v est C!, les fonctions r et 6 sont

Cletona
. RO IO RSl
QZWI(V’p)‘Lfy(w—pdt‘L S-p "
t

MBI G
:L (r@) g | de

- [log(r(t))]z —i—f i0'(t) dt

car r(b) = |v(b) — p| = |7(a) — p| = 7(a).

DEFINITION 3.2. Soit p € C, et soit v : [a,b] — C un lacet ne passant pas par p.
L’indice de v par rapport a p est le nombre entier 1(~y,p) défini par

1 dz
2im V2P

I(v,p) =

REMARQUE. D’aprés le Lemme 3.1, si v(t) = p + r(t)e??® avec r(t) > 0 et 6 :
[a,b] — R continue, alors

I(’Yap) = 9(6)2;9(“)

Donc, I(7,p) peut s’interpréter comme le nombre de tours effectués par le lacet v
autour de p dans le sens trigonométrique.

Exemple. Soient R > 0 et n € Z, et soit v : [0,27] — C le lacet défini par
y(t) :=p+ Re™. On a I(v,p) = n.

3.2. Formule de Cauchy “homotopique”. L’importance de I'indice en analyse
complexe vient du résultat suivant, qui est une autre version de la formule de Cauchy.

THEOREME 3.3. (formule de Cauchy homotopique)
Soit Q un ouvert de C, et soit v un lacet dans ), d’image I'. On suppose que ~ est
homotope dans £ a un lacet constant. Si f est une fonction holomorphe sur §2, alors

f(2)

Z—a

1
v O\ : —
a €\ um

dz = 1(v,a) f(a).

v

Démonstration. Fixons f et un point a € Q\I'. Soit g : Q@ — C la fonction définie
par
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CES O
g9(2) = =
f(a) siz=a

La fonction g est continue sur €2 et holomorphe sur Q\{a} ; elle est donc holomorphe
sur © (singularité éliminable). Comme v est homotope & un lacet constant, on a donc
SV g(z) dz = 0 d’aprés le théoréme de Cauchy homotopique. Comme «y ne passe pas par
a, cela s’écrit

z
e,

,YZ—(Z

J j(—aizdz = f(a) x 2ir I(~,a).
! O

3.3. Théoréme des résidus “homotopique”. Le théoréme suivant est la version
homotopique de la formule des résidus.

THEOREME 3.4. Soit Q un ouvert de C, et soit f une fonction holomorphe sur Q\S,
ot S est un ensemble fini. Si~y est un lacet dans ) ne passant par aucun point de S et
homotope dans 2 a un lacet constant, alors

J f(z)dz = 2im Z I(v,a)Res(f,a).
Y aesS
Démonstration. Pour a € S, notons ¢,(a), n € Z les coefficients du développement
en série de Laurent de f au voisinage de a. On sait que la série >, _,cn(a)(z — a)”
converge en tout point z € C\{a}. Comme il s’agit d'une série entiére en w = (z —a) ™!,
on en déduit que la fonction g, définie par
—1
ga(2) = Z cn(a)(z—a)™
n=—0o0
est holomorphe sur C\{a}. Donc la fonction h définie par
h(z) = f(2) = ), 9a(2)
aes
est holomorphe sur Q\S. De plus, par définition, h posséde une singularité éliminable
en tout point a € S'; donc h est holomorphe sur €. Par le théoréme de Cauchy homo-
topique, on a donc S’y h(z)dz = 0, autrement dit

(3.1) Lf(z) dz = ZLga(z) dz.

Par ailleurs, comme la série définissant g,(z) converge normalement sur tout com-
pact de C\{a} et que v ne passe par a, on peut écrire pour tout a € S :
—1
f 9a(2)dz = Z cn(a) J (z —a)"dz.
Y n=—au Y
De plus, si n < —1, alors (z — a)™ posséde une primitive holomorphe sur C\{a}, a
savoir —— (z — a)""!. Comme 7 est un lacet, on a donc Sw(z — a)"dz = 0 pour tout

n+1
n < —1. Par conséquent,

f 9a(2)dz = c_1(a) J (z —a)"'dz = Res(f,a) x 2inI(y,a).
g g
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Ceci étant vrai pour tout a € S, on voit que (3.1) est la formule annoncée. O

REMARQUE. Si l'ouvert () est simplement connexe, alors la formule de Cau-
chy homotopique, le Théoréme de Cauchy homotopique et le Théoréme des résidus
homotopique sont valables pour tout lacet v dans €.

3.4. Calcul pratique de l’indice. Pour pouvoir utiliser la formule de Cauchy
homotopique ou le théoréme des résidus homotopique, il faut étre capable de calculer
des indices. La proposition suivante donner une méthode géométrique trés facile a
utiliser. On ne donnera pas de définition vraiment précise des expressions employées ;
mais cette proposition est trés facile a utiliser...

DEFINITION 3.5. Soit p € C et soit 7 : [a,b] — C un chemin ne passant pas par p.
Soit aussi L ¢ C une demi-droite d’origine p, et soit ¢ € |a, b[ tel que v(c) € L. On dit
que v traverse L dans le sens positif au point c si y(t) se trouve & droite de L
pour tout t < ¢ assez proche de c et & gauche de L pour tout t > ¢ assez proche de c; et
on dit que v traverse L dans le sens négatif au point c si on est dans la situation
inverse.

Il faut bien entendu faire un dessin pour comprendre cette définition.

PROPOSITION 3.6. (calcul pratique de 'indice)
Soit p € C et soit v : [a,b] — C un lacet ne passant pas par p.Soit également L < C
une demi-droite d’origine p. On suppose que v~ 1(L) est un ensemble fini, que y(a) =
v(b) ¢ L, et que vy traverse L en tout point c € y~*(L). Notons n* le nombre de points
ot v traverse L dans le sens positif, et n~ le nombre de points ot 7y traverse L dans le
sens négatif. Alors

I(v,p) =n" —n".
Démonstration. Par translation et rotation, on se raméne au cas ot p = 0 et L =
R™.
Soient ¢y, ..., cn les points de y~!(L). On posera ¢, := +1 si v traverse L = R~
dans le sens positif au point ¢, et €, = —1 si y traverse dans le sens négatif. Alors, en
notant arg la détermination principale du logarithme, on voit que

lim arg(v(t)) = mey, et tl_l)rg_ arg((t)) = —meg.

t—c

k k
Maintenant, écrivons v(t) = r(t)e??® ou r(t) > 0 et les fonctions r et 6 sont
continues. Alors I(vy,0) = w, donc
N-1
2m1(7,0) = 0(c1) = 0(a) + 3, (0(cks1) = O(ck)) +0(b) — O(cw)-
k=1

Soit k € [1, N—1]. Comme () € C\R™ pour t € |cg, ck+1[, que §(t) est un argument
de y(t) et que la fonction @ est continue, il existe un entier my, € Z tel que

Vt € ek, crpa [ O(t) = 2immy, + arg(y(t));
et comme 6 est continue sur [ck, ¢x11], on en déduit que

O(cre1) — 0(cy) = lim arg(y(t)) — lim arg(y(t)) = 7 (e5 + exs1)-

+
=g t—cy
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On montre de méme que
O(c1) —6(a) = me — arg('y(a)) et 0(b) — O(cn) = arg(’y(b)) + TEN.
Ainsi, on obtient
N-1
211 (v,0) = mey — arg(v(a)) + Z T (e + er41) + arg(y(b)) + men

1=

[y

0

Ezercice. Dessiner (I'image d’)un lacet un peu tarabiscoté, et calculer I(v,p) pour
divers points p.



Chapitre 8

Morera et Cauchy-Goursat

Pour terminer dignement ce cours, on va démontre deux résultats célébres : le “Théo-
réme de Morera”, qui est un réciproque utile du Théoréme de Cauchy, et le “Théoréme
de Cauchy-Goursat”, d’aprés lequel une fonction C-dérivable en tout point est automa-
tiquement holomorphe (et donc infiniment C-dérivable).

LEMME. (“Théoréme de Morera")
Soit f une fonction continue sur un ouvert Q) < C. On suppose qu’on a SaT f(z)dz=0
pour tout triangle fermé T < Q. Alors f est holomorphe.

Démonstration. 11 suffit de montrer que f est holomorphe dans tout disque ouvert
D c Q; fixons un tel disque D = D(a,r).
Soit F': D — C la fonction définie par

F(z) = f(&) de.
[a,2]
On va montrer que F' est une primitive holomorphe de f sur D, ce qui entrainera en
particulier que f est holomorphe sur D.
Soit z € D fixé. Si h € C est tel que z + h € D, alors le triangle T' de sommets a, z,
z + h est contenu dans D, donc dans Q. On a donc §,.. f(&) d¢ = 0 par hypothése sur
f. Autrement dit

feyds+ |

[z,2+h

£(6) de —f 1(6) de = 0;
] [a,z+h]

[a,2]

et donc, par définition de F' :

1
F(z+h) — F(z) = J[ o F(&) de = L F(z + th) hdt.

On a ainsi

F(z+h}i—F(z) lef(z—i—th)dt

pour tout h # 0 tel que z + h € D; et on en déduit que F est C-dérivable au point z
avec F'(z) = f(z) (et donc F est holomorphe puisque f est continue). O

Voici maintenant le théoréme tant attendu disant que dans la définition de I’holo-
morphie, il était inutile d’imposer la continuité de la dérivée.

THEOREME. (“Théoréme de Cauchy-Goursat")
Soit Q un ouwvert de C. Si f: Q) — C est une fonction C-dérivable en tout point, alors
f est holomorphe (et donc infiniment C-dérivable).

117
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Démonstration. Comme f est continue, il suffit (d’aprés Morera) de montrer qu’on
a §,p f(2)dz = 0 pour tout triangle T' < €. Fixons un tel triangle T', et posons a :=
|SaT f(2) dz|. 1l s’agit de montrer que o = 0.

Posons Ty = T, et découpons le triangle T en 4 triangles T, 72,73, T* deux fois
plus petits en tracant le “triangle des milieux”. D’aprés les conventions d’orientation,

on a
2)dz =
ﬁTg 2 3Tk
et donc
4
IPHINELS
On peut donc trouver ky € {1,...,4} tel que {SaTko flz dz| 4a. On pose alors
T, = T’“0 et on a ainsi
Thcly=T

diam(71) = 2~ *diam(T)
1(0Ty) = 21 (oT)
‘S&Tl f(2) dz‘ >471a
Si on répéte ce raisonnement en remplagant Ty par 77, on obtient un triangle
T» < T, auquel on peut & nouveau applique le méme raisonnement et ainsi de suite. De

cette fagon, on construit par récurrence une suite de triangles fermés (7),),>0 vérifiant
les propriétés suivantes :

Tn+1 cTy

diam(T;,) = 27 "diam(T)
1(0T,,) = 27"(oT)

‘SaTn f(2) dz‘ > 4"

D’apreés le Théoréme des fermés emboités, 'intersection de tous les rectangles T,,
est non vide, réduite a un point {a}. Ce point a appartient & Ty = R, donc & ; donc
f est C-dérivable en a. Posons A = f/(a), et écrivons

f(z) = fla) + Az —a) + v(z).

Par définition de la C-dérivabilité, on a ainsi v(z) = o(|z — a|) quand z — a.

Comme la fonction z — f(a) + A(z — a) est holomorphe sur C (et en fait admet de
maniére évidente une primitive holomorphe), on a

LTumy+Mz—@y&:Q
donc §,p. f(2)dz = §,;, v(z)dz et donc

(1) an@yu

Soit maintenant ¢ > 0. Comme v(z) = o(|z — a|) quand z — a, on peut trouver
§ > 0 tel que |v(z)| < e|z—a| pour tout z € D(a,d) ; et comme a € T}, et diam(T,,) — 0,
on peut trouver un entier n tel que 7,, € D(a,d). On a alors

LTn v(z)dz

>4« pour tout n € N.

<[ W@l <& x diam(Ty) x 10T,
Ty,
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puisque |v(z)| < ez — a| et |z — a|] < diam(T},) pour tout z € d7,,. Autrement dit :

(2) L )z

En posant C' = diam(7") [(0T") et en comparant (1) et (2), on obtient donc finale-
ment

< e x 47 "diam(7T) 1(0T).

a< Ce.

Cela étant vrai pour tout € > 0, on peut donc (enfin) conclure que o = 0. ]

Remarque. Le théoréme de Cauchy-Goursat est philosophiquement trés satisfaisant
et la démonstration est trés belle. Mais le résultat ne présente pas un grand intérét
pratique : la plupart du temps, si on sait montrer qu’une fonction est C-dérivable, on
sait aussi montrer que sa dérivée est continue (!)
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