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Chapitre 1

Bla-bla introductif

1. Vocabulaire intuitif

1.1. Expériences aléatoires et événements.

e Ezpérience aléatoire : n’importe quelle “expérience" (réelle ou fictive) dont on ne peut
pas dire avec certitude ce qu’elle va donner.

e Résultat d’une expérience : la chose qui nous intéresse dans I’expérience.

Exemple. Vous entrez dans un bar & biéres bien achalandé, et vous buvez une pinte
de toutes les biéres proposées, pour savoir laquelle vous préférez. Le résultat n’est pas
votre taux d’alcoolémie & la fin de cette dégustation, mais le nom de la biére que vous
avez préféré.

o Evénement relatif & une expérience : n’importe quel événement imaginable dont on
peut dire avec certitude s’il se produit ou non dés lors qu’on connait le résultat de
I’expérience.

Remarque. Un événement est toujours décrit par une phrase du langage courant ;
et on identifie [’événement avec la phrase qui le décrit.

Exemples. L’événement “vous allez vomir" n’est pas un événement relatif a I’expérience
précédente, car sa réalisation ne dépend pas du résultat de lexpérience (le nom de
la biére que vous avez préféré) ; mais I’événement “la biére que vous avez préférée est
M
belge" en est un, dés lors que vous connaissez la provenance de toutes les biéres que
)
vous avez testées.

o FKuvénement élémentaire : tout événement de la forme “on obtient w", ol w est un
résultat possible de I'expérience. Notation : E,,.

e Evénement certain : un événement qui se produit toujours, quel que soit le résultat
de I'expérience.

Exemple. Si on lance 2 dés, ’événement “la somme des chiffres est au moins égale a 2"
est certain.

o Fvenement impossible : un événement qui ne se produit jamais, quel que soit le
résultat de ’expérience.

Exemple. Si on lance 2 dés, I’événement “la somme des chiffres est multiple de 13" est
impossible.

e Conjonction, disjonction : si Eq,. .., E, sont des événements, on note Fq A --- A E,
Iévénement “E; et Es et ... et E," (conjonction), et Fy v - -+ v E, 'événement “FE; ou
...ou E," (disjonction).

e Fuveénement contraire : si ' est un événement, on note —F 1’événement “non E". De

fagon précise, si F est décrit par une certaine phrase ®, alors —FE est I’événement décrit
par la négation de la phrase ®. Ainsi, par définition, —F se produit si et seulement si
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6 1. BLA-BLA INTRODUCTIF

E ne se produit pas. (En particulier, E est un événement certain si et seulement si = F
est impossible.)

e Fvénements incompatibles : deux événements E et F' qui ne peuvent pas se produire en
méme temps, ¢.e. tels que E A I est impossible. Exemples : si w et w’ sont deux résultats
possibles différents, alors les événements élémentaires F,, et E,, sont incompatibles.

e Evénements équivalents : deux événements E et E’ tels que, quel que soit le résultat
de l'expérience, E se produit si et seulement si E’ se produit. Autrement dit E est
incompatible avec —E’ et E’ est incompatible avec —FE. Notation : £ = F’.

Exemple. Un supporter de Lens et un supporter du PSG regardent ensemble la finale
de la coupe de France, qui oppose Lens au PSG. Chacun pleure si son équipe favorite
perd, et se moque de 'autre si elle gagne. Les événements “le supporter du PSG pleure"
et “le supporter de Lens se moque du supporter du PSG" sont équivalents.

Exercice. Montrer que s8’il n’y a qu'un nombre fini de résultats possibles, alors tout
évenement E est équivalent a une disjonction E,,, v---v E,,, d’événements élémentaires,
unique a l'ordre prés. (On dit que ces événements élémentaires “composent” E.)

1.2. Probabilité. Intuitivement, la probabilité d’'un événement E relatif & une
expérience aléatoire est le “degré de plausibilité" qu’on accorde & E, mesuré sur une
échelle allant de 0 & 1 :

% de chances que E se produise

100

Prob(E)

DIFFICULTES.
- Ce n’est pas une définition précise.
- La probabilité dépend fortement de 1™‘observateur".

- Il n’est pas clair qu'un observateur soit en mesure d’attribuer de fagon exacte
un degré de plausibilité & n’importe quel événement.

FaiT 1. La probabilité de tout événement F est un nombre compris entre 0 et 1.
On a Prob(F) = 1 si E est certain, et Prob(E) = 0 si E est impossible.

FA1T 2. Les probabilités s’ajoutent : si E/ et F' sont deux événements incompatibles,
alors
Prob(E v F') = Prob(E) + Prob(F).

FArT 3. Deux événements équivalents ont la méme probabilité.

CONSEQUENCE. S’il n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles, alors la somme
des probabilités de tous les événements élémentaires doit étre égale a 1.

Démonstration. Si on note wy,...,wy les résultats possibles (supposés 2 a 2#),
alors I’événement E := E,, v --- v E, est certain, donc Prob(E) = 1; mais les E,,
sont incompatibles, donc on a aussi Prob(E) = Prob(E,,) + - -+ + Prob(E,, ). O

Remarque. Plus généralement, la probabilité d'un événement F est la somme des
probabilités des événements élémentaires qui le composent.



3. “MODELISATION" 7

2. Un exemple trés simple

QUESTION. Quand on jette 2 dés, y a-t-il plus de chances que la somme des chiffres
fasse 7 ou bien qu’elle fasse 8 7

e [’expérience considérée : jeter 2 dés.
e Le résultat : deux chiffres entre 1 et 6.

e Evénement élémentaire typique : “on obtient (i et j)", ot 4 et j sont deux chiffres
entre 1 et 6. Notation : E; ;. (Donc E; j = Ej ;.)

e Les événements qui nous intéressent : “la somme des chiffres fait 8" (noté Ss); “la
somme des chiffres fait 7" (noté S7). On a

S7 = E176 \Y, E275 \Y, E374 et Sg = E2’6 \Y, E375 \Y, E474.

e Probabilités.

Les résultats possibles sont de deux type : “mixte" (2 chiffres différents) et
“double" (2 fois le méme chiffre). Tous les “doubles" ont la méme probabilité
p, et tous les résultats “mixtes" ont la méme probabilité q.

Intuitivement, il y a 2 fois plus de chances d’obtenir un résultat “mixte" donné
(par exemple : “1 et 2") plutdt qu'un “double” donné (par exemple : “double
6") : en effet, si on imagine que les dés sont de couleurs différentes, on voit
qu’il y a 2 fagons d’obtenir “1 et 2", mais une seule fagon d’obtenir “double
6". Donc : ¢ = 2p.

Iy a 6 “doubles" possibles, et 15 résultats “mixtes" possibles (exo).

On doit donc avoir 6p + 15¢ =1,i.e. 6p+30p =1; d'ou p = % et ¢ = Tls'

e La question qui nous intéresse : on a Prob(S7) = Prob(FE} ¢)+Prob(Es 5)+Prob(Es 4)

3 x 1z = %, et Prob(Ss) = Prob(Es) + Prob(Fs5) + Prob(Ey) = 2 x & + 4= = =

Conclusion : il y plus de chances que la somme fasse 7 plutét que 8.

3. “Modélisation"

On considére une certaine expérience aléatoire €. On cherche & modéliser €, i. e.
& trouver un cadre mathématique qui la décrit de fagon & peu prés satisfaisante. Pour
cela, on peut procéder comme suit.

e On choisit un ensemble “mathématique" 2 dont les éléments s’identifient de maniére
satisfaisante aux résultats possibles de I'expérience.

e Pour tout événement FE relatif a £, on pose
E= {we Q; lévénement E se produit si 'expérience donne le “résultat" w}.

Exercice. Pourquoi y a-t-il des guillemets & “résultat" ?

FAIT. Deux événements E et E’ sont équivalents si et seulement si E = F.

Démonstration. Micro-exo. O
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e On note A la famille de toutes les parties A de 2 de la forme A = E, ou F est un
événement relatif & I'expérience €.

e On définit P : A — [0, 1] par
P(E) = Prob(E) pour tout événement E.

Il n’y a pas d’ambiguité : si E=F , alors les deux événements E et E’ sont équivalents
et donc Prob(E) = Prob(E’).

PROPRIETES.

- Si E est un événement impossible, alors E = &, et si E est certain, alors E=Q.
Donc : 2 contient & et €.

- Si E et F sont des événements, alors
EvVF=EUF, EAF=EnF e —E=E°"
Donc : la famille 2 doit étre stable par unions finies, par intersections finies et par

complémentation ; autrement dit, si A, B €A, alors AuBe®, An BeAet A°e 2.
On dit que A est une algébre de parties de 2.

-SiweQ, alors B, = {w}. Donc : la famille 2( contient tous les singletons.
- Un événement E impossible a pour probabilité 0, et un événement certain a pour
probabilité 1. Donc : P(¢F) = 0 et P(2) = 1.

- Deux événements E et F' sont incompatibles si et seulement si EnF = 5. Donc : si
A, B e %, alors

AnB=g = P(Au B)=P(A) +P(B).
On dit que la “fonction d’ensembles" P est finiment additive.

En résumé. Il est raisonnable de chercher & modéliser une expérience aléatoire par
un triplet (2, 2(,P), ou Q est un ensemble non vide, 2 est une algébre de parties de €2
contenant tous les singletons, et P : 20 — [0, 1] est une fonction d’ensembles finiment
additive telle que P(2) = 1.

4. Retour a I"exemple trés simple"

Une modélisation.

- On peut identifier un résultat possible “i et j" avec ’ensemble {7, j}. Donc, on
peut prendre pour €2 'ensemble des parties de [1,6] & 1 ou 2 éléments.

- On a P({{i}}) = Prob(“double i") = 3= pour tout , et P({{,j}}) = & pouri < j.
-Ona 57 = {{1,6},{2,5},{3,4}} et Ss = {{2,6},{3,5}, {4}}. Donc

~ 1 1
PrOb(S7) = P(S'?) = P({{la 6}7 {27 5}) {374}}) =3 x E = 67
et de méme Prob(Ss) = P(Sg) = P({{2,6}, (3,5}, {4}}) =2 x &k + &= = 2
Cette modélisation n’apporte en fait pas grand chose (voire rien du tout) pour ce
qui est de répondre a la question posée : on a simplement recopié ce qui a été fait dans
la Section 2

Une autre modélisation.
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- On différencie les 2 dés en imaginant qu’ils sont de couleurs différentes. Le résultat
de I'expérience n’est alors plus la donnée de 2 chiffres entre 1 et 6, mais la donnée d’un
chiffre rouge et d’un chiffre bleu. On voit ainsi qu’on peut prendre

Q=11,6] x[1,6],
ol une paire (4, j) € Q correspond a I'événement élémentaire “i rouge et j bleu".

- Avec ce choix de 2, tous les événements élémentaires sont clairement équipro-
bables ; donc P({(i,7)}) = 5 pour tout (i, ) € 2.

- On en déduit

1 1

Prob(S7) = P({(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2),(6,1)}) = 6 x %" 5

et de méme Prob(Ss) = P({(2,6), (3,5), (4,4), (5,3),(6,2)}) = =

Cette fois, la modélisation a apporté quelque chose : il n’y a aucun calcul & faire
pour trouver les probabilités des événements élémentaires.

5. Hypothéses supplémentaires

Pour que le modéle (£2,2(,P) soit mathématiquement plus “performant", on va en
fait demander plus a 2 et & IP : on exigera que 2 soit stable par réunions et intersections
dénombrables, et que P soit dénombrablement additive. Autrement dit, on demande que
2( soit une tribu et que P soit une mesure sur (£2,2).

Exercice. Soit 2 un ensemble fini. Montrer que toute algébre 21 de parties de €2
est en fait une tribu, et que toute fonction finiment additive p : A — [0, 00] telle que
w(F) = 0 est en fait une mesure.






Chapitre 2

Espaces de probabilité

1. Généralités
1.1. Lois de probabilité.

DEFINITION 1.1. Un univers probabilisable est un ensemble non vide 0 muni
d’une tribu 2 contenant tous les singletons. Les ensembles mesurables (i.e. les éléments
de la tribu A) s’appellent des événements. Les singletons {w}, w € Q s’appellent les
événements élémentaires. Une loi de probabilité sur (Q,2) est une mesure positive
P telle que P(Q) = 1. On dit que (2,2, P) est un espace de probabilité. Si A est un
évenement, alors P(A) s’appelle la probabilité de A.

Remarque 0. Imposer que la tribu 2 contienne tous les singletons est une “commo-
dité technique". En général, cela ne fait pas partie de la définition qu’on trouve dans
les livres.

Remarque 1. Comme la tribu 2 contient tous les singletons, elle contient tous les
ensembles dénombrables.

Remarque 2. Si la tribu 2 est clairement spécifiée par le contexte, on parle de loi
de probabilité sur €. En particulier :
e pour un  dénombrable, on a toujours A = P(Q);
e pour 2 = R% on prendra toujours A = B(R?), la tribu borélienne de RY.

Remarque 3. Si E est un événement, alors
P(E°) =1—-P(E).
Remarque 4. Comme P est une mesure finie, on a
IP’(U An> = nh_{rgo P(A,) = sup P(A,) pour toute suite croissante (A4,) < 2,

neN

et
P(ﬂ Bn) = lim P(B,) = inf P(B,,) pour toute suite décroissante (B,) < 2.
n

n—0o0
neN

1.2. Evénements presque sirs.

DEFINITION 1.2. Soit (Q,2(,P) un espace de probabilité. Un événement E est dit
presque sdr si P(E) = 1; autrement dit si P(E¢) = 0 (puisque P(E€) = 1 —P(E)).
Une propriété (P) relative aux éléments de Q est dite vraie presque sdrement si
lensemble des w € Q vérifiant (P)est un événement presque sar.

Remarque. On écrira “ps" au lieu de “presque stirement".

FA1T ESSENTIEL. Une intersection dénombrable d’événements presque sfirs est en-
core un évenement presque sur.

11



12 2. ESPACES DE PROBABILITE

Démonstration. Si (Ep,)nen est une suite d’événements prseque strs et si on pose
E = En, alors E¢ = | ES et donc P(E¢) < Y. P(ES) = 0. O

REFORMULATION. Une conjonction dénombrable de propriétés presque stiires est
encore une propriété presque sire. Autrement dit, si (P, )nen est une suite de propriétés
dépendant de w € € et si on sait que

VneN : (Py(w) est vraie ps),
alors on peut conclure que
(VneN : Pp(w) est vraie) ps.
1.3. Intégration. Comme les lois de probabilité sont des mesures, toute la théorie

de l'intégration s’applique.

FAIT IMPORTANT. Si (2,2, P) est un espace de probabilité, alors toute fonction
mesurable bornée f : £ — R est intégrable par rapport a P.

Démonstration. On a §g, | f| dP < || flle x P(2) < 0. O
1.4. Classes monotones. Dans ce qui suit, {2 est un ensemble non vide.

DEFINITION 1.3. Soit M une famille de parties de ). On dit que M est une classe
monotone si
e Qe M;
e (ABeEM et A B) = (B\AeM);
o Ur o An € M pour toute suite croissante (Ap)nen d’éléments de M.

EXEMPLE. On prend 2 = R. Si P; et Py sont deux lois de probabilité boréliennes
sur R, alors M = {A € B(R); P1(A) = Py(A)} est une classe monotone.

Démonstration. Exo. O

DEFINITION 1.4. Soit C une famille de parties de ). On dit que C est m-systéme
st C est stable par intersections finies.

EXEMPLE. On prend = R. La famille C = {]—o0,¢]; t € R} est un m-systéme.

Démonstration. C’est évident. O

THEOREME DES CLASSES MONOTONES. Si C € P(Q2) est un w-systéme et si M <
P(£2) est une classe monotone contenant C, alors M contient la tribu o(C) engendrée
par C.

Démonstration. On donne juste les grandes lignes; les détails sont laissés en exo.
L’idée est de considérer la classe monotone Mg engendrée par C (i.e. la plus petite
classe monotone contenant C), et de montrer que My est une tribu.

(i) On commence par montrer que A N B € My pour tout A € C et pour tout B €
M. Pour cela, on fixe A € C et on vérifie que la famille M 4 := {B < Q; An Be Mg}
est une classe monotone qui contient C.

(ii) Ensuite, on montre que A n B € M pour tous A, B € My, en fixant B € M,
et en observant que la classe monotone Mp := {A < Q; An B e My} contient C par
(i). A ce stade, on sait donc que My est stable par intersections finies.
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(iii) Par (ii) et comme la classe monotone M est stable par complémentation, on
voit que My est stable par réunions finies. On en déduit alors que My est stable par
réunion dénombrables, en utilisant la stabilité par réunions dénombrables croissantes.

O

COROLLAIRE 1.5. Si Py et Py sont deux lois de probabilité sur R telles que Py(] —
00,t]) = Pa(] — 00, t]) pour tout t € R, alors P; = Py.

Démonstration. La famille M = {4 € B(R); Pi(A) = Py(A)} est une classe
monotone. Par le Théoréme des classes monotones appliqué avec M et le 7 -systéme
C = {]-,t]; t € R}, on voit que M contient 0(C) = B(R), et donc que P1(A) = Py(A)
pour tout borélien A € R. O

2. Lois discrétes et lois a densité
2.1. Lois discrétes.

DEFINITION 2.1. Soit (2, 2) un univers probabilisable. On dit qu’une loi de probabi-

lité P sur (2,2) est discréte si P est portée par un ensemble dénombrable, autrement
dit s’il existe un ensemble dénombrable D < Q tel que P(Q\D) = 0.

Exemple. Si a € ), alors P = §, est une loi discréte car elle est portée par {a}.

REMARQUE. Par définition, si 'univers 2 est dénombrable, alors toute loi de pro-
babilité sur €2 est discréete.

DEFINITION 2.2. Soit ) un ensemble non vide. Une densité discréte sur ) est
une fonction p : Q — R telle que p = 0 et Y, p(w) = 1. Autrement dit, p est une

we)
fonction = 0 telle que SQ pduc =1, ot . est la mesure de comptage sur 2.

PROPOSITION 2.3. Soit (Q,2l) un univers probabilisable.

(1) Si P est une loi de probabilité discrete sur (Q,21), alors la fonction p définie
par p(w) = P({w}) est une densité discréte sur Q2.

(2) Inversement, si p: Q — R est une densité discréte sur Q, il existe une unique
loi de probabilité P sur (Q,2A) telle que P({w}) = p(w) pour tout w € Q, et cette
loi P est discreéte.

(3) Si P est une loi de probabilité discréte sur (2,24), de densité associée p, alors
on a pour tout A e :

P(4) = ) p(w) = ), B({w}).

weA weA

Démonstration. (1) Soit P une loi discréte sur (©,2(), et soit D < 2 un ensemble
dénombrable tel que P(Q\D) = 0. Alors P(D) = 1 — P(Q\D) = 1. Mais comme D est
dénombrable, on a aussi P(D) = P({J,cp{w}) = Xep P(w}); done ¥ o p P({w}) =
1. Enfin, P{w}) = 0 si w ¢ D car P({w}) < P(Q\D) = 0; donc Y oP({w}) =
Ywen PHw}) = 1. Donc p(w) = P({w}) est une densité discréte sur .

(2) Existence. Pour A € 2, on pose

P(A) == ) plw).

weA
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(i) P est une loi de probabilité. Pour tout A € P(£2), on a

P(A) = 2 La(wlple) = | tapdc = | paue

weN

ol p. est la mesure de comptage sur 2. Donc P est une mesure sur (2,2) (¢f cours
d’intégration). De plus P(Q2) = ) . p(w) = 1, donc P est une loi de probabilité; et
par définition P({w}) = p(w) pour tout w € .

(ii) P est une loi discreéte.

FAIT 2.4. Si p est une mesure finie sur (Q,2), alors D := {w € Q; p({w}) # 0} est
un ensemble dénombrable.

Prewve du Fait 2./. On a D = | J,cns Di, o0t Dy, = {w € Q; p({w}) = 1/k}; donc il
suffit de montrer que chaque ensemble Dy, est fini.

Supposons que Dy, soit infini pour un certain k. Soit NV € N* quelconque. Comme
D, est infini, il contient au moins N points distincts wq,...,wy. On a alors

N
p(DR) > plfon, - wn) = 3 () = N x o
=1

Donc p(2) = % pour tout N € N*  absurde puisque u(2) < o0.
U
Par le Fait 2.4, I'ensemble D = {w € Q; p(w) # 0} = {w € Q; P({w}) # 0} est
dénombrable. Par définition de P et D, on a P(D) = > _ppw) = X cqplw) = 1,

donc P(Q\D) = 0 puisque P(2) = 1. Donc P est portée par D, et donc P est une loi
discrete.

Unicité. Soit P’ autre loi vérifiant P'({w}) = p(w) pour tout w € Q. Si on pose a
nouveau D = {w € Q; p(w) # 0}, alors (D est toujours dénombrable et) on montre
comme plus haut que P'(Q\D) = 0. Pour tout A € 2, on a donc

P'(A) =P (An D)= Z P'({w}) car An D est dénombrable;
weAnD
autrement dit

(3) Découle la preuve de (2). O

COROLLAIRE 2.5. Si P est une loi discréte sur (2,20), de densité associée p, alors

P = pw)ds =Y, P({w})du;

we we)
ce qui veut dire ceci :
VAed : P(A) = ) p(w)du(A).

we
Démonstration. C’est ce que dit (3) : si A € 2, alors

B(A) = Y pw) = 3] p(w)la(w) = 3] p(w)du(A).

weA weN weN
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COROLLAIRE 2.6. Une loi de probabilité P sur (2,21) est discréte si et seulement si

3 B({w}) = 1.

wef)

Démonstration. Exo. O

Remarque. Si P est une loi discréte sur (€2,2() de densité associée p, on a pour tout

Aed:
P(A) = | pdue
A

Cette formule permet de prolonger P en une loi de probabilité définie sur P(2) tout
entier.

EXEMPLE 1. Soit 2 un ensemble fini. Il existe une unique loi de probabilité sur €2
telle que

1
P({w}) = rre) pour tout w € €.

On dit que P est la loi uniforme sur 2. Par définition, on a

A
P(A) = ZEQ pour tout A < €.
Démonstration. Sion pose p(w) = ﬁ pour tout w € ©, alors p = 0et > . p(w) =
1, donc p est une densité discréte. O

EXEMPLE 2. Soit p € [0, 1]. Il existe une unique loi de probabilité sur = {0,1}
telle que

P{1}) =p et P{0}) =1-p.
On dit que P est la loi de Bernoulli de paramétre p, et on la note B(p).

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 3. Soit n € N, et soit p € [0, 1]. Il existe une unique loi de probabilité P
sur 2 = [0,n] telle que

P({k}) = <Z>pk(1 —p)nk pour tout k € [0,n].
On dit que P est la loi binomiale B(n,p).

Démonstration. Si on pose p(k) = (7)p"(1 —p)"~* pour tout k € [0,n], alors p >0

et
n n B n
DU oplk) = <k>p’“(1 —p)"F=(p+(1-p)" =1
ke[0,n] k=0

O

EXEMPLE 4. Soit A > 0. Il existe une unique loi de probabilité sur 2 = N telle que
)\k
P({k}) = o e pour tout k € N.

On dit que P est la loi de Poisson de paramétre A, et on la note P(\).



16 2. ESPACES DE PROBABILITE

Démonstration. Si on pose p(k) = )\IT e~ pour tout k € N, alors

=Pk
Z 2? N 6>\=1.

keN

LEMME 2.7. (intégration)

Soit P une loi de probabilité discréte sur un univers ), de densité associce p : Q@ — R™T.
(i) Pour toute fonction (mesurable) positive f sur £, on a
(+) | 7= X 1) = 3 PUah ).
weQ wel)

(ii) Une fonction (mesurable) f : Q@ — R est intégrable par rapport a P si et
seulement si Y, o |f(w)|p(w) < o0, et alors (x) est vraie.

Démonstration. (i) Il s’agit de montrer que pour toute fonction (mesurable) f :

Q —R*" ona
| rae= ] fodu.
Q Q

ol . est la mesure de comptage sur €. Si f est une fonction indicatrice, f = 14, c’est
OK d’aprés la Proposition 2.3 :

| 14 =B = 3 p0) = 35 1at@lote) = | 1apdc

weA weN

Par linéarité, c’est encore OK pour une fonction f étagée positive; et on conclut par
convergence monotone.

(i) Exo. O

LEMME 2.8. (événements presque sirs)
Soit P une loi discrete sur Q, de densité associée p : Q@ — R*. Un événement E < Q)
est presque sar si et seulement si p(w) = 0 pour tout w ¢ E.

Démonstration. Evident puisque P(E¢) = Ywgr PW). O

COROLLAIRE 2.9. Si p(w) > 0 pour tout w € Q, alors le seul événement presque
sar est E = Q; autrement dit : une propriété (dépendant de w € Q) est vraie presque
stirement si et seulement si elle est vraie pour tout w € Q.

2.2. Lois a densité. Dans ce qui suit, on note \; la mesure de Lebesgue sur RY,
et pour une fonction (borélienne) f positive ou intégrable sur R%, on pose

f(z)dx = f fd\g
Rd Rd
DEFINITION 2.10. Soit d € N*. Une densité lebesguienne sur R? est une fonction
borélienne p : R — R telle que p = 0 presque partout et SRd p(x)dr = 1.

Remarque. On peut étendre la définition en autorisant p & n’étre définie que Ag-
presque partout.
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LEMME 2.11. Si p : R* — R est une densité lebesquienne, on définit une loi de
probabilité sur R® en posant pour tout borélien A < R? :

P(A) = JA p(x)dz.

Démonstration. On sait (cf Cours d’ intégration) que cette formule définit une me-
sure borélienne sur R?; et on a P(R SRd p(x)dr = 1. U

DEFINITION 2.12. Une dit qu’une loi de probabilité P sur R est une loi a densité
si elle provient d’une densité lebesquienne, i.e. s’il existe une densité lebesguienne p
telle que P(A) = §, p(z)dx pour tout borélien A < R On écrit alors P = pdz, ou
P = p(z)dz, ou encore dP(x) = p(x)dzx.

REMARQUE 1. La loi détermine la densité : si pidz = padx, alors p1(z) = pa(z)

presque partout (relativement a Ag).

Démonstration. Supposons que pj et ps ne soient pas presque partout égales, au-
trement dit que Ag({p1 # p2}) > 0. Alors on a par exemple A\g({p1 > p2}) > 0. Si on
pose E = {p1 > pa}, alors p1 — pp > 0 sur E et A\g(E) > 0, donc §(p1 — p2) drg > 0.
Donc { p1(z) dz > § p2(x) dz, et donc pydx # pada. O

REMARQUE 2. Si P est une loi a densité sur R?, alors P est une mesure diffuse :

on a P({x}) = 0 pour tout = € R%.

Démonstration. On sait que Ag({x}) = 0 pour tout z € R?; donc P({z}) = S{r} pdXg =
O

EXEMPLE 1. Si K est un borélien de R? tel que 0 < M\g(K) < o0, la fonction
! 1
= K
PN

est une densité lebesguienne sur R%. La loi P =

( 1) 1x dx s’appelle la loi uniforme

sur K. Par définition, on a

P(A) = W pour tout borélien A < R,
et donc A
P(A) = A;l((K)) pour tout borélien A € K.

En particulier, la loi uniforme sur [0,1] est P = 1jg y)dz.

Démonstration. On a (p1x(x)de = (palxgdhg = M\g(K), donc (o, p(z) dx
1.

EXEMPLE 2. La fonction p : R — R définie par
1 22
x) = e

p(x) NGr:

est une densité lebesguienne sur R. Plus généralement, si m € R et ¢ > 0 sont donnés,
la fonction

1 _ (z=m)?

o) =
Pm, ( ) oo
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est une densité lebesguienne. La loi P = ﬁe_(x_my/ 20% e s’appelle la loi normale
N(m,a?).

Démonstration. On a

1 _(—m)?
pmo(x)dr = —— | e 2% dx
R 2o Jr

. 1 _u? _ (z—m)
= e 2 odu en posant u = ~———
2mo JR

u2
=1 car  (pe T du =27

O
Remarque. 1l faut savoir redémontrer que SR e~ 2dy = /2.
ExXEMPLE 3. La fonction p : R — R définie par
1 1
pl) = 71+ 22
est une densité lebesguienne sur R. La loi P = % 1_‘&2 7 s’appelle la loi de Cauchy.
Démonstration. On a {5 p(x)dr =1 car §j 1_‘&% = [arctan(:c)]iooo =T. O

EXEMPLE 4. Soit A > 0. La fonction p : R — R définie par
p(x) = Ae M1 ()

est une densité lebesguienne sur R. La loi P = A e*Ml]Om[(x)d:): s’appelle la loi expo-
nentielle de paramétre )\, et se note £(N).

0

0 = L O

Démonstration. On a {; p(z) dz = A e dx = X x [—F 7]

LEMME 2.13. (intégration)

Soit P une loi a densité sur R?, de densité associée p : R? — R*.

(i) Pour toute fonction borélienne positive f sur R%, on a

—~
*
SN—

fap= | f@)pe) de.
R4 R4
(i) Une fonction borélienne f : R® — R est intégrable par rapport o P si et seule-
ment si §pa | f(x)|p(x)dx < ©, et alors (x) est vraie.

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle du Lemme 2.7. U

LEMME 2.14. (événements presque sirs)
Soit P une loi o densité sur R, de densité p : R* — R. Un événement E < R? est
presque sir si et seulement si p(x) = 0 pour presque tout x ¢ E relativement & la mesure
de Lebesgue \g, autrement dit si \g(E° n {p # 0}) = 0.

Démonstration. C’est évident puisque P(E°) = {,. pdAqg. O
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3. Probabilités conditionnelles

On se donne un espace de probabilité (2,2, P), et on suppose que (2,2, P) mode-
lise une “expérience réelle". Donc on identifie complétement les “événements mathéma-
tiques” (i.e. les E € A) avec des “événements réels"

DEFINITION INTUITIVE. Soit F un événement. Si A est un autre événement, la pro-
babilité de A sachant E, notée P(A | E), est le degré de plausibilité qu’on accorderait
a A si on était certain que I’événement E se produit.

Exemple 1. Si on joue 2 fois a pile ou face, il est intuitivement clair que le résultat
du ler lancer n’influe pas sur les chances d’obtenir “pile" au 2éme jet. Donc on a par
exemple P(“pile" au 2éme jet | “face" au ler jet) = 1/2.

Exemple 2. Si on tire 2 cartes I'une aprés I'autre dans un jeu de 52 cartes, il est

intuitivement clair que P(la 2éme carte est un “pique" |la lére est un “pique") = é—% et

N T n N « my _ 13
que P(la 2¢me carte est un “pique" [la lére est un “coeur") = £3-

PROPRIETES INTUITIVES.

(o) Si E est un événement “presque impossible", i.e. P(E) = 0, alors P(A| E) n’a
pas de sens. (Si 'impossible se produit, on ne peut plus rien dire de sensé...).

(i) L’application A — P(A| E) est une loi de probabilité.

(ii) P(E'| E) = 1. (Si on est certain que E se produit... on est certain que E se produit.)

(iii) Pour les événements A dont la réalisation implique celle de E, i.e. les A <
E, P(A|E) est proportionnelle & P(A). (Le fait de savoir que F est réalisé ne change
“esentiellement pas" le degré de plausibilité qu’on accorde a A si de toutes fagons A entraine

FAIT 3.1. Si A et E sont deux événements et si P(E) # 0, alors
P(ANnE)
P(A|E) = 202
(¥ (415 = "5
Démonstration. Par (i) et (ii) on doit avoir P(E¢|FE) =1—-P(E|E) =0, donc
P(A|E)=P((AnE°)|E)+P((AnE)|E) =P((AnE)|E);
et donc par (iii) :
P(A|E) =cP(ANnE),
ol ¢ est une constante indépendante de A. Comme P(E | E) = 1 et P(E) # 0 par (iii)
et (0), on a ¢ = 1/P(F); donc OK. O

INTERET. La formule () donne une définition mathématique précise de la proba-
bilité conditionnelle.

Exercice. Montrer que si € est fini et si P est la loi uniforme sur €2, alors la restriction
de P(- | E) a P(E) est la loi uniforme sur E.

NOTATION. Si A, Ey,..., E, sont des événements et si P(E; n--- n E,) # 0, on
pose

P(A|Ey,...,Ey,) =PA|E1n - N Ey).
C’est la “probabilité que A soit réalisé sachant que E1, Es ... et E,, sont réalisés".
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PROPOSITION 3.2. Si Ey, ..., En sont des événements tels que P(E1n---nEy) # 0,
alors on a la formule des probabilités en cascade :

P(El NN EN) = ]P)(El) ]P)(EQ | E1> ]P)(Eg | El, Eg) N P(EN | El, . 7EN—1)~

Démonstration. Le second membre est égal a

]P)(EQ N El) P(Eg N (E2 N El)) P(EN N (EN,1 NN El))
P(E;) x X X oo X ,
P(El) ]P)(EQ M El) ]P)(EN_l [ RERNA! E1)
qui se simplifie “en diagonale" pour donner P(Ex N --- N Ey). O

REMARQUE. C’est cette formule qui justifie 'utilisation d*‘arbres pondérés" pour
calculer des probabilités.

Exemple. On tire 4 cartes au hasard dans un jeu de 52 cartes, et on veut savoir
quelle est la probabilité d’obtenir un carré.

Il y a 13 carrés possibles, qui sont évidemment “équiprobables” ; donc la probabilité
cherchée est p = 13¢, o ¢ est la probabilité d’obtenir un carré d’as. On considére que
les cartes sont tirées 'une aprés I'autre. Si on note F; ’événement “la i-éme carte tirée
est un as" (pour ¢ = 1,2,3,4) alors

q = P(El) P(EQ | El) P(Eg | El, EQ) IP(E4 ‘ El, EQ, E3)
4 3 2
— X — X — X —,
52 51 50 49
5T

d’ou aprés simplification : p =

PROPOSITION 3.3. (formule des probabilités totales)

Si (E;)ier est une partition dénombrable de Q en événements tels que P(E;) # 0, alors
on a pour tout événement A :

P(A4) = ZP(A | E) P(E).

iel
Démonstration. On a A = |J,.;(A n E;), réunion dénombrable disjointe, donc
P(A) = Zie] P(An E;) = Zie[ P(A | E;)P(E;). O

Exemple. Une petite fille aimant les bonbons au citron mais pas les bonbons a la
banane a devant elle trois boites opaques, la la premiére contenant 10 bonbons au citron
et 30 bonbons a la banane, la 2éme contenant 20 bonbons au citron et 20 bonbons a
la banane, et la 3¢ contenant 20 bonbons au citron et 30 bonbons & la banane. Elle
choisit une boite au hasard et pioche un bonbon dedans. On veut savoir quelle est la
probabilité qu’elle mange le bonbon.

La probabilité cherchée est p = P(A), ot A est I’événement “la petite fille pioche un
bonbon au citron". Si on numérote les boites et qu’on note E; I’événement “la petite
fille choisit la boite numéro i" (pour i = 1,2,3), on a P(E;) = % pour i = 1,2, 3. Donc,
par la formule des probabilités totales,

1
5(P(A | E1) + P(A| E) + P(A| E3))
1 10 20 20

RERS TR TR

p:

soit finalement p = %-
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PROPOSITION 3.4. (Théoréme de Bayes)

(1) Si E et E' sont deuz évéenements tels que P(E) # 0 et P(E') # 0, alors

P(E|E")P(E'
r(o'| ) - PELEIE)
(2) Soit (E;)ier une partition dénombrable de Q2 en événements tels que P(E;) # 0.
Pour tout évenement E tel que P(E) # 0 et pour tout ig € I, on a
P(E | Eiy) P(Ei,)
2ier P(E| Ei) P(E;)

P(Eio ’ E) =

Démonstration. (1) est évident.

(2) Par (1)
P(E | Ei,) P(Ey,)
P(E;, |E) = g ;
( 0 ’ ) P(E) )
d’oul le résultat par la formule des probabilités totales. O

Exemple. Dans un certain ensemble d’objets, on estime que 1 objet sur N est
défectueux. On met au point un test pour détecter les objets défectueux. Le test est
efficace & 100% (un objet défectueux a 100% de chances d’étre détecté), mais il y a
€ % de chances qu'un objet non défectueux soit déclaré défectueux par le test (¢ > 0).
On veut savoir quelle est la fiabilité du test, autrement dit la probabilité qu'un objet
déclaré défectueux par le test soit effectivement défectueux.

L’expérience consiste a tirer un objet au hasard et & le tester. si on note D I’'événe-
ment “I’'objet est défectueux" et DD I’événement “I’'objet est déclaré défectueux", alors
la probabilité cherchée est p = P(D | DD). On applique la théoréme de Bayes avec la
partition (D, D¢) :

P(DD|D)P(D)

P~ p(DD|D)P(D) + P(DD | D) P(D*)
1 x ]{/
= 1 1y’
Ixy+1x1—-%)
autrement dit
_ 100
P=T00+e(N—1)
Application numérique : avec N = 1000 et € = 1, on obtient p = % < %-

4. Evénements indépendants
DEFINITION 4.1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité.

(1) On dit que deux événements E et F' sont indépendants si on a P(E N F) =
P(E)P(F).

(2) Plus généralement, étant donné une famille (F;)er d’événements, on dit que
les E; sont indépendants, ou que la famille (E;);,c; est indépendante
si, pour tous i1,...,i, € I deuzr a deux distincts, on a

Remarque 1. Si E et F sont deux événements tels que P(E) > 0 et P(F') > 0, alors
E et F indépendants < P(E|F) =P(FE) < P(F|E)=P(F).
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Démonstration. Evident puisque P(E n F) = P(E|F)P(F) = P(F |E)P(E). O

Remarque 2. Plus généralement, si (E;);er est une famille quelconque d’événements
avec P(E;) > 0 pour tout ¢, alors dire que les E; sont indépendants signifie que pour
tout i € I et pour tous ji, ..., jm différents de 4, on a P(E; | Ej,, ..., Ej,) = P(E;).

Démonstration. Exo. O

Remarque 3. Par définition, une famille d’événements (F;);c; est indépendante si
et seulement si toute sous-famille finie (F;);cr est indépendante. En particulier, si les
FE; sont indépendants, alors ils sont deux 4 deux indépendants : pour tous ¢, j tels
que i # j, les événements E; et E; sont indépendants.

EXEMPLE 1. Une boite opaque contient N; > 1 dragibus noirs et No > 1 dragibus
rouges. On tire n > 2 dragibus 'un aprés 'autre dans la boite, et pour i = 1,...,n, on
note E; ’événement “le i-éme dragibus tiré est noir". Alors :

(i) sionremet achaque fois le dragibus tiré dans la boite, les événements Ey, . . ., E,
sont indépendants ;
(ii) si on mange a chaque fois le dragibus tiré, les événements F1, ..., E, ne sont
pas indépendants.
Démonstration. On note N = N1 + Ng le nombre total de dragibus.

(i) Comme on remet les dragibus a chaque fois, la couleur du i-éme n’est pas
influencé par celle des autres. Donc, il est intuitivement “évident" que si si i € [1,n] et

J1s---5Jm # &, alors ]P)(Ei‘Ejly---ijm) = Nl/N = P(EZ)

(ii) On va montrer que E; et E3 ne sont déja pas indépendants.

Il est intuitivement “évident" que P(E;) = % ; et comme on mange & chaque fois
le dragibus tiré, il est aussi “évident" que P(FEy | E;) = 1]\9:11_ Pour conclure, il suffit

donc de montrer que P(Es) = % (ce qui prouvera que P(Ey|Ey) # P(E2) puisque
N; # N). Ce dernier fait parait pas “évident", mais se démontre avec un petit calcul :
par la formule des probabilités totales, on a

P(Ey) = P(Ea | E1) P(EY) + P(E2 | ET) P(EY)

N—-1 N N N
- L 21— 2L
N-1 N N-1 N

:Nwiﬂ«M_UM+MW_M»
:]\](]\}_Dx(—]\fl-i-]\le):]]\\]]l‘

0

EXEMPLE 2. On lance deux dés 'un aprés 'autre. On note E; I’événement “le
ler chiffre obtenu est pair", Ey I’événement “le 2¢é chiffre obtenu est impair", et enfin
FE l'événement “la somme des chiffres est paire". Alors Fq, Fo, E sont deux & deux
indépendants, mais pas indépendants.

Démonstration. Exo. O

Le fait suivant est intuitivement raisonnable, mais pas “évident”.
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FAIT 4.2. Soit (E;)ier une famille indépendante d’événements. Si (F;)ier est une
famille d’événements telle que Vi e I : F; = Ej; ou EY, alors les F; sont indépendants.

Démonstration. Tout repose sur un

SOUS-FAIT. Le résultat est vrai sil existe jo € I tel que Fj, = E]C.0 et F; = E; pour
1 # Jo.

Preuwve du sous-fait. Soient i1,...,i, € I deux & deux différents. On veut montrer
que P(F;, n---nF;) =P(F,) - P(F;,).
Si tous les 45 sont # jo, il n'y a rien a faire puisque F;, = Fj;, pour tout k et que

les E; sont indépendants.
Si par exemple i1 = jo, alors

P(F;, n---nF;,) IP(E;O NEi,n---nE;)

= P((E’Z2 MM Eir)\(Ejo M E‘Z'2 MM Ezr))
ZP(Eiz F\”-ﬁEir)—IP(EjO F\EZ’2 ﬁ---ﬁEZ’T)
= P(Ej,) - P(E;,) — P(Ej) P(Ei,) - - - P(E;,)
= (1-P(E),)) P(E,) - P(E;,)
= P(E})) P(Es,) - - - P(Ei,)
_ P(F,)--P(F,).
O
Soient i1, ...,%, € I deux a deux #. En appliquant r fois le sous-fait, on voit que la
famille (F;,, Ei,, ..., E;,) est indépendante, puis que la famille (F;,, Fi,, Ei,, ..., E;,)
est indépendante, etc jusqu’a (Fj,, ..., F;.). Ainsi, toute sous-famille finie de la famille
(F})ier est indépendante, donc OK. O

REMARQUE. Voici une preuve “directe” du fait que si E et F' sont deux événements
indépendants, alors E¢ et F'¢ sont indépendants. On a

P(E°n F°) =P((E L F)°)
=1-P(EUF)
=1— (P(E)+P(F)—P(EnF))
=1—- P(E)-P(F)+P(E)P(F) car P(En F)=PE)PF)
= (1-P(B)) (1 - P(F))
= P(E°)P(F°).






Chapitre 3

Variables aléatoires

1. Définition et exemples

DEFINITION 1.1. Soit (A,B) un univers probabilisable. Une variable aléatoire
a valeurs dans (A,B) est une application mesurable X : (2,2A,P) — (A,B), ou
(Q,20,P) est un certain espace de probabilité.

Remarque 1. On écrira “va” au lieu de “variable aléatoire”.

Remarque 2. S’il n’y a pas de doutes sur qui est la tribu 8, on parle de variable
aléatoire a valeurs dans A.

Remarque 3. Une va réelle est une va a valeurs dans R.

Remarque 4. On appellera encore variable aléatoire toute “va presque strement
définie”, autrement dit toute application mesurable X : Q5 — A, ou Qy €  est
mesurable avec P(y) = 1.

EXEMPLE 1. Soit (€2,2(,P) un espace de probabilité. Si F est un événement, alors
1g est une va définie sur €, a valeurs dans {0, 1}.

EXEMPLE 2. On joue n fois a pile ou face, et on appelle X le nombre de “piles”
obtenus. On modélise la situation en prenant @ = {0,1}", ou 1 correspond a “pile” et
0 correspond & “face”. Tous les résultats sont équiprobables, donc on prend pour P la
loi uniforme. Alors X devient une va définie sur €2, & valeurs dans A = [0, n]. En fait,
siw = (wi,...,wpn) € Qo w; € {0,1}, alors X (w) = 3" | w;.

EXEMPLE 3. Soit (£2,2,P) un espace de probabilité quelconque. Si on pose X (w) =

w pour tout w € 2, alors X est une va a valeurs dans (€2,2).

2. Loi d’une variable aléatoire

NOTATION. Si X : (2,2,P) — (A,B) est une va, on pose pour tout A € B :
(XeAl:={weQ; X(w)e A} = X1(A).

LEMME 2.1. Si X est une va définie sur (2,2A,P) et a valeurs dans (A,B), on
définit une loi de probabilité Px sur (A,B) en posant pour tout A € B :
Px(A) = P({X € A}).
On dit que Px est la lot de X sous la probabilité P.
Démonstration. La définition a un sens car {X € A} = X(A4) € 2 pour tout

A € B et donc on peut bien écrire P({X € A}). Si (Ag)nen est une suite d’éléments de
B deux a disjoints, alors {X € Jyey Ak} = Upen{X € Ak} ot la réunion est disjointe,

donc PX (UkeN Ak) = P(UkeN{X € Ak}) = ZZO:O ]P)(X € Ak) = ZZO:O ]P))((Ak) Donc
Px est une mesure; et on a Px(A) =P(X e A) =P(Q) = 1. O

25
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REMARQUE. Pour alléger, on écrit P(X € A) au lieu de P({X € A}). Donc
Px(A) =P(X € A).
EXEMPLE 1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité, E' un événement, et p = P(E).
Si X = 1p, alors Py est la loi de Bernoulli B(p).

Démonstration. On a Px({1}) = P(X = 1) = P(E) = p; et de méme Px({0}) =
P(E)=1—p. O

EXEMPLE 2. On joue n fois a pile ou face et on appelle X le nombre de “piles”

obtenus. Alors X suit la loi binomiale B(n, 3).

Démonstration. On a dit plus haut qu’on modélise en prenant Q = {0,1}", ou 1
correspond & “pile” et 0 & “face”, avec pour P la loi uniforme. Alors, on a pour tout

ke [0,n] :
#{w e #lie[l,n]; w; =1} = k}

P(X =k) = 70
#{A c [1,n]; #A = k‘}
- o
n) 1
- <k:> o’
autrement dit P(X = k) = (})p"(1 — p)" % avec p = 1/2. O

EXEMPLE 2’. Soit (€2,2(,]P) un espace de probabilité, et soit p € [0,1]. Soient
également Ey, ..., E, des événements indépendants tels que P(E;) = --- = P(E,) = p.
Pour w € Q, on pose X(w) := #{i € [1,n]; w € E;}. Alors X suit la loi binomiale
B(n, p).

Démonstration. L’application X est a valeurs dans [0, n]. Le fait que X soit effec-
tivement une va (i.e. soit mesurable) est laissé en exo.

Pour A < [1,n], posons

A = {wEQ; weFE;siie A et w¢Eisii¢A}= ﬂEiﬁ ﬂ E;
i€A je[1,n]\A
Par indépendance, on a
P(EA) = p#A(1 — p)n#4 pour tout A < [1,n].

De plus, pour k € [0,n] donné, 'événement {X = k} est la réunion disjointe des E4
pour les A vérifiant #A = k. Donc

P(X = k) = Y, ra-prt= (Z)p’“(l -p)" "
{Ac[unl; #A=k}
g

REMARQUE. Cet exemple s’interpréte de la fagon suivante. Supposons qu’on répéte
n fois une expérience “binaire” (le résultat est soit un “succes”; soit un “échec”) ou la
probabilité de “succes” est p € [0,1]. Alors, en considérant que les répétitions sont
indépendantes, le nombre X de “succes” suit la loi B(n,p). On est bien dans la situation
de I'exemple précédent, en prenant pour E; I’événement “succés au i-éme coup’.
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EXEMPLE 3. Si u est une loi de probabilité quelconque sur un univers probabilisable
(A,*B), alors il existe une va X a valeurs dans (A, B) telle que Px = pu.

Démonstration. On prend (2,A,P) = (A,B,u) et on pose X(w) = w pour tout
w € Q (micro-exo). O

Ezercice. On lance 2 dés, et on appelle X la somme des chiffres obtenus. Montrer
que pour k = 2,...,12, on a Px({k}) = % si2 <k <6etPx({k}) = % si
6 <k<12.

REMARQUE. On dit qu’une va X a valeurs dans A est discréte si sa loi Py est
discréte ; autrement dit s’il existe un ensemble dénombrable D tel que X est presque
srement & valeurs dans D. On dit qu'une va X a valeurs dans R? est une va & densité
si sa loi Px est a densité. Donc (¢f le Chapitre 2)

e si X est une va discréte, on a pour tout A € A :

Px(4) = Y Bx({a}) = Y B(X = a);

aceA acA

e si X est une va & densité a valeurs dans R?, de densité py, on a pour tout
borélien A < R? :

Px(A) = JA px(x)dx.

Ezercice. Soit X une va réelle telle que Px soit une mesure diffuse (par exemple
une va & densité), et soit Z = (X, X), qui est une va a valeurs dans R2. Montrer que
P, est une mesure diffuse, mais qu’elle n’est pas a densité.

3. “Théoréme de transfert”
THEOREME 3.1. Soit X une va définie sur (Q,2,P) et a valeurs dans (A,*B).

(1a) Pour toute fonction mesurable positive f : A - R, on a

(+) LfdPX:LfonP.

(1b) Une fonction mesurable f : A — C est intégrable sur A par rapport o Px
si et seulement f o X est intégrable sur Q) par rapport a P; et dans ce cas
(%) est vraie. En particulier, ceci a lieuw pour toute fonction mesurable bornée
f:A->R.

(2) L’identité (=) caractérise Px : si p est une loi de probabilité sur (A,B) telle
que S, f o X dP = § f dp pour toute fonction mesurable positive f : A — R,
alors up = Px.

Démonstration. (la) Si f est une fonction indicatrice, f = 1p ot E < A, on a
foX =1lgo X = 1{X€E}7 donc SQfOXdIP) = IP)(X € E) = ]PX(E) = SAlEdIP)X =
§, f dPx. Par linéarité, on en déduit que (x) est vraie pour toute fonction étagée positive
f: A — R; et par convergence monotone, on obtient () pour toute fonction mesurable
positive.

(1b) se déduit “comme d’habitude” de (1a) : on applique (la) a |f| pour I'intégra-
bilité ; puis on écrit f = u +iv = (vt —u~) +i(vt —v7) et on applique (1a) a u®, vE
pour (x).
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(2) D’apreés (la), ona §, fdu =, fo X dP =, fdPx pour toute fonction mesu-
rable f : A — R*. En particulier, en prenant f = 1g, on obtient u(F) = Px(FE) pour
tout ensemble mesurable F € A, et donc p = Px. 0

REMARQUE. Au lieu de fo X, on écrira souvent f(X). Donc, la formule (%) s’écrit

L f(X)dP = JA f(z)dPx (z).

COROLLAIRE 3.2. Si X est une va discréte, a valeurs dans un ensemble dénombrable
I, on a pour toute fonction f: I — R* :

| 10de = 3 pirpx =)
Q2 el
Démonstration. Comme Px est une loi discréte, on a
| raex =3 sty = | r@pex -y
I el I
donc OK puisque {, f(X)dP = §, f dPx par le Théoréme de transfert. O

COROLLAIRE 3.3. Si X est une va & densité a valeurs dans R?, de densité associée
px : R > R, on a pour toute fonction borélienne f : R4 — Rt :

jﬁ J(X)dP - fRd £(&) px (x)dz.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE. Si X est une va réelle ou bien > 0 ou bien intégrable, l'intégrale
SQ X dP s’appelle 'espérance de X et se note E(X). Par le théoréme de transfert, on
a donc

E(X) = f

dP = J xdPx(z).
X R

En particulier :
- Si X est une va discréte a valeurs dans un ensemble dénombrable A < R, alors

E(X) =) aP(X = a);
aeA

- si X est une va a densité, de densité associée px : R — R*, alors
E(X) = f x px(z)dz.
R
On reparlera (longuement) de I'espérance dans un chapitre ultérieur.

Le théoréme de transfert donne une méthode “mécanique”’” pour déterminer la loi
d’une variable aléatoire X : 2 — A, qu’on appelle la méthode la fonction muette :
on considére une fonction borélienne f : A — Rt absolument quelconque (la fonction
“muette”) et on essaye de transformer {, f(X) dP pour obtenir §, f(z)du(z), ot p est
une certaine mesure sur A. Si on y arrive, alors on peut conclure que Px = p. Voici un
exemple typique.

EXEMPLE. Soit X une va réelle définie sur (€2,2(,P) et uniformément distribuée
sur ]0,1[, i.e. Px = 191(z)dz. Alors la va Y = —In(X) suit une loi exponentielle de
paramétre A = 1.
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Démonstration. La va Y est bien définie presque stirement car X > 0 ps. Comme
X est presque stirement & valeurs dans |0, 1[, on peut supposer qu’en fait X (w) € ]0, 1]
pour tout w € Q (quitte a redéfinir X sur {X ¢]0,1[}). Pour toute fonction borélienne
f:R—>R*" ona
f FY)dP = J f(=In(X)) dP = f g(X)dP,
Q Q Q
ot g : R — RT est la fonction définie par g(x) = f(—In(x)) si z € ]0, 1] et par exemple
g(z) = 0 sinon. Donc, par le Théoréme de transfert appliqué a X,

f FY)dP = f o(x) dPx ()
Q R
_ f o) 1o (x) d
R

= Jl f(=In(z)) dx

0
Q0
= fluw)e “du en posant u = — log(x)
0
= JR f(u)l]oyoo[(u)e_“du.
Par le Théoréme de transfert, on en déduit que Py = 1jg,(u)e “du, ce qui est le
résultat annoncé. O

EXERCICE. Montrer que si X est une va réelle suivant une loi N'(m, 02) et sia,be R
avec a # 0, alors aX + b suit la loi N'(am + b, a?0?).

4. Compositions
NOTATION. Si X est une va (définie sur (2,2, P)) & valeurs dans (A,B) et si
O : (A,B) — (A,B') est une application mesurable, on pose
B(X) = do X.
Ainsi, ®(X) est une va (définie sur (2,2, P) et) a valeurs dans A’

PROPOSITION 4.1. Soient I,J des univers dénombrables, et soit X : (Q,A,P) — I
une va G valeurs dans I. Soit également ® : I — J. Alors

Vied : P@(X)=4)= >, PX=4).
{iel; (i)=5}

Démonstration. Quitte a remplacer I par I := {i € I P(X = i) > 0}, on peut
supposer que P(X = i) > 0 pour tout i € I. Par la formule des probabilités totales, on
a alors pour tout j € J :

P(O(X) = j) = D P(®(X) = j| X = i) P(X =)
i€l

De plus, étant donné i € I, on a visiblement P(®(X) = j| X =14) = 1si ®(i) = j
et P(®(X) =j|X =1) =0si ®(i) # j. Donc

P(@(X)=4)= > 1xPX=i).
{iel; @(i)=j}
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O
EXEMPLE. Soient X7 et X9 deux va & valeurs dans N définies sur €. Alors, pour
tout n € N, on a

P(Xl—l-XQ—n :Z Xlzk,XQZ’n—k‘).

Démonstration. On applique la proposition avec la va X = (X1, Xo) — a valeurs
dans N x N — et la fonction ® : N x N — N définie par ®(u,v) = u + v. Le résultat est

P(X1 + Xy =n) = > P((X1, X2) = (u,v))
{(u,v)eNxN; u+v=n}

I
M=

P((X1,X2) = (k,n— k))

i
o

[l
M=

P(X; =k, Xo =n — k).

i
o

O

PROPOSITION 4.2. Soit X : (0,2, P) — R? une va a densité a valeurs dans R,
de densité px : R — RT. On suppose que X est ps & valeurs dans un certain ouvert
U c R? (autrement dit que px(z) = 0 pp sur RAU). Soit également ® : U — V un
difféomorphisme de U sur un autre ouvert V.c R%. Alors Y := ®(X) est une va
densité, et sa densité py est donnée par

py () = px(Y() [Jy(y)l, oa W=l

Démonstration. Pour toute fonction borélienne f : R* — RT, on a

f F(@(X)) dP = j F(®()) px () de
Q R4

— | r@@)px@ar  car px(a) =0 pp sur RAU
f f) px(¥(y))|Jw(y)|dy en posant y = ®(x), i.e. x = U(y)

jf W) px (P Je)ldy  car..;

donc Y = ®(X) a pour loi Py = px(¥(y))|Jw(y)|dy. O

Exercice. Utiliser la proposition précédente pour redémontrer que si X est une va
réelle uniformément distribuée sur |0, 1[, alors Y = —log(X) suit la loi exponentielle
E(1).

5. Variables aléatoires indépendantes

DEFINITION 5.1. Soit (Q,2(,P) un espace de probabilité, et soit (X;)ier une famille
de va définies sur (Q,A,P), chaque X; étant & valeurs dans un certain (A;,B;). On
dit que les X; sont indépendantes si “elles n'ont aucune influence les unes sur les
autres” ; ce qui se traduit mathématiquement comme suit : pour tous i1, ...,% € I deux
a deux distincts et pour tous A;, € By, ..., A, €B;, ona

P(X;, € 4;,,....X;, € A;,) =P(X;, € Ayy) - - P(X;, € Aj,).
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En particulier, deux va X et X' a valeurs dans (A,B) et (A, B’) respectivement sont
dites indépendantes si on a pour tous A€ B et A’ € B’ :

P(XeA X e€A)=P(XeAPXed)

REMARQUE. Quand il n’y a qu'un nombre fini de va, la définition se simplifie : des

va X1,...,Xg a valeurs dans (Aq,B1), ..., (Ag, By) sont indépendantes si et seulement
si on a pour tous A1 € Bq,...,A3€ By :
(*) ]P’(XleAl,...,XdeAd) ZP(XleAl)-'-P(XdEAd)
Démonstration. Exo. O
EXEMPLE 1. On joue n fois a pile ou face Pour ¢ = 1,...,n, on pose X; = 0 si le
i-éme jet donne “pile”, et X; = 1 si le i-éme jet donne “face”. Alors les va X1,..., X,

sont indépendantes.

Démonstration. On modélise par €2 := {0, 1}" muni de la loi uniforme, en identifiant
0 a “pile” et 1 & “face”. Alors X; : Q — {0,1} est formellement définie par X;(w) = w;
pour w = (w1,...,wy,) € .

Soient Aqp,..., A, < {0,1}. Par définition, on a

{X1€A1,...,Xn€An}=A1X-'-XAn.

Donc, par définition de la loi uniforme,

#(A; x - x Ap) _ HAL A,

]P)(XleAl,...,XnEAn)z #Q on

autrement dit

#A1 #An
)5
Par ailleurs, on a aussi {X; € 4;} = {0,1} x -+ x A; x --- x {0,1}, donc

{0,1} x -+ x 4; x -+ x {0,1}) A #Ai

P(XleAl,...,XneAn)z(

#Q 2n 2
Donc P(Xl € Al, .. .,Xn S An) = P(Xl € Al) o P(Xn € An) O
GENERALISATION. Soient {1,...,€, des ensembles finis, et soit 2 = Oy x --- X
Q, muni de la loi uniforme. Pour i = 1,...,n, soit X; : @ — €; la va définie par
Xi(wi,...,wn) = w;. Alors les X; sont indépendantes.
Démonstration. Exo. ]

EXEMPLE 2. Soit © = [0,1] x [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue (c’est bien
un espace de probabilité puisque A2([0,1] x [0,1]) = 1). On note X : Q — [0,1] et
Y : Q — [0,1] les va définies par X (z,y) = = et Y(z,y) = y. Alors X et Y sont
indépendantes.

Démonstration. Pour tous boréliens A, B < [0, 1], on a

{XeAYeB}=AxB.
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Donc
P(X e A)Y € B) = X\2(A x B)
= A1(4) \i(B)
= A2(A x [0,1]) A\2([0, 1] x B)
=P(X e APY € B).
]

EXEMPLE 3. Soit (2,2, P) un espace de probabilité (quelconque), et soit (E;)ier
une famille d’événements. Alors les va 1p, sont indépendantes si et seulement si les
événements F; sont indépendants.

Démonstration. Exo non évident. (Il faut utiliser le Fait 4.2 du Chapitre 2.) O

LEMME 5.2. Soient X etY des va discrétes définies sur (Q,2,P) et a valeurs dans
des univers dénombrables I et J. Pour pouvoir conclure que X et'Y sont indépendantes,
il suffit d’avoir vérifié que
() PX=4Y=j5=PX=0)PY =j) pour tout i € I et pour tout j € J.

Démonstration. Supposons (*) vérifiée, et soient A € I et B < J quelconques. On
{XeAYeBy= |] Eiy ou E;={X=iY=j}

(i,j)eAx B
Comme les F; j sont deux a deux disjoints et que A x B est dénombrable, on en déduit

P(Xe€AYeB) = > P(Ey)

(i,j)EAx B

= >, P(X=4Y =)

(i,j)EAX B

- Y P(X=)PB(Y =j) par(x)
(i,j)eAxB

=P(X € A)P(Y € B).
Donc X et Y sont indépendantes. ]

ATTENTION. Le lemme n’est valable que pour des va discrétes.

6. Fonction de répartition d’une va réelle

DEFINITION 6.1. Soit X une va réelle définie sur un espace de probabilité (2,21, P).
La fonction de répartition de X est la fonction Fx : R — R définie par

Fx(t) = P(X <t) = Px(]—o,t]) pour tout t € R.

EXEMPLE 1. Supposons que X soit une va a densité, de densité associée px : R —
R*. Alors on a

t
Fx(t) = J px(s)ds pour tout t € R.
—00

En particulier, pour une va a densité on peut dire les choses suivantes.
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(1) La fonction Fx est continue sur R.
(2) Siladensité px : R — R™ est continue, alors Fx est de classe Clet Fj, = PX-

Plus précisément, F'x est I'unique primitive de px qui tend vers 0 en —c0, ou
encore 'unique primitive de px qui tend vers 1 en +oc0.

Démonstration. Tout est évident sauf (1). Soit ¢y € R fixé, et soit (t,,)n>1 une suite
tendant vers ¢. Pour tout n € N, on a

Fx(t) = | px(o)ds = | 1ai(tlox(s)ds.

—Q0
Si s € R, la fonction 1, [ est continue en tout point ¢ # s. Comme ¢, — o, on en
déduit que 15 0(tn) — 1[5 0[(to) pour tout s # to, donc pour presque tout s € R.
Donc, par convergence dominée (exo),

Fi(t) = || 1eatlt)px(s)ds.— | 1gscato)px()ds = Fx(to).

Ainsi, F'x est continue en tout point tg € R. O

EXEMPLE 2. Soit X une va réelle suivant une loi de Bernoulli de paramétre p €
[0,1]. On a
0 si t<O
Fx(t)Z l—p si 0<t<1
1 st t=1

Démonstration. Micro-exo. O

EXEMPLE 3. Soit X une va réelle uniformément distribuée sur ]0,1[, i.e. Px =
1jg,1((z)dz. On a

0 si t<0
Fx(t)=< t si 0<t<l1
1 si t=1
Démonstration. Micro-exo & nouveau. O

Ezxercice. Déterminer Fx quand X est une va prenant un nombre fini de valeurs
ai,...,ay, avec P(X = a;) = p;.

FAIT 6.2. 5@ X est un va réelle quelconque, sa fonction de répartition posséde les
Propriétés suivantes :

(i) Fx est croissante et continue a droite en tout point;

(i) 0 < Fx <1, limy__o Fx(t) = 0 et limy_ 400 Fx(t) = 1.

Démonstration. (i) Il est évident que F'y est croissante (et donc admet une limite
a gauche et a droite en tout point). On a d’une part Fx(t*) = limp o Fx(t + 2) =
limp, oo P(X <t + 1); et d’autre part {X <t} = (e« {X <t + 1} ot Dintersection
est décroissante. Comme P est une mesure finie, on en déduit Fx(t) = P(X < t) =
lim,, oo P(X <t+ 1) = Fx(t*); donc Fx est continue a droite en tout point ¢ € R.

La partie (ii) est laissée en exo. O
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FAIT 6.3. 57 X est une va réelle, on a pour tout t € R :
P(X =1t) =Px({t}) = Fx(t) — Fx(t").

En particulier, Fx est continue en un point t si et seulement si Px({t}) = 0; et donc
Fx est continue sur R si et seulement si Px est une mesure diffuse.

Démonstration. On a Px({t}) = P(X =t) = P(X <t) —-P(X <t) = Fx(t) —
P(X < t). De plus, {X <t} = J,en+{X <t — 1} ot la réunion est croissante, donc
P(X < t) = limpoo P(X <t — 1) = limpo0 Fx(t — 1) = Fx(t7). Ainsi Px({t}) =
Fx(t) — Fx(t7). Comme de plus F'x est continue & droite, on en déduit que Fx est
continue au point ¢ si et seulement si Px ({t}) = 0. O

THEOREME 6.4. La fonction de répartition caractérise la loi : si X1 et Xo sont deux
va réelles telles que Fx, = Fx,, alors Px, = Px,.

Démonstration. On I'a déja démontré : c’est le Corollaire 1.5 du Chapitre 2. O

COROLLAIRE 6.5. Soit X une va réelle. Si Fx est de classe C' sur R, alors X est
a densité. Plus généralement, si Fx est continue sur R et de classe Ct sur R\K ou K
est un ensemble fini, alors X est a densité, de densité px = F%.

Démonstration. La fonction p = F% est définie sur R\K, donc presque partout ; et
p = 0 car la fonction Fx est croissante. On posera p(z) = 0 pour z € R\ K.

Fa1r. Pour tous a,b € R tels que a < b, on a
b

(+) Fx(b) - Fx(a) = j p(z) da.

a
Preuve du Fait. Soient t1 < --- < ty_1 les points de K compris entre a et b, et
posons ty :=a et ty =b. On a
N-1
Fx(b) — Fx(a) = Y. (Fx(tes1) — Fx ().

k=0
De plus Fx(tg+1) — Fx(tx) = ::“ Fi(z)dx pour k = 0,...,N — 1 car F est C! sur
|tk, tk+1[ et continue sur [tg, tx+1] (exo). D’ou (%) par Chasles. O

En prenant b = ¢ quelconque et en faisant tendre a vers —oo dans (*) on obtient
¢
(%) Fx(t) = f p(x) dzx pour tout ¢t € R.
-0

En faisant maintenant tendre t vers +o00, on en déduit SO_OOO p(z)dxr = 1. Donc p

est une densité lebesguienne. Si on choisit une va X de loi P = p(x)dr, on obtient
alors Fix = Fg par (x*), et donc Py = Py = p(z)dx puisque la fonction de répartition
caractérise la loi. O

PROPOSITION 6.6. Toute fonction F' : R — R croissante, continue a droite en
tout point et vérifiant limy_,_o, F(t) = 0 et limy_,4on F(t) = 1, est une fonction de
répartition.

Démonstration. On va la faire en supposant que F' est continue et strictement
croissante. Dans ce cas F est une bijection de R sur ]0,1[ et F~! : ]0,1[— R est
borélienne (en fait, continue). Soit alors U une va réelle uniformément distribuée sur
10,1[, i.e. Py = 139 4((2)dx. Sion pose X = F~1(U) := F~1oU, alors X est une va
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bien définie puisque F~! est borélienne ; et comme F est strictement croissante, on a
Fx(t) = P(F7Y(U) < t) = P(U < F(t)) = F(t) pour tout t € R, par définition de
la loi uniforme (P(U < F(t)) = A(]0,1[ n ]—o0, F(t)]) = A1(J0, F(t)]) = F(t) car
0< F(t) <1). Donc Fx = F. O






Chapitre 4

Produits

1. Univers produits

DEFINITION 1.1. Soit (Q;,2;)ier une famille dénombrable d’univers probabilisables,
et soit @ = [ [,c; Q. Les éléments de Q sont donc des “points” de la forme w = (wj)ier,
ot w; € ; pour tout i € 1.

(1) Un cylindre de Q est un ensemble C < Q de la forme
C = {w € Q; Wi, € Ail,...,wir € Az,«}

ot i1, ...,i, € I sont deux a deux distincts et A;, € A;, pour k=1,...,r. Un
tel cylindre se notera toujours

C=« A x--xA, >.

(2) La tribu produit sur Q est la tribu A engendrée par les cylindres. On écrit
2 = ®ierA;

Remarque 1. La tribu 2 contient tous les singletons; donc (£2,2) est un univers
probabilisable, qu’on appelle I'univers produit des univers (£2;,2;).

Démonstration. Soit o = («;)ier un point de € fixé. Alors
{a} = (Jwe @ wi=ai} =) « {ai} »,
el iel
donc {a} € A car I est dénombrable. O

Remarque 2. On peut parfaitement définir la tribu produit dans le cas d’une famille
non dénombrable d’'univers (€2;,2;). Mais dans ce cas, la tribu A = X),.; 2; ne contient
pas nécessairement tous les singletons, et donc (£2,.4) n’est pas forcément un univers
probabilisable au sens de la définition qui a été adoptée.

FAIT IMPORTANT. Pour tout i € I, la “projection canonique” m; : 2 — €; est
mesurable.

Démonstration. Si A € Q;, alors 7; ' (A) = {w € Q; w; € A}. Donc 7; '(A) est un
cylindre de Q pour tout A € ;, et donc 7; est mesurable. O

CAS PARTICULIER. Supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini d’univers, notés
(Ql,Qll), ceey (Qd,Qld), donc 2 = Ql X e X Qd.

e Un cylindre C de 2 = (1 x --- x €}y peut toujours s’écrire sous la forme
C = {(.UZ (wl,...,wd); LUIEAI,...,deAd} =A1 X oee XAd,
ou Ay € AUy,...,Aq € ™Yy. En effet : selon la définition générale, C est a priori de la
forme C = {w; wi; € Aiy,...,wi, € Aj, }, 004 < -+ < ip;et donc C = Ay x -+ x Ay

en posant A; := §; pour ¢ ¢ {i1,...,i,}.

37
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e La tribu produit se note ®§l:12li ou A ®---® Ay. Sion aseulement deux univers
(Ql,Qll) et (QQ,Q[Q), on écrit Q[l ® ng.

EXEMPLE 1. Si Q) et Q9 sont deux univers dénombrables, alors P(Q1) ® P(Q2) =
P(Ql X Qg)

Démonstration. La tribu P(€;) ® P(£22) contient tous les singletons de €1 x g,
donc toutes les parties de €27 x 29 puisque §2; x o est dénombrable. O

EXEMPLE 2. Si p,q € N* alors B(RP) @ B(R?) = B(RPY). Si d € N*, alors
BR)® - ®B(R) = B(RY).

Démonstration. Vu en principe dans le cours de théorie de 'intégration. ]

2. Lois produits

2.1. Définition. Dans cette section, on se donne une famille dénombrable d’es-
paces de probabilité (£2;,;,P;)ier, on pose Q = [[..; i, et on munit  de la tribu
produit A = Q;er2;.

el

THEOREME 2.1. Il existe une unique loi de probabilité P sur l'univers produit (£2,21)
telle que

(*) P(<< Ai1 X e X Air >>) = Pil (An) e ]P)zr(Azr)
pour tout cylindre C =<« A;; x -+ x A;, »< Q. On dit que P est la loi produit
des lois P;, 1 € I; et on écrit P = ®;erlP;. Sl n'ya qu’un nombre fini d’espaces

(Q1,21,P1), ... (g, Ag, Py), on écrit P =P ® - - - ® Py.

Preuve de 'unicité. Soient P et P’ deux lois de probabilité vérifiant (*). Posons
M = {Ae; P(A) =P (A)}, et notons C la famille des cylindres de 2. Comme P et P’
sont des lois de probabilité, la famille M est une classe monotone ; et M contient C par
hypothése sur P et . De plus, C est un m-systéme (micro-exo). D’aprés le Théoréme
des classes monotones, M contient la tribu o(C), qui est par définition égale a 2(. Donc
P(A) = P'(A) pour tout A€ A, i.e. P=P. O

“Preuve” de l’existence. On donne les grandes lignes dans le cas de deux espaces
(Q1,24,P1) et (Q9,2s,P2). On définit P de la fagon suivante : pour A < Q1 x Qy tel
que A € 2y ® 2o, on pose

P(A) = L Py(A,) dP; (),

ou A, = {y € Qg; (z,y) € A} est la “coupe de A a I'abscisse x”.

Le point délicat est de montrer que P est bien définie, autrement dit que A, € Ay
pour tout = € Q1 (ce qui n’est pas trop difficile), et que la fonction (positive) z — Po(A;)
est mesurable, ce qui est non-trivial. C’est une conséquence du Théoréme des classes
monotones; ¢f le cours de théorie de 'intégration, ol la méme difficulté apparaissait
déja dans le chapitre sur I'intégration dans R?.

Une fois acquis que P est bien définie, il n’est pas difficile de montrer que P est une
loi de probabilité, et facile de vérifier qu’elle convient (exo). O

REMARQUE. Le Théoréme 2.1 est en fait valable pour une famille quelconque (pos-
siblement non dénombrable) d’espaces de probabilité (€2;,2;, P;).
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EXEMPLE 1. Soient 4,...,8, des ensembles finis, et pour i = 1,...,d, soit P; la
loi uniforme sur €2;. Alors P; ® - - - ® P4 est la loi uniforme sur Q = Q1 x --- x Q.
Démonstration. Pour tout w = (w1,...,wq) € 2, on a

P1®- - @Pa({w}) = P({wi} x -+ {wa})
=P1({w1}) - Pa({wa})

1 1
#O1 #y
_ 1
#Q'
d’ou le résultat. O

EXEMPLE 2. Soient P; = p;(x)dx et Py = pa(y)dy deux lois a densité sur R. Alors
Py @ Py = p(x, y)dzdy, on p(x,y) = p1(x)p2(y).

Démonstration. On a pour tous boréliens A, B S R :

Pl ®P2(A X B) = Pl(A) ]P)Q(B)

_ ( L pl(x)daU) ( fB pg(g)dy>

= f p1(z)p2(y)dzdy par Fubini.
AxB

Donc la mesure p(z,y)dzdy co’incide avec Py @ Py sur les cylindres de R2, et donc ces
deux mesures sont égales. O

2.2. Fubini. Il s’agit du résultat suivant, d’usage constant.

THEOREME 2.2. Soient (Q1,21,P1), (Q2,2s,Ps) deux espaces de probabilité. Si f :
Q1 x Qo — R est une fonction mesurable positive ou intégrable sur €21 x Qo par rapport
a P =Py ®Po, alors (on a le droit d’écrire)

Jor, T 0= | ( L@ d%(y)) dPy ()

_ L ( | f@) dIP’l(m)> dPy(y).

Démonstration. Essentiellement identique & celle du Théoréme de Fubini “classique”
faite dans le cours de théorie de 'intégration. ([l

REMARQUE. Pour montrer qu’'une fonction mesurable f : €3 x Q9 — R est inté-
grable par rapport a u; ® pe, on peut appliquer le “cas positif” du Théoréme de Fubini
a la fonction |f|. Ainsi, f est intégrable sur €y ® €9 si et seulement si

Ll (JQQ |f (@, y)] dl@(?/)) dpy (x) < oo,

LQ UQ 17z v) d’““”) dyin(y) < o0.

si et seulement si
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3. Produits et indépendance
3.1. Variables aléatoires produits.

LEMME 3.1. Soit (Q,2(,P) un espace de probabilité, et soit (A;,2;)icr une famille

dénombrable d’univers probabilisables. On munit A = [[,.; A; de la tribu produit.

(1) Si, pour tout i€ I, on se donne une va X; : (,2,P) — A;, alors X = (X;)ier
est une va a valeurs dans A = [[;c; Ai. La loi Px = Px,). . s’appelle la log
jointe des va X;.

(2) Inversement, si X est une va (définie sur Q) a valeurs dans | [,.; A; et si on
éerit X (w) = (Xi(w))ier, alors les X; sont des va. Les lois Px, s’appellent les
marginales de la loi Px.

Démonstration. (1) Il s’agit de montrer que I'application X est mesurable de (€2, 2A)
dans (A, ®;er2;) ; et comme la tribu ®;er2; est engendrée par les cylindres, il suffit de
vérifier que X ~1(C) € 2 pour tout cylindre C =« A;; x --- x A; >». Mais ceci est
évident : on a

XN« Ay x-x Ay, »)={X;, e Ay} - {X;, € A b,
et donc X !(« A;, x -+ x A;, ») € 2 puisque les X; sont mesurables.

(2) On a X; =m0 X, oum = A — A; est la “projection canonique” ; donc X; est
mesurable car X et m; le sont. O

EXEMPLE 1. Soit (2,2, P;)ier une famille dénombrable d’espaces de probabilité,
et soit Q@ = [ [;c; % muni de tribu produit 2 = ®;cr2; et de la loi produit P = ®jerP;.
Notons X : (©,2(,P) — (2,2) la va définie par X (w) = w. Alors Px, = P; pour tout
iel.

Démonstration. Fixons i € I. Par définition, X; : Q — §; est la “projection cano-
nique” d’indice i. Pour tout A; € 2;, 'ensemble {X; € A;} est le cylindre « A; »>< Q;
donc P(X; € 4;) = P;(A;) par définition de P. Ainsi, Py, = P;. O

EXEMPLE 2. Si Z est une va a densité a valeurs dans R?, alors ses lois marginales
sont & densité.

Démonstration. On la fait pour d = 2. Soit Z une v.a. & densité a valeurs dans
R? définie sur (2,2, P), de densité p : R? — R, On écrit Z = (X,Y). Pour toute

fonction borélienne f : R — RT, on a {, f(X)dP SQg Z)dP, ou g : R? — R
est la fonction définie par g(:c,y) := f(x). Donc {, f(X)dP = SRQ g(z,y) dPz(x,y) =
Sge f(x) p(, y)dzdy = §p g(x (SR p(:c,y)dy) dx. Donc X est a densité, avec px () :=
Spo(z y)dy O

2. Va produits et indépendance.

LEMME 3.2. Soit X = (X;)ier une famille dénombrable de va définies sur une méme
espace de probabilité (2, A, P), chaque X; étant a valeurs dans un univers probabilisable
(Q;,2;). On considere X comme une va & valeurs dans [[..; Q. Alors les X; sont
indépendantes si et seulement st Px = ®;erPyx; .

el

Démonstration. Par définition, les X; sont indépendantes si et seulement si on a

P(X;, € 4;,,....X;,€A;,)=P(XeA)  P(X; € Ai,)
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pour tous i1, ...,4, € I deux a deux distincts et pour tous A4;, € A;,,..., A4;, € A; . 11
revient au méme de dire que

Px(« Ail X - X Ai,« >>) = IP)X” (Azl) e 'PXi,« (Azr)

pour tout cylindre « A; x -+ x A; »< [],c;; ce qui signifie exactement que
Px = ®ierPx;. O

COROLLAIRE 3.3. Si (P;)ier est une famille (dénombrable) quelconque de lois de
probabilité, chaque P; étant définie sur un univers (;,2;), alors il existe une famille
(Xi)ier de va définies sur un méme espace de probabilité (2,2, P) telle que les X; sont
indépendantes et Px, = P; pour tout v € I.

Démonstration. On prend § = [ [,; €2; muni de la tribu produit et de la loi produit
P = ®ierP;, et on applique le lemme & la va X : Q — Q définie par X(w) = w;
autrement dit en prenant pour X; : {2 — €); la “projection canonique” d’indice ¢. On a
vu que Py, = IP; pour tout i € I, et bien str Px = IP. Donc Px = ®;c1Px,, et donc les
X, sont indépendantes par le lemme. O

COROLLAIRE 3.4. Soient X1, Xo deux va réelles, et soient P1, Py deux lois de
probabilité sur R. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X1 et Xo sont indépendantes et de lois respectives Py et Po ;
(ii) la va X = (X1, X2) est telle que Px = P; ® Pa.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est évidente par le lemme. Inversement,
supposons que Py = P;® Ps. Pour tout borélien A; € R, onaPx, (A1) = Px (A1 xR) =
P1(A1)Py(R) = Pi(A;); donc Px, = Py, et de méme Px, = P,. Par conséquent
IP’(X17X2) =Px =Px, ® Px,, donc X; et X7 sont indépendantes par le lemme. O

COROLLAIRE 3.5. Soient X et Xo deux va réelles, et soient p1 et py des densités
lebesguiennes sur R. Alors X1 et Xo sont indépendantes, & densité et de densités res-
pectives py et py si et seulement si la va X = (X1, X2) a pour loi Px = p1(x)p2(y)dzdy.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE. Soient X et Y deux va réelles indépendantes suivant la loi N'(0, 1). Alors
les va X +Y et X —Y sont indépendantes et suivent la loi (0, 2).

Démonstration. Soit Z := (X +Y,X —Y), va a valeurs dans R2. On va déterminer
la loi de Z et en déduire le résultat annoncé.

On applique la méthode de la fonction muette. Soit f : R? — R une fonction
borélienne > 0 quelconque. On a

L F(Z)dP = L FX+Y,X-Y)dP = Lg(x,y) dP,

ol g : R? — R est la fonction définie par g(x,%) := f(z +y,z — y). Par le Théoréme de
transfert, on a donc

L f[(Z)dP = fRQ 9(z,y) dP(x y)(z,y)

= | flz+y,x—y)dPx(x)dPy(y) par indépendance de X et YV
R2
1

=— | flz+yxz—y) e 2@ ) gy,
2w R2
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Maintenant, on effectue le changement de variable (linéaire) (u,v) = (z +y,z —y),

autrement dit
@) = (50150 = o),

L’application ® est un difféomorphisme linéaire de R? sur R?, et on a pour tout (u,v) €

R2 .
12 1/2 |
Jo(u,v) = det (1/2 _1/2> -5

Par la formule de changement de variable, on en déduit
2
u+v 4 u—v 1
Jf Z)dP = — ff ( ) (2)}><fdudv
271' 2

f(u v)e~ 1) gy dy

1 'u.2 ’U2
22 e 22 dudv.
J o) st B o
Donc Pz = p® p ou p est la loi normale N(0,2); et par le Corollaire 3.5, cela
montre que les va X +Y et X — Y sont indépendantes et de loi p. O



Chapitre 5

Indépendance (4éme couche)

1. Sommes de va indépendantes

PROPOSITION 1.1. Soient X7 et Xo deux va réelles indépendantes et a densité, de
densités py1 et po. Alors X = X1 + Xo est une va a densité, de densité p = py * po
(conwolée de p1 et pa), i.e. p(x) = {5 p1(x —t)p2(t) dt.

Remarque. Comme p; et py sont positives p = pj * p2 est une fonction borélienne
bien définie a valeurs dans [0, c0]. De plus on a par Fubini §p p = (§ p1) (fz p2) = 1.
En particulier, p(x) < o pp et p € L'(R). Donc p est une densité lebesguienne, et donc
I’énoncé a un sens.

Preuve de la proposition. Pour toute fonction borélienne f : R — R*, on a
| s~ [ sea s xade = [ g x e,
Q Q Q

ot g : R?2 — R est la fonction définie par

g(z,y) = f(z +y).

D’aprés le Théoréme de transfert et I'indépendance de X7 et Xo, on en déduit

f F(X) dP = f F( + ) dB i, xy (2 y) = f £(x + y)dPx, (2)dPx, (y).
Q R2 R2
Ainsi

f F(X1 + Xo) dP = f £+ 1)pr(2)p2(y)ddy
Q R2

= jR p2(y) (JR f(u)p1(u— y)du) dy en posant u = x + y

- f]R fw) (JR p1(u—y)p2(y) dy> du
- JR f(u) p1* p2(u)du.

Donc X = X + Xo a pour loi p; # pa(u)du, d’aprés le Théoréme de transfert. O

COROLLAIRE 1.2. Si X et Y sont des va indépendantes telles que X suit une loi
normale N'(mx,0%) et Y suit une loi normale N'(my,c%), alors X +Y suit la loi
N(m,o?), ot m =mx +my et o? = 0% + 0.

Démonstration. (i) Supposons d’abord que mx = 0 = my, i.e. que X et Y suivent
les lois NV'(0,0%) et N(0,0%).

43
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Notons px et py les densités de X et Y,

e % et py(u) =

e
\V2woy

D’apres la proposition, on sait que X + Y est une va a densité, de densité

1 _(I*;)Q _t722
z) = * z)=———| e x e vt
p(r) = px * py () S h— jR

1 f m( 2 (x—t)%+0% t2)dt
N 2roxoy

2

Ensuite, en se souvenant que 03( + 032/ = ¢“, on écrit

o2 (x —t)? + o%t? = 022 — 205 at + o°t?
2
_ 2.2 2(,2 Oy
=oyz” +o7(t° —2—=uat
o

2 2 4
o o
= U%:E2 +o? [( — —gm) — Z:EQ]

4 2 2
g oAV
(aa - %)x2 + 0—2<t - %)
g g
2

UXUY 2
-2 24 0%t — 1),

2
N 2 g . 2
ou on a posé 7, = %, qui ne dépend pas de t.
En revenant a ’expression de p(z), on en déduit

2 o 2
p(x) = L J G
2moxoy R
1 _a? _u? oxoy
=——¢€ 22 | e 2 du en posant u = (t —72)
2moxoy R o “XUY

Comme SR e~ 2dy = +/ 27, on obtient donc finalement

1 x?
p(x) = e 272,
2no
ce qui montre que X + Y suit la loi N (0,07)

(ii) Supposons maintenant mx et my quelconques. On utilise le fait suivant, qui
est souvent utile.

FAIT. Si Z est une v.a. suivant un loi normale N (m,o?) et si a,b € R avec a # 0,
alors la v.a. Z := aZ + b suit la loi N'(am + b, a®c?).

Preuve du Fait. Pour toute fonction borélienne f :R — R, ona {, f(z) dP =

flaZ + b)dP = (az + b)dPz(z) = (az + b)e~G=™?*/20% 1> En po-

Q ]R ]R
= = (B _
sant * = az + b1 on obtient donc SQ )dP = %SR (z)e 22 m ﬁ _
WSR T)e 2207 (z—am—b)? dx ; d’ou le résultat. 0
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Par le Fait, les v.a. X := X —my et ¥ := Y — my suivent les lois N(0,0%) et
N(0,02); et elles sont indépendantes. Donc X +Y suit la loi N'(0,02) d’aprés ce qu’on
vient de voir; et donc X +Y = X +Y + m suit la loi N'(m,a?). O

NOTATION. Si Aq,...,A, sont des parties de R, on pose

At Ay ={M 4+ A AN, N\ €A}

PROPOSITION 1.3. Soient X1,...,X,, des va réelles discrétes indépendantes, & va-
leurs dans des ensembles dénombrables Ay,..., A, € R, et soit X = X1+ -+ + X,.
Alors X est une va discréte a valeurs dans A = Ay +---+ Ay, et pour tout A€ A, on a

P(X=X= >  PXi=Xx)PX,=2X)
AL+ A=A

Démonstration. En appliquant la Proposition 4.1 du Chapitre 3 & l'application
®: A x - x A, — A définie par P(A1,...,\y) = A1 + -+ + Ay, on obtient

P(X=XN)= > PXi=XM, ... X,=M);
AL+ F A=A
d’ou le résultat par indépendance. [l
COROLLAIRE 1.4. §i Xq,..., X, sont des va indépendantes suivant une loi de Ber-

noulli de parameétre p, alors X = Xy + -+ + X,, suit la loi binomiale B(n,p).

Démonstration. On prend Ay = --- = A, = {0,1}. Alors Ay +--- + A, = [0,n]; et
pour tout k € [0,n], on a

ou
E,={e=(e1,...,e0)€{0,1}"; &1+ -+ + &, = k}.
Maintenant, un € € {0, 1}" s’identifie & A; = {i € [1,n]; ¢; = 1} < [1,n]. On a ¢ € E},

si et seulement si #4: = k, et dans ce cas P(X1 = ¢1) - P(X,, = &,) = pF(1 — p)"F,
qui ne dépend pas de . Donc

P(X = k) =p*(1—p)" " x #{A < [1,n]; #A =k} = (Z)pk(l —p)F,

0

COROLLAIRE 1.5. S§i X etY sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson
P(A) et P(p), alors X +Y suit la loi P(A+ p).
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Démonstration. On prend A1 = Ay = N, et donc A1 + A2 = N. Pour tout k € N, on

P(X =k)= > P(X1=k)P(X;= k)
k1+ka=k

k
DIP(Xy = i) P(Xy =k — )
i=0

ki —i
— Y e LA
L (k—1)!
=0 l
—(A+w) E\ . . —(At+p)
e e
_ pX k—i _ A k
il i_0<i> H o At

2. Borel-Cantelli

NOTATIONS. Soit 2 un ensemble, et soit (E;);en une suite de parties de Q2. On note
lim /; I'ensemble des w €  appartenant a wune infinité de I;, et lim F; 'ensemble des
w € Q appartenant & tous les F; a partir d’un certain rang. Ainsi, pour w € €2, on a les
équivalences suivantes :

welmE; «— YneN3Ii>n : wek;,
welmFE; «— IneNVix=n

neNi=n neNi=n

T weEE;.
Autrement dit,

Remarque. En particulier, on voit que si (€2, 2, P) est un espace de probabilité et si
les E; sont des événements, alors lim F; et lim F; sont aussi des événements.

Ezercice. Montrer qu’on a lﬁEi =lim 1g, et Ljimp, = lim 15,.

THEOREME 2.1. (“Lemme de Borel-Cantelli”)
Soit (2,2, P) un espace de probabilité, et soit (E;)ien une suite d’événements.

0 R
(1) Siona ) P(E;) <, alors P(lim E;) = 0; et donc P(lim EY) = 1.
i=0

e} PR
(2) Siona > P(E;) = et siles E; sont indépendants, alors P(lim E;) = 1.
i=0

Démonstration. (1) Comme lim E; = (), ey Uj»p, i on a

P(lim E;) < ]P’(U EZ) < Z P(E;) pour tout n € N.
=n =n
Donc P(lim E;) = 0 si la série Y. P(E;) converge (en faisant n — o0) ; et par conséquent
P(lim EY) = 1 car lim Ef = (lim E;)¢ par définition d’'une lim et d’une lim.
(2) Supposons que les E; soient indépendants et qu’on ait Y, P(E;) = co. Comme

ImE; = (,en Uisn Ei et comme les événements B,, = [J,;5, £ forment une suite

=N
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décroissante, on a P(lim E;) = lim,, 4 P(Uan) Donc il suffit (pour montrer que

P(lim E;) = 1) de vérifier qu’on a
IP’(U EZ) =1 pour tout n € N;
i=n

autrement dit, que

P(ﬂ E) —0.

=n
On va le faire en montrant que logIP’<ﬂl>n EC> = —o0.
Pour tout N > n, on a par indépendance des E :

(1) - Hw -[10-

1=n i=n

2

Comme ]P’(ﬂfin Ef) tend vers P(ﬂi>n Ef) quand N — o0, on en déduit en prenant
le logarithme :

log]P’(ﬂ Ef) = i log(1 — P(E;));

=n
la somme du membre de droite ayant un sens (fini ou —o0) car tous ses termes sont
négatifs. Comme de plus log(1 — P(E;)) < —P(E;) et comme la série Y, P(E;) diverge,
on obtient donc le résultat souhaité :

log]P’(ﬂ E) <- i P(E;) = —0.

=n =n

0

Remarque 1. On dit souvent que (1) est la “partie triviale” du Lemme de Borel-
Cantelli ; simplement parce que sa preuve est en effet trés simple.

Remarque 2. La partie (2) est en fait encore valable si on suppose seulement que
les E; sont deux & deux indépendants ; mais la preuve est un peu plus délicate, et moins
naturelle.

EXEMPLE 1. Soit (X;)en une suite de va réelles. Si on a Y- P(|X;| = ¢) <
pour tout € > 0, alors X; tend presque stirement vers 0.

Démonstration. Soit A := {w € Q; X;(w) — 0} : il s’agit de montrer que P(4) = 1.
Pour € > 0, posons

A, = {w € Q; | X;(w)] <e a partir d'un certain rang}.

A= (4= ) A

e>0 keN*
Donc il suffit de montrer que P(A;/,) = 1 pour tout k& € N*, puisqu'une intersection
dénombrable d’événements presque siirs est encore un événement presque sir.
Fixons k € N*. Par définition, on a A, = lim Fj, ou F; = {|X;| < 1/k}; autrement
dit Ay, = lim Ef, ou E; = {|X;| > 1/k}. Par hypothese, on sait que Y2 P(E;) < oo.
Donc P(lim Ef) = 1 par Borel-Cantelli, ce qui termine la démonstration. O

Alors
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EXEMPLE 2. Si on joue une infinité de fois a pile ou face, il est presque siir qu’on
obtiendra 350000 “piles” consécutifs une infinité de fois.

Démonstration. On modélise la situation en considérant une suite (X,,) de va in-
dépendantes (définies sur un certain (2,2, P)) suivant une loi de Bernoulli B(1/2),
I’événement {X,, = 1} correspondant a “pile au n-iéme jet”.

Soit K = 350000 — 1. Il s’agit de montrer que pour presque tout w € €2, il existe une
infinité d’entiers n tels que X, (w) = Xp11(w) = = Xpir(w) = 1.
Soit (n;)ien une suite d’entiers telle que n;11 > n; + K pour tout i, et posons

Ei = {an = 17 s 7Xni+K = 1}

Les événements F; sont indépendants car les va X, sont indépendantes et les ensembles
[ni,n; + K] sont deux a deux disjoints (exo : se fait tout seul). De plus, toujours par
indépendance des X,,, on a

P(E;) :=¢ pour tout i € N.

= 2K +1
Comme ¢ ne dépend pas de i, on a donc Y, P(E;) = o0. Donc P(lim E;) = 1 par
Borel-Cantelli. Autrement dit : pour presque tout w € €2, il existe une infinité d’entiers
i tels que Xp,(w) =+ = Xy, 1 x(w) = 1. O

EXERCICE. Montrer que si (F;) est une suite d’événements quelconque, alors

P(lim E;) > im P(E;).
En particulier, si inf; P(E;) > 0 alors lim E; # (.
3. Un peu plus de définitions
3.1. Tribu engendré par une va ou une famille de va.

DEFINITION 3.1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité.

(1) Si X : (Q,2,P) — (A,B) est une va a valeurs dans un certain univers (A,*B),
la tribu engendrée par X, notée o(X), est la famille de toutes les parties E
de Q de la forme E = {X € A} = X 1(A), ot AeB.

(2) Si (X;)ie est une famille de va, X; : (2,2, P) — (A;,B;), la tribu engendrée
par les X; est la tribu engendrée par la va produit X = (X;)ier. Cette tribu
se note O'(Xi,i e I). Sl n’y a qu’un nombre fini de va Xi,..., X4, on écrit
o(X1,...,Xq).

SIGNIFICATION INTUITIVE. Dire qu'un événement E appartient a o(X;,i € I) si-

gnifie ceci : le fait que F soit réalisé ou non pour un certain w € €2 “dépend uniquement
des X;(w)”.

Remarque 1. Si X est une va, alors o(X) est bien une tribu (exo); et o(X) < 2.

Remarque 2. Si (X;)ic est une famille de va et si J < I, alors o(X;,i € J) <
O'(XZ', 1€ I)

Démonstration. Chaque X; est a valeurs dans (A;,B;). Soit X = (X;)ier et Y =
(Xi)ies. Alors X est a valeurs dans Ay = [ [;c; Aj et Y est a valeurs dans Ay = [ [,.; As.
On veut montrer que pour tout tout ensemble mesurable A € A, 'ensemble {Y € A}
appartient a la tribu o(X;,i € I).

OnaY = ®(X) =PoX,oud: A; — Ay est définie par (I)(<wi>iel) := (wj)ies. Donc
{YeAl ={Xed (A)}; et donc {Y € A} € 0(X) car ® est mesurable (exo). O
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EXEMPLE. Si (X;)ien est une suite de va réelles, alors I’événement “la suite (X;)
converge” appartient a la tribu o(X;,i € N).

Démonstration. Notons E I’événement en question. Un point w € {2 appartient & E
si et seulement si la suite (X;(w)) est de Cauchy, ce qui peut s’écrire ainsi :

1
VkeN*IN Vp,g = N ¢ [Xy(w) — Xp(w)| < -

On a donc

E=) U () Epak: o0 Epgp = {|X, — X,| < 1/k}.

keN* NeNp,g=N

Pour p, ¢, k fixés, on peut écrire B, ,r = X 1 (Ap k), ot X est la va produit (X;)en
et Ap gk = {x = (2i)ien € RN: |zg — xzp| < 1/k}. De plus, Ap gk = @;é(]—l/k, 1/k[), ou
®,,: RY — R est définie par @, ,((7;)ien) := 74 — 7. La fonction @, , est mesurable
car les applications coordonnées x +— x4 et x — x4 le sont; donc A, ;1 est mesurable,
et donc E, g = X 1 (Apqk) € 0(Xiyi € N). O

Exercice. Soit (€;,2;)ier une famille d’univers probabilisables, et soit £ := [ [,.; .
Montrer que la tribu produit ®;er2l; est engendrée par les “projections canoniques”
TG L Q- Ql

3.2. Mesurabilité par rapport & une sous-tribu.

DEFINITION 3.2. Soit (2,2, P) un espace de probabilité, et soit A une sous-tribu
de A. On dit qu'une va'Y : (Q,A,P) — (M,%) a valeurs dans un univers (M,%) est

A-mesurable si Y est mesurable de (Q,Ql) dans (M,T); autrement dit, si, pour tout
A e X, l’ensemble {Y € A} appartient a la sous-tribu 2.

EXEMPLE. Soit (E;);e; une partition finie de € en ensembles mesurables, et soit 2
la tribu engendrée par les F;. Une va Y est 2g-mesurable si et seulement si elle est
constante sur chaque ensemble F;

Démonstration. Exo. O

Farr 3.3. Soit X : (Q,2A,P) — (A,B) une va. St @ : (A,B) — (M,%) est une

application mesurable, alors Y = ®(X) = ® o X est une va o(X)-mesurable.

Démonstration. Pour tout A € T, on a {Y € A} = {®(X) € A} = {X € o7 1(A)},
donc {Y € A} € o(X) puisque ®1(A) € B. O

REMARQUE. On peut montrer que ce fait admet une réciproque : si X : (2,2, P) —
(A,B) est une va et si Y : (2,2, P) — R est une va réelle (X )-mesurable, alors Y est
de la forme Y = ®(X), pour une certaine fonction mesurable ® : A — R.

FArT 3.4. Soit (X;)ier une famille dénombrable de va indépendantes, et pour tout
i €I, soit Y; une va o(X;)-mesurable. Alors les Y; sont indépendantes.

Démonstration. Pour i € I, la va X; est a valeurs dans un univers (A;,B;), et la va
Y; est a valeurs dans un univers (M;,T;). Si i1,...,4, € I sont deux & deux distincts
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et si A;,,...,A; €F;, on peut écrire {Y;, € A;, } = {X;, € E;, } pour k=1,...,7, ou
E;, €B;, ; donc

]P)(}/;l EAiu"'?}/;r EAir)

]P)(X“ € Ei17 ceey Xz',« € Ezr)
(Xi, € Eyy) - P(X;, € E;,.) par indépendance des X;
(}/;:1 € Azl) o ]P)(Y;r € AZT)

P
P

O

3.3. Un lemme utile.

LEMME 3.5. Soit (X;)icr une famille dénombrable de va indépendantes. Si I', I? < I
et I'nI? = &, alors les va produits X' = (X;),epr et X2 = (X;);ep2 sont indépendantes.
Par conséquent, si Y1 et Y2 sont deuz va telles que Y est o(X;,i € I')-mesurable et
Y2 est o(X;,i € I?)-mesurable, alors Y et Y? sont indépendantes.

Démonstration. Chaque X; est & valeurs dans un univers (A;, ;).
Posons Al := [T,cp1 Ai et A% := [],c;2 A, et notons A et A? les tribus produits sur
A! et A% 11 s’agit de montrer qu’on a

P(X'e A, X?e B) =P(X' € A)P(X? € B) pour tous Ae A", Be A2

O

CAs 1. A et B sont des cylindres.
On écrit A =« A;; x -+~ x Aj, » et B="« Bj;, x---xBj, »oll i,...,0 €
I' sont deux a deux distincts et ji,...js € I? sont deux a deux distincts. Alors
i1y, irJ1,-.-,7]s sont tous distincts car I' N I? = @. Donc, par indépendance des

X, on a
P(X'e A, X*e B)=P(X;, € 4;,,...,X;, € A; , Xj, € Bj,...,Xj, € B},)
=P(Xi; € Ayy) -+ P(Xi, € Ay, ) P(X, € By,) - P(Xj, € By,)
=P(X'e A)P(X? € B).
CAs 2. A est un cylindre et B est quelconque.

On fixe un cylindre A € A! et on considére les mesures p et ' sur (A%, 2A?) définies

par
u(B) :=P(X' € A, X? € B) = P(x1 x2)(A x B)
et
1/ (B) =P(X'e A)P(X? € B) = Px1(A) Px2(B).

(Exo : vérifier que u et p' sont effectivement des mesures.)

Les mesures p et p/ sont finies, avec u(A?) = P(X! € A) = p/(A?). De plus, on
a u(B) = /(B) pour tout cylindre B < A? d’aprés le Cas 1. Donc p = ¢/ d’aprés le
Théoréme des classes monotones ; ce qui est la conclusion souhaitée.

CAs 3. A et B sont quelconques.

Méme raisonnement, en utilisant le Cas 2 et le Théoréme des classes monotones
(exo0).

Exemple 1. Si X1, X2, X3, X4 sont des va réelles indépendantes, alors X7 + X3 et
X9 X4 sont indépendantes.
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Démonstration. C’est évident par le Lemme 3.5 puisque X; + X3 est o(X1, X2)-

mesurable et Xo X, est o(Xo, X4)-mesurable. O
Exemple 2. Si (X;);en est une suite de va indépendantes a valeurs dans [0, 1], alors

Yi =37 % et Yo =77, X25’§€+1 sont des va bien définies et indépendantes.
Démonstration. Exo. O

REMARQUE 3.6. Le Lemme 3.5 se généralise comme suit : si (1 k)ke K est une fa-
mille de parties de I deux & deux disjointes, alors les va produits X* = (X;),.;» sont
indépendantes.

Démonstration. Identique a celle du Lemme 3.5, avec des notations plus lourdes.
O

4. Loi du 0-1

DEFINITION 4.1. Soit (X;)ieny une suite de va définies sur un meéme espace de
probabilité (Q,2,P). On dit qu’'un événement E € A est asymptotique relativement
a la suite (X;) si E€o(X;,i> N) pour tout N € N.

SIGNIFICATION INTUITIVE. Dire que F est asymptotique relativement a (X;) signi-
fie ceci : le fait que E soit réalisé ou non pour un certain w € €2 “ne dépend que de la
suite (X;(w))sen et ne dépend pas des premiers termes de cette suite”.

Exemple 1. Si les X; sont des va réelles, 'événement “la suite (X;) converge” est
asymptotique relativement a (X;).

Démonstration. C’est intuitivement clair puisque le fait qu’une suite converge ne
dépend pas de ses premiers termes. Pour une preuve un peu plus détaillée, posons E :=
{w € ; la suite (X;(w)) converge}. On a vu au début du chapitre que E appartient a
la tribu o(X;, i € N). Mais le fait qu'une suite converge ne dépend pas de ses premiers
termes ; donc, pour tout N € N, on a aussi F = {w € §; la suite (X;(w));>nconverge},
et donc F € o(X;, 1> N). O

Exemple 2. Siles X; sont des va réelles, I’événement “w — 0 quand n — o0”
est asymptotique relativement a (X;).

Démonstration. C’est intuitivement clair car le fait que w tende vers 0 ne
dépend pas des premiers termes de la suite (z;). La preuve détaillée est laissée en
€xo. U

Exemple 3. Siles X; sont des va réelles, I’événement “ X35 + X447 < 8’ n’est a priori
pas asymptotique relativement a (Xj;).

Démonstration. C’est & nouveau intuitivement clair. Prenons par exemple Q =
[0,1] muni de sa tribu borélienne, X;(w) = 8w pour 0 < i < 47 et X;(w) = 0 pour
i > 47. Alors {X35 + Xu7 < 8} = [0,1/2], et o(X;, i > 47) = {F,[0,1]} (ex0); donc
{X35 + Xy7 < 8} ¢ O'(Xi, 1> 47). ]

THEOREME 4.2. (Loi du 0-1 de Kolmogorov)

Soit (X;)ien une suite de va indépendantes définies sur (Q,2A,P). Si E € A est un
événement asymptotique relativement a (X;), alors P(E) =0 ou 1.
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Démonstration. Pour n € N, posons 2, := o(Xy,...,X,). Posons aussi 2y, :=
O’(Xi,i = O)

FAIT 1. La tribu 2o, = 0(X;,7 = 0) est engendrée par | ey Un.-

Preuve du Fait 1. On la laisse en exo. O

FAIT 2. On aP(An E) = P(A)P(E) pour tout A € | J,,cn 2n-

Prewve du Fait 2. Soit A € |, ey ™An, et soit n tel que A € A, = o(Xo,..., X,).
Alors la va 14 est o(Xp,...,X,)-mesurable. Par ailleurs, E est o(X;,i = n + 1)-
mesurable, donc la va 15 est o(X;,7 = n + 1)-mesurable. Par le Lemme 3.5, on en
déduit que les va 14 et 1g sont indépendantes. Donc les événements A et E sont
indépendants. O

FAIT 3. On a P(An E) = P(A)P(E) pour tout A € Agyp.

Prewve du Fait 3. Par le Fait 1, la tribu Ay est engendré par C = (J,,on UAn. De
plus, C est un m-systéme car c’est une réunion croissante de tribus (exo) ; et par le Fait
2,onaP(AnE)=P(A)P(F) pour tout A € C. Donc OK en considérant les mesures p
et p/ sur (92, As) définies par p(A) := P(ANE) et p/(A) := P(E)P(A) et en appliquant
le Théoréme des classes monotones (exo). O

Si on applique le Fait 3 avec A = E (qui appartient bien a 2, = o(X;,7 = 0)), on
obtient

et donc P(E) =0 ou 1. O

Ezercice. Montrer que si (X},) est une suite de va réelles indépendantes, alors ou bien
la série Y] X converge presque siirement, ou bien cette série diverge presque stirement.



Chapitre 6

Espérance, variance, moments

Toutes les va sont supposées définies sur un méme espace de probabilité (£2,2, P).

Pour p € [1, ], on pose LP = LP(Q,P).

Comme P(Q) = 1, ona L® < LP < L' pour tout p, et | - |1 < | - [, < | - oo
(conséquence de H'older).

1. Espérance d’une variable aléatoire

DEFINITION 1.1. Pour toute va X a valeurs complezes, ou bien intégrable ou bien
> 0, on pose E(X) = SQ X dP. On dit que E(X) est l’espérance de X, ou la moyenne
de X, ou encore la “valeur attendue” de X.

REMARQUE 1. On a X € L! < E(|X]) < o, et dans ce cas | X|; = E(]X|). De
méme, si p < o0, alors X € LP <= E(|X|P) < o0, et dans ce cas | X |, = E(|X[P)"/P.

REMARQUE 2. Si X et Y sont des va réelles et dans L2, alors (X,Y )2 = E(XY).

REMARQUE 3. Par définition, 'espérance dépend linéairement de la va : si X,Y €
L' et a,be C, alors
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

De plus, I'espérance est croissante : si X et Y sont des va réelles et dans L' avec X <Y,
alors E(X) < E(Y); et méme E(X) < E(Y) sauf si X =Y ps (exo).

REMARQUE 4. On dit qu’une va X € L! est centrée si E(X) = 0.

PROPOSITION 1.2. Soit X une va réelle, et soit f : R — R une fonction borélienne.
(1) Si f est =0, alors
(+) BU(X) = | f@) dPx(o)

(2) On a f(X) e L' si et seulement si §g |f(x)] dPx () < o0, et dans ce cas (x)
est vraie.

Démonstration. (1) D’aprés le Théoréme de transfert,

WﬂXﬂ=LﬂXMP=Lfo
(2) Exo. O

COROLLAIRE 1.3. Si X est une va réelle ou bien = 0 ou bien dans L', alors
E(X) = f 2 dPx ().
R

COROLLAIRE 1.4. Si X et Y sont deux va réelles telles que Px = Py, alors X €
L' < Y e L', et dans ce cas E(X) = E(Y).

53
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Démonstration. C’est évident par la proposition. ]

COROLLAIRE 1.5. Soit X une va réelle, et soit f : R — R une fonction borélienne
ou bien = 0, ou bien telle que f(X) e L',

(a) Si X est a densité, de densité associée px : R — R, alors
B(X) = | fa@) px (o)

(b) Si X est une va discréte a valeurs dans un ensemble dénombrable A € R, alors

E(f(X)) = ), f(a) B(X = a).

aeN

Démonstration. Exo. g
EXEMPLE 0. On a E(c¢) = ¢ pour toute va constante X = c.

Démonstration. C’est évident puisque P(2) = 1. O
REMARQUE. On en déduit que si X € L', alors la va X — E(X) est centrée.

EXEMPLE 1. Si X est une va suivant une loi normale N (m,0?), alors X € L! et
E(X) =m.

(z— (zfrn)2

_@=m)? _
Démonstration. On a E(|X]) = ﬁSR |z|e” 207 dx < oo car f(z) 1= |x]e” 207
est continue sur R avec f(z) = O(1/2?) quand  — +o0; donc X € L!. Ensuite,

2mo

1 _@=m)?
E(X) = f xe 202 dx
R

1 u?
= f (u+m)e 202du
R

2mo
1 w2 w2

- <J ue 22du +m J‘ 6_202du> .
2no R R

La premiére intégrale vaut 0 car on intégre sur R une fonction impaire, et la deuxiéme
intégrale vaut v/27o. Donc E(X) = m. O

EXEMPLE 2. Si X est une va suivant une loi de Bernoulli B(p), alors E(X) = p.

Démonstration. Comme X est & valeurs dans {0, 1}, on a

E(X)=1xP(X =1)+0xPX =0) =p.

EXEMPLE 3. Si X est une va suivant une loi de Poisson P()\), alors E(X) = A.
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Démonstration. Comme X est & valeurs dans N, on a

EXEMPLE 4. Si X est une va suivant une loi de Cauchy, alors X ¢ L!.

2] L en +o0. O

Démonstration. On a E(|X|) = % SR e ™ o]

dx = o car

||
1+x2

2. Variance d’une va réelle

LEMME 2.1. Si X est une une va réelle appartenant a L?, alors la va E(X)1 est la
va constante la plus proche de X en norme L?.

Démonstration. Soit &€ = R1 = {va constantes} < L2. Il suffit de montrer que

X —E(X)1 est orthogonale & £ au sens du produit scalaire de L? ; ce qui est facile : si
Z =al €&, alors
(X —E(X)1,a1);2 = a{X,1);2 —aE(X)(1,1);2 = aE(X) — aE(X) E(1) =0.

——
=1

O

DEFINITION 2.2. Soit X une va réelle appartenant i L?. La variance de X est le
nombre

V(X) = |X —E(X)1[3, = B((X —E(X))*).
L’écart type de X est le nombre o(X) = 4/V(X) = |X — E(X)1|z,. On a donc
V(X) = o(X)?, et on écrit plutot V(X) = o(X).
REMARQUE 1. D’aprés le Lemme 2.1, on a
o(X) = distz2(X, {va constantes})
En particulier,
0%(X) =0 < X est ps égale a une constante
<= X =E(X) ps.

REMARQUE 2. La variance dépend “quadratiquement” de la va : pour toute va
X e L? et pour tout a € R, on a 0%(aX) = a’0?(X).

Démonstration. Exo. O

REMARQUE 3. La variance “ne voit pas les constantes” : pour toute va X € L? et
pour toute constante ¢, on a 02(X + ¢) = 0?(X).
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Démonstration. Comme E(c) = ¢, on a (X +¢)—E(X +¢) = X —E(X) par linéarité
de I'espérance. O

FAIT 2.3. Pour toute va réelle X € L?, on a 0%(X) = E(X?) — E(X)2
Démonstration. On développe la norme au carré :
o?(X) = | X —E(X)1|7, = | X[ - 2X, E(X) 1)Lz + [E(X)13
= E(X?) — 2B(X)(X, Lz + E(X)*1[}
=E(X?) - 2E(X)* + E(X)%
O

EXEMPLE 1. Si X est une va réelle suivant une loi normale A'(m, o?), alors X € L?
et 02(X) = o2
Démonstration. Le fait que X appartienne a L? est laissé en exo. On sait déja que
E(X) = m; donc
2 2
o*(X) =E((X —m)?)

1 _(e=m)?
= J (x —m)?e” 22 dx (Théoréme de transfert)
210 Jr
= — u-e 202 —
V21 Jr o
2 2
g v
= vie 2 dv

Ensuite, on a

donc, en intégrant par parties :
1)2 1)2 a0 U2
f vie T dy = [—0677] +J e 2 dv = 2m;
R L -0 Jr
et donc 0%(X) = o2. O
EXEMPLE 2. Si X suit une loi de Bernoulli B(p), alors 0%(X) = p(1 — p).

Démonstration. On sait déja que E(X) = p. Donc E(X?) = p car X = X? (la va
X est a valeurs dans {0, 1}), et donc 0%(X) = E(X?) —E(X)? = p — p°. O

EXEMPLE 3. Si X suit une loi de Poisson P()), alors 02(X) = A.

Démonstration. On sait déja que E(X) = A\. Comme X est a valeurs dans N, on a
donc

e}
= > K’P(X =k)—A*  (Théoréme de transfert)
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. L . k k—1 .
Ensuite, on écrit k2 % = )\kh, ce qui donne

i 2)\1@ N i N1
kf—e " =X)> k e
o o k=Dt
:AE(kH)He—
k=0
D L L
k=0 k=0
=AE(X) +1) =A%+ A
Donc 02(X) = (A2 + ) — A2 =\ O

3. Sommes et produits
FaiT 3.1. Si Xq,...,X, sont des va réelles appartenant a L', alors
E(Xi+ - +X,) =E(X1)+ - +E(X,).
Démonstration. C’est évident par linéarité de I'espérance. O

COROLLAIRE 3.2. Si X est une va suivant une loi binomiale B(n,p), alors E(X) =
np.

Démonstration. Soient X1, ..., X, des va indépendantes suivant la loi de Bernoulli
B(p). On sait que S = X + -+ + X, suit la loi B(n,p); donc X a la méme loi que S,
et donc E(X) = E(X; + -+ X,,) = E(X1) + --- + E(X,,) = np puisque E(X;) = p
pouri=1,...,n. O

Ezercice. Démontrer directement le Corollaire 3.2 (sans rien utiliser d’autre que la
définition de la loi binomiale).

PROPOSITION 3.3. Si X et Y sont des va réelles indépendantes et appartenant a
LY, alors XY € L' et E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration. Par le Théoréme de transfert et I'indépendance des va | X| et |Y],
on a

BXYY) = | 1XY1aP = [ oyl dPcr (o)

- [ lovl dPx ()P )
RQ

~ [l ([ w1 apr o)) s o)

>

E(Y1)
_E(Y)) fR 2] dPx ()
— E(X]) E(Y]).

En particulier E(|XY|) < 00, donc XY € L. Ensuite, le méme calcul (en enlevant les
valeurs absolues) donne E(XY') = E(X)E(Y). O
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REMARQUE 1. On montre de la méme fagon que si X et Y sont des va positives et
indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

REMARQUE 2. La proposition se généralise & un nombre fini quelconque de va : si
X1,..., X4 sont des va réelles indépendantes et appartenant a L', alors X --- Xge L!
et

E(Xy - Xg) =E(Xy) - E(Xy).

Démonstration. Identique. ]

COROLLAIRE 3.4. Si X et Y sont des va réelles appartenant ¢ L?, indépendantes
et centrées, alors X et Y sont orthogonales dans L2.

Démonstration. Par la proposition, (X,Y )2 = E(XY) = E(X)E(Y) = 0. O
Remarque 1. En fait, il suffit que 'une des deuzx va X ou Y soit centrée.

Remarque 2. Si X et Y sont deux va réelles appartenant L?, la covariance e X et
Y est le nombre Cov(X,Y) défini par

Cov(X,Y) =(X —E(X)1,Y —E(Y)1);-
= E((X —E(X) (Y —E(Y)).
Les va X et Y sont dites non-corrélées si on a Cov(X,Y) = 0. Donc :
indépendance == non-corrélation.
EXERCICE. Etablir I'identité Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
COROLLAIRE 3.5. Si Xq,..., X, sont des va deux a deux indépendantes et appar-
tenant a L?, alors
X1+ + Xp) =02 (X1) + -+ 02(Xy).
Démonstration. Si on pose Y; = X; — E(X;), alors les Y; sont centrées par défini-

tion, et deux & deux indépendantes car les X; le sont (micro-exo). Donc les Y; sont
orthogonales dans L%. Par le Théoréme de Pythagore, on a donc

Y1+ 4 Y3 = Vi[5 + - + [Ya]3:

donc OK car |Yi|3 = ||X; — E(X;)|3 = 0?(X;) pour tout i et |[Y; + -+ + Y, |3 =
(X144 X)) —E(X1 + -+ X,)[3 = 02(X1 + - + Xo). O

COROLLAIRE 3.6. Soientn € N etp € [0,1]. Si X est une va suivant la loi binomiale
B(n,p), alors 0?(X) = np(1 — p).

Démonstration. La va X a la méme loi que S = X1 + -+ + X,,, o les X; sont
indépendantes et suivent la loi de Bernoulli B(p) ; donc 02(X) = 02(X1)+- - -+0%(X,) =
np(1 —p). O

Ezxercice. Démontrer directement ce résultat.

PROPOSITION 3.7. Soient X1,..., Xy des va réelles. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.
(1) Les X; sont indépendantes.

(2) Pour toutes fonctions boréliennes f1,..., fq: R — R telles que les f;(X;) sont
dans Ll, on a E(fl(X1> cee fd(Xd)) = E(fl(X1>) o E(fd(Xd))
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(2’) La méme formule pour toutes fonctions boréliennes positives fi,. .., fq.

Démonstration. Pour (1) = (2) et (1) = (2'), on applique la Proposition 3.3
aux va X; = f;(X;), qui sont indépendantes si les X; le sont.
Inversement, si (2) ou (2’) est vérifiée, on a pour tous boréliens Ay,..., A3 € R :

-
-
ES
flny
—
>
—
~
-
b
IS
—~
e
S8
~
~—

4(X1)) - E(14,(Xq))  par (2) - (2') avec f; = 14,
1{X1eA1}) . 'E(I{XdGAd})
= P(Xl € Al) o -]P)(Xd € Ad);

donc les X; sont indépendantes. ]

4. Formules et inégalités (trés) utiles
4.1. “Intégration par parties”.

PROPOSITION 4.1. Soit Z une va réelle positive, et soit ¢ : [0,0] — R une fonction

croissante, positive et de classe Ct. Alors
Q0

E(¢(2)) = ¢(0) + L P(Z >t) ¢'(t)dt

= ¢(0) + J P(Z > t) ¢'(t) dt.

0

Démonstration. La va ¢(Z) est positive, donc E(¢(Z)) a un sens. Comme ¢ est de
classe C', on peut écrire ¢(z) = ¢(0) + §; ¢/(t) dt pour tout z > 0. Donc

E(¢(2)) = fﬂ¢<z<w>>dp<w>

Z(w)
- | <¢<0>+ [ ew dt) 0P ()
Q 0
:j <¢(0) +J &' (t) dt> dP(w)
Q (0. Z(w)]

= ¢(0) + L ( JO ’ Lyoof(Z(w))¢' (1) dt) dP(w)  car P(Q) =1
= ¢(0) + LOO o' (t) ( L Liz-1(w) dIP’(w)) dt  par “Fubini > 07

=¢(0) + J P(Z > t)¢'(t) dt.
Idem pour la 2¢ formu(ie. O
COROLLAIRE 4.2. Si X est une va réelle, on a pour tout 1 < p < o :
1 = B(X1) = | (x| > 1) d.

En particulier :

Xl = B(X]) = [ P(x] > 1) s
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et
Q0
Xel’ f tPIP(|X| > t)dt < 0.
0

Démonstration. On applique la proposition avec Z = | X| et ¢(t) = tP. O

COROLLAIRE 4.3. 5i X est une va a valeurs dans N, alors

E(X) = i P(X > n).

n=1

0
En particulier, X e L' <= ) P(X = n) < .

n=1

Démonstration. La va X est positive, donc E(X) a un sens. Par le Corollaire 4.2
avec p =1 et comme X > 0 ps, on a

E(X)=| P(X>t)dt

J P(X > t)dt
0 Yk k+1[

P(X =k +1).

° 8

[
18

k

I
8

Ees
Il

0
(La derniére ligne vient du fait que est & valeurs dans N, ce qui entraine qu’on a
{X >t} ={X = k + 1} pour tout k € N et pour tout ¢ € [k, k + 1[.) O

Exercice. Démontrer le Corollaire 4.3 directement, i.e. sans utiliser la formule d’in-
tégration par parties.

4.2. Markov et Tchebitchev.

PROPOSITION 4.4. Pour toute va positive Z et pour tout o > 0, on a l'inégalité
susvante, qu’on appelle l'inégalité de Markov :

Démonstration. On a P(Z > o) = S{Z;a} dP. De plus, sur 'ensemble {Z > a}, on
a par définition g > 1. Comme Z > 0, on en déduit

P(Z)a)zf

1d19><f Zp<| Zap = Ltre2).
(72a) {

Zza} & oo «Q

COROLLAIRE 4.5. (inégalité de Tchebitchev)
Soit X une va réelle dans L?, et soit m = E(X). Alors, pour tout € >0, on a

o*(X).
2

P(|X —m|>¢) <
€
Démonstration. Comme la fonction u — u? est strictement croissante sur R, on

peut écrire
P(|X —m| >¢) =P((X —m)? = ?);
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et donc, par I'inégalité de Markov :

E((X —m)*)

P(|IX —m|>¢) < 5

3

COROLLAIRE 4.6. Pour toute va réelle X et pour tous e, > 0, on a
P(X =) < e M E(M).

Démonstration. Comme P(X > ¢) = P(eAX > e’\‘f) car A > 0, il suffit d’appliquer
Markov & Z = e*X. g

EXEMPLE. (“Loi des grands nombres” pour un jeu de pile ou face infini)
Si on joue a pile ou face une infinité de fois, alors il est presque certain que la proportion
de “piles” obtenus aprés n lancers tend vers 1/2 quand n — oo.

Démonstration. On modélise la situation par une suite (X;);>1 de va indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de paramétre 1/2, en convenant que 1 correspond a “pile”
et 0 a “face”. L’événement “on obtient pile au i-éme lancer” est donc {X; = 1}. La
proportion de piles obtenus aprés n lancers est

Xi+--+X
Zy =t T
n
et il s’agit de montrer que Z,, — 1/2 presque stirement.

“Par Borel-Cantelli” (¢f 'Exemple 1 aprés le Théoréme 2.1 du Chapitre 5), il suffit
de montrer que pour tout € > 0, on a

& 1
Z ]P’(]Zn —-|= 5) < 0.
n=1 2

De plus, comme {|Zn — %| > 5} = {Zn p % + 5} V) {Zn < f% 75} et que la réunion
est disjointe, on a

]P’(]Zn—%\ 25) =P<Zn>%+g> +]}D<Zn<_1_5);

et par conséquent, il suffit de montrer que

& 1 - 1
ZIP’(Z —+5)<oo et ZP(Zn<—7—5><OO.
2 2

n=1 n=1

On a pour tout A > 0 :

1 1
P(Zo>5+¢) = ]P’(X1+ + Xn Z (5 +9))

el 1+e) E(eA (X14- +Xn)) par Markov

’:]:

IE par indépendance.

s
Il
—



62 6. ESPERANCE, VARIANCE, MOMENTS

De plus, E(e/\Xi) = %e’\xo + %e/\“ = %(1 + e pour i = 1,...,n. Donc on obtient
A n
P(Zn > % +€) < e n(3e) (126 >

e (ch()/2))".
Ensuite, en développant le cosinus hyperbolique en en série entiére on voit qu’on a
0 < ch(t) < et/ pour tout t € R.
En effet :

o 2k
22(2

k=0

_— 2 .
= 2k k!
On obtient donc

1 2 2
P(Zn > 3 + 6) < e e eVE = ey pour tout A > 0.

En étudiant o(\) := —nel + n%Q (trindbme du second degré...), on voit que le
“meilleur” A, i.e. celui pour lequel —neX + n)‘; est minimal, est A = 4¢; et que pour ce

Aona —ne) + n’\; = —2¢%n. Ainsi,
1
]P’(Zn > 3 + 5) < 6_252”;
ce qui montre que la série ZIF’(Zn > l + 5) est convergente.

On montre de méme que la série ) IP’( —5 *5> est convergente, ce qui termine

la démonstration. OJ

4.3. Jensen.

RAPPEL. Si I est un intervalle de R, une fonction f : I — R est dite convexe sur
I si

Vo,ye IVA€[0,1] :+ f((1 =Nz +Ay) < (1= ) f(z) + Af(y).

Par exemple, la fonction exponentielle est convexe sur R, et la fonction z — zP est
convexe sur [0,00[ sip > 1.

PROPOSITION 4.7. (inégalité de Jensen)

Soit X une va réelle appartenant a L', a valeurs dans un intervalle I < R, et soit
¢ : I — R une fonction conveze telle que ¢(X) =0 ou ¢(X) € L. Alors E(X) e I et

P(E(X)) <E(¢(X)).
Démonstration.

FAIT 1. On a E(X) € I, et E(X) € I si X n'est pas presque sirement égale a une
constante.
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Preuve du Fait 1. Supposons par exemple que l'intervalle I soit de la forme I =
[a,b], avec a < b < 0. Alors a < X < b presque partout, donc a = E(a) < E(X) <
E(b) = b par croissance de Uespérance, i.e. E(X) € I. De plus, si E(X) ¢ I, alors on a
par exemple E(X) = a, donc E(X —a) = 0, et donc X = a ps car X —a > 0. Ainsi,
E(X) e Isi X nest pas presque slirement égale & une constante. La preuve est la méme
pour tout autre type d’intervalle. O

FAIT 2. Pour tout z € I, on peut trouver une fonction affine a : R — R telle que
a(zg) = ¢(xo) et a(x) < ¢(x) pour tout z € I.

Preuve du Fait 2. C’est une propriété “bien connue” des fonctions convexes. O
Revenons a l'inégalité de Jensen. Si X est presque stirement égale & une constante
¢, alors le résultat est évident : on a E(¢(X)) = E(é(c)) = ¢(c) = ¢(E(X)). On peut
donc supposer que X n’est pas presque stirement égale & une constante. Alors E(X) € I

d’aprés le Fait 1. Par le Fait 2, on peut donc trouver une fonction affine a(x) = ax + b
telle que a(E(X)) = ¢(E(X)) et a(x) < ¢(x) pour tout = € I. Ainsi,

¢(E(X)) = a(E(X))

=aE(X)+b

=E(aX +b) car E(b) =b

= E(a(X))

< E(¢(X)) par croissance de I’espérance.

0

REMARQUE 1. L’inégalité de Jensen permet de retrouver le fait que || - [p, < | - [,
st p1 < pa.

Démonstration. Supposons 1 < p; < p2 < o (le cas py = o0 est laissé en exo). Soit
X une va positive,. On a E(X??) = E((X?* )p2/1”1) = E(¢(X?1)), ou ¢(t) = tP2/P1 La
fonction ¢ est convexe sur R™ car pa/p1 = 1; donc E(¢(XP1)) = ¢(E(XP')), autrement
dit E(XP2) > E(XP1)P2/P1, et donc | X[, = E(XP2)V/P2 > E(XP)VPL = | X|,,. O

Exercice. Montrer que si X € L®, alors | X[ = limy, o0 | X ||,

REMARQUE 2. L’inégalité de Jensen entraine ce qu’on appelle parfois I'inégalité de
Jensen discréte : si ¢ : I — R est une fonction convexe alors, pour tous x1,...,z, € 1
et pour tous A,..., A, = 0 vérifiant D7’ A\; =1, on a

o (Z Aﬂ‘i) < Z i d(x).
i—1 i=1

Démonstration. On peut supposer que les z; sont tous différents (exo). Par hy-

pothése sur les \;, on définit une loi de probabilité p sur {zi,...,x,} en posant
w({x;}) = \jpouri = 1,...,n. Donc il existe une va réelle X a valeurs dans {z1,..., =}
telle que

P(X =z;) =X\ pour i =1,...,n.
On a alors

i=1 i=1

d’ott le résultat par 'inégalité de Jensen. O
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5. Moments d’ordres supérieurs

DEFINITION 5.1. Soit X une va réelle, et soit k € N*. On dit que X admet un
moment d’ordre k si X € L*, i.e. E(|X|F) < 0. Si c’est le cas; le nombre E(X%)
s’appelle le k-iéme moment de X.

Remarque. Par convention, toute va réelle posséde un moment d’ordre 0, et E(X?) =
1 (puisque X° = 1).

EXEMPLE 1. Si X € L®, alors X admet des moments de tous ordres.

EXEMPLE 2. S’il existe une constante A > 0 tel que e*¥l € L1, alors X admet des
moments de tous ordres.

Démonstration. On veut montrer que X € LP pour tout p < oo. D’apreés I'inégalité
de Markov, on a pour tout ¢t > 0 :

P(IX| > 1) =P(e¥l > M) < Ce™,  on C =E(M]).

Donc
a0 Q0
j tPTIP(|X| > t)dt < C J tP~te ™ Mdt < oo,
0 0
et donc X € LP par le Corollaire 4.2. O

EXEMPLE 3. Soit X une va suivant une loi normale N'(m, 0?). Alors X n’appartient
pas & L®, mais vérifie cependant I’hypothése de I'Exemple 2 pour tout A > 0.

Démonstration. exo. O

PROPOSITION 5.2. (“Théoréme des moments”)

Les moments d’une va réelle bornée déterminent sa loi. Autrement dit : si X et Y sont
deur va réelles appartenant a L™ telles que E(X*) = E(Y*) pour tout k € N, alors
Px =Py.

Démonstration. Fixons X et Y comme dans ’énoncé.
FAIT 1. On a E(f(X)) = E(f(Y)) pour toute fonction continue f : R — R.

Preuve du Fait 1. Comme X et Y sont dans L®, on peut trouver un intervalle
compact [a,b] tel que X et Y sont (presque stirement) a valeurs dans [a,b]. Alors, si
f : R — R est continue, elle est bornée sur [a, b], donc les va f(X) et f(Y') sont dans
L® et en particulier dans L'. Donc : ’énoncé a un sens!

Par hypothése et par linéarité de I'espérance, on a E(P(X)) = E(P(Y)) pour tout
polyndome P. Maintenant, si f : R — R est continue, on peut trouver une suite de
polynoémes (P,) telle que P, — f uniformément sur [a,b], ou [a,b] est comme plus
haut. Alors P, (X) — f(X) pour la norme | - |4 ; en particulier |P,(X)— f(X)[1 — 0
puisque | - |1 < || - |0, et donc E(P, (X)) — E(f(X)). De méme E(P,(Y)) — E(f(Y)).
D’ou le résultat puisque E(P, (X)) = E(P,(Y)) pour tout n. O

FAIT 2. Soient p; et po deux mesures boréliennes finies sur R. Si on a SR fdu =
SR f duo pour toute fonction continue bornée f: R — R, alors uy = po.

Preuwve du Fait 2. D’apreés le Corollaire 1.5 du Chapitre 3, il suffit de montrer qu’on
a (] — o0,b]) = pa(] — 0, b]) pour tout b € R.

Pour n € N*  soit f, : R — R la fonction définie comme suit : f,(t) = 1 sur
] —0,b], fu(t) =0sur [b+ 2, 00[, et f, est affine sur [b,b+ 2]. (Dessiner le graphe de
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fn.) Alors les f,, sont continues, f, — 1j_ p) simplement (exo), et 0 < f, < 1. Comme
les mesures 1 et po sont finies, on en déduit par convergence dominée qu’on a

pa(] —o0,b]) = lim J fadpr et pp(] —00,0]) = lim | fp dpo;
donc p1(] — 00,b]) = p2(] — o0,b]) puisque § frdpy = §g fr dpz pour tout n (les f,
étant continues bornées). O

La preuve du Théoréme des moments est maintenant terminée : par le Fait 1, on a
SR fdPx = SR f dPy pour toute fonction continue bornée f : R — R; donc Px = Py
par le Fait 2. O






Chapitre 7

Convergence des variables aléatoires

1. Convergence presque stire et convergence LP

DEFINITION 1.1. Soit (Z,) une suite de va réelles définies sur le méme (2, A, P). On
dit que (Z,) converge presque sdrement s’il existe une va Z telle que Z,(w) — Z(w)

pour presque tout w € . On écrit alors Z, 2> Z.

EXEMPLE 1.2. Siona Y,> (P(|Z, — Z| = €) < o0 pour tout € > 0, alors Z, — Z
presque strement.

Démonstration. C’est une conséquence (de la partie triviale) du Lemme Borel-
Cantelli; ¢f le Chapitre 5. O

DEFINITION 1.3. Soit (Z,) une suite de va réelles définies sur le méme (2,2, P) et
appartenant toutes a LP pour un certain p = 1. On dit que (Z,) converge en norme

LP sl existe une va Z € LP telle que |Z, — Z||, — 0. On écrit alors Z, 1, Z, ou
LP
Zy — Z.

EXEMPLE 1.4. Soit (X}) une suite de va deux a deux indépendantes, appartenant
& L? et centrées. Sion a > ;. 0?(X) < o0, alors la série > Xj, converge en norme L.

Démonstration. Comme L? est un espace complet, suffit de montrer que les sommes
partielles Z, = >'_, X}, forment une suite de Cauchy dans L.

Comme les X}, sont deux & deux indépendantes et centrées, elles sont orthogonales
dans L?. D’aprés le théoréme de Pythagore, on en déduit que pour tous p < ¢, on a

q 9 q q
1Se=Spl3=| 2 Xl = D IXelB= Y o(Xe).
k=p+1 k=p+1 k=p+1
Donc [S; — Spll2 — 0 quand p, ¢ — o0 puisque la séries >, 02(X}) est convergente. [

REMARQUE 1. Si une suite de va réelles (Z,,) converge en norme LF° pour un certain

po = 1, alors elle converge en norme LP pour tout 1 < p < pg, donc en particulier en
1
norme L".

Démonstration. Clest clair puisque LFO € LP et || - [, < | - |po- O

REMARQUE 2. Si Z,, 25 Z, alors E(Z,) — E(Z).
Démonstration. C’est évident puisque
[E(Zyn) —E(Z)| = [E(Zn — 2)| < E(|Zn — Z]) = | Zn — Z|1.
]

REMARQUE 3. La convergence presque siire et la convergence en norme LP ne sont
pas comparables (si p < 00). Autrement dit : aucune n’entraine l'autre. (¢f TD.)

67
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PROPOSITION 1.5. Soit (Z,,) une suite de va réelles. Si (Zy) converge presque si-
rement vers une va Z et s’il existe une va G = 0 telle que G € LP et Yn : |Z,| < G

LpP
ps, alors Z, — Z.
Démonstration. Vu dans le cours de théorie de 'intégration (“convergence dominée

dans LP”). La preuve consiste simplement a appliquer le Théoréme de convergence
dominée usuel a f,, :=|Z,, — Z|P (exo0). O

PROPOSITION 1.6. Soit (Z,,) une suite de va réelles. Si (Z,) converge en norme L
vers une va Z, alors (Z,) posséde une sous-suite qui tend presque sirement vers Z.

Démonstration. Vu aussi dans le cours de théorie de I'intégration. On redémontrera
ce résultat un peu plus loin, sous une forme plus générale (Corollaire 2.4). O

2. Convergence en probabilité

DEFINITION 2.1. Soit (Z,) une suite de va réelles, toutes définies sur le méme
(Q,20,P). On dit que la suite (Z,) converge en probabilité s’il existe une va Z telle
que

P(|Zn — Z] = €) 220 pour tout € > 0.
‘ b
On écrit alors Z, o, 7.
REMARQUE 1. On a “unicité de la limite” : si Z, 2% Z ot Z, 2% 7/ alors

7' = Z presque stirement.
Démonstration. Comme |Z' — Z| < |Z' — Z,| + |Z, — Z|, on a
{17 =2z} c{|Z' — Zn| = ¢/2} U {|Zn — Z| = ¢/2}
pour tout € > 0 et pour tout n, et donc
P12 —Z|z¢e) <P(|Z' — Zu| 2 ¢/2) + P(|Z' — Z,| = ¢/2).
En faisant tendre n vers l'infini, on en déduit que

P(|Z2'—Z|=¢) =0 pour tout € > 0.
Donc P(Z # Z') (UkeN*ﬂZ’ Z| = 1/k}> = 0, autrement dit Z’ = Z ps. O

REMARQUE 2. Si (Z,,) converge en probabilité, alors elle est de Cauchy en proba-
bilité : pour tout € > 0,
P(|Zg— Zy| =€) - 0 quand p, ¢ — 0.
Démonstration. En notant Z la va limite, on a comme plus haut
IP)(|Zq — Zy| = 5) (’Z Z| = 5/2) ‘HP(’Z Zy| = 5/2)
ce qui donne immédiatement le résultat. ]

REMARQUE 3. La réciproque est vraie : si une suite de va (Z,) est de Cauchy en
probabilité, alors elle converge en probabilité vers une certaine va Z.

Démonstration. En TD. O

PROPOSITION 2.2. La convergence presque sire et la convergence en norme L1
entrainent chacune la convergence en probabilité.
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Démonstration. Supposons que Z, 2, Z, et fixons € > (0. Pour tout n € N, on a

P(|Zy— 2] =€) < ]P’(U{|Zk — 7] > 5}).

k=n
-

v~

An

Donc il suffit de montrer que P(A,,) — 0 quand n — .
Comme la suite (A,,) est décroissante, on a

lim P(A,) = P(ﬂ An>.

n—00
neN

Mais si w € [),, An, alors | Z;(w) — Z(w)| = € pour une infinité de k, et donc Zj(w) ne
tend pas vers Z(w). Donc P((),, A,) = 0 puisque Z, — Z ps.
1
Supposons maintenant que Z, L.z D’aprés l'inégalité de Markov, on a
Za—2)) _|Za- 2l

P( 70— 7] > ¢) <
3 3

pour tout € > 0 et pour tout n. Donc P(|Zn —Z| = 5) — 0 pour tout € > 0. O

REMARQUE. Les réciproques sont fausses. (On le verra en TD.)

PROPOSITION 2.3. Soit (Z,) une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. Alors

Zn, Proba 7 i et seulement si toute sous-suite (Z!) de (Z,) posséde une sous-suite

(Z},,) telle que Z,,, ® 2z

. b. . .
Démonstration. Supposons que Z, LN , et soit (Z]) une sous-suite quelconque

de (Z,). Alors Z, proba, Z; donc P(|Z], — Z| = 1/k) — 0 quand n — o0 pour tout

k € N*. On peut donc trouver une suite strictement croissante d’entiers (ny)g>1 telle
que
VeVn =y, : P(|Z, - Z| = 1/k) < 27F.
Pour € > 0 donné, on a alors
Vk>1/e : P(|Z), — Z| =€) <P(|Z], — Z| > 1/k) <27
Donc
a0
P(|Z,, —Z] >¢) <o pour tout € > 0,
k=1

r PS
et donc Z,, —

Inversement, supposons que (Z,) ne converge pas en probabilité vers Z : il s’agit
alors de trouver une sous-suite (Z),) de (Z,) telle qu’aucune sous-suite de (Z],) ne
converge presque slrement vers Z.

Par hypothése, on peut trouver €9 > 0 tel que P(|Z,, — Z| = €¢) ne tend pas vers 0
quand n — 0. Cela signifie qu’il existe n > 0 tel que P(|Z, — Z| = €9) = n pour une
infinité d’entiers n, autrement dit qu'’il existe 7 > 0 et une sous-suite (7)) de (Z,,) telle
que

VneN : P(|Z), - Z| = &) = .
Alors aucune sous-suite de (Z],) ne peut converger en probabilité vers Z, donc a fortiori
aucune sous-suite de (Z)) ne tend presque stirement vers Z. O
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COROLLAIRE 2.4. Si (Z,,) est une suite de va réelles qui converge en probabilité
(par exemple, si (Z,) converge en norme L'), alors (Z,) posséde une sous-suite qui
converge presque sirement.

Démonstration. C’est évident par la propostion. ]
EXERCICE. Montrer que si Z, proba, Z, alors f(Zy) proba, f(Z) pour toute fonction
continue f: R — R.

3. Séries de va indépendantes

Vu ce qu’on a raconté dans les sections précédentes, le résultat suivant est a prior:
assez surprenant. On le donne & titre culturel (c’est un des trés nombreux “théorémes
de Paul Lévy”).

THEOREME 3.1. Soit (Xj) une suite de va réelles indépendantes, et pour n € N,
s0it Sy 1= Y p_o Xi. Si la suite (Sy,) converge en probabilité, alors elle converge presque
strement. Autrement dit : pour une série de va indépendantes, la convergence en pro-
babilité est équivalente a la convergence presque sire.

Démonstration. Cf TD, ou pas.
O

COROLLAIRE 3.2. Soit (X}) une suite de va réelles indépendantes, appartenant a L*
et centrées. Si on a > ., 0(Xy) < 0, alors la série >, X}, converge presque sirement.

Démonstration. L’hypothése sur la série Y. 0?(X}) et I'orthogonalité des va X
entrainent la convergence en norme L? de la série Y. X} (Exemple 1.4). Comme la
convergence L? entraine la convergence en probabilité, on en déduit que la série >} X,
converge en probabilité, et donc presque stirement d’aprés le théoréme puisque les X
sont indépendantes. O

COROLLAIRE 3.3. Soit (ax) une suite de nombres réels. Si la série Y, a est conver-
gente, alors on peut trouver une suite de choiz de signes + telle que la série Y +ay, soit
convergente.

Démonstration. Soit (ex) une suite de va indépendantes (définies sur un certain
(©,2(,P)) suivant toutes une loi de Rademacher, i.e les € sont a valeurs dans {—1,1}

avec

Pley = 1) = % — Py = —1).

On applique le corollaire précédent avec X := arer. Les X sont indépendantes, et on
vérifie treés facilement qu'elles sont dans L?, centrées, avec 0(Xy) = aj. Par hypothése
sur les ag, on en déduit que la série > X = > aper converge presque strement. En
particulier, il existe au moins un w € Q) tel que la série Y e (w)ax soit convergente, ce
qui démontre le résultat souhaité. O

4. Convergence en loi

4.1. Convergence étroite des mesures.
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4.1.1. Généralités. Dans ce qui suit, on se donne un espace métrique (A, d).

NOTATIONS. On note My (A) 'ensemble des mesures boréliennes finies sur A, et
Cp(A) Vensemble des fonctions continues bornées f: A — R.

LEMME 4.1. Cy(A) sépare les points de M (A) : si p, 1’ € M (A) et u # ', alors
il existe f € Cy(A) telle que §, fdu # §, fdu'. Autrement dit, si p et p/ sont deux
mesures telles que SA fdu= SA fdp' pour toute fonction f € Cy(A), alors p = .

Démonstration. Pour A = R, on a déja démontré ce résultat quand on a fait la
preuve du théoréme des moments (Proposition 5.2 du Chapitre 6). Dans le cas général,
la démonstration est trés similaire.

Par le théoréme des classes monotones, il suffit de montrer qu’on a u(F) = p/(F)
pour tout fermé F' < A (exo).

FArT. Il existe une suite décroissante (fx)ren de fonctions lipschitziennes bornées
(donc appartenant a Cy(A)) telle que fi(z) — 1p(x) pour tout z € A.

Preuve du Fait. Pour k € N*, soit 6, : R — R la fonction définie comme suit =
0:(0) = 1, Ox(t) = 0 sur | — o0, —1/k] U [1/k, o[, et O est affine sur [—1/k,0] et
sur [0,1/k]. (Faire un dessin.) Alors les 6 sont lipschitziennes bornées, la suite (6)
est décroissante, et 0y (t) — 1o (t) pour tout ¢t € R (exo). Si maintenant on définit
fr + A > R par fi(x) = Oi(dist(z, F')), alors les fi sont lipschitziennes bornées par
composition, la suite (f;) est décroissante, et fr — 1(zen : dist(z,F)=0} ; autrement dit
fr — 1p puisque F' est un fermé de A. O

Supposons que §, fdu = §, fdu' pour toute f € Cy(A). Soit (fx) comme dans le
Fait. Comme p et p’ sont des mesures finies et 0 < f < f1 pour tout k = 1, on a u(F) =
limy,_, o0 SA fx du par convergence dominée ; et de méme g/ (F) = limg_, o, SA frdy'. Donc
p(F) = p/(F) puisque §, frdp = §, fi dp pour tout k. O

DEFINITION 4.2. Soit (uy,) une suite dans My (A), et soit € My (A). On dit que
la suite (un,) converge étroitement vers p, et on écrit pi, — (i, Si

J fdpn =2 f fdu pour toute f € Cy(A).
A A

REMARQUE 1. On a unicité de la limite : si p, — p et p, — u', alors p = p'.

Démonstration. Par définition, on a SAfd,u = limy, o SAfd,un = SAfdu’ pour
toute f € Cp(A), donc p = p/ par le Lemme 4.1. O

REMARQUE 2. Si piy, — 1, alors pn,(A) — p(A).

Démonstration. C’est clair puisque 1 € Cp(A). O

EXEMPLE 1. Si (a,) est une suite de points de A convergeant vers un point a € A,
alors dq,, — dq.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 2. Soit p une densité lebesguienne sur R?, et soit (Cy,) < ]0, oo[ une suite
tendant vers co. On pose p,(x) = Cpp(Cpx). Alors u, = p,(x)dx converge étroitement
vers p = dg.
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Démonstration. Pour toute f € Cp(R), on a

ffdun ff Copl(Crir) da

Comme f est continue en 0 et bornée, on en déduit par convergence dominée que

j f dpn 222 j £(0) plu) du = £(0) = Lfd%-
O

PROPOSITION 4.3. Soit (p,) une suite dans My (A), et soit pe€ M4 (A). Les choses
suivantes sont équivalentes :
(2) pn(B) — u(B) pour tout borélien B < A tel que u(0B) = 0.
En particulier, si p,(B) — w(B) pour tout borélien B — A, alors p, — p.

Démonstration. (1) = (2). Supposons que i, — p. Pour montrer (2), le point
clé est le fait suivant.

FaIT. On a lim p,(F) < pu(F) pour tout fermé F < A, et lim p,,(O) = p(O) pour
tout ouvert O < A.

Preuve du Fait. Soit F un fermé de A. On a vu dans la preuve du Lemme 4.1 qu’il
existe une suite décroissante (fy) de fonctions lipschitziennes bornées, fi : A — R, telle
que fr(x) = 1p(x) pour tout z € A. Comme 1p < fi, on a pour tout n € N et pour
tout k :

in(F) = f 1p dpin < f fi dpin.
De plus, §, fi dpn ~— SA . dp puisque i, — p, donc
lim p, (F) SJ frdu pour tout k > 1
A

Mais SA fedu — SA 1pdp = p(F) quand k — oo, par convergence dominée ; donc on
obtient bien lim p, (F) < u(F).

Soit maintenant O un ouvert de A. On a (y(0) = pn(A) — pn(A\O) et p(0O) =
w(A) — p(A\O). Comme pi,,(A) — p(A) et comme F' := A\O est un fermé de A, on en
déduit lim 1 (0) = p(A) — Tin (M) > u(A) — u(A\O) = u(O). .

‘Montrons maintenant (2). Si B < A est un borélien tel que ;(0B) = 0, alors wu(B) =
w(B) = u(B) car p(0B) = u(B\B) — u(B) — u(B), donc en fait u(B) — pu(B) - u(B)
puisque Bc B< B. En appliquant le Fait avec F = B et O = B on obtient

T () < T (B) < u(B) = () = ) < o () < ln o (B
ce qui montre que py,(B) — u(B).

(2) = (1). C’est un peu plus délicat, et on I’admettra. On va cependant montrer
que si p,(B) — p(B) pour tout borélien B — A, alors p, — p.
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On remarque d’abord que § AP dpn — § A ¢ dp pour toute fonction borélienne étagée
@ : A — R. En effet, c’est vrai pour ¢ de la forme 1p par hypothése, donc vrai également
pour ¢ étagée quelconque par linéarité (micro-exo).

Soit maintenant f € Cp(A) quelconque, et soit € > 0. Comme f est borélienne bor-
née, on sait qu’on peut trouver une suite de fonction étagées qui converge uniformément
vers f. Donc, on peut fixer une fonction ¢ étagée telle que

VeeA : |p(z)— f(x)] <e.

On a alors

JAMMJAM“’ S Lls@fldu@M(A);

U sodun—f f dpn
A A

D’aprés I'inégalité triangulaire, on voit donc (exo) que

et s [ pau - | fau [ odin— [ edun
A A A A
Comme §, pdu, — §, ¢du et p,(A) — p(A), on en déduit

[

et ceci étant vrai pour tout € > 0, on en conclut que SA fdu, — SA fdu. U

et de méme

< € pn(A) pour tout n € N.

< e pn(A) + + e p(A).

< 2e p(A);

FEzercice. Trouver une suite (u,) S My (R) convergeant étroitement vers dy mais
telle que 1y, ({0}) ne tende pas vers 1 = §p({0}).

4.1.2. Cas ou A est dénombrable.

PROPOSITION 4.4. Supposons que l’espace métrique A soit dénombrable. Soit (i)
une suite dans My (A), et soit p€ M4 (A). Si pn(A) = p(A) et pp({x}) = u({z}) pour
tout x € A, alors p,(B) — u(B) pour tout ensemble B < A, et donc pu, — p.

Démonstration. On remarque d’abord que py,(F) — p(F') pour tout ensemble fini

F c A :eneffet, si F = {ay,...,ar}, alors pun(F) = Y1 pn({ar}) = 2o p({ar}) =
w(F) quand n — oo.

FAIT. Pour tout € > 0, on peut trouver un ensemble fini F' € A et un entier N tels
que p(A\F) <ecetVn =N : up(A\F) <e.

Preuwve du Fait. Comme A est dénombrable, il est réunion d’une suite croissante
d’ensemble finis (F})gen. Alors p(A) = lim pu(Fy) ; done, comme 1 est une mesure finie,
on peut trouver un entier k tel que F := Fj vérifie u(F) > pu(A) —e. On a alors
W(A\F) < &. Comme pin(A\F) = pin(A) — in(F) — u(A) — u(F) = u(A\F) < e, on
peut ensuite trouver un entier N tel que Yn = N : p,(A\F) = pin(A) — pn(F) <e. O

Maintenant, soit B © A quelconque. Soit aussi € > 0, et soient F' et N comme dans
le Fait. Pour n > N, on a

[un(B) = 1(B)| < |pn(B) = pin(B 0 F)| + |pn(B 0 F) — (B 0 F)|
+|u(B 0 F) — pu(B)|
<2+ |un(Bn F) — u(B n F)]|.
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Comme p, (B N F) — u(B n F) puisque B N F est fini, on en déduit
lim |, (B) — u(B)| < 26 pour tout € > 0,
ce qui prouve que p,(B) — u(B). O

4.1.3. Cas ou A = R.

NOTATIONS. On note Coo(R) I'ensemble des fonctions f : R — R continues a
support compact, et Cj5(R) I'ensemble des fonctions de classe C* & support compact.
On a ainsi

Cio(R) = Coo(R) < Cy(R).

PROPOSITION 4.5. Supposons que A = R. Soit (up) une suite dans M1 (R), et soit
we Mi(R). Les choses suivantes sont équivalentes :
(1) pn = po;
(3) pn(R) = p(R) et §5 o dun — § o du pour toute fonction p € Coo(R).
(4) pin(R) = p(R) et §5 o dun — § o du pour toute fonction ¢ € Cgy(R).
Démonstration. Evidemment, (1) = (3) = (4).
(4) = (3) La preuve repose sur le fait suivant.

FAIT. Pour toute ¢ € Cpo(R) et pour tout € > 0 on peut trouver une fonction
¢ e CH(R) telle que Yz e R : |@(z) — ()] < e.

Preuve abrégée du Fait. Soit p € C3j(R) telle que p = 0 et {3 p(x)dx = 1. Soit
également (Cy)ren < |0, 00[ une suite tendant vers c0. On pose pi(z) := Cip(Ciz), et

K = pk * . On vérifie que ¢y € C55(R) pour tout k € N, et que ¢ — ¢ uniformément
sur R (exo non trivial). Donc on peut prendre @ = ¢y pour k assez grand. U

En utilisant le Fait, on montre alors comme dans la preuve de la Proposition 4.3
que (4) = (3). Exo : écrire les détails.

(3) = (1). Supposons (3) vérifiée, et fixons f € Cp(R) : on veut montrer que
Sg fdpn — S5 f dp quand n — co.

FAIT. Pour tout € > 0, il existe une fonction x € Coo(R) vérifiant 0 < y < 1 et un
entier N, tels que {5 (1 —x)du <€ et {5(1 —x)du, < e pour tout n > N.

Preuve du Fait. Comme la mesure p est finie et comme R est réunion d’une suite
croissante d’intervalles compacts, on peut trouver un intervalle compact I tel que
w(lp) > p(R) — e (exo). Soit x € Cpo(R) telle que 0 < x < 1l et x = 1 sur [
(micro-exo : dessiner le graphe d’une telle fonction x). Alors §p x du > p(R) — € car
X = 17, et donc {5 (1 — x) dp = p(R) — {5 x du < e. De plus, par (3) : §p(1 — x) dun =
pn(R) — §p x dpn — p(R) — §x xdpu < e; donc on peut trouver un entier N tel que
V=N : ((1—x)du, <e. O

Soit € > 0, et soient x € Coo(R) et N comme dans le Fait. Alors ¢ := x f appartient
a Coo(R). Comme f—p=(1—x)fetl—x=>0,0na

[[17=lau= [ a=x\ldn <171o [ 0= < el
R R R
et de méme

J lo — fldun < e flo pour tout n > N.

R
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D’apres I'inégalité triangulaire, on en déduit
J fduy, — f fdu’ <2 |fleo + f o dpin —J cpdu‘ pour tout n € N.
R R R R

Comme SRgpdun — SR(,Dd,uJ par (3) et comme £ > 0 est quelconque, on peut donc
conclure que §p f dun, — § fdp. O

4.2. Convergence en loi d’une suite de va. Dans ce qui suit, on se donne une
suite de va (Zy)nen €t une va Z, toutes a valeurs dans un espace métrique (A, d).

DEFINITION 4.6. On dit que la suite (Z,) converge en lot vers Z si la suite (Pz,)

. . L L
converge étroitement vers Pz. On écrit alors Z, = Z.

REFORMULATION. Par définition, (Z,,) converge en loi vers Z si et seulement si
E(f(Z0) — E(f(Z)  pour toute f & Cy(A).

REMARQUE 1. Les Z, ne sont pas forcément définies sur le méme (2,2, P).

REMARQUE 2. On a “unicité de la limite” au sens des lois : si Z,, £ Z et Zy £, 7z,
alors Py = Py

Démonstration. C’est évident puisqu’on a unicité de la limite pour la convergence

étroite. 0

EXEMPLE. Siles Z,, sont des va réelles suivant des lois N'(0, 0,,) avec limy,_,o, 07y =
L
0, alors Z, = 0.

Démonstration. Si on note p : R — R la “densité gaussienne standard”, i.e. p(z) =

\/%6*12/2, alors Py, = ép(ﬁ)dx pour tout n € N. Donc Pz, — §p puisque C), :=
é — o (¢f 'Exemple 2 apreés la définition de la convergence étroite). O

EXERCICE. Montrer que si Z, £ Z, alors ¢(Zy,) £ ¢(Z) pour toute fonction
continue ¢ : A — R. En particulier, si Z et les Z,, sont des va réelles et si Z, £, Z,
alors aZ, + b L aZ+b pour tous a,b e R.

PROPOSITION 4.7. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi : si

proba

Z et les Zy,, sont des va réelles définies sur le méme (2,2, P) et si Z, Z, alors

zZ, 5 7.

Démonstration. Supposons que Z, broba_ , et fixons f € Cp(R) : il s’agit de mon-

trer que E(f(Z,)) — E(f(Z)). Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors certainement
1f(Zn) — f(Z)]1 4 0, donc on peut trouver € > 0 et une sous-suite (Z,) de (Z,) tels
que Yne N : |f(Z]) — f(Z)|1 = e. Comme Z, broba, Z, la suite (Z]) posséde une
sous-suite (Zy,, ) telle que Z;, 5, Z. Alors f(Z,,) % f(Z) car f est continue. De plus,
la suite (f(Z},, )) est uniformément bornée car f est bornée. Donc || f(Z;, ) — f(2)[1 — 0

par convergence dominée ; ce qui n’est pas vrai puisque | f(Z,, ) — f(Z)[1 = ¢ pour tout
k. O]

REMARQUE. La réciproque est fausse (¢f TD).
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PROPOSITION 4.8. Soit (Z,,) une suite de va & valeurs dans un espace métrique A,
et soit Z une va & valeurs dans A.

(1) Z, £, Z si et seulement si P(Z, € B) — P(Z € B) pour tout borélien B < A
tel que P(Z € 0B) = 0.

(2) Supposons A dénombrable. St P(Z,, = x) — P(Z = x) pour tout x € A, alors
L
Lp = Z.

(3) Supposons que les Z,, et Z soient des va réelles. Alors Zy, £, 7 si et seulement
si E(o(Zy)) = E(p(Z2)) pour toute fonction ¢ € Ciy(R).

Démonstration. C’est un résumé de (I’essentiel de) ce qui a été vu sur la convergence

étroite des mesures. O

COROLLAIRE 4.9. Si les Z,, sont des va réelles définies sur le méme (Q,2A,P) et si

L N oba
Zn = Z ou Z est une va constante, Z = a ps, alors Z, > Z.

Démonstration. Pour e > 0, on aP(|Z,, — Z| 2 ¢) = P(|Z,, —a| = ¢) = P(Z,, € B:),
ou B =|—w,a—¢e]ula+e,00[. Comme Z = a ps, on aP(Z € B;) =0, donc a fortiori
P(Z € dB.) = 0. Donc P(|Z, —a| > ¢) = P(Z, € B.) — P(Z € B.) = 0. O

COROLLAIRE 4.10. Supposons que Z et les Z,, soient des va réelles. St Z, £ 7 et

si de plus P(Z = x) = 0 pour tout x € R (par exemple, si Z est une va a densité), alors
P(Z, € I) — P(Z € I) pour tout intervalle I < R.

Démonstration. 0I contient au plus 2 points, donc Pz (0I) = 0. O

COROLLAIRE 4.11. Supposons que Z et les Z, soient des va réelles a densité. Si
L
pz,(x) = pz(x) presque partout, alors Z,, = Z.

Démonstration. 11 suffit de montrer que P(Z,, € B) — P(Z € B) pour tout borélien
B<R.Ona

IP(Z, € B) —P(Z € B)| =

JB pz, (x)dx — JB pz(x)dx

< fB 192, (x) — pz(a)] de

< lpz, — pzl1-

Donc il suffit de montrer que |pz, — pz[|1 — 0.

Posons fy i pz, +pz — |z, - pz]. Les fy sont > 0 car [z, — pz| < |z | +|pz] =
Pz, + pz; et fo — 2pz pp. De plus, §p fn =2~ §|pz, — pzl =2~ |pz, — pz|1 car
Sgpz =1= {3 pz,. Par le Lemme de Fatou, on a donc

2=f 2pz=f 1'1mfn<limf fn=2~Tlim|pz, — pz|:.
R R R

On en déduit lim |pz, — pz[1 = 0, ce qui est le résultat souhaité. O

EXEMPLE. Si Z, suit une loi normale N'(m,,c2) et sim, - meRet g, — o >0,
alors (Z,) converge en loi vers une va Z ~ N'(m,c?).

Démonstration. Micro-exo. O
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EXERCICE. Soit (X,B, 1) un espace mesuré, et soit (f,,) une suite dans L' (x). On
suppose que f,, converge presque partout vers une fonction f € L(u), et que de plus
Ifnlli = If]1- Montrer que f,, tend vers f en norme L.

COROLLAIRE 4.12. (Théoréme de Poisson)
Supposons que Zy, suive une loi binomiale B(n, py), avec py ~ % pour un certain A > 0.
Alors (Zy,) converge en loi vers une va Z suivant la loi de Poisson P(\).

Démonstration. Les Z, sont toutes a valeurs dans A = N. Soit Z une va de loi
P(A), donc aussi a valeurs dans N. Pour k € N fixé et pour tout n > k, on a

B2, = 1) = ( )kl

1
=g =1 (n—k+ DpE (1= pu)™ ™"

et donc

1 o
P(Zn = k) ~ —nFpk(1 —p,)" "

] quand n — co.

De plus, comme p, ~ %, on voit que nkpfl — M*: et comme p,, — 0, on voit aussi que
(1 —pp)*F = el(n=R)log(l=pn) _, o=A quand n — oo (car log(1 — pn) ~ —pn ~ —%)
Donc

n—0 >\k —

A=P(Z =k) pour tout k € N.

PROPOSITION 4.13. Supposons que Z et les Z,, soient des va réelles. Alors les choses
suivantes sont équivalentes :
() Z, 5 Z;
(ii) Fz, — Fz(t) en tout point t € R ou la fonction Fz est continue.
Démonstration. On notera D 'ensemble des points de discontinuité de Fy.

FAIT. On a D = {t e R; Pz({t}) > 0}.

Preuve du Fait. On I'a vu au Chapitre 3 (c’était le Fait 6.3). O

Par le Fait, un nombre réel ¢ est un point de continuité de Fz si et seulement si
Pz(0I;) = 0, ou I; =] — o0, t]. Dong, si (i) est vérifiée, alors Pz, (I;) — Pz(I;) en tout
point ¢t ou Fz est continue d’aprés la Proposition 4.3 ; autrement dit (ii) est vérifiée.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Pour montrer que Z,, £z , il suffit de vérifier
que E(¢(Z,)) — E(¢(Z)) pour toute fonction ¢ € Cij(R).

Par définition, E(p(Z,)) = §o ¢(Zn(w)) dP(w). De plus, comme ¢(t) — 0 quand
t — —oo, on a aussi p((Z,(w)) = Sﬁéw) ¢/ (t) dt pour tout w € Q, ce qui peut encore
s'écrire p((Zn(w)) = §g 1jt,00[(Zn(w)) ¢’ (t)dt. En appliquant le Théoréme de Fubini, on
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obtient donc

B(0(z) = [ ([ tha@u) 0 ar) ae
= fR O (t)P(Z, > t)dt

=&¢wu—&m»w
et de méme
E(p(2)) = JR S (6)(1— Fy(t)) dt.

(Exo : justifier I'utilisation du Théoréme de Fubini.)

Par (ii), on sait que 1 — Fz, (t) — 1 — Fz(t) en tout point ¢ ¢ D. De plus, D =
{t; Pz({t}) > 0} est dénombrable, donc en particulier \j-négligeable; et donc 1 —
Fy,(t) = 1 — Fyz(t) presque partout. Comme ¢’ € L1 (R) (car ¢’ est continue & support
compact) et |(1—Fyz, (¢))¢'(t)] < |¢'(t)] pour tout n € N, on en déduit par convergence
dominée que

E(p(Zy)) 2= | ¢'(t)(1 = Fz(1)) dt = E(p(2)).

R
O
COROLLAIRE 4.14. Si Fyz, (t) — Fz(t) pour tout t € R, alors Z, £ 7.
Démonstration. C’est évident par la proposition. O

COROLLAIRE 4.15. Si P(Z,, € I) — P(Z € I) pour tout intervalle I < R, alors
Zy 5 7.
Démonstration. C’est une conséquence du corollaire précédent (micro-exo). 0

Ezercice. Montrer que si P(a < Z, < b) — P(a < Z < b) pour tous a,b € R, alors
L
Zn = Z.



Chapitre 8

Théorémes limites

1. Loi des grands nombres

RAPPEL. Si X est une va suivant une loi de Bernoulli B(1/2) et si (X;);>1 est une
suite de va indépendantes et de méme loi que X, alors

X +---+X 1
Art ot Anops 1 E(X).
n 2
Le théoréme suivant montre que ceci n’est pas du tout spécifique a la loi B(1/2),

mais est au contraire un phénoméne complétement général.

THEOREME 1.1. (Loi des grands nombres)
Soit X une va réelle appartenant o L', et soit (X;)i=1 une suite de va indépendantes

n
et de méme loi que X. Pour n =1, on pose S, = >, X;. Alors
i=1

Démonstration. Soit m = E(X). Quitte a remplacer X par X —m et X; par X; —m,
on peut supposer que m = 0, i.e. que X est centrée. Il s’agit alors de montrer que
Sn

20: ’ fai t
n , ce qll Oon va raire en prouvan que

— S
lim — <0 et lim~">0 ps.
n n

FAIT 1. Soit Y € L', et soit (¥;);>1 une suite de va indépendantes et de méme loi
que Y. Pour n > 1, on pose ¥, = Y] +--- +Y,. SIE(Y) < 0, alors sup,,»; ¥p(w) < 0
presque stirement.

Preuve du Fait 1. Soit E = {w € € sup,>; Yp(w) < 00}. On veut montrer que
P(E) = 1 (sous 'hypothese E(Y) < 0).
L’événement E est asymptotique relativement a la suite (Y;) (exo), donc P(E) vaut

0 ou 1 par la loi du 0-1. Il suffit donc de montrer que P(E) > 0. On raisonne par
I’absurde en supposant que P(E) = 0; autrement dit, qu'on a

() sup ¥, (w) = o0 presque stirement.
n=1

Pour n > 1, posons
M, = maX(El,... 7271) = maX(Yl,Yl +Y,.... 1+ + Yn)

La suite de va (M,,) est croissante, et M,, — o0 ps par (*).
Posons maintenant

M:: :max(Yg,Yg+Y},,...,Y2—|—---+Yn+1).

79
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Alors M¥ a la méme loi que M, : en effet, M,, = ®(Y1,...,Y,) ot ®(u1,...,u,) =
max(ug, ug + ug, ..., up + -+ up), M = &(Ya,...,Y,41) pour la méme fonction P,
et les va (Y1,...,Y,) et (Ya,...,Y,4+1) ont la méme loi, & savoir Py ® --- ® Py. En
particulier,

E(My) = E(M,).
De plus la suite (M) est croissante, et on vérifie que M — oo ps (exo).
Par définition de M, on a
Y1+ M} =max(o, ..., Xn41);
et donc
M1 = max(X1,Y; + M) = max(Y1, Y1 + M)).
Autrement dit,
My 41 = Y1 + max(M,0)
=Y1 + M} — min(0, M)).

De plus, comme la suite (M,,) est r01ssante on a E(M,+1) = E(M,), ce qui s’écrit
E(M;) + E(Y1) — E(min(0, M}*))=> E(M,). Comme E(M;*) = E(M,), on obtient donc
E(Y1) > (mm(O My)).

Mais si on pose ®,, = min(0, M), alors la suite (®,,) est croissante, et tend presque
stirement vers 0 car M,* — oo ps. De plus, on a (par croissance) ®; < @, < 0 pour
tout n > 1. Comme ®; = min(0, M7) = min(0, Y2) € L', on en déduit, par convergence
dominée, que

E (min(0, M;¥))— 0.
On obtient ainsi E(Y7) = 0, ce qui est la contradiction souhaitée. t

FaiT 2. Pour tout € > 0 fixé, on a

sup(Sn(w) - ne) < o0 presque slirement.
n=1
Preuwve du Fait 2. On applique le Fait 1 avec Y = X —e et YV; = X; — e. Comme
E(X) =0, on a bien E(Y) < 0. Les ¥; sont indépendantes et de méme loi que Y car les
X; sont indépendantes et de méme loi que X ; et X, = > | (X; —¢) = S, — ne. Donc
le résultat est immeédiat. ]

Par le Fait 2, on a supn>1(Sn — ne) < o presque strement, pour tout € > 0. En
écrivant

Sh 1
- n(S —ne) + ¢,

n
on voit donc que pour tout € > 0 fixé, on a
lim — <& presque strement.
n

En prenant ¢ = 1/k avec k € N* et se souvenant qu’une conjonction dénombrable
de propriétés presque stires est encore presque siire, on en déduit que

— 5 1
presque stirement (lim < T pour tout k € N*).
n
Autrement dit :
li

< 0 presque stirement.

Tm 2n
n
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En appliquant ceci a la suite (—X;), on en déduit qu’on a aussi Tim (=9n) < 0 ps,

n
d’ou

lim & = —lim (=5n) >0 ps.
n

n
O

REM ARQUE. On peut montrer que lvlly othése “X € Lln est nécessaire pour avoir
la convergence presque stre de %{L .

ILLUSTRATION. Soient f et g deux fonctions continues a valeurs réelles sur un
intervalle [a,b], avec g(x) > 0 pour tout x € [a,b]. On va utiliser la loi des grands
nombres pour montrer que

L[ fa) et S @) o Saf(@)de
(b=a) J[a,b]" ger) v+ gle) §, g(x) do

Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur [a, b], et soit (X;);>1 une
suite de va indépendantes et de méme loi que X, définies sur (2,2, P). Pour n > 1,
posons

z, .= T+t f(Xn)
9(X1) + -+ g(Xp)
Les va f(X;) sont indépendantes et de méme loi que f(X), qui est bornée (car f est
bornée sur [a,b]), donc dans L. De méme, les g(X;) sont indépendantes et de méme
loi que g(X), qui est dans L' et vérifie E(g(X)) > 0 car g(x) > 0 sur [a,b]. Par la loi

des grands nombres, on voit donc que
FX0) 4t [ (X) n v E(/(X))
n g(X1) +-+9(Xn)  E(9(X))

De plus, f est bornée sur [a,b], et comme g est continue et > 0 sur [a, b], il existe
une constante ¢ > 0 telle que g(z) > ¢ pour tout x € [a,b]. Pour w € 2, on a donc

YARRES

n xc &

La constante M étant dans L', on en déduit, par convergence dominée, que
E(f(X))) _E(f(X))
E(g(X)) E(g(X))

Mais par le Théoréme de transfert, 'indépendance des X; et le fait que Py, =
5= 1[ap (x)dx, on a aussi (micro-exo)

L Je) st S
EZn) = G f[a,b]n g@) T+ glan)

E(Z,) — E (

~—

dxq---dx,,

et de méme

b b
E(f(X)) = biaf f@de et E(g(X)) = b_aj o(z) da.

Donc on obtient le résultat annoncé.
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2. Loi des grands nombres L?

DEFINITION 2.1. Soient X etY deux va réelles définies sur (Q, A, P) et appartenant
a L?. La covariance de X etY est le nombre Cov(X,Y) défini par

Cov(X,Y) :=(X —E(X),Y —E(Y))r2 = E((X —E(X))(Y —E(Y)).
REMARQUE 1. On a Cov(X, X) = 02(X) pour toute va X € L2
REMARQUE 2. On dit que X et Y sont non corrélées si on a Cov(X,Y) = 0.
REMARQUE 3. Si X et Y sont indépendantes, alors elles sont non corrélées.

Démonstration. Les va X —E(X) et Y —E(Y) sont indépendantes et centrées, donc
orthogonales dans L2. O

PROPOSITION 2.2. Soit (X;)i=1 une suite de va réelles définies sur (Q,A,P) et
appartenant a L. Pour n > 1, on pose

sn:ilxi.

On fait les hypothéses suivantes :
n
(i) 2 X E(X;) admet une limite m quand n — o ;
i=1
n
(ii) Y. Cov(X;, X;) = o(n?) quand n — .
ij=1
Alors %" — m en norme L?, et donc en probabilité.

Démonstration. Par (i), il suffit de montrer que

& - 1 ZE(Xz) L
n nz’:l

On a
1< ’
-5 E(XZ - E(X;))
L2 i=1 12
n
2 Z (Xi — E(Xy), X)) p2
ij=1
1 n
=3 Z Cov(Xi, X;);
ij=1
Donc le résultat est immédiat par (ii) ! O

COROLLAIRE 2.3. Si (X;) est une suite de va appartenant a L?, deux & deux non
corrélées, de méme moyenne m et de méme variance o2, alors S” — m en norme L?
et donc en probabilité.

Démonstration. La condition (i) est évidemment satisfaite. De plus, comme par
hypothése Cov(X;, X;) = 0sii # j et Cov(X;, X;) = 0%(X;) =0 on a

Z Cov(X;, X;) = Z ) =no? pour tout n > 1;
i,7=1 i=1
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donc (ii) est également satisfaite O

3. Théoréme limite central

REMARQUE 3.1. Soient X1,..., X, des va réelles, et posons S,, = X1 + -+ + X,,.
Si les X; sont indépendantes et suivent des lois normales N (m;, 0?), alors la va
Sp —E(Sp)

o(Sn)
suit la loi N'(0,1). En particulier, si les X; sont indépendantes et suivent toutes une
méme loi N'(m,a?), alors Z,, = ST\L}# suit la loi N(0,1).

Zy =

Démonstration. On sait que S, suit la loi N(mg,03), ott mg = mq + --- + my,

et 03 = 03 + -+ + 02 = 02(S,). Donc (¢f un exo déja posé au Chapitre 3) Y, =
2

Sp —E(Sn) = S, — mg suit la loi N(0,08) et Z, = Z—% suit la loi N(0, Z—%) = N(0,1).

Dans le cas particulier ou les X; suivent toutes la loi N'(m, o), on a E(S,) = nm et

0%(S,) = no?, donc Z, = S%Zm O

THEOREME 3.2. Soit X une va réelle appartenant a L?, de moyenne E(X) = m
et de variance o*(X) = o2. Soit également (X;) une suite va va indépendantes et de
méme loi que X. Pour n = 1, on pose

_Sn—nm
- no

Alors la suite (Zy,) converge en loi vers une va Z suivant la loi normale N'(0,1). Par
conséquent, pour tout intervalle I € R,

S, —nm noow 1 f 2
P ———€l ) — — | e 2dzx.
( Vno ) V2 Jr

REMARQUE 1. La deuxiéme partie du théoréme découle de la premiére car la loi
normale est & densité et donc P(Z € dI) = 0 (¢f le Corollaire 4.10 du Chapitre 7).

n
Sn = Z XZ' et Zn
i=1

REMARQUE 2. Z, est la “version centrée et normalisée dans L? de S,,". En effet,
n

ona Z, = ﬁ igl(Xi — E(Xj;)), donc

1 n
E(Z,) =0 et o%(Z,) = — D o%(X) = 1.
=1

REMARQUE 3. Comme %fm = ﬁ S"ng et comme S"\;ﬁ”m a une limite" d’apreés
le TLC, on voit que moralement, % —m “tend vers 0 comme ﬁ " (précision par rapport

a la loi des grands nombres)
La preuve du Théoréme Limite Central sera faite au chapitre suivant.

COROLLAIRE 3.3. Avec les notations du théoréme, la suite S"‘% converge en loi

vers une va suivant la loi N'(0,0?).
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Démonstration. On a S"\;gm = 0Z,, donc S”\;Tl:m £ 67 (exo déja posé); et 0Z ~

N(0,0?) car Z ~ N(0,1). O

COROLLAIRE 3.4. Avec les notations du théoreme, E(Z) — \/% quand n — 0.

Démonstration. On rappelle que si z € R, alors ¥ = max('z,0). Par la formule
d’intégration par parties, on a

Q0 Q0
E(Z5) = fo P(Zy > t)dt = L P(Z, > t)dt,

et de méme
0

E(Z") = J P(Z > t)dt.
0
Cela étant, P(Z,, > t) = 1— Fz, (t) > 1 — Fz(t) = P(Z > t) pour tout ¢t € R par le
TLC. De plus par I'inégalité de Tchebitchev et comme les Z,, sont centrées, on a
E(Z%) 1

VnVt>1: P(Z,>1t) < 3 :?;

et aussi
VnVte0,1] : P(Z, >t) <1

Par convergence dominée, on en déduit que E(Z;) — E(Z') quand n — oo. Enfin,
E(Z™) se calcule trés bien :

1 a2
E(Z") = T JR rte T dr

22

1 Q0
= — re
\/QWJO

U

REMARQUE 3.5. Tel qu’il est énoncé le TLC ne donne pas de précision sur la vitesse
de convergence de P(Z,, € I) vers P(Z € I) quand I est un intervalle de R. Il se trouve
qu’il est possible d’estimer cette convergence si on suppose que X € L3. Sous cette
hypotheése, pour tout intervalle I < R et pour tout n € N* on a

C(X)
\/ﬁ )

E(|X —m|?)
B 203
Ce résultat s’appelle le Théoréme de Berry-Esseen. Il montre en particulier que la
convergence de P(Z,, € I) vers P(Z € I) est uniforme par rapport a Uintervalle I. La
preuve est un peu trop délicate pour étre faite ici.

IP(Z,eI)—P(Zel)| <

ou

O(X)

ILLUSTRATION. On va utiliser le Théoréme Limite Central pour démontrer la For-

mule de Stirling :

n

nl ~n"e "V2mn quand n — 0.
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Soit (X;)i>1 une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi de Poisson de
paramétre A := 1. Pour n > 1, posons comme d’habitude S, := X7 +--- + X,,, et

B S, —n

= 7

Comme l'espérance et la variance d’une v.a. suivant la loi P(1) sont égales a 1, le
Corollaire 3.4 nous dit que

YA

1
E(ZF) — ——
(2~
Calculons alors E(Z;1). On sait que S, suit la loi de Poisson P(n); et on a Z,7 = ¢(Sy),

ou p(k) := % Donc

e & nk
~ e ak g
—n [ ® k 0 k+1
e n n
NG Z(kz—l)!_z !
k=n k=n
e n"

Ainsi, on peut dire que
e n 1
Vo =D Vor
Autrement dit : (n — 1)! ~ /21 x -
tout par n.

quand n — oo.

e ™.

NI d’ou la Formule de Stirling en multipliant







Chapitre 9

Fonctions caractéristiques

1. Définition et exemples

DEFINITION 1.1. Soit X une va réelle. La fonction caractéristique de X est la
fonction px : R — C définie par

(PX(t) — (eitX) _ JR eitac dIP;X(x)

FAIT ESSENTIEL. La fonction caractéristique détermine la loi : si X et X’ sont deux
va réelles telles que px = px/, alors Px = Pyr.

Preuve abrégée. 1l suffit de montrer qu’on a SR fdPx = SR f dPx: pour toute fonc-
tion f e Cg5(R).
On admettra que si f € C§5(R), alors il existe une fonction g € L(R) telle que

VeeR : f(z) = J g(t)e™dt.
R

On en déduit (en utilisant le théoréme de Fubini) qu’on a

[ rrdexe - [ ( ngu)emdt) 0P (1)
_ JR g(t) ( JR emdPX(m)> dz

- j o(t)px (t) dt.
R

De méme i, f(z) dPx:(x) = § g(t)px(t) dt, et done (; f dPx = §i f dPx: puisque
“IOX = “IOX'IL' |:|

FAIT 1.2. On a ox(0) =1 et |px(t)| < 1 pour tout t € R.

Démonstration. Micro-exo. O

EXEMPLE 1. Si X suit une loi normale N (m,c?), alors

t —02£

ox(t) = e™e 7 7,
Démonstration. Supposons d’abord que X suive la loi A/(0,1). Alors

w2
px(t) = E(e"¥) = T~ T da.

| v k!

donc px(t) = e~ 2 car on a vu en théorie de l'intégration que
. 22 2
f e T dz = /2me =
R

87
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Dans le cas général, si on pose Z := 2= alors Z suit la loi N(0,1) (exo déja

posé) ; et comme X =o0Z +m, on a

i i ; ; . 2
ox(t) = E(ezt(ch+m)) _ ezmtE(eth) _ ezmt(pz(at) _ gimt—o? z?

O
EXEMPLE 2. Si X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0, alors
QOX(t) _ e)\(e“fl)‘
Démonstration. Comme X est une va a valeurs dans N, on a
a0
ox(t) = E(eitx) = P(X = k) itk
k=0
ee}
_ Z Lkefkeztk
|
= k!
_ C (e’ —X _ eft )
— Z e =
k=0
O
EXEMPLE 3. Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, alors
ox(t) = pe +1 —p.
Démonstration. Exo. O
EXEMPLE 4. Si X suit une loi binomiale B(n, p), alors
px(t) = (pe +1—p)".
Démonstration. On a
n
£ = E(eitX) = n k(1 _ p\n—Fk itk
px(t) = E(e"Y) Z(k pF(L—p)"Fe
k=0
2 (n
=30 () ety = prt
k=0
(peit +1-— p) par la formule du binéme
d
EXEMPLE 5. Si X suit une loi de Cauchy de paramétre a > 0, i.e. Py = %agdfxg,

alors
ox(t) = el
Démonstration. Par définition,
a eit:):
t)=— | ——du;
Px(t) WJRa2+x2 ’

et on a montré dans le cours d’analyse complexe (en utilisant la formule des résidus)

qu’on a
itx
e T _
ﬁdxzfe el
RO +T a
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Autre preuve. On utilise la formule d’inversion de Fourier (voir la Section 6). Soit
f R — R la fonction définie par

ft) = e—oltl,
La fonction f est clairement intégrable sur R, et sa transformée de Fourier n’est
pas difficile & calculer :

f(m) = fe_a” et
R

0 . w .
_ f 6(a—zr)t dt + J 6(—a—7,a:)t dt
—00

0
1 1
= — + ;
a — 1T a+1x
B 2a
a2+ a2

Donc f est intégrable sur R; et comme f est de plus continue, on a par la formule
d’inversion de Fourier :

1 ~
f(t) = QJ f(z) ™ da pour tout t € R,
™ Jr

eztx

autrement dit f(t) = £ §p —— do = px(t). O

La remarque suivant est évidente mais souvent utile.
REMARQUE 1.3. Si X est une va réelle, alors
Va,b,teR : (an-‘rb(t) = eibt(pX(at)'

Démonstration. Micro-xo. O

2. Fonctions caractéristiques et sommes

PROPOSITION 2.1. §5i X etY sont deux va réelles indépendantes, alors pxiy =
X Py -

Démonstration. C’est évident :

oxiy(t) = E(ez‘t(X+Y)) _ E(ez‘txez‘tY) _ E(eitX)E(eity) — ox )y (t),

ou on a utilisé le fait que les va e*X et e®Y sont indépendantes. ]

EXEMPLE 1. Si X et Y sont deux va réelles indépendantes suivant des lois normales
N(mx,o%) et N(my,o%), alors X + Y suit la loi N'(m,0?), ot m = mx + my et
2 _ 2 2
0% =0x +0y.
Démonstration. On a

. 2 2 i 2
exsv (1) = px(t)py () = XX T MYl T = e T,

qui est la fonction caractéristique d’une loi A (m,o?); d’ot le résultat puisque la fonc-
tion caractéristique détermine la loi. ]

Remarque. Cette preuve est quand méme nettement plus limpide que celle donnée
au Chapitre 5!
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EXEMPLE 2. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson P(\)
et P(u), alors X +Y suit la loi P(\ + p).

Démonstration. On a
pxav(t) = px(tpy (t) = XD = (O,
qui est la fonction caractéristique d’une loi P(A + p). O

EXEMPLE 3. Si X1,...,X,, sont des va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parameétre p, alors Xy + - -- + X, suit la loi binomiale B(n,p).

Démonstration. Cette fois, en posant S = X7 +---+ X,,, on a
n
3 n
ps(t) = [ [ex.(t) = (pe’” +1-p)",
k=1

qui est la fonction caractéristique d'une loi B(n, p). O

EXEMPLE 4. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Cauchy de
paramétres a et b, alors X + Y suit la loi de Cauchy de paramétre a + b.

Démonstration. Exo. O

3. Régularité
PROPOSITION 3.1. Soit X une va réelle.
(1) ¢x est une fonction continue bornée, avec x| =1 = px(0).

(2) Si X admet un moment d’ordre N > 1, alors ¢x est de classe CV, avec
soglﬁ)(t) =i E(XxFeY) pourk=1,...,N.

En particulier,
o™ (0) = iFE(X").

Démonstration. On a déja vu que px est bornée avec |¢x o = 1 = ¢x(0). Pour le
reste, on utilise les théorémes de continuité et de dérivabilité des intégrales & paramétres
(Faire 'exo soigneusement). O

Remarque. En général, une fonction caractéristique n’a pas de raisons d’étre “mieux
que continue”. Par exemple, si X suit une loi de Cauchy de paramétre a > 0, alors
ox(t) = e~ n’est pas dérivable en 0.

PROPOSITION 3.2. Si X est une va réelle bornée, alors px est développable en série
entiere sur R. Plus précisément, on a

0k k

"E(X

VieR : px(t) = Z li')tk.
k=0 ’
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Démonstration. On écrit la définition de px(t) et on développe l'exponentielle en
série entiére :

ox(t) = f X qp
Q

0

Q=0

it X))k
J(@ ') P
0 Q

8

: k!
0 ktk
=) 0 fX’“dIP’
k=0 kU Jo

o FE(X)
= —

k=0
Pour justifier I'interversion Z—S il suffit d’observer qu’on a

k
f Z [(itX)¥] ti | p - J Z ItXI J X gp < ot Xl < oo,
Qi ! Q

Q=0

COROLLAIRE 3.3. (Théoréme des moments)
Si X et Y deux va réelles bornées telles E(X*) = E(Y*) pour tout k € N, alors X
et Y ont la méme loi.

Démonstration. On a déja démontré ce résultat dans le chapitre “Espérance, va-
riance, moments”. En utilisant les fonctions caractéristiques, la preuve est immédiate :
par la proposition précédente, on a
0 kE Xk 0 .

- 3, 7R
k=0
|

VteR : ox(t) = Z = oy (1)

k=0
Donc px = py, et donc X et Y ont la méme loi!
4. Fonctions caractéristiques et convergence en loi

THEOREME 4.1. Soit (Z,) une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. Alors
(Zy) converge en loi vers Z si et seulement si oz, (t) — pz(t) pour tout t € R.

Démonstration. Si Z, £ Z, alors gz (t) = E(e?n) — E(e'?) = @z(t) car la
fonction z +— €@ est continue bornée.
Inversement, supposons que @z, (t) — pz(t) pour tout ¢ € R. Pour montrer que

Z, £ Z, il suffit de montrer que Sz fdPz, — §i f dPz pour toute fonction f € Cgy(R).
On a vu plus haut qu’il existe une fonction g € L!(R) telle que

VeeR : f(z) = J g(t)e™dt.
R

Alors, un calcul déja effectué donne

ijdPZn _ jRgos)@zn (Hdt et fRfdPZ _ jRg@)soZ(t) dt
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Comme ¢z, (t) — ¢z(t) pour tout t € R, on en déduit que {5 f dPz, — (; fdPz
par convergence dominée (exo). O

EXEMPLE 1. Preuve du Théoréme Limite Central.

Soit X une va réelle appartenant a L?, et soit (X;);>1 une suite de va rélles in-
dépendantes et de méme loi que X. Posons m = E(X), 02 = 0?(X); et pour n > 1,
Sp=X1+ -+ X, et

S,—mm Xi1+---+X,—nm

Vno \/no

On veut montrer que Z, £z ,ou Z ~ N(0,1); et pour cela il suffit de prouver que

Zn

2
©0z,(t) — 0z(t) = e T pour tout ¢ € R.

Il n’y a rien & démontrer si t = 0 puisque ¢z, (0) = 1 = ¢z(0) pour tout n; donc on
supposera dans la suite que ¢ # 0.
X—m

Quitte a remplacer X par X' = £=™ ot X, par X, = , on peut supposer que
o k o
E(X)=0 e E(X?) =1,

de sorte que
Sp,  Xi+---+X,
=20 =2l T an,
vn \n

Comme les X sont indépendantes, on a

t it Xk = it X,
pz,(t) =E([Te"¥) = TTE(7™);
k=1 k=1
et comme les X ont la méme loi que X, on en déduit

¢z, (t) = px (\;ﬁ)n

De plus, px est de classe C? sur R car X € L?, avec ¢x(0) = 1, ¢ (0) = E(X) =0

et ¢ (0) = i*E(X?) = —1. Donc px admet au voisinage de 0 le développement limité
suivant :
u? 9
ox(u) = 1—?+0(u )

On peut donc écrire

t ¢
@X(%) —1- D+ on &l =o(d).

Donc ’gpx(ﬁ) — 1‘ < 1 pour n assez grand, et on peut écrire

2 n 2
¢z, (t) = (1 - ;n +§n> = exp (nlog(l - % +§n)> ,

ou log est la détermination principale du logarithme, qui est bien définie et holomorphe
dans le disque D(0,1). Comme log’(1) = 1, on a log(1+u) ~ v quand v — 0; et comme

t # 0, on en déduit que log(l — % + §n> ~ —% +& ~ —% quand n — o0, ce qui
donne le résultat souhaité :
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EXEMPLE 2. Théoréme de Poisson.

Soit (Zyn)n>1 telle que Z,, suit une loi B(n,p,) avec p, ~ % pour un certain A > 0.
Montrons que Z, <> Z avec Z ~ P(N).
On a pour tout n et pour tout t € R :

SDZn (t) = (pneit + 1 _pn)n = (1 +pn(€it - 1))”

Comme p, — 0, on a |p,(e® —1)| < 1 pour n assez grand. Donc 1 + p, (e — 1) €
D(1,1) < C\R™, et donc on peut écrire

0z (t) o enlog(1+Pn(6“71))

)

ot log est la détermination principale du logarithme. Comme log(1l + u) ~ u quand
u — 0 et comme p, — 0, on voit que

log(1 + pn(e“ —-1)) ~ pn(eit —1) ~ —(eit -1).

Donc nlog(1 + pn(et — 1)) — A(et — 1), et donc ¢z, (t) — X" =1 fonction caracté-
ristique de la loi de Poisson P(A).

5. Fonction caractéristique d’une va a valeurs dans R¢

Si X est une va a valeurs dans R, sa fonction caractéristique est la fonction ¢y :
R? — C définie par

ex(t) = E(ei <t7X>) pour tout t € R?,

oit {-, - ) est le produit scalaire usuel sur R,
Autrement dit, si t = (t1,...,tq) € R? et si on écrit X = (X1,...,Xy), alors

ox (t) — E(ei(t1X1+'“+thd))

_ f ei(t1X1+“'+thd)dIP
Q

= fRd €i(t1x1+.'.+tdzd)dP(X1,_..7Xd) (xl, e ,xd).

On admettra le fait suivant.

Farr 5.1. La fonction caractéristique détermine la lot.

Comme illustration, on va démontrer que I'indépdance peut se lire sur les fonctions
caractéristiques.

PROPOSITION 5.2. Soient X1,...,Xq des va réelles définies sur le méme (2,2, P).
Alors X1, ..., X4 sont indépendantes si et seulement si
(*) ParX1++agXq (8) = ¢x, (a1s) - "PXy (aas)

pour tous ai,...,aq € R et pour tout s € R.
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Démonstration. Si X1, ..., Xy sont indépendantes, alors a1 X1, ..., aqXy aussi, donc
Par Xi+++aaXq = Par X1 Pag Xy, c€ qui donne (*).
Inversement, supposons (*) vérifiée. Soit X = (X7q,..., Xy), qui est une va a valeurs

dans R?. Par (%), sit = (t1,...,t;) € R? alors
ox(t) = E(ei(t1X1+"'+thd))
= @thlJr"'thdXd(l)
= ox, (t1) - x4 (ta)-
Maintenant, soient X7, ..., X}, des va indépendantes et de mémes lois que X1, ..., Xg, et

soit X' = (X71,..., X}). En utilisant I'indépendance, on voit que si t = (t1,...,tq) € R4,
alors

d
oxi(t) = [ | ex; (tr),
k=1

et donc px = px puisque ¢ X! = ¢x, pour k=1,...,d. Comme la fonction caractéris-
tique détermine la loi, on en déduit que Px = Py ; autrement dit Px = P X ®- -®P X
car les X, sont indépendantes. Comme P X = Px, pour tout k, on obtient ainsi
Pix,,...x) = Px, ® - ®Px,, ce qui prouve que Xj,..., Xy sont indépendantes. ]

EXEMPLE. Soient X et Y deux va réelles indépendantes suivant la loi normale
N(0,1). Montrons que les va X +Y et X —Y sont indépendantes.

Par la proposition, il suffit de montrer que

Va,b,s € R paxiv)+bx—v)(8) = ¢x+v(as) px_y(bs).
11 suffit de faire le calcul : on a d’une part

Pa(X +Y)+b(X—Y) () = P(a+b)X +(a—b)Y (5)
= P(a+b)x (5) Pa—b)y (5) par indépendance de X et YV
2

2 2

_ o (atb)25 —(a—b) T

€ ?
et d’autre part (toujours par indépendance de X et Y) :

ox+y(as) px-y(bs) = px(as)py(as)px(bs)p—y (bs)

(@) (@s)? ()2 (bs)?
=e 2 e 2 e 2 e 2

Aprés simplification, on voit (exo) que les deux choses sont bien égales.

6. Appendice : transformation de Fourier

RAPPEL. Si f : R — C est une fonction intégrable, sa transformée de Fourier
est la fonction f : R — C définie par

~

f(z) = JR f(t)e ™t dt pour tout z € R.

REMARQUE. Si f € LY(R), alors f est une fonction continue bornée, avec

1o < 1£]1-
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Démonstration. La continuité de f est une conséquence du théoréme de continuité
pour les intégrales a paramétres, applicable car la fonction F(t,z) = f(t)e ™! est
continue par rapport a x, intégrable par rapport a t, et |F(¢t,x)| = |f(t)|, fonction
intégrable sur R indépendante de z. Enfin,

|ﬂm<kvwﬁmﬁ—£wmﬁzﬁlprwmeR

donc f est bornée et Hf“oo < | flh- O

EXEMPLE 6.1. Soit g : R — R la fonction définie par
+2

g(t) =e" 2.

Pour tout x € R, on a

Démonstration. Par définition,
) 2
g(z) = f e e T gt
R

En utilisant le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres (exo), on voit
que g est dérivable sur R avec

) 2
g'(z) = —if te~te =T gt
R

2 2
Puis, en remarquant que te~ 7 = —% (ef%) et faisant une intégration par parties,
on obtient (exo)

) 2
g'(z) = iJR ive e T dt = — g(x).

Donc §(x) = Ce™**/2 pour une certaine constante C'; qui se calcule : C' = §(0)

§p e /2dt = \/2r. O
Ezercice. Montrer que si a > 0, alors on a pour tout z € R :
2,2 . 22
J e 2 et = 2n e 207,
R «

THEOREME 6.2. (Formule d’inversion de Fourier)

Soit f € L'(R). Si f est continue et si la fonction f est intégrable sur R, alors on a
pour tout t € R :

1) = 57 | Fareaa.

Démonstration. On va la faire en supposant de plus que la fonction f est bornée.
Soit t € R quelconque. On veut montrer que

J f(a?)emdx =27 f(t).
R
Le point de départ est d’observer que

“ ~ 0222
Jf(:c)e”xdxz lim | f(z)e™® e 2 da;
R

a—0t Jr
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ce qui se montre par convergence dominée (exo). Ensuite, on a pour tout o > 0,

JR f(a:)e = fR e~ a22x2 eite <JR f(u)ei‘mdu> dz
= f f(u) (e_ 5 e_i(“_t)xdx) du
R
- f f(u) x Vo e—(“2;t2>2 du
R «

= \/%J ft+ ozv)e_é dv,
R

ol on a utilisé le Théoreme de Fubini, I'Exemple 6.1 et le changement de variable
u—t,

/U - @ . . .
Comme f est supposé continue et bornée, on en déduit par convergence dominée

que
limff e e dx_fff *Qeru:zwf(t);

a—0t

ce qui termine la démonstration. O

Comme conséquence de la formule d’inversion de Fourier, on peut maintenant prou-
ver le résultat suivant, dont on a eu besoin pour montrer que la fonction caractéristique
détermine la loi, et aussi pour démontrer le Théoréeme 4.1.

COROLLAIRE 6.3. Si f € C3(R), alors il existe une fonction g € L*(R) telle que
VeeR : f(z) = J g(t)etdt.
R

Démonstration. Par la formule d’inversion de Fourier, il suffit de montrer que f €
1 . _ 17
L*(R) : on pourra alors prendre g := 5-
Soit A < w0 te que f = 0 en dehors de [—A, A]. Par continuité de f et de ses
dérivées, on a alors f¥)(A) = 0 = f*)(—A) pour tout k € N.

Si x # 0, une intégration par parties donne

A
= f f(t)e tat
1

- —ixt —ixt
= — dt
[ 0]+ ﬂ)
= — 1 (2).
= )
En intégrant par parties une 2éme fois, on obtient de méme

~

Fla) = - Fita).

Comme la fonction f” est bornée sur R, on en déduit que | fla )| = O0(1/2?%) quand
r — +00; et comme f est continue, donc localement intégrable, cela montre que f est
1ntegrable sur R. O
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