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Chapitre 1

Bla-bla introductif

1. Vocabulaire intuitif

1.1. Expériences aléatoires et évènements.

‚ Expérience aléatoire : n’importe quelle “expérience" (réelle ou fictive) dont on ne peut
pas dire avec certitude ce qu’elle va donner.

‚ Résultat d’une expérience : la chose qui nous intéresse dans l’expérience.
Exemple. Vous entrez dans un bar à bières bien achalandé, et vous buvez une pinte
de toutes les bières proposées, pour savoir laquelle vous préférez. Le résultat n’est pas
votre taux d’alcoolémie à la fin de cette dégustation, mais le nom de la bière que vous
avez préféré.

‚ Évènement relatif à une expérience : n’importe quel évènement imaginable dont on
peut dire avec certitude s’il se produit ou non dès lors qu’on connait le résultat de
l’expérience.

Remarque. Un évènement est toujours décrit par une phrase du langage courant ;
et on identifie l’évènement avec la phrase qui le décrit.

Exemples. L’évènement “vous allez vomir" n’est pas un évènement relatif à l’expérience
précédente, car sa réalisation ne dépend pas du résultat de l’expérience (le nom de
la bière que vous avez préféré) ; mais l’évènement “la bière que vous avez préférée est
belge" en est un, dès lors que vous connaissez la provenance de toutes les bières que
vous avez testées.

‚ Évènement élémentaire : tout évènement de la forme “on obtient ω", où ω est un
résultat possible de l’expérience. Notation : Eω.

‚ Évènement certain : un évènement qui se produit toujours, quel que soit le résultat
de l’expérience.
Exemple. Si on lance 2 dés, l’évènement “la somme des chiffres est au moins égale à 2"
est certain.

‚ Évènement impossible : un évènement qui ne se produit jamais, quel que soit le
résultat de l’expérience.
Exemple. Si on lance 2 dés, l’évènement “la somme des chiffres est multiple de 13" est
impossible.

‚ Conjonction, disjonction : si E1, . . . , En sont des évènements, on note E1 ^ ¨ ¨ ¨ ^En
l’évènement “E1 et E2 et ... et En" (conjonction), et E1_ ¨ ¨ ¨ _En l’évènement “E1 ou
... ou En" (disjonction).

‚ Évènement contraire : si E est un évènement, on note  E l’évènement “non E". De
façon précise, si E est décrit par une certaine phrase Φ, alors  E est l’évènement décrit
par la négation de la phrase Φ. Ainsi, par définition,  E se produit si et seulement si
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6 1. BLA-BLA INTRODUCTIF

E ne se produit pas. (En particulier, E est un évènement certain si et seulement si  E
est impossible.)

‚ Évènements incompatibles : deux évènements E et F qui ne peuvent pas se produire en
même temps, i.e. tels que E^F est impossible. Exemples : si ω et ω1 sont deux résultats
possibles différents, alors les évènements élémentaires Eω et Eω1 sont incompatibles.

‚ Évènements équivalents : deux évènements E et E1 tels que, quel que soit le résultat
de l’expérience, E se produit si et seulement si E1 se produit. Autrement dit E est
incompatible avec  E1 et E1 est incompatible avec  E. Notation : E ” E1.
Exemple. Un supporter de Lens et un supporter du PSG regardent ensemble la finale
de la coupe de France, qui oppose Lens au PSG. Chacun pleure si son équipe favorite
perd, et se moque de l’autre si elle gagne. Les évènements “le supporter du PSG pleure"
et “le supporter de Lens se moque du supporter du PSG" sont équivalents.

Exercice. Montrer que s’il n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles, alors tout
évènement E est équivalent à une disjonction Eω1_¨ ¨ ¨_EωN d’évènements élémentaires,
unique à l’ordre près. (On dit que ces évènements élémentaires “composent” E.)

1.2. Probabilité. Intuitivement, la probabilité d’un évènement E relatif à une
expérience aléatoire est le “degré de plausibilité" qu’on accorde à E, mesuré sur une
échelle allant de 0 à 1 :

ProbpEq “
% de chances que E se produise

100
¨

Difficultés.

- Ce n’est pas une définition précise.
- La probabilité dépend fortement de l’“observateur".
- Il n’est pas clair qu’un observateur soit en mesure d’attribuer de façon exacte
un degré de plausibilité à n’importe quel évènement.

Fait 1. La probabilité de tout évènement E est un nombre compris entre 0 et 1.
On a ProbpEq “ 1 si E est certain, et ProbpEq “ 0 si E est impossible.

Fait 2. Les probabilités s’ajoutent : si E et F sont deux évènements incompatibles,
alors

ProbpE _ F q “ ProbpEq ` ProbpF q.

Fait 3. Deux évènements équivalents ont la même probabilité.

Conséquence. S’il n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles, alors la somme
des probabilités de tous les évènements élémentaires doit être égale à 1.

Démonstration. Si on note ω1, . . . , ωN les résultats possibles (supposés 2 à 2‰),
alors l’évènement E :“ Eω1 _ ¨ ¨ ¨ _ EωN est certain, donc ProbpEq “ 1 ; mais les Eωi
sont incompatibles, donc on a aussi ProbpEq “ ProbpEω1q ` ¨ ¨ ¨ ` ProbpEωN q. �

Remarque. Plus généralement, la probabilité d’un évènement E est la somme des
probabilités des évènements élémentaires qui le composent.
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2. Un exemple très simple

Question. Quand on jette 2 dés, y a-t-il plus de chances que la somme des chiffres
fasse 7 ou bien qu’elle fasse 8 ?

‚ L’expérience considérée : jeter 2 dés.
‚ Le résultat : deux chiffres entre 1 et 6.
‚ Évènement élémentaire typique : “on obtient (i et j)", où i et j sont deux chiffres
entre 1 et 6. Notation : Ei,j . (Donc Ei,j “ Ej,i.)
‚ Les évènements qui nous intéressent : “la somme des chiffres fait 8" (noté S8) ; “la
somme des chiffres fait 7" (noté S7). On a

S7 ” E1,6 _ E2,5 _ E3,4 et S8 ” E2,6 _ E3,5 _ E4,4.

‚ Probabilités.

- Les résultats possibles sont de deux type : “mixte" (2 chiffres différents) et
“double" (2 fois le même chiffre). Tous les “doubles" ont la même probabilité
p, et tous les résultats “mixtes" ont la même probabilité q.

- Intuitivement, il y a 2 fois plus de chances d’obtenir un résultat “mixte" donné
(par exemple : “1 et 2") plutôt qu’un “double" donné (par exemple : “double
6") : en effet, si on imagine que les dés sont de couleurs différentes, on voit
qu’il y a 2 façons d’obtenir “1 et 2", mais une seule façon d’obtenir “double
6". Donc : q “ 2p.

- Il y a 6 “doubles" possibles, et 15 résultats “mixtes" possibles (exo).

- On doit donc avoir 6p` 15q “ 1, i. e. 6p` 30p “ 1 ; d’où p “ 1
36 et q “ 1

18 ¨

‚ La question qui nous intéresse : on a ProbpS7q “ ProbpE1,6q`ProbpE2,5q`ProbpE3,4q “

3ˆ 1
18 “

1
6 , et ProbpS8q “ ProbpE2,6q ` ProbpE3,5q ` ProbpE4,4q “ 2ˆ 1

18 `
1
36 “

5
36 ¨

Conclusion : il y plus de chances que la somme fasse 7 plutôt que 8.

3. “Modélisation"

On considère une certaine expérience aléatoire EEE . On cherche à modéliser EEE , i. e.
à trouver un cadre mathématique qui la décrit de façon à peu près satisfaisante. Pour
cela, on peut procéder comme suit.

‚ On choisit un ensemble “mathématique" Ω dont les éléments s’identifient de manière
satisfaisante aux résultats possibles de l’expérience.

‚ Pour tout évènement E relatif à EEE , on pose

rE “ tω P Ω; l’évènement E se produit si l’expérience donne le “résultat" ωu.

Exercice. Pourquoi y a-t-il des guillemets à “résultat" ?

Fait. Deux évènements E et E1 sont équivalents si et seulement si rE “ ĂE1.

Démonstration. Micro-exo. �
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‚ On note A la famille de toutes les parties A de Ω de la forme A “ rE, où E est un
évènement relatif à l’expérience EEE .

‚ On définit P : AÑ r0, 1s par

Pp rEq “ ProbpEq pour tout évènement E.

Il n’y a pas d’ambiguité : si rE “ ĂE1, alors les deux évènements E et E1 sont équivalents
et donc ProbpEq “ ProbpE1q.

Propriétés.
- Si E est un évènement impossible, alors rE “ H, et si E est certain, alors rE “ Ω.
Donc : A contient H et Ω.
- Si E et F sont des événements, alors

ČE _ F “ rE Y rF , ČE ^ F “ rE X rF et Ą E “ rEc.

Donc : la famille A doit être stable par unions finies, par intersections finies et par
complémentation ; autrement dit, si A,B P A, alors AY B P A, AX B P A et Ac P A.
On dit que A est une algèbre de parties de Ω.
- Si ω P Ω, alors ĂEω “ tωu. Donc : la famille A contient tous les singletons.
- Un évènement E impossible a pour probabilité 0, et un évènement certain a pour
probabilité 1. Donc : PpHq “ 0 et PpΩq “ 1.
- Deux évènements E et F sont incompatibles si et seulement si rE X rF “ H. Donc : si
A,B P A, alors

AXB “ H ùñ PpAYBq “ PpAq ` PpBq.
On dit que la “fonction d’ensembles" P est finiment additive.

En résumé. Il est raisonnable de chercher à modéliser une expérience aléatoire par
un triplet pΩ,A,Pq, où Ω est un ensemble non vide, A est une algèbre de parties de Ω
contenant tous les singletons, et P : A Ñ r0, 1s est une fonction d’ensembles finiment
additive telle que PpΩq “ 1.

4. Retour à l’“exemple très simple"

Une modélisation.

- On peut identifier un résultat possible “i et j" avec l’ensemble ti, ju. Donc, on
peut prendre pour Ω l’ensemble des parties de J1, 6K à 1 ou 2 éléments.

- On a Ppttiuuq “ Probp“double i"q “ 1
36 pour tout i, et Pptti, juuq “ 1

18 pour i ă j.

- On a ĂS7 “ tt1, 6u, t2, 5u, t3, 4uu et ĂS8 “ tt2, 6u, t3, 5u, t4uu. Donc

ProbpS7q “ PpĂS7q “ P
`

tt1, 6u, t2, 5u, t3, 4uu
˘

“ 3ˆ
1

18
“

1

6
,

et de même ProbpS8q “ PpĂS8q “ P
`

tt2, 6u, t3, 5u, t4uu
˘

“ 2ˆ 1
18 `

1
36 “

5
36 ¨

Cette modélisation n’apporte en fait pas grand chose (voire rien du tout) pour ce
qui est de répondre à la question posée : on a simplement recopié ce qui a été fait dans
la Section 2

Une autre modélisation.
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- On différencie les 2 dés en imaginant qu’ils sont de couleurs différentes. Le résultat
de l’expérience n’est alors plus la donnée de 2 chiffres entre 1 et 6, mais la donnée d’un
chiffre rouge et d’un chiffre bleu. On voit ainsi qu’on peut prendre

Ω “ J1, 6Kˆ J1, 6K,

où une paire pi, jq P Ω correspond à l’évènement élémentaire “i rouge et j bleu".
- Avec ce choix de Ω, tous les évènements élémentaires sont clairement équipro-

bables ; donc Pptpi, jquq “ 1
36 pour tout pi, jq P Ω.

- On en déduit

ProbpS7q “ P
`

tp1, 6q, p2, 5q, p3, 4q, p4, 3q, p5, 2q, p6, 1qu
˘

“ 6ˆ
1

36
“

1

6
,

et de même ProbpS8q “ P
`

tp2, 6q, p3, 5q, p4, 4q, p5, 3q, p6, 2qu
˘

“ 5
36 ¨

Cette fois, la modélisation a apporté quelque chose : il n’y a aucun calcul à faire
pour trouver les probabilités des évènements élémentaires.

5. Hypothèses supplémentaires

Pour que le modèle pΩ,A,Pq soit mathématiquement plus “performant", on va en
fait demander plus à A et à P : on exigera que A soit stable par réunions et intersections
dénombrables, et que P soit dénombrablement additive. Autrement dit, on demande que
A soit une tribu et que P soit une mesure sur pΩ,Aq.

Exercice. Soit Ω un ensemble fini. Montrer que toute algèbre A de parties de Ω
est en fait une tribu, et que toute fonction finiment additive µ : A Ñ r0,8s telle que
µpHq “ 0 est en fait une mesure.





Chapitre 2

Espaces de probabilité

1. Généralités

1.1. Lois de probabilité.

Définition 1.1. Un univers probabilisable est un ensemble non vide Ω muni
d’une tribu A contenant tous les singletons. Les ensembles mesurables (i.e. les éléments
de la tribu A) s’appellent des évènements. Les singletons tωu, ω P Ω s’appellent les
évènements élémentaires. Une loi de probabilité sur pΩ,Aq est une mesure positive
P telle que PpΩq “ 1. On dit que pΩ,A,Pq est un espace de probabilité. Si A est un
évènement, alors PpAq s’appelle la probabilité de A.

Remarque 0. Imposer que la tribu A contienne tous les singletons est une “commo-
dité technique". En général, cela ne fait pas partie de la définition qu’on trouve dans
les livres.

Remarque 1. Comme la tribu A contient tous les singletons, elle contient tous les
ensembles dénombrables.

Remarque 2. Si la tribu A est clairement spécifiée par le contexte, on parle de loi
de probabilité sur Ω. En particulier :

‚ pour un Ω dénombrable, on a toujours A “ PpΩq ;
‚ pour Ω “ Rd, on prendra toujours A “ BpRdq, la tribu borélienne de Rd.

Remarque 3. Si E est un évènement, alors

PpEcq “ 1´ PpEq.

Remarque 4. Comme P est une mesure finie, on a

P
´

ď

nPN
An

¯

“ lim
nÑ8

PpAnq “ sup
n

PpAnq pour toute suite croissante pAnq Ď A,

et

P
´

č

nPN
Bn

¯

“ lim
nÑ8

PpBnq “ inf
n

PpBnq pour toute suite décroissante pBnq Ď A.

1.2. Évènements presque sûrs.

Définition 1.2. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité. Un évènement E est dit
presque sûr si PpEq “ 1 ; autrement dit si PpEcq “ 0 (puisque PpEcq “ 1 ´ PpEq).
Une propriété (P) relative aux éléments de Ω est dite vraie presque sûrement si
l’ensemble des ω P Ω vérifiant (P)est un évènement presque sûr.

Remarque. On écrira “ps" au lieu de “presque sûrement".

Fait essentiel. Une intersection dénombrable d’évènements presque sûrs est en-
core un évènement presque sûr.
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Démonstration. Si pEnqnPN est une suite d’évènements prseque sûrs et si on pose
E “

Ş8
0 En, alors Ec “

Ť8
0 Ecn et donc PpEcq ď

ř8
0 PpEcnq “ 0. �

Reformulation. Une conjonction dénombrable de propriétés presque sûres est
encore une propriété presque sûre. Autrement dit, si pPnqnPN est une suite de propriétés
dépendant de ω P Ω et si on sait que

@n P N :
`

Pnpωq est vraie ps
˘

,

alors on peut conclure que
`

@n P N : Pnpωq est vraie
˘

ps.

1.3. Intégration. Comme les lois de probabilité sont des mesures, toute la théorie
de l’intégration s’applique.

Fait important. Si pΩ,A,Pq est un espace de probabilité, alors toute fonction
mesurable bornée f : Ω Ñ R est intégrable par rapport à P.

Démonstration. On a
ş

Ω |f | dP ď }f}8 ˆ PpΩq ă 8. �

1.4. Classes monotones. Dans ce qui suit, Ω est un ensemble non vide.

Définition 1.3. Soit M une famille de parties de Ω. On dit que M est une classe
monotone si

‚ Ω PM ;
‚ pA,B PM et A Ď Bq ùñ pBzA PMq ;
‚
Ť8
n“0An PM pour toute suite croissante pAnqnPN d’éléments de M.

Exemple. On prend Ω “ R. Si P1 et P2 sont deux lois de probabilité boréliennes
sur R, alors M “ tA P BpRq; P1pAq “ P2pAqu est une classe monotone.

Démonstration. Exo. �

Définition 1.4. Soit C une famille de parties de Ω. On dit que C est π-système
si C est stable par intersections finies.

Exemple. On prend Ω “ R. La famille C “
 

s´8, ts; t P R
(

est un π-système.

Démonstration. C’est évident. �

Théorème des classes monotones. Si C Ď PpΩq est un π-système et si M Ď

PpΩq est une classe monotone contenant C, alors M contient la tribu σpCq engendrée
par C.

Démonstration. On donne juste les grandes lignes ; les détails sont laissés en exo.
L’idée est de considérer la classe monotone M0 engendrée par C (i.e. la plus petite
classe monotone contenant C), et de montrer que M0 est une tribu.

(i) On commence par montrer que AX B PM0 pour tout A P C et pour tout B P
M0. Pour cela, on fixe A P C et on vérifie que la famille MA :“ tB Ď Ω; AXB PM0u

est une classe monotone qui contient C.
(ii) Ensuite, on montre que AX B PM0 pour tous A,B PM0, en fixant B PM0

et en observant que la classe monotone MB :“ tA Ď Ω; AX B PM0u contient C par
(i). À ce stade, on sait donc que M0 est stable par intersections finies.
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(iii) Par (ii) et comme la classe monotone M0 est stable par complémentation, on
voit que M0 est stable par réunions finies. On en déduit alors que M0 est stable par
réunion dénombrables, en utilisant la stabilité par réunions dénombrables croissantes.

�

Corollaire 1.5. Si P1 et P2 sont deux lois de probabilité sur R telles que P1ps ´

8, tsq “ P2ps ´ 8, tsq pour tout t P R, alors P1 “ P2.

Démonstration. La famille M :“ tA P BpRq; P1pAq “ P2pAqu est une classe
monotone. Par le Théorème des classes monotones appliqué avec M et le π - système
C “

 

s´8, ts; t P R
(

, on voit queM contient σpCq “ BpRq, et donc que P1pAq “ P2pAq
pour tout borélien A Ď R. �

2. Lois discrètes et lois à densité

2.1. Lois discrètes.

Définition 2.1. Soit pΩ,Aq un univers probabilisable. On dit qu’une loi de probabi-
lité P sur pΩ,Aq est discrète si P est portée par un ensemble dénombrable, autrement
dit s’il existe un ensemble dénombrable D Ď Ω tel que PpΩzDq “ 0.

Exemple. Si a P Ω, alors P “ δa est une loi discrète car elle est portée par tau.

Remarque. Par définition, si l’univers Ω est dénombrable, alors toute loi de pro-
babilité sur Ω est discrète.

Définition 2.2. Soit Ω un ensemble non vide. Une densité discrète sur Ω est
une fonction ρ : Ω Ñ R telle que ρ ě 0 et

ř

ωPΩ

ρpωq “ 1. Autrement dit, ρ est une

fonction ě 0 telle que
ş

Ω ρ dµc “ 1, où µc est la mesure de comptage sur Ω.

Proposition 2.3. Soit pΩ,Aq un univers probabilisable.

(1) Si P est une loi de probabilité discrète sur pΩ,Aq, alors la fonction ρ définie
par ρpωq “ Pptωuq est une densité discrète sur Ω.

(2) Inversement, si ρ : Ω Ñ R est une densité discrète sur Ω, il existe une unique
loi de probabilité P sur pΩ,Aq telle que Pptωuq “ ρpωq pour tout ω P Ω, et cette
loi P est discrète.

(3) Si P est une loi de probabilité discrète sur pΩ,Aq, de densité associée ρ, alors
on a pour tout A P A :

PpAq “
ÿ

ωPA

ρpωq “
ÿ

ωPA

Pptωuq.

Démonstration. (1) Soit P une loi discrète sur pΩ,Aq, et soit D Ď Ω un ensemble
dénombrable tel que PpΩzDq “ 0. Alors PpDq “ 1 ´ PpΩzDq “ 1. Mais comme D est
dénombrable, on a aussi PpDq “ P

`
Ť

ωPDtωu
˘

“
ř

ωPD Pptωuq ; donc
ř

ωPD Pptωuq “
1. Enfin, Pptωuq “ 0 si ω R D car Pptωuq ď PpΩzDq “ 0 ; donc

ř

ωPΩ Pptωuq “
ř

ωPD Pptωuq “ 1. Donc ρpωq “ Pptωuq est une densité discrète sur Ω.

(2) Existence. Pour A P A, on pose

PpAq :“
ÿ

ωPA

ρpωq.
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(i) P est une loi de probabilité. Pour tout A P PpΩq, on a

PpAq “
ÿ

ωPΩ

1Apωqρpωq “

ż

Ω
1Aρ dµc “

ż

A
ρ dµc,

où µc est la mesure de comptage sur Ω. Donc P est une mesure sur pΩ,Aq (cf cours
d’intégration). De plus PpΩq “

ř

ωPΩ ρpωq “ 1, donc P est une loi de probabilité ; et
par définition Pptωuq “ ρpωq pour tout ω P Ω.

(ii) P est une loi discrète.

Fait 2.4. Si µ est une mesure finie sur pΩ,Aq, alors D :“ tω P Ω; µptωuq ‰ 0u est
un ensemble dénombrable.

Preuve du Fait 2.4. On a D “
Ť

kPN˚ Dk, où Dk “ tω P Ω; µptωuq ě 1{ku ; donc il
suffit de montrer que chaque ensemble Dk est fini.

Supposons que Dk soit infini pour un certain k. Soit N P N˚ quelconque. Comme
Dk est infini, il contient au moins N points distincts ω1, . . . , ωN . On a alors

µpDkq ě µptω1, . . . , ωNuq “
N
ÿ

i“1

µptωiuq ě N ˆ
1

k
.

Donc µpΩq ě N
k pour tout N P N˚, absurde puisque µpΩq ă 8.

�

Par le Fait 2.4, l’ensemble D “ tω P Ω; ρpωq ‰ 0u “ tω P Ω; Pptωuq ‰ 0u est
dénombrable. Par définition de P et D, on a PpDq “

ř

ωPD ρpωq “
ř

ωPΩ ρpωq “ 1,
donc PpΩzDq “ 0 puisque PpΩq “ 1. Donc P est portée par D, et donc P est une loi
discrète.

Unicité. Soit P1 autre loi vérifiant P1ptωuq “ ρpωq pour tout ω P Ω. Si on pose à
nouveau D “ tω P Ω; ρpωq ‰ 0u, alors (D est toujours dénombrable et) on montre
comme plus haut que P1pΩzDq “ 0. Pour tout A P A, on a donc

P1pAq “ P1pAXDq “
ÿ

ωPAXD

P1ptωuq car AXD est dénombrable;

autrement dit
P1pAq “

ÿ

ωPAXD

ρpωq “
ÿ

ωPA

ρpωq “ PpAq.

(3) Découle la preuve de (2). �

Corollaire 2.5. Si P est une loi discrète sur pΩ,Aq, de densité associée ρ, alors

P “
ÿ

ωPΩ

ρpωq δω “
ÿ

ωPΩ

Pptωuq δω;

ce qui veut dire ceci :
@A P A : PpAq “

ÿ

ωPΩ

ρpωq δωpAq.

Démonstration. C’est ce que dit (3) : si A P A, alors

PpAq “
ÿ

ωPA

ρpωq “
ÿ

ωPΩ

ρpωq1Apωq “
ÿ

ωPΩ

ρpωqδωpAq.

�
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Corollaire 2.6. Une loi de probabilité P sur pΩ,Aq est discrète si et seulement si
ÿ

ωPΩ

Pptωuq “ 1.

Démonstration. Exo. �

Remarque. Si P est une loi discrète sur pΩ,Aq de densité associée ρ, on a pour tout
A P A :

PpAq “
ż

A
ρ dµc.

Cette formule permet de prolonger P en une loi de probabilité définie sur PpΩq tout
entier.

Exemple 1. Soit Ω un ensemble fini. Il existe une unique loi de probabilité sur Ω
telle que

Pptωuq “
1

#Ω
pour tout ω P Ω.

On dit que P est la loi uniforme sur Ω. Par définition, on a

PpAq “
#A

#Ω
pour tout A Ď Ω.

Démonstration. Si on pose ρpωq “ 1
#Ω pour tout ω P Ω, alors ρ ě 0 et

ř

ωPΩ ρpωq “

1, donc ρ est une densité discrète. �

Exemple 2. Soit p P r0, 1s. Il existe une unique loi de probabilité sur Ω “ t0, 1u
telle que

Ppt1uq “ p et Ppt0uq “ 1´ p.

On dit que P est la loi de Bernoulli de paramètre p, et on la note Bppq.

Démonstration. Exo. �

Exemple 3. Soit n P N, et soit p P r0, 1s. Il existe une unique loi de probabilité P
sur Ω “ J0, nK telle que

Pptkuq “
ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k pour tout k P J0, nK.

On dit que P est la loi binomiale Bpn, pq.

Démonstration. Si on pose ρpkq “
`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k pour tout k P J0, nK, alors ρ ě 0
et

ÿ

kPJ0,nK

ρpkq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k “
`

p` p1´ pq
˘n
“ 1.

�

Exemple 4. Soit λ ą 0. Il existe une unique loi de probabilité sur Ω “ N telle que

Pptkuq “
λk

k!
e´λ pour tout k P N.

On dit que P est la loi de Poisson de paramètre λ, et on la note Ppλq.
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Démonstration. Si on pose ρpkq “ λk

k! e
´λ pour tout k P N, alors

ÿ

kPN
ρpkq “ e´λ

8
ÿ

k“0

λk

k!
“ e´λ ˆ eλ “ 1.

�

Lemme 2.7. (intégration)
Soit P une loi de probabilité discrète sur un univers Ω, de densité associée ρ : Ω Ñ R`.

(i) Pour toute fonction (mesurable) positive f sur Ω, on a

(˚)
ż

Ω
f dP “

ÿ

ωPΩ

fpωqρpωq “
ÿ

ωPΩ

Pptωuqfpωq.

(ii) Une fonction (mesurable) f : Ω Ñ R est intégrable par rapport à P si et
seulement si

ř

ωPΩ |fpωq|ρpωq ă 8, et alors p˚q est vraie.

Démonstration. (i) Il s’agit de montrer que pour toute fonction (mesurable) f :
Ω Ñ R`, on a

ż

Ω
f dP “

ż

Ω
fρ dµc,

où µc est la mesure de comptage sur Ω. Si f est une fonction indicatrice, f “ 1A, c’est
OK d’après la Proposition 2.3 :

ż

Ω
1A dP “ PpAq “

ÿ

ωPA

ρpωq “
ÿ

ωPΩ

1Apωqρpωq “

ż

Ω
1Aρ dµc.

Par linéarité, c’est encore OK pour une fonction f étagée positive ; et on conclut par
convergence monotone.

(ii) Exo. �

Lemme 2.8. (évènements presque sûrs)
Soit P une loi discrète sur Ω, de densité associée ρ : Ω Ñ R`. Un évènement E Ď Ω
est presque sûr si et seulement si ρpωq “ 0 pour tout ω R E.

Démonstration. Évident puisque PpEcq “
ř

ωRE ρpωq. �

Corollaire 2.9. Si ρpωq ą 0 pour tout ω P Ω, alors le seul évènement presque
sûr est E “ Ω ; autrement dit : une propriété (dépendant de ω P Ω) est vraie presque
sûrement si et seulement si elle est vraie pour tout ω P Ω.

2.2. Lois à densité. Dans ce qui suit, on note λd la mesure de Lebesgue sur Rd,
et pour une fonction (borélienne) f positive ou intégrable sur Rd, on pose

ż

Rd
fpxq dx :“

ż

Rd
f dλd

Définition 2.10. Soit d P N˚. Une densité lebesguienne sur Rd est une fonction
borélienne ρ : Rd Ñ R telle que ρ ě 0 presque partout et

ş

Rd ρpxqdx “ 1.

Remarque. On peut étendre la définition en autorisant ρ à n’être définie que λd-
presque partout.
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Lemme 2.11. Si ρ : Rd Ñ R est une densité lebesguienne, on définit une loi de
probabilité sur Rd en posant pour tout borélien A Ď Rd :

PpAq “
ż

A
ρpxq dx.

Démonstration. On sait (cf cours d’intégration) que cette formule définit une me-
sure borélienne sur Rd ; et on a PpRdq “

ş

Rd ρpxq dx “ 1. �

Définition 2.12. Une dit qu’une loi de probabilité P sur Rd est une loi à densité
si elle provient d’une densité lebesguienne, i.e. s’il existe une densité lebesguienne ρ
telle que PpAq “

ş

A ρpxqdx pour tout borélien A Ď Rd. On écrit alors P “ ρdx, ou
P “ ρpxqdx, ou encore dPpxq “ ρpxqdx.

Remarque 1. La loi détermine la densité : si ρ1dx “ ρ2dx, alors ρ1pxq “ ρ2pxq
presque partout (relativement à λd).

Démonstration. Supposons que ρ1 et ρ2 ne soient pas presque partout égales, au-
trement dit que λdptρ1 ‰ ρ2uq ą 0. Alors on a par exemple λdptρ1 ą ρ2uq ą 0. Si on
pose E “ tρ1 ą ρ2u, alors ρ1 ´ ρ2 ą 0 sur E et λdpEq ą 0, donc

ş

Epρ1 ´ ρ2q dλd ą 0.
Donc

ş

E ρ1pxq dx ą
ş

E ρ2pxq dx, et donc ρ1dx ‰ ρ2dx. �

Remarque 2. Si P est une loi à densité sur Rd, alors P est une mesure diffuse :
on a Pptxuq “ 0 pour tout x P Rd.

Démonstration. On sait que λdptxuq “ 0 pour tout x P Rd ; donc Pptxuq “
ş

txu ρ dλd “

0. �

Exemple 1. Si K est un borélien de Rd tel que 0 ă λdpKq ă 8, la fonction

ρ :“
1

λdpKq
1K

est une densité lebesguienne sur Rd. La loi P “ 1
λdpKq

1K dx s’appelle la loi uniforme
sur K. Par définition, on a

PpAq “
λdpAXKq

λdpKq
pour tout borélien A Ď Rd,

et donc
PpAq “

λdpAq

λdpKq
pour tout borélien A Ď K.

En particulier, la loi uniforme sur r0, 1s est P “ 1r0,1sdx.

Démonstration. On a
ş

Rd 1Kpxq dx “
ş

Rd 1K dλd “ λdpKq, donc
ş

Rd ρpxq dx “
1. �

Exemple 2. La fonction ρ : RÑ R définie par

ρpxq :“
1
?

2π
e´

x2

2

est une densité lebesguienne sur R. Plus généralement, si m P R et σ ą 0 sont donnés,
la fonction

ρm,σpxq :“
1

?
2πσ

e´
px´mq2

2σ2
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est une densité lebesguienne. La loi P “ 1?
2πσ

e´px´mq
2{2σ2

dx s’appelle la loi normale
N pm,σ2q.

Démonstration. On a
ż

R
ρm,σpxq dx “

1
?

2πσ

ż

R
e´

px´mq2

2σ2 dx

“
1

?
2πσ

ż

R
e´

u2

2 σdu en posant u “ px´mq
σ

“ 1 car
ş

R e
´u2

2 du “
?

2π.

�

Remarque. Il faut savoir redémontrer que
ş

R e
´u2{2du “

?
2π.

Exemple 3. La fonction ρ : RÑ R définie par

ρpxq :“
1

π

1

1` x2

est une densité lebesguienne sur R. La loi P “ 1
π

dx
1`x2

s’appelle la loi de Cauchy.

Démonstration. On a
ş

R ρpxq dx “ 1 car
ş

R
dx

1`x2
“

“

arctanpxq
‰8

´8
“ π. �

Exemple 4. Soit λ ą 0. La fonction ρ : RÑ R définie par

ρpxq :“ λ e´λx1s0,8rpxq

est une densité lebesguienne sur R. La loi P “ λ e´λx1s0,8rpxqdx s’appelle la loi expo-
nentielle de paramètre λ, et se note Epλq.

Démonstration. On a
ş

R ρpxq dx “ λ
ş8

0 e´λxdx “ λˆ
“

´ 1
λ e
´λx

‰8

0
“ 1. �

Lemme 2.13. (intégration)
Soit P une loi à densité sur Rd, de densité associée ρ : Rd Ñ R`.

(i) Pour toute fonction borélienne positive f sur Rd, on a

(˚)
ż

Rd
f dP “

ż

Rd
fpxqρpxq dx.

(ii) Une fonction borélienne f : Rd Ñ R est intégrable par rapport à P si et seule-
ment si

ş

Rd |fpxq|ρpxqdx ă 8, et alors p˚q est vraie.

Démonstration. La preuve est exactement la même que celle du Lemme 2.7. �

Lemme 2.14. (évènements presque sûrs)
Soit P une loi à densité sur Rd, de densité ρ : Rd Ñ R. Un évènement E Ď Rd est
presque sûr si et seulement si ρpxq “ 0 pour presque tout x R E relativement à la mesure
de Lebesgue λd, autrement dit si λdpEc X tρ ‰ 0uq “ 0.

Démonstration. C’est évident puisque PpEcq “
ş

Ec ρ dλd. �
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3. Probabilités conditionnelles

On se donne un espace de probabilité pΩ,A,Pq, et on suppose que pΩ,A,Pq modè-
lise une “expérience réelle". Donc on identifie complètement les “évènements mathéma-
tiques” (i.e. les E P A) avec des “évènements réels"

Définition intuitive. Soit E un évènement. Si A est un autre évènement, la pro-
babilité de A sachant E, notée PpA |Eq, est le degré de plausibilité qu’on accorderait
à A si on était certain que l’évènement E se produit.

Exemple 1. Si on joue 2 fois à pile ou face, il est intuitivement clair que le résultat
du 1er lancer n’influe pas sur les chances d’obtenir “pile" au 2ème jet. Donc on a par
exemple Pp“pile" au 2ème jet | “face" au 1er jetq “ 1{2.

Exemple 2. Si on tire 2 cartes l’une après l’autre dans un jeu de 52 cartes, il est
intuitivement clair que Ppla 2ème carte est un “pique" | la 1ère est un “pique"q “ 12

51 et
que Ppla 2ème carte est un “pique" | la 1ère est un “coeur"q “ 13

51 ¨

Propriétés intuitives.
poq Si E est un évènement “presque impossible", i.e. PpEq “ 0, alors PpA |Eq n’a

pas de sens. (Si l’impossible se produit, on ne peut plus rien dire de sensé...).
piq L’application A ÞÑ PpA |Eq est une loi de probabilité.
piiq PpE |Eq “ 1. (Si on est certain que E se produit... on est certain que E se produit.)
piiiq Pour les évènements A dont la réalisation implique celle de E, i.e. les A Ď

E, PpA |Eq est proportionnelle à PpAq. (Le fait de savoir que E est réalisé ne change
“esentiellement pas" le degré de plausibilité qu’on accorde à A si de toutes façons A entraine
E.)

Fait 3.1. Si A et E sont deux évènements et si PpEq ‰ 0, alors

(˚) PpA |Eq “
PpAX Eq
PpEq

¨

Démonstration. Par (i) et (ii) on doit avoir PpEc |Eq “ 1´ PpE |Eq “ 0, donc

PpA |Eq “ P
`

pAX Ecq |E
˘

` P
`

pAX Eq |E
˘

“ P
`

pAX Eq |E
˘

;

et donc par (iii) :
PpA |Eq “ cPpAX Eq,

où c est une constante indépendante de A. Comme PpE |Eq “ 1 et PpEq ‰ 0 par (iii)
et (o), on a c “ 1{PpEq ; donc OK. �

Intérêt. La formule p˚q donne une définition mathématique précise de la proba-
bilité conditionnelle.

Exercice. Montrer que si Ω est fini et si P est la loi uniforme sur Ω, alors la restriction
de Pp ¨ |Eq à PpEq est la loi uniforme sur E.

Notation. Si A,E1, . . . , En sont des évènements et si PpE1 X ¨ ¨ ¨ X Enq ‰ 0, on
pose

PpA |E1, . . . , Enq “ PpA |E1 X ¨ ¨ ¨ X Enq.

C’est la “probabilité que A soit réalisé sachant que E1, E2 ... et En sont réalisés".
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Proposition 3.2. Si E1, . . . , EN sont des évènements tels que PpE1X¨ ¨ ¨XEN q ‰ 0,
alors on a la formule des probabilités en cascade :

PpE1 X ¨ ¨ ¨ X EN q “ PpE1qPpE2 |E1qPpE3 |E1, E2q ¨ ¨ ¨PpEN |E1, . . . , EN´1q.

Démonstration. Le second membre est égal à

PpE1q ˆ
PpE2 X E1q

PpE1q
ˆ

P
`

E3 X pE2 X E1q
˘

PpE2 X E1q
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

P
`

EN X pEN´1 X ¨ ¨ ¨ X E1q
˘

PpEN´1 X ¨ ¨ ¨ X E1q
,

qui se simplifie “en diagonale" pour donner PpEN X ¨ ¨ ¨ X E1q. �

Remarque. C’est cette formule qui justifie l’utilisation d’“arbres pondérés" pour
calculer des probabilités.

Exemple. On tire 4 cartes au hasard dans un jeu de 52 cartes, et on veut savoir
quelle est la probabilité d’obtenir un carré.

Il y a 13 carrés possibles, qui sont évidemment “équiprobables" ; donc la probabilité
cherchée est p “ 13q, où q est la probabilité d’obtenir un carré d’as. On considère que
les cartes sont tirées l’une après l’autre. Si on note Ei l’évènement “la i-ème carte tirée
est un as" (pour i “ 1, 2, 3, 4) alors

q “ PpE1qPpE2 |E1qPpE3 |E1, E2qPpE4 |E1, E2, E3q

“
4

52
ˆ

3

51
ˆ

2

50
ˆ

1

49
,

d’où après simplification : p “ 1
20825 ¨

Proposition 3.3. (formule des probabilités totales)
Si pEiqiPI est une partition dénombrable de Ω en évènements tels que PpEiq ‰ 0, alors
on a pour tout évènement A :

PpAq “
ÿ

iPI

PpA |EiqPpEiq.

Démonstration. On a A “
Ť

iPIpA X Eiq, réunion dénombrable disjointe, donc
PpAq “

ř

iPI PpAX Eiq “
ř

iPI PpA |EiqPpEiq. �

Exemple. Une petite fille aimant les bonbons au citron mais pas les bonbons à la
banane a devant elle trois boites opaques, la la première contenant 10 bonbons au citron
et 30 bonbons à la banane, la 2ème contenant 20 bonbons au citron et 20 bonbons à
la banane, et la 3è contenant 20 bonbons au citron et 30 bonbons à la banane. Elle
choisit une boite au hasard et pioche un bonbon dedans. On veut savoir quelle est la
probabilité qu’elle mange le bonbon.

La probabilité cherchée est p “ PpAq, où A est l’évènement “la petite fille pioche un
bonbon au citron". Si on numérote les boites et qu’on note Ei l’évènement “la petite
fille choisit la boite numéro i" (pour i “ 1, 2, 3), on a PpEiq “ 1

3 pour i “ 1, 2, 3. Donc,
par la formule des probabilités totales,

p “
1

3

`

PpA |E1q ` PpA |E2q ` PpA |E3q
˘

“
1

3
ˆ
`10

40
`

20

40
`

20

50

˘

;

soit finalement p “ 23
60 ¨
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Proposition 3.4. (Théorème de Bayes)

(1) Si E et E1 sont deux évènements tels que PpEq ‰ 0 et PpE1q ‰ 0, alors

PpE1 |Eq “
PpE |E1qPpE1q

PpEq
¨

(2) Soit pEiqiPI une partition dénombrable de Ω en évènements tels que PpEiq ‰ 0.
Pour tout évènement E tel que PpEq ‰ 0 et pour tout i0 P I, on a

PpEi0 |Eq “
PpE |Ei0qPpEi0q

ř

iPI PpE |EiqPpEiq
¨

Démonstration. (1) est évident.
(2) Par (1)

PpEi0 |Eq “
PpE |Ei0qPpEi0q

PpEq
;

d’où le résultat par la formule des probabilités totales. �

Exemple. Dans un certain ensemble d’objets, on estime que 1 objet sur N est
défectueux. On met au point un test pour détecter les objets défectueux. Le test est
efficace à 100% (un objet défectueux a 100% de chances d’être détecté), mais il y a
ε% de chances qu’un objet non défectueux soit déclaré défectueux par le test (ε ą 0).
On veut savoir quelle est la fiabilité du test, autrement dit la probabilité qu’un objet
déclaré défectueux par le test soit effectivement défectueux.

L’expérience consiste à tirer un objet au hasard et à le tester. si on note D l’évène-
ment “l’objet est défectueux" et DD l’évènement “l’objet est déclaré défectueux", alors
la probabilité cherchée est p “ PpD |DDq. On applique la théorème de Bayes avec la
partition pD,Dcq :

p “
PpDD |DqPpDq

PpDD |DqPpDq ` PpDD |DcqPpDcq

“
1ˆ 1

N

1ˆ 1
N `

ε
100 ˆ p1´

1
N q
,

autrement dit
p “

100

100` εpN ´ 1q
¨

Application numérique : avec N “ 1000 et ε “ 1, on obtient p “ 100
1099 ă

1
10 ¨

4. Évènements indépendants

Définition 4.1. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité.

(1) On dit que deux évènements E et F sont indépendants si on a PpE X F q “
PpEqPpF q.

(2) Plus généralement, étant donné une famille pEiqiPI d’évènements, on dit que
les Ei sont indépendants, ou que la famille pEiqiPI est indépendante
si, pour tous i1, . . . , ir P I deux à deux distincts, on a

PpEi1 X Ei2 X ¨ ¨ ¨ X Eirq “ PpEi1qPpEi2q ¨ ¨ ¨PpEirq.

Remarque 1. Si E et F sont deux évènements tels que PpEq ą 0 et PpF q ą 0, alors

E et F indépendants ðñ PpE |F q “ PpEq ðñ PpF |Eq “ PpF q.
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Démonstration. Évident puisque PpE X F q “ PpE |F qPpF q “ PpF |EqPpEq. �

Remarque 2. Plus généralement, si pEiqiPI est une famille quelconque d’évènements
avec PpEiq ą 0 pour tout i, alors dire que les Ei sont indépendants signifie que pour
tout i P I et pour tous j1, . . . , jm différents de i, on a PpEi |Ej1 , . . . , Ejmq “ PpEiq.

Démonstration. Exo. �

Remarque 3. Par définition, une famille d’évènements pEiqiPI est indépendante si
et seulement si toute sous-famille finie pEiqiPF est indépendante. En particulier, si les
Ei sont indépendants, alors ils sont deux à deux indépendants : pour tous i, j tels
que i ‰ j, les évènements Ei et Ej sont indépendants.

Exemple 1. Une boite opaque contient N1 ě 1 dragibus noirs et N2 ě 1 dragibus
rouges. On tire n ě 2 dragibus l’un après l’autre dans la boite, et pour i “ 1, . . . , n, on
note Ei l’évènement “le i-ème dragibus tiré est noir". Alors :

(i) si on remet à chaque fois le dragibus tiré dans la boite, les évènementsE1, . . . , En
sont indépendants ;

(ii) si on mange à chaque fois le dragibus tiré, les évènements E1, . . . , En ne sont
pas indépendants.

Démonstration. On note N “ N1 `N2 le nombre total de dragibus.

(i) Comme on remet les dragibus à chaque fois, la couleur du i-ème n’est pas
influencé par celle des autres. Donc, il est intuitivement “évident" que si si i P J1, nK et
j1, . . . , jm ‰ i, alors PpEi |Ej1 , . . . , Ejmq “ N1{N “ PpEiq.

(ii) On va montrer que E1 et E2 ne sont déjà pas indépendants.
Il est intuitivement “évident" que PpE1q “

N1
N ; et comme on mange à chaque fois

le dragibus tiré, il est aussi “évident" que PpE2 |E1q “
N1´1
N´1 ¨ Pour conclure, il suffit

donc de montrer que PpE2q “
N1
N (ce qui prouvera que PpE2 |E1q ‰ PpE2q puisque

N1 ‰ N). Ce dernier fait parait pas “évident", mais se démontre avec un petit calcul :
par la formule des probabilités totales, on a

PpE2q “ PpE2 |E1qPpE1q ` PpE2 |E
c
1qPpEc1q

“
N1 ´ 1

N ´ 1
ˆ
N1

N
`

N1

N ´ 1
ˆ

ˆ

1´
N1

N

˙

“
1

NpN ´ 1q

`

pN1 ´ 1qN1 `N1pN ´N1q
˘

“
1

NpN ´ 1q
ˆ p´N1 `N1Nq “

N1

N
¨

�

Exemple 2. On lance deux dés l’un après l’autre. On note E1 l’évènement “le
1er chiffre obtenu est pair", E2 l’évènement “le 2è chiffre obtenu est impair", et enfin
E l’évènement “la somme des chiffres est paire". Alors E1, E2, E sont deux à deux
indépendants, mais pas indépendants.

Démonstration. Exo. �

Le fait suivant est intuitivement raisonnable, mais pas “évident”.
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Fait 4.2. Soit pEiqiPI une famille indépendante d’évènements. Si pFiqiPI est une
famille d’évènements telle que @i P I : Fi “ Ei ou Eci , alors les Fi sont indépendants.

Démonstration. Tout repose sur un

Sous-fait. Le résultat est vrai s’il existe j0 P I tel que Fj0 “ Ecj0 et Fi “ Ei pour
i ‰ j0.

Preuve du sous-fait. Soient i1, . . . , ir P I deux à deux différents. On veut montrer
que PpFi1 X ¨ ¨ ¨ X Firq “ PpFi1q ¨ ¨ ¨PpFirq.

Si tous les ik sont ‰ j0, il n’y a rien à faire puisque Fik “ Eik pour tout k et que
les Ei sont indépendants.

Si par exemple i1 “ j0, alors

PpFi1 X ¨ ¨ ¨ X Firq “ PpEcj0 X Ei2 X ¨ ¨ ¨ X Eirq
“ P

`

pEi2 X ¨ ¨ ¨ X EirqzpEj0 X Ei2 X ¨ ¨ ¨ X Eirq
˘

“ PpEi2 X ¨ ¨ ¨ X Eirq ´ PpEj0 X Ei2 X ¨ ¨ ¨ X Eirq
“ PpEi2q ¨ ¨ ¨PpEirq ´ PpEj0qPpEi2q ¨ ¨ ¨PpEirq
“

`

1´ PpEj0q
˘

PpEi2q ¨ ¨ ¨PpEirq
“ PpEcj0qPpEi2q ¨ ¨ ¨PpEirq
“ PpFi1q ¨ ¨ ¨PpFirq.

�

Soient i1, . . . , ir P I deux à deux ‰. En appliquant r fois le sous-fait, on voit que la
famille pFi1 , Ei2 , . . . , Eirq est indépendante, puis que la famille pFi1 , Fi2 , Ei3 , . . . , Eirq
est indépendante, etc jusqu’à pFi1 , . . . , Firq. Ainsi, toute sous-famille finie de la famille
pFiqiPI est indépendante, donc OK. �

Remarque. Voici une preuve “directe” du fait que si E et F sont deux évènements
indépendants, alors Ec et F c sont indépendants. On a

PpEc X F cq “ P
`

pE Y F qc
˘

“ 1´ PpE Y F q
“ 1´

`

PpEq ` PpF q ´ PpE X F q
˘

“ 1´ PpEq ´ PpF q ` PpEqPpF q car PpE X F q “ PpEqPpF q
“

`

1´ PpEq
˘ `

1´ PpF q
˘

“ PpEcqPpF cq.





Chapitre 3

Variables aléatoires

1. Définition et exemples

Définition 1.1. Soit pΛ,Bq un univers probabilisable. Une variable aléatoire
à valeurs dans pΛ,Bq est une application mesurable X : pΩ,A,Pq Ñ pΛ,Bq, où
pΩ,A,Pq est un certain espace de probabilité.

Remarque 1. On écrira “va” au lieu de “variable aléatoire”.

Remarque 2. S’il n’y a pas de doutes sur qui est la tribu B, on parle de variable
aléatoire à valeurs dans Λ.

Remarque 3. Une va réelle est une va à valeurs dans R.

Remarque 4. On appellera encore variable aléatoire toute “va presque sûrement
définie”, autrement dit toute application mesurable X : Ω0 Ñ Λ, où Ω0 Ď Ω est
mesurable avec PpΩ0q “ 1.

Exemple 1. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité. Si E est un évènement, alors
1E est une va définie sur Ω, à valeurs dans t0, 1u.

Exemple 2. On joue n fois à pile ou face, et on appelle X le nombre de “piles”
obtenus. On modélise la situation en prenant Ω “ t0, 1un, où 1 correspond à “pile” et
0 correspond à “face”. Tous les résultats sont équiprobables, donc on prend pour P la
loi uniforme. Alors X devient une va définie sur Ω, à valeurs dans Λ “ J0, nK. En fait,
si ω “ pω1, . . . , ωnq P Ω où ωi P t0, 1u, alors Xpωq “

řn
i“1 ωi.

Exemple 3. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité quelconque. Si on pose Xpωq “
ω pour tout ω P Ω, alors X est une va à valeurs dans pΩ,Aq.

2. Loi d’une variable aléatoire

Notation. Si X : pΩ,A,Pq Ñ pΛ,Bq est une va, on pose pour tout A P B :

tX P Au :“ tω P Ω; Xpωq P Au “ X´1pAq.

Lemme 2.1. Si X est une va définie sur pΩ,A,Pq et à valeurs dans pΛ,Bq, on
définit une loi de probabilité PX sur pΛ,Bq en posant pour tout A P B :

PXpAq “ P
`

tX P Au
˘

.

On dit que PX est la loi de X sous la probabilité P.

Démonstration. La définition a un sens car tX P Au “ X´1pAq P A pour tout
A P B et donc on peut bien écrire PptX P Auq. Si pAkqnPN est une suite d’éléments de
B deux à disjoints, alors

 

X P
Ť

kPNAk
(

“
Ť

kPNtX P Aku où la réunion est disjointe,
donc PX

`
Ť

kPNAk
˘

“ P
`
Ť

kPNtX P Aku
˘

“
ř8
k“0 PpX P Akq “

ř8
k“0 PXpAkq. Donc

PX est une mesure ; et on a PXpΛq “ PpX P Λq “ PpΩq “ 1. �

25
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Remarque. Pour alléger, on écrit PpX P Aq au lieu de PptX P Auq. Donc

PXpAq “ PpX P Aq.

Exemple 1. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, E un évènement, et p “ PpEq.
Si X “ 1E , alors PX est la loi de Bernoulli Bppq.

Démonstration. On a PXpt1uq “ PpX “ 1q “ PpEq “ p ; et de même PXpt0uq “
PpEcq “ 1´ p. �

Exemple 2. On joue n fois à pile ou face et on appelle X le nombre de “piles”
obtenus. Alors X suit la loi binomiale Bpn, 1

2q.

Démonstration. On a dit plus haut qu’on modélise en prenant Ω “ t0, 1un, où 1
correspond à “pile” et 0 à “face”, avec pour P la loi uniforme. Alors, on a pour tout
k P J0, nK :

PpX “ kq “
#
!

ω P Ω; #ti P J1, nK; ωi “ 1u “ k
)

#Ω

“
#
 

A Ď J1, nK; #A “ k
(

2n

“

ˆ

n

k

˙

1

2n
;

autrement dit PpX “ kq “
`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k avec p “ 1{2. �

Exemple 2’. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, et soit p P r0, 1s. Soient
également E1, . . . , En des évènements indépendants tels que PpE1q “ ¨ ¨ ¨ “ PpEnq “ p.
Pour ω P Ω, on pose Xpωq :“ 7

 

i P J1, nK; ω P Ei
(

. Alors X suit la loi binomiale
Bpn, pq.

Démonstration. L’application X est à valeurs dans J0, nK. Le fait que X soit effec-
tivement une va (i.e. soit mesurable) est laissé en exo.

Pour A Ď J1, nK, posons

EA :“
 

ω P Ω; ω P Ei si i P A et ω R Ei si i R A
(

“
č

iPA

Ei X
č

jPJ1,nKzA

Ecj .

Par indépendance, on a

PpEAq “ p#Ap1´ pqn´#A pour tout A Ď J1, nK.

De plus, pour k P J0, nK donné, l’évènement tX “ ku est la réunion disjointe des EA
pour les A vérifiant #A “ k. Donc

PpX “ kq “
ÿ

 

AĎJ1,nK; #A“k
(

p#Ap1´ pqn´#A “

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k.

�

Remarque. Cet exemple s’interprète de la façon suivante. Supposons qu’on répète
n fois une expérience “binaire” (le résultat est soit un “succès”, soit un “échec”) où la
probabilité de “succès” est p P r0, 1s. Alors, en considérant que les répétitions sont
indépendantes, le nombre X de “succès” suit la loi Bpn, pq. On est bien dans la situation
de l’exemple précédent, en prenant pour Ei l’évènement “succès au i-ème coup”.
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Exemple 3. Si µ est une loi de probabilité quelconque sur un univers probabilisable
pΛ,Bq, alors il existe une va X à valeurs dans pΛ,Bq telle que PX “ µ.

Démonstration. On prend pΩ,A,Pq “ pΛ,B, µq et on pose Xpωq “ ω pour tout
ω P Ω (micro-exo). �

Exercice. On lance 2 dés, et on appelle X la somme des chiffres obtenus. Montrer
que pour k “ 2, . . . , 12, on a PXptkuq “ k´1

36 si 2 ď k ď 6 et PXptkuq “ 13´k
36 si

6 ă k ď 12.

Remarque. On dit qu’une va X à valeurs dans Λ est discrète si sa loi PX est
discrète ; autrement dit s’il existe un ensemble dénombrable D tel que X est presque
sûrement à valeurs dans D. On dit qu’une va X à valeurs dans Rd est une va à densité
si sa loi PX est à densité. Donc (cf le Chapitre 2)

‚ si X est une va discrète, on a pour tout A Ď Λ :

PXpAq “
ÿ

aPA

PXptauq “
ÿ

aPA

PpX “ aq;

‚ si X est une va à densité à valeurs dans Rd, de densité ρX , on a pour tout
borélien A Ď Rd :

PXpAq “
ż

A
ρXpxq dx.

Exercice. Soit X une va réelle telle que PX soit une mesure diffuse (par exemple
une va à densité), et soit Z “ pX,Xq, qui est une va à valeurs dans R2. Montrer que
PZ est une mesure diffuse, mais qu’elle n’est pas à densité.

3. “Théorème de transfert”

Théorème 3.1. Soit X une va définie sur pΩ,A,Pq et à valeurs dans pΛ,Bq.

(1a) Pour toute fonction mesurable positive f : Λ Ñ R, on a

(˚)
ż

Λ
f dPX “

ż

Ω
f ˝X dP.

(1b) Une fonction mesurable f : Λ Ñ C est intégrable sur Λ par rapport à PX
si et seulement f ˝ X est intégrable sur Ω par rapport à P ; et dans ce cas
p˚q est vraie. En particulier, ceci a lieu pour toute fonction mesurable bornée
f : Λ Ñ R.

(2) L’identité p˚q caractérise PX : si µ est une loi de probabilité sur pΛ,Bq telle
que

ş

Ω f ˝ X dP “
ş

f dµ pour toute fonction mesurable positive f : Λ Ñ R,
alors µ “ PX .

Démonstration. (1a) Si f est une fonction indicatrice, f “ 1E où E Ď Λ, on a
f ˝ X “ 1E ˝ X “ 1tXPEu, donc

ş

Ω f ˝ X dP “ PpX P Eq “ PXpEq “
ş

Λ 1E dPX “
ş

Λ f dPX . Par linéarité, on en déduit que p˚q est vraie pour toute fonction étagée positive
f : Λ Ñ R ; et par convergence monotone, on obtient p˚q pour toute fonction mesurable
positive.

(1b) se déduit “comme d’habitude” de (1a) : on applique (1a) à |f | pour l’intégra-
bilité ; puis on écrit f “ u` iv “ pu` ´ u´q ` ipv` ´ v´q et on applique (1a) à u˘, v˘
pour p˚q.
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(2) D’après (1a), on a
ş

Λ f dµ “
ş

Ω f ˝X dP “
ş

Λ f dPX pour toute fonction mesu-
rable f : Λ Ñ R`. En particulier, en prenant f “ 1E , on obtient µpEq “ PXpEq pour
tout ensemble mesurable E Ď Λ, et donc µ “ PX . �

Remarque. Au lieu de f ˝X, on écrira souvent fpXq. Donc, la formule p˚q s’écrit
ż

Ω
fpXq dP “

ż

Λ
fpxq dPXpxq.

Corollaire 3.2. Si X est une va discrète, à valeurs dans un ensemble dénombrable
I, on a pour toute fonction f : I Ñ R` :

ż

Ω
fpXq dP “

ÿ

iPI

fpiqPpX “ iq.

Démonstration. Comme PX est une loi discrète, on a
ż

I
f dPX “

ÿ

iPI

fpiqPXptiuq “
ż

I
fpiqPpX “ iq;

donc OK puisque
ş

Ω fpXq dP “
ş

I f dPX par le Théorème de transfert. �

Corollaire 3.3. Si X est une va à densité à valeurs dans Rd, de densité associée
ρX : Rd Ñ R, on a pour toute fonction borélienne f : Rd Ñ R` :

ż

Ω
fpXq dP “

ż

Rd
fpxq ρXpxqdx.

Démonstration. Exo. �

Remarque. Si X est une va réelle ou bien ě 0 ou bien intégrable, l’intégrale
ş

ΩX dP s’appelle l’espérance de X et se note EpXq. Par le théorème de transfert, on
a donc

EpXq “
ż

X
dP “

ż

R
x dPXpxq.

En particulier :
- Si X est une va discrète à valeurs dans un ensemble dénombrable Λ Ă R, alors

EpXq “
ÿ

aPΛ

aPpX “ aq;

- si X est une va à densité, de densité associée ρX : RÑ R`, alors

EpXq “
ż

R
x ρXpxqdx.

On reparlera (longuement) de l’espérance dans un chapitre ultérieur.

Le théorème de transfert donne une méthode “mécanique” pour déterminer la loi
d’une variable aléatoire X : Ω Ñ Λ, qu’on appelle la méthode la fonction muette :
on considère une fonction borélienne f : Λ Ñ R` absolument quelconque (la fonction
“muette”) et on essaye de transformer

ş

Ω fpXq dP pour obtenir
ş

Λ fpxq dµpxq, où µ est
une certaine mesure sur Λ. Si on y arrive, alors on peut conclure que PX “ µ. Voici un
exemple typique.

Exemple. Soit X une va réelle définie sur pΩ,A,Pq et uniformément distribuée
sur s0, 1r, i.e. PX “ 1s0,1rpxqdx. Alors la va Y “ ´ lnpXq suit une loi exponentielle de
paramètre λ “ 1.
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Démonstration. La va Y est bien définie presque sûrement car X ą 0 ps. Comme
X est presque sûrement à valeurs dans s0, 1r, on peut supposer qu’en fait Xpωq P s0, 1r
pour tout ω P Ω (quitte à redéfinir X sur tX R s0, 1ru). Pour toute fonction borélienne
f : RÑ R`, on a

ż

Ω
fpY q dP “

ż

Ω
f
`

´ lnpXq
˘

dP “
ż

Ω
gpXq dP,

où g : RÑ R` est la fonction définie par gpxq “ fp´ lnpxqq si x P s0, 1r et par exemple
gpxq “ 0 sinon. Donc, par le Théorème de transfert appliqué à X,

ż

Ω
fpY q dP “

ż

R
gpxq dPXpxq

“

ż

R
gpxq1s0,1rpxq dx

“

ż 1

0
f
`

´ lnpxq
˘

dx

“

ż 8

0
fpuqe´udu en posant u “ ´ logpxq

“

ż

R
fpuq1s0,8rpuqe

´udu.

Par le Théorème de transfert, on en déduit que PY “ 1s0,8rpuqe
´udu, ce qui est le

résultat annoncé. �

Exercice. Montrer que siX est une va réelle suivant une loiN pm,σ2q et si a, b P R
avec a ‰ 0, alors aX ` b suit la loi N pam` b, a2σ2q.

4. Compositions

Notation. Si X est une va (définie sur pΩ,A,Pq) à valeurs dans pΛ,Bq et si
Φ : pΛ,Bq Ñ pΛ1,B1q est une application mesurable, on pose

ΦpXq “ Φ ˝X.

Ainsi, ΦpXq est une va (définie sur pΩ,A,Pq et) à valeurs dans Λ1.

Proposition 4.1. Soient I, J des univers dénombrables, et soit X : pΩ,A,Pq Ñ I
une va à valeurs dans I. Soit également Φ : I Ñ J . Alors

@j P J : PpΦpXq “ jq “
ÿ

tiPI; Φpiq“ju

PpX “ iq.

Démonstration. Quitte à remplacer I par rI :“ ti P I PpX “ iq ą 0u, on peut
supposer que PpX “ iq ą 0 pour tout i P I. Par la formule des probabilités totales, on
a alors pour tout j P J :

PpΦpXq “ jq “
ÿ

iPI

P
`

ΦpXq “ j |X “ i
˘

PpX “ iq

De plus, étant donné i P I, on a visiblement P
`

ΦpXq “ j |X “ i
˘

“ 1 si Φpiq “ j

et P
`

ΦpXq “ j |X “ i
˘

“ 0 si Φpiq ‰ j. Donc

PpΦpXq “ jq “
ÿ

tiPI; Φpiq“ju

1ˆ PpX “ iq.
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�

Exemple. Soient X1 et X2 deux va à valeurs dans N définies sur Ω. Alors, pour
tout n P N, on a

PpX1 `X2 “ nq “
n
ÿ

k“0

PpX1 “ k,X2 “ n´ kq.

Démonstration. On applique la proposition avec la va X “ pX1, X2q – à valeurs
dans NˆN – et la fonction Φ : NˆNÑ N définie par Φpu, vq “ u` v. Le résultat est

PpX1 `X2 “ nq “
ÿ

tpu,vqPNˆN; u`v“nu

P
`

pX1, X2q “ pu, vq
˘

“

n
ÿ

k“0

P
`

pX1, X2q “ pk, n´ kq
˘

“

n
ÿ

k“0

PpX1 “ k,X2 “ n´ kq.

�

Proposition 4.2. Soit X : pΩ,A,Pq Ñ Rd une va à densité à valeurs dans Rd,
de densité ρX : Rd Ñ R`. On suppose que X est ps à valeurs dans un certain ouvert
U Ă Rd (autrement dit que ρXpxq “ 0 pp sur RdzU). Soit également Φ : U Ñ V un
difféomorphisme de U sur un autre ouvert V Ă Rd. Alors Y :“ ΦpXq est une va à
densité, et sa densité ρY est donnée par

ρY pyq “ ρXpΨpyqq |Jψpyq|, où Ψ “ Φ´1.

Démonstration. Pour toute fonction borélienne f : Rd Ñ R`, on a
ż

Ω
fpΦpXqq dP “

ż

Rd
fpΦpxqq ρXpxqdx

“

ż

U
fpΦpxqq ρXpxqdx car ρXpxq “ 0 pp sur RdzU

“

ż

V
fpyq ρXpΨpyqq|JΨpyq|dy en posant y “ Φpxq, i.e. x “ Ψpyq

“

ż

Rd
fpyq ρXpΨpyqq|JΨpyq|dy car ... ;

donc Y “ ΦpXq a pour loi PY “ ρXpΨpyqq|JΨpyq|dy. �

Exercice. Utiliser la proposition précédente pour redémontrer que si X est une va
réelle uniformément distribuée sur s0, 1r, alors Y “ ´ logpXq suit la loi exponentielle
Ep1q.

5. Variables aléatoires indépendantes

Définition 5.1. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, et soit pXiqiPI une famille
de va définies sur pΩ,A,Pq, chaque Xi étant à valeurs dans un certain pΛi,Biq. On
dit que les Xi sont indépendantes si “elles n’ont aucune influence les unes sur les
autres” ; ce qui se traduit mathématiquement comme suit : pour tous i1, . . . , ir P I deux
à deux distincts et pour tous Ai1 P Bi1 , . . . , Air P Bir , on a

PpXi1 P Ai1 , . . . , Xir P Airq “ PpXi1 P Ai1q ¨ ¨ ¨PpXi1 P Airq.
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En particulier, deux va X et X 1 à valeurs dans pΛ,Bq et pΛ1,B1q respectivement sont
dites indépendantes si on a pour tous A P B et A1 P B1 :

PpX P A,X 1 P A1q “ PpX P AqPpX P A1q

Remarque. Quand il n’y a qu’un nombre fini de va, la définition se simplifie : des
va X1, . . . , Xd à valeurs dans pΛ1,B1q, . . . , pΛd,Bdq sont indépendantes si et seulement
si on a pour tous A1 P B1, . . . , Ad P Bd :

(˚) PpX1 P A1, . . . , Xd P Adq “ PpX1 P A1q ¨ ¨ ¨PpXd P Adq

Démonstration. Exo. �

Exemple 1. On joue n fois à pile ou face Pour i “ 1, . . . , n, on pose Xi “ 0 si le
i-ème jet donne “pile”, et Xi “ 1 si le i-ème jet donne “face”. Alors les va X1, . . . , Xn

sont indépendantes.

Démonstration. On modélise par Ω :“ t0, 1un muni de la loi uniforme, en identifiant
0 à “pile” et 1 à “face”. Alors Xi : Ω Ñ t0, 1u est formellement définie par Xipωq “ ωi
pour ω “ pω1, . . . , ωnq P Ω.

Soient A1, . . . , An Ď t0, 1u. Par définition, on a

tX1 P A1, . . . , Xn P Anu “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn.

Donc, par définition de la loi uniforme,

PpX1 P A1, . . . , Xn P Anq “
#pA1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAnq

#Ω
“

#A1 ¨ ¨ ¨#An
2n

;

autrement dit

PpX1 P A1, . . . , Xn P Anq “
´#A1

2

¯

¨ ¨ ¨

´#An
2

¯

¨

Par ailleurs, on a aussi tXi P Aiu “ t0, 1u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAi ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ t0, 1u, donc

PpXi P Aiq “
#
`

t0, 1u ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAi ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ t0, 1u
˘

#Ω
“

2n´1#Ai
2n

“
#Ai

2
¨

Donc PpX1 P A1, . . . , Xn P Anq “ PpX1 P A1q ¨ ¨ ¨PpXn P Anq. �

Généralisation. Soient Ω1, . . . ,Ωn des ensembles finis, et soit Ω “ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

Ωn muni de la loi uniforme. Pour i “ 1, . . . , n, soit Xi : Ω Ñ Ωi la va définie par
Xipω1, . . . , ωnq “ ωi. Alors les Xi sont indépendantes.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Soit Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s, muni de la mesure de Lebesgue (c’est bien
un espace de probabilité puisque λ2pr0, 1s ˆ r0, 1sq “ 1). On note X : Ω Ñ r0, 1s et
Y : Ω Ñ r0, 1s les va définies par Xpx, yq “ x et Y px, yq “ y. Alors X et Y sont
indépendantes.

Démonstration. Pour tous boréliens A,B Ď r0, 1s, on a

tX P A, Y P Bu “ AˆB.
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Donc

PpX P A, Y P Bq “ λ2pAˆBq

“ λ1pAqλ1pBq

“ λ2pAˆ r0, 1sqλ2pr0, 1s ˆBq

“ PpX P AqPpY P Bq.
�

Exemple 3. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité (quelconque), et soit pEiqiPI
une famille d’évènements. Alors les va 1Ei sont indépendantes si et seulement si les
évènements Ei sont indépendants.

Démonstration. Exo non évident. (Il faut utiliser le Fait 4.2 du Chapitre 2.) �

Lemme 5.2. Soient X et Y des va discrètes définies sur pΩ,A,Pq et à valeurs dans
des univers dénombrables I et J . Pour pouvoir conclure que X et Y sont indépendantes,
il suffit d’avoir vérifié que

(˚) PpX “ i, Y “ jq “ PpX “ iqPpY “ jq pour tout i P I et pour tout j P J.

Démonstration. Supposons p˚q vérifiée, et soient A Ď I et B Ď J quelconques. On
a

tX P A, Y P Bu “
ď

pi,jqPAˆB

Ei,j , où Ei,j “ tX “ i, Y “ ju.

Comme les Ei,j sont deux à deux disjoints et que AˆB est dénombrable, on en déduit

PpX P A, Y P Bq “
ÿ

pi,jqPAˆB

PpEi,jq

“
ÿ

pi,jqPAˆB

PpX “ i, Y “ jq

“
ÿ

pi,jqPAˆB

PpX “ iqPpY “ jq par p˚q

“

˜

ÿ

iPA

PpX “ iq

¸˜

ÿ

jPB

PpY “ jq

¸

“ PpX P AqPpY P Bq.
Donc X et Y sont indépendantes. �

Attention. Le lemme n’est valable que pour des va discrètes.

6. Fonction de répartition d’une va réelle

Définition 6.1. Soit X une va réelle définie sur un espace de probabilité pΩ,A,Pq.
La fonction de répartition de X est la fonction FX : RÑ R définie par

FXptq “ PpX ď tq “ PX
`

s´8, ts
˘

pour tout t P R.

Exemple 1. Supposons que X soit une va à densité, de densité associée ρX : RÑ
R`. Alors on a

FXptq “

ż t

´8

ρXpsq ds pour tout t P R.

En particulier, pour une va à densité on peut dire les choses suivantes.
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(1) La fonction FX est continue sur R.
(2) Si la densité ρX : RÑ R` est continue, alors FX est de classe C1 et F 1X “ ρX .

Plus précisément, FX est l’unique primitive de ρX qui tend vers 0 en ´8, ou
encore l’unique primitive de ρX qui tend vers 1 en `8.

Démonstration. Tout est évident sauf (1). Soit t0 P R fixé, et soit ptnqně1 une suite
tendant vers t. Pour tout n P N, on a

FXptnq “

ż tn

´8

ρXpsq ds “

ż

R
1rs,8rptnqρXpsq ds.

Si s P R, la fonction 1rs,8r est continue en tout point t ‰ s. Comme tn Ñ t0, on en
déduit que 1rs,8rptnq Ñ 1rs,8rpt0q pour tout s ‰ t0, donc pour presque tout s P R.
Donc, par convergence dominée (exo),

FXptnq “

ż

R
1rs,8rptnqρXpsq ds.Ñ

ż

R
1rs,8rpt0qρXpsq ds “ FXpt0q.

Ainsi, FX est continue en tout point t0 P R. �

Exemple 2. Soit X une va réelle suivant une loi de Bernoulli de paramètre p P
r0, 1s. On a

FXptq “

$

&

%

0 si t ă 0
1´ p si 0 ď t ă 1

1 si t ě 1

Démonstration. Micro-exo. �

Exemple 3. Soit X une va réelle uniformément distribuée sur s0, 1r, i.e. PX “

1s0,1rpxqdx. On a

FXptq “

$

&

%

0 si t ď 0
t si 0 ă t ă 1
1 si t ě 1

Démonstration. Micro-exo à nouveau. �

Exercice. Déterminer FX quand X est une va prenant un nombre fini de valeurs
a1, . . . , aN , avec PpX “ aiq “ pi.

Fait 6.2. Si X est un va réelle quelconque, sa fonction de répartition possède les
propriétés suivantes :

(i) FX est croissante et continue à droite en tout point ;

(ii) 0 ď FX ď 1, limtÑ´8 FXptq “ 0 et limtÑ`8 FXptq “ 1.

Démonstration. (i) Il est évident que FX est croissante (et donc admet une limite
à gauche et à droite en tout point). On a d’une part FXpt`q “ limnÑ8 FXpt `

1
nq “

limnÑ8 PpX ď t` 1
nq ; et d’autre part tX ď tu “

Ş

nPN˚tX ď t` 1
nu où l’intersection

est décroissante. Comme P est une mesure finie, on en déduit FXptq “ PpX ď tq “
limnÑ8 PpX ď t` 1

nq “ FXpt
`q ; donc FX est continue à droite en tout point t P R.

La partie (ii) est laissée en exo. �
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Fait 6.3. Si X est une va réelle, on a pour tout t P R :

PpX “ tq “ PXpttuq “ FXptq ´ FXpt
´q.

En particulier, FX est continue en un point t si et seulement si PXpttuq “ 0 ; et donc
FX est continue sur R si et seulement si PX est une mesure diffuse.

Démonstration. On a PXpttuq “ PpX “ tq “ PpX ď tq ´ PpX ă tq “ FXptq ´
PpX ă tq. De plus, tX ă tu “

Ť

nPN˚tX ď t ´ 1
nu où la réunion est croissante, donc

PpX ă tq “ limnÑ8 PpX ď t ´ 1
nq “ limnÑ8 FXpt ´

1
nq “ FXpt

´q. Ainsi PXpttuq “
FXptq ´ FXpt

´q. Comme de plus FX est continue à droite, on en déduit que FX est
continue au point t si et seulement si PXpttuq “ 0. �

Théorème 6.4. La fonction de répartition caractérise la loi : si X1 et X2 sont deux
va réelles telles que FX1 “ FX2, alors PX1 “ PX2.

Démonstration. On l’a déjà démontré : c’est le Corollaire 1.5 du Chapitre 2. �

Corollaire 6.5. Soit X une va réelle. Si FX est de classe C1 sur R, alors X est
à densité. Plus généralement, si FX est continue sur R et de classe C1 sur RzK où K
est un ensemble fini, alors X est à densité, de densité ρX “ F 1X .

Démonstration. La fonction ρ “ F 1X est définie sur RzK, donc presque partout ; et
ρ ě 0 car la fonction FX est croissante. On posera ρpxq “ 0 pour x P RzK.

Fait. Pour tous a, b P R tels que a ă b, on a

(˚) FXpbq ´ FXpaq “

ż b

a
ρpxq dx.

Preuve du Fait. Soient t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tN´1 les points de K compris entre a et b, et
posons t0 :“ a et tN “ b. On a

FXpbq ´ FXpaq “
N´1
ÿ

k“0

`

FXptk`1q ´ FXptkq
˘

.

De plus FXptk`1q ´ FXptkq “
ştk`1

tk
F 1Xpxq dx pour k “ 0, . . . , N ´ 1 car F est C1 sur

stk, tk`1r et continue sur rtk, tk`1s (exo). D’où p˚q par Chasles. �

En prenant b “ t quelconque et en faisant tendre a vers ´8 dans p˚q on obtient

(˚˚) FXptq “

ż t

´8

ρpxq dx pour tout t P R.

En faisant maintenant tendre t vers `8, on en déduit
ş8

´8
ρpxq dx “ 1. Donc ρ

est une densité lebesguienne. Si on choisit une va rX de loi P
rX
“ ρpxqdx, on obtient

alors FX “ F
rX
par p˚˚q, et donc PX “ P

rX
“ ρpxqdx puisque la fonction de répartition

caractérise la loi. �

Proposition 6.6. Toute fonction F : R Ñ R croissante, continue à droite en
tout point et vérifiant limtÑ´8 F ptq “ 0 et limtÑ`8 F ptq “ 1, est une fonction de
répartition.

Démonstration. On va la faire en supposant que F est continue et strictement
croissante. Dans ce cas F est une bijection de R sur s0, 1r et F´1 : s0, 1rÑ R est
borélienne (en fait, continue). Soit alors U une va réelle uniformément distribuée sur
s0, 1r, i.e. PU “ 1s0,1rpxqdx. Si on pose X “ F´1pUq :“ F´1 ˝ U , alors X est une va
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bien définie puisque F´1 est borélienne ; et comme F est strictement croissante, on a
FXptq “ PpF´1pUq ď tq “ PpU ď F ptqq “ F ptq pour tout t P R, par définition de
la loi uniforme (PpU ď F ptqq “ λ1ps0, 1r X s´8, F ptqsq “ λ1ps0, F ptqsq “ F ptq car
0 ă F ptq ă 1). Donc FX “ F . �





Chapitre 4

Produits

1. Univers produits

Définition 1.1. Soit pΩi,AiqiPI une famille dénombrable d’univers probabilisables,
et soit Ω “

ś

iPI Ωi. Les éléments de Ω sont donc des “points” de la forme ω “ pωiqiPI ,
où ωi P Ωi pour tout i P I.

(1) Un cylindre de Ω est un ensemble C Ď Ω de la forme

C “ tω P Ω; ωi1 P Ai1 , . . . , ωir P Airu

où i1, . . . , ir P I sont deux à deux distincts et Aik P Aik pour k “ 1, . . . , r. Un
tel cylindre se notera toujours

C “! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAir " .

(2) La tribu produit sur Ω est la tribu A engendrée par les cylindres. On écrit
A “ biPIAi

Remarque 1. La tribu A contient tous les singletons ; donc pΩ,Aq est un univers
probabilisable, qu’on appelle l’univers produit des univers pΩi,Aiq.

Démonstration. Soit α “ pαiqiPI un point de Ω fixé. Alors

tαu “
č

iPI

tω P Ω; ωi “ αiu “
č

iPI

! tαiu ",

donc tαu P A car I est dénombrable. �

Remarque 2. On peut parfaitement définir la tribu produit dans le cas d’une famille
non dénombrable d’univers pΩi,Aiq. Mais dans ce cas, la tribu A “

Â

iPI Ai ne contient
pas nécessairement tous les singletons, et donc pΩ,Aq n’est pas forcément un univers
probabilisable au sens de la définition qui a été adoptée.

Fait important. Pour tout i P I, la “projection canonique” πi : Ω Ñ Ωi est
mesurable.

Démonstration. Si A Ď Ωi, alors π´1
i pAq “ tω P Ω; ωi P Au. Donc π´1

i pAq est un
cylindre de Ω pour tout A P Ai, et donc πi est mesurable. �

Cas particulier. Supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini d’univers, notés
pΩ1,A1q, . . . , pΩd,Adq, donc Ω “ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωd.

‚ Un cylindre C de Ω “ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωd peut toujours s’écrire sous la forme

C “ tω “ pω1, . . . , ωdq; ω1 P A1, . . . , ωd P Adu “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAd,

où A1 P A1, . . . , Ad P Ad. En effet : selon la définition générale, C est a priori de la
forme C “ tω; ωi1 P Ai1 , . . . , ωir P Airu, où i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir ; et donc C “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ad
en posant Ai :“ Ωi pour i R ti1, . . . , iru.

37
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‚ La tribu produit se note bdi“1Ai ou A1b¨ ¨ ¨b Ad. Si on a seulement deux univers
pΩ1,A1q et pΩ2,A2q, on écrit A1 b A2.

Exemple 1. Si Ω1 et Ω2 sont deux univers dénombrables, alors PpΩ1q b PpΩ2q “

PpΩ1 ˆ Ω2q.

Démonstration. La tribu PpΩ1q b PpΩ2q contient tous les singletons de Ω1 ˆ Ω2,
donc toutes les parties de Ω1 ˆ Ω2 puisque Ω1 ˆ Ω2 est dénombrable. �

Exemple 2. Si p, q P N˚, alors BpRpq b BpRqq “ BpRp`qq. Si d P N˚, alors
BpRq b ¨ ¨ ¨ bBpRq “ BpRdq.

Démonstration. Vu en principe dans le cours de théorie de l’intégration. �

2. Lois produits

2.1. Définition. Dans cette section, on se donne une famille dénombrable d’es-
paces de probabilité pΩi,Ai,PiqiPI , on pose Ω “

ś

iPI Ωi, et on munit Ω de la tribu
produit A “ biPIAi.

Théorème 2.1. Il existe une unique loi de probabilité P sur l’univers produit pΩ,Aq
telle que

(˚) Pp! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAir "q “ Pi1pAi1q ¨ ¨ ¨PirpAirq
pour tout cylindre C “! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Air "Ď Ω. On dit que P est la loi produit
des lois Pi, i P I ; et on écrit P “ biPIPi. S’il n’ya qu’un nombre fini d’espaces
pΩ1,A1,P1q, . . . pΩd,Ad,Pdq, on écrit P “ P1 b ¨ ¨ ¨ b Pd.

Preuve de l’unicité. Soient P et P1 deux lois de probabilité vérifiant p˚q. Posons
M “ tA P A; PpAq “ P1pAqu, et notons C la famille des cylindres de Ω. Comme P et P1
sont des lois de probabilité, la famille M est une classe monotone ; et M contient C par
hypothèse sur P et P1. De plus, C est un π-système (micro-exo). D’après le Théorème
des classes monotones, M contient la tribu σpCq, qui est par définition égale à A. Donc
PpAq “ P1pAq pour tout A P A, i.e. P “ P1. �

“Preuve” de l’existence. On donne les grandes lignes dans le cas de deux espaces
pΩ1,A1,P1q et pΩ2,A2,P2q. On définit P de la façon suivante : pour A Ă Ω1 ˆ Ω2 tel
que A P A1 b A2, on pose

PpAq :“

ż

Ω1

P2pAxq dP1pxq,

où Ax “ ty P Ω2; px, yq P Au est la “coupe de A à l’abscisse x”.
Le point délicat est de montrer que P est bien définie, autrement dit que Ax P A2

pour tout x P Ω1 (ce qui n’est pas trop difficile), et que la fonction (positive) x ÞÑ P2pAxq
est mesurable, ce qui est non-trivial. C’est une conséquence du Théorème des classes
monotones ; cf le cours de théorie de l’intégration, où la même difficulté apparaissait
déjà dans le chapitre sur l’intégration dans Rd.

Une fois acquis que P est bien définie, il n’est pas difficile de montrer que P est une
loi de probabilité, et facile de vérifier qu’elle convient (exo). �

Remarque. Le Théorème 2.1 est en fait valable pour une famille quelconque (pos-
siblement non dénombrable) d’espaces de probabilité pΩi,Ai,Piq.
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Exemple 1. Soient Ω1, . . . ,Ωd des ensembles finis, et pour i “ 1, . . . , d, soit Pi la
loi uniforme sur Ωi. Alors P1 b ¨ ¨ ¨ b Pd est la loi uniforme sur Ω “ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωd.

Démonstration. Pour tout ω “ pω1, . . . , ωdq P Ω, on a

P1 b ¨ ¨ ¨ b Pdptωuq “ Pptω1u ˆ ¨ ¨ ¨ tωduq

“ P1ptω1uq ¨ ¨ ¨Pdptωduq

“
1

#Ω1
¨ ¨ ¨

1

#Ωd

“
1

#Ω
;

d’où le résultat. �

Exemple 2. Soient P1 “ ρ1pxqdx et P2 “ ρ2pyqdy deux lois à densité sur R. Alors
P1 b P2 “ ρpx, yqdxdy, où ρpx, yq “ ρ1pxqρ2pyq.

Démonstration. On a pour tous boréliens A,B Ď R :

P1 b P2pAˆBq “ P1pAqP2pBq

“

ˆ
ż

A
ρ1pxqdx

˙ˆ
ż

B
ρ2pyqdy

˙

“

ż

AˆB
ρ1pxqρ2pyqdxdy par Fubini.

Donc la mesure ρpx, yqdxdy có’incide avec P1 b P2 sur les cylindres de R2, et donc ces
deux mesures sont égales. �

2.2. Fubini. Il s’agit du résultat suivant, d’usage constant.

Théorème 2.2. Soient pΩ1,A1,P1q, pΩ2,A2,P2q deux espaces de probabilité. Si f :
Ω1ˆΩ2 Ñ R est une fonction mesurable positive ou intégrable sur Ω1ˆΩ2 par rapport
à P “ P1 b P2, alors (on a le droit d’écrire)

ż

Ω1ˆΩ2

f dP1 b P2 “

ż

Ω1

ˆ
ż

Ω2

fpx, yq dP2pyq

˙

dP1pxq

“

ż

Ω2

ˆ
ż

Ω1

fpx, yq dP1pxq

˙

dP2pyq.

Démonstration. Essentiellement identique à celle du Théorème de Fubini “classique”
faite dans le cours de théorie de l’intégration. �

Remarque. Pour montrer qu’une fonction mesurable f : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R est inté-
grable par rapport à µ1bµ2, on peut appliquer le “cas positif” du Théorème de Fubini
à la fonction |f |. Ainsi, f est intégrable sur Ω1 b Ω2 si et seulement si

ż

Ω1

ˆ
ż

Ω2

|fpx, yq| dµ2pyq

˙

dµ1pxq ă 8,

si et seulement si
ż

Ω2

ˆ
ż

Ω1

|fpx, yq| dµ1pxq

˙

dµ2pyq ă 8.
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3. Produits et indépendance

3.1. Variables aléatoires produits.

Lemme 3.1. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, et soit pΛi,AiqiPI une famille
dénombrable d’univers probabilisables. On munit Λ “

ś

iPI Λi de la tribu produit.

(1) Si, pour tout i P I, on se donne une va Xi : pΩ,A,Pq Ñ Λi, alors X “ pXiqiPI
est une va à valeurs dans Λ “

ś

iPI Λi. La loi PX “ PpXiqiPI s’appelle la loi
jointe des va Xi.

(2) Inversement, si X est une va (définie sur Ω) à valeurs dans
ś

iPI Λi et si on
écrit Xpωq “ pXipωqqiPI , alors les Xi sont des va. Les lois PXi s’appellent les
marginales de la loi PX .

Démonstration. (1) Il s’agit de montrer que l’application X est mesurable de pΩ,Aq
dans pΛ,biPIAiq ; et comme la tribu biPIAi est engendrée par les cylindres, il suffit de
vérifier que X´1pCq P A pour tout cylindre C “! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Air ". Mais ceci est
évident : on a

X´1p! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAir "q “ tXi1 P Ai1u X ¨ ¨ ¨ tXir P Airu,

et donc X´1p! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAir "q P A puisque les Xi sont mesurables.
(2) On a Xi “ πi ˝X, où πi “ Λ Ñ Λi est la “projection canonique” ; donc Xi est

mesurable car X et πi le sont. �

Exemple 1. Soit pΩi,Ai,PiqiPI une famille dénombrable d’espaces de probabilité,
et soit Ω “

ś

iPI Ωi muni de tribu produit A “ biPIAi et de la loi produit P “ biPIPi.
Notons X : pΩ,A,Pq Ñ pΩ,Aq la va définie par Xpωq “ ω. Alors PXi “ Pi pour tout
i P I.

Démonstration. Fixons i P I. Par définition, Xi : Ω Ñ Ωi est la “projection cano-
nique” d’indice i. Pour tout Ai P Ai, l’ensemble tXi P Aiu est le cylindre ! Ai "Ď Ω ;
donc PpXi P Aiq “ PipAiq par définition de P. Ainsi, PXi “ Pi. �

Exemple 2. Si Z est une va à densité à valeurs dans Rd, alors ses lois marginales
sont à densité.

Démonstration. On la fait pour d “ 2. Soit Z une v.a. à densité à valeurs dans
R2 définie sur pΩ,A,Pq, de densité ρ : R2 Ñ R`. On écrit Z “ pX,Y q. Pour toute
fonction borélienne f : R Ñ R`, on a

ş

Ω fpXq dP “
ş

Ω gpZq dP, où g : R2 Ñ R`
est la fonction définie par gpx, yq :“ fpxq. Donc

ş

Ω fpXq dP “
ş

R2 gpx, yq dPZpx, yq “
ş

R2 fpxq ρpx, yqdxdy “
ş

R gpxq
`ş

R ρpx, yqdy
˘

dx. Donc X est à densité, avec ρXpxq :“
ş

R ρpx, yqdy. �

3.2. Va produits et indépendance.

Lemme 3.2. Soit X “ pXiqiPI une famille dénombrable de va définies sur une même
espace de probabilité pΩ,A,Pq, chaque Xi étant à valeurs dans un univers probabilisable
pΩi,Aiq. On considère X comme une va à valeurs dans

ś

iPI Ωi. Alors les Xi sont
indépendantes si et seulement si PX “ biPIPXi.

Démonstration. Par définition, les Xi sont indépendantes si et seulement si on a

PpXi1 P Ai1 , . . . , Xir P Airq “ PpX P Ai1q ¨ ¨ ¨PpXir P Airq
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pour tous i1, . . . , ir P I deux à deux distincts et pour tous Ai1 P Ai1 , . . . , Air P Air . Il
revient au même de dire que

PXp! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAir "q “ PXi1 pAi1q ¨ ¨ ¨PXir pAirq

pour tout cylindre ! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Air "Ď
ś

iPI Ωi ; ce qui signifie exactement que
PX “ biPIPXi . �

Corollaire 3.3. Si pPiqiPI est une famille (dénombrable) quelconque de lois de
probabilité, chaque Pi étant définie sur un univers pΩi,Aiq, alors il existe une famille
pXiqiPI de va définies sur un même espace de probabilité pΩ,A,Pq telle que les Xi sont
indépendantes et PXi “ Pi pour tout i P I.

Démonstration. On prend Ω “
ś

iPI Ωi muni de la tribu produit et de la loi produit
P “ biPIPi, et on applique le lemme à la va X : Ω Ñ Ω définie par Xpωq “ ω ;
autrement dit en prenant pour Xi : Ω Ñ Ωi la “projection canonique” d’indice i. On a
vu que PXi “ Pi pour tout i P I, et bien sûr PX “ P. Donc PX “ biPIPXi , et donc les
Xi sont indépendantes par le lemme. �

Corollaire 3.4. Soient X1, X2 deux va réelles, et soient P1, P2 deux lois de
probabilité sur R. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X1 et X2 sont indépendantes et de lois respectives P1 et P2 ;
(ii) la va X “ pX1, X2q est telle que PX “ P1 b P2.

Démonstration. L’implication (i) ùñ (ii) est évidente par le lemme. Inversement,
supposons que PX “ P1b P2. Pour tout borélien A1 Ď R, on a PX1pA1q “ PXpA1ˆRq “
P1pA1qP2pRq “ P1pA1q ; donc PX1 “ P1, et de même PX2 “ P2. Par conséquent
PpX1,X2q “ PX “ PX1 b PX2 , donc X1 et X2 sont indépendantes par le lemme. �

Corollaire 3.5. Soient X1 et X2 deux va réelles, et soient ρ1 et ρ2 des densités
lebesguiennes sur R. Alors X1 et X2 sont indépendantes, à densité et de densités res-
pectives ρ1 et ρ2 si et seulement si la va X “ pX1, X2q a pour loi PX “ ρ1pxqρ2pyqdxdy.

Démonstration. Exo. �

Exemple. Soient X et Y deux va réelles indépendantes suivant la loi N p0, 1q. Alors
les va X ` Y et X ´ Y sont indépendantes et suivent la loi N p0, 2q.

Démonstration. Soit Z :“ pX `Y,X ´Y q, va à valeurs dans R2. On va déterminer
la loi de Z et en déduire le résultat annoncé.

On applique la méthode de la fonction muette. Soit f : R2 Ñ R une fonction
borélienne ě 0 quelconque. On a

ż

Ω
fpZq dP “

ż

Ω
fpX ` Y,X ´ Y q dP “

ż

Ω
gpX,Y q dP,

où g : R2 Ñ R est la fonction définie par gpx, yq :“ fpx` y, x´ yq. Par le Théorème de
transfert, on a donc

ż

Ω
fpZq dP “

ż

R2

gpx, yq dPpX,Y qpx, yq

“

ż

R2

fpx` y, x´ yq dPXpxqdPY pyq par indépendance de X et Y

“
1

2π

ż

R2

fpx` y, x´ yq e´
1
2
px2`y2qdxdy.
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Maintenant, on effectue le changement de variable (linéaire) pu, vq “ px` y, x´ yq,
autrement dit

px, yq “

ˆ

u` v

2
,
u´ v

2

˙

“ Φpu, vq.

L’application Φ est un difféomorphisme linéaire de R2 sur R2, et on a pour tout pu, vq P
R2 :

JΦpu, vq “ det

ˆ

1{2 1{2
1{2 ´1{2

˙

“ ´
1

2
¨

Par la formule de changement de variable, on en déduit
ż

Ω
fpZq dP “

1

2π

ż

R2

fpu, vq e
´ 1

2

„

`

u`v
2

˘2
`

`

u´v
2

˘2


ˆ
1

2
dudv

“
1

4π

ż

R2

fpu, vq e´
1
4
pu2`v2qdudv

“

ż

R2

fpu, vq
1

?
2π
?

2
e´

u2

2¨2
1

?
2π
?

2
e´

v2

2¨2 dudv.

Donc PZ “ µ b µ où µ est la loi normale N p0, 2q ; et par le Corollaire 3.5, cela
montre que les va X ` Y et X ´ Y sont indépendantes et de loi µ. �



Chapitre 5

Indépendance (4ème couche)

1. Sommes de va indépendantes

Proposition 1.1. Soient X1 et X2 deux va réelles indépendantes et à densité, de
densités ρ1 et ρ2. Alors X “ X1 ` X2 est une va à densité, de densité ρ “ ρ1 ˚ ρ2

pconvolée de ρ1 et ρ2q, i.e. ρpxq “
ş

R ρ1px´ tqρ2ptq dt.

Remarque. Comme ρ1 et ρ2 sont positives ρ “ ρ1 ˚ ρ2 est une fonction borélienne
bien définie à valeurs dans r0,8s. De plus on a par Fubini

ş

R ρ “
`ş

R ρ1

˘ `ş

R ρ2

˘

“ 1.
En particulier, ρpxq ă 8 pp et ρ P L1pRq. Donc ρ est une densité lebesguienne, et donc
l’énoncé a un sens.

Preuve de la proposition. Pour toute fonction borélienne f : RÑ R`, on a
ż

Ω
fpXq dP “

ż

Ω
fpX1 `X2q dP “

ż

Ω
gpX1, X2q dP,

où g : R2 Ñ R est la fonction définie par

gpx, yq “ fpx` yq.

D’après le Théorème de transfert et l’indépendance de X1 et X2, on en déduit

ż

Ω
fpXq dP “

ż

R2

fpx` yq dPpX1,X2qpx, yq “

ż

R2

fpx` yqdPX1pxqdPX2pyq.

Ainsi
ż

Ω
fpX1 `X2q dP “

ż

R2

fpx` yqρ1pxqρ2pyqdxdy

“

ż

R
ρ2pyq

ˆ
ż

R
fpuqρ1pu´ yqdu

˙

dy en posant u “ x` y

“

ż

R
fpuq

ˆ
ż

R
ρ1pu´ yqρ2pyq dy

˙

du

“

ż

R
fpuq ρ1 ˚ ρ2puqdu.

Donc X “ X1 `X2 a pour loi ρ1 ˚ ρ2puqdu, d’après le Théorème de transfert. �

Corollaire 1.2. Si X et Y sont des va indépendantes telles que X suit une loi
normale N pmX , σ

2
Xq et Y suit une loi normale N pmY , σ

2
Y q, alors X ` Y suit la loi

N pm,σ2q, où m “ mX `mY et σ2 “ σ2
X ` σ

2
Y .

Démonstration. (i) Supposons d’abord que mX “ 0 “ mY , i.e. que X et Y suivent
les lois N p0, σ2

Xq et N p0, σ2
Y q.

43
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Notons ρX et ρY les densités de X et Y ,

ρXpuq “
1

?
2πσX

e
´ u2

2σ2
X et ρY puq “

1
?

2πσY
e
´ u2

2σ2
Y .

D’après la proposition, on sait que X ` Y est une va à densité, de densité

ρpxq “ ρX ˚ ρY pxq “
1

2πσXσY

ż

R
e
´
px´tq2

2σ2
X e

´ t2

2σ2
Y dt

“
1

2πσXσY

ż

R
e
´ 1

2σ2
X
σ2
Y

`

σ2
Y px´tq

2`σ2
X t

2
˘

dt.

Ensuite, en se souvenant que σ2
X ` σ

2
Y “ σ2, on écrit

σ2
Y px´ tq

2 ` σ2
Xt

2 “ σ2
Y x

2 ´ 2σ2
Y xt` σ

2t2

“ σ2
Y x

2 ` σ2
´

t2 ´ 2
σ2
Y

σ2
xt
¯

“ σ2
Y x

2 ` σ2

„

´

t´
σ2
Y

σ2
x
¯2
´
σ4
Y

σ4
x2



“

´

σ2
Y ´

σ4
Y

σ2

¯

x2 ` σ2
´

t´
σ2
Y x

σ2

¯2

“
σ2
Xσ

2
Y

σ2
x2 ` σ2pt´ τxq

2,

où on a posé τx “
σ2
Y
σ2 x, qui ne dépend pas de t.

En revenant à l’expression de ρpxq, on en déduit

ρpxq “
1

2πσXσY
e´

x2

2σ2

ż

R
e
´ 1

2

`

σ
σXσY

pt´τxq
˘2

dt

“
1

2πσXσY
e´

x2

2σ2

ż

R
e´

u2

2
σXσY

σ
du en posant u “ σ

σXσY
pt´ τxq¨

Comme
ş

R e
´u2{2du “

?
2π, on obtient donc finalement

ρpxq “
1

?
2πσ

e´
x2

2σ2 ,

ce qui montre que X ` Y suit la loi N p0, σ2q.

(ii) Supposons maintenant mX et mY quelconques. On utilise le fait suivant, qui
est souvent utile.

Fait. Si Z est une v.a. suivant un loi normale N pm,σ2q et si a, b P R avec a ‰ 0,
alors la v.a. rZ :“ aZ ` b suit la loi N pam` b, a2σ2q.

Preuve du Fait. Pour toute fonction borélienne f : R Ñ R`, on a
ş

Ω fp
rZq dP “

ş

Ω fpaZ ` bq dP “
ş

R fpaz ` bq dPZpzq “ 1?
2πσ

ş

R fpaz ` bqe´pz´mq
2{2σ2

dz. En po-

sant x :“ az ` b, on obtient donc
ş

Ω fp
rZq dP “ 1?

2πσ

ş

R fpxqe
´ 1

2σ2
px´b
a
´mq2 dx

|a| “

1?
2π|a|σ

ş

R fpxqe
´ 1

2a2σ2
px´am´bq2dx ; d’où le résultat. �
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Par le Fait, les v.a. rX :“ X ´ mX et rY :“ Y ´ mY suivent les lois N p0, σ2
Xq et

N p0, σ2
Y q ; et elles sont indépendantes. Donc rX` rY suit la loi N p0, σ2q d’après ce qu’on

vient de voir ; et donc X ` Y “ rX ` rY `m suit la loi N pm,σ2q. �

Notation. Si Λ1, . . . ,Λn sont des parties de R, on pose

Λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` Λn “
 

λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn; λ1 P Λ1, . . . , λn P Λn
(

.

Proposition 1.3. Soient X1, . . . , Xn des va réelles discrètes indépendantes, à va-
leurs dans des ensembles dénombrables Λ1, . . . ,Λn Ď R, et soit X “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn.
Alors X est une va discrète à valeurs dans Λ “ Λ1` ¨ ¨ ¨ `Λn, et pour tout λ P Λ, on a

PpX “ λq “
ÿ

λ1`¨¨¨`λn“λ

PpX1 “ λ1q ¨ ¨ ¨PpXn “ λnq.

Démonstration. En appliquant la Proposition 4.1 du Chapitre 3 à l’application
Φ : Λ1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Λn Ñ Λ définie par Φpλ1, . . . , λnq “ λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn, on obtient

PpX “ λq “
ÿ

λ1`¨¨¨`λn“λ

PpX1 “ λ1, . . . , Xn “ λnq;

d’où le résultat par indépendance. �

Corollaire 1.4. Si X1, . . . , Xn sont des va indépendantes suivant une loi de Ber-
noulli de paramètre p, alors X “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn suit la loi binomiale Bpn, pq.

Démonstration. On prend Λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ Λn “ t0, 1u. Alors Λ1 ` ¨ ¨ ¨ `Λn “ J0, nK ; et
pour tout k P J0, nK, on a

PpX “ kq “
ÿ

ε̄PEk

PpX1 “ ε1q ¨ ¨ ¨PpXn “ εnq,

où

Ek “ tε̄ “ pε1, . . . , εnq P t0, 1u
n; ε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εn “ ku.

Maintenant, un ε̄ P t0, 1un s’identifie à Aε̄ “ ti P J1, nK; εi “ 1u Ď J1, nK. On a ε̄ P Ek
si et seulement si #Aε̄ “ k, et dans ce cas PpX1 “ ε1q ¨ ¨ ¨PpXn “ εnq “ pkp1´ pqn´k,
qui ne dépend pas de ε̄. Donc

PpX “ kq “ pkp1´ pqn´k ˆ#
 

A Ď J1, nK; #A “ k
(

“

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k.

�

Corollaire 1.5. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson
Ppλq et Ppµq, alors X ` Y suit la loi Ppλ` µq.
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Démonstration. On prend Λ1 “ Λ2 “ N, et donc Λ1`Λ2 “ N. Pour tout k P N, on
a

PpX “ kq “
ÿ

k1`k2“k

PpX1 “ k1qPpX2 “ k2q

“

k
ÿ

i“0

PpX1 “ iqPpX2 “ k ´ iq

“

k
ÿ

i“0

λi

i!
e´λ

µk´i

pk ´ iq!
e´µ

“
e´pλ`µq

k!

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

λiµk´i “
e´pλ`µq

k!
pλ` µqk.

�

2. Borel-Cantelli

Notations. Soit Ω un ensemble, et soit pEiqiPN une suite de parties de Ω. On note
limEi l’ensemble des ω P Ω appartenant à une infinité de Ei, et limEi l’ensemble des
ω P Ω appartenant à tous les Ei à partir d’un certain rang. Ainsi, pour ω P Ω, on a les
équivalences suivantes :

ω P limEi ðñ @n P N Di ě n : ω P Ei,

ω P limEi ðñ Dn P N @i ě n : ω P Ei.

Autrement dit,

limEi “
č

nPN

ď

iěn

Ei et limEi “
ď

nPN

č

iěn

Ei.

Remarque. En particulier, on voit que si pΩ,A,Pq est un espace de probabilité et si
les Ei sont des évènements, alors limEi et limEi sont aussi des évènements.

Exercice. Montrer qu’on a 1limEi
“ lim 1Ei et 1limEi “ lim 1Ei .

Théorème 2.1. (“Lemme de Borel-Cantelli”)
Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, et soit pEiqiPN une suite d’évènements.

(1) Si on a
8
ř

i“0
PpEiq ă 8, alors PplimEiq “ 0 ; et donc PplimEci q “ 1.

(2) Si on a
8
ř

i“0
PpEiq “ 8 et si les Ei sont indépendants, alors PplimEiq “ 1.

Démonstration. (1) Comme limEi “
Ş

nPN
Ť

iěnEi, on a

PplimEiq ď P
´

ď

iěn

Ei

¯

ď
ÿ

iěn

PpEiq pour tout n P N.

Donc PplimEiq “ 0 si la série
ř

PpEiq converge (en faisant nÑ8) ; et par conséquent
PplimEci q “ 1 car limEci “ plimEiq

c par définition d’une lim et d’une lim .
(2) Supposons que les Ei soient indépendants et qu’on ait

ř8
0 PpEiq “ 8. Comme

limEi “
Ş

nPN
Ť

iěnEi et comme les évènements Bn “
Ť

iěnEi forment une suite
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décroissante, on a PplimEiq “ limnÑ8 P
`
Ť

iěnEi
˘

. Donc il suffit (pour montrer que
PplimEiq “ 1) de vérifier qu’on a

P
´

ď

iěn

Ei

¯

“ 1 pour tout n P N;

autrement dit, que

P
´

č

iěn

Eci

¯

“ 0.

On va le faire en montrant que logP
´

Ş

iěnE
c
i

¯

“ ´8.
Pour tout N ě n, on a par indépendance des Eci :

P
´

N
č

i“n

Eci

¯

“

N
ź

i“n

PpEci q “
N
ź

i“n

`

1´ PpEiq
˘

.

Comme P
´

ŞN
i“nE

c
i

¯

tend vers P
´

Ş

iěnE
c
i

¯

quand N Ñ 8, on en déduit en prenant
le logarithme :

logP
´

č

iěn

Eci

¯

“

8
ÿ

i“n

log
`

1´ PpEiq
˘

;

la somme du membre de droite ayant un sens (fini ou ´8) car tous ses termes sont
négatifs. Comme de plus log

`

1´ PpEiq
˘

ď ´PpEiq et comme la série
ř

PpEiq diverge,
on obtient donc le résultat souhaité :

logP
´

č

iěn

Eci

¯

ď ´

8
ÿ

i“n

PpEiq “ ´8.

�

Remarque 1. On dit souvent que (1) est la “partie triviale” du Lemme de Borel-
Cantelli ; simplement parce que sa preuve est en effet très simple.

Remarque 2. La partie (2) est en fait encore valable si on suppose seulement que
les Ei sont deux à deux indépendants ; mais la preuve est un peu plus délicate, et moins
naturelle.

Exemple 1. Soit pXiqiPN une suite de va réelles. Si on a
ř8
i“0 Pp|Xi| ě εq ă 8

pour tout ε ą 0, alors Xi tend presque sûrement vers 0.

Démonstration. Soit A :“
 

ω P Ω; Xipωq Ñ 0
(

: il s’agit de montrer que PpAq “ 1.
Pour ε ą 0, posons

Aε :“
 

ω P Ω; |Xipωq| ă ε à partir d’un certain rang
(

.

Alors
A “

č

εą0

Aε “
č

kPN˚
A1{k.

Donc il suffit de montrer que PpA1{kq “ 1 pour tout k P N˚, puisqu’une intersection
dénombrable d’évènements presque sûrs est encore un évènement presque sûr.
Fixons k P N˚. Par définition, on a A1{k “ limFi, où Fi “ t|Xi| ă 1{ku ; autrement
dit A1{k “ limEci , où Ei “ t|Xi| ě 1{ku. Par hypothèse, on sait que

ř8
i“0 PpEiq ă 8.

Donc PplimEci q “ 1 par Borel-Cantelli, ce qui termine la démonstration. �
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Exemple 2. Si on joue une infinité de fois à pile ou face, il est presque sûr qu’on
obtiendra 350000 “piles” consécutifs une infinité de fois.

Démonstration. On modélise la situation en considérant une suite pXnq de va in-
dépendantes (définies sur un certain pΩ,A,Pq) suivant une loi de Bernoulli Bp1{2q,
l’évènement tXn “ 1u correspondant à “pile au n-ième jet”.
Soit K “ 350000 ´ 1. Il s’agit de montrer que pour presque tout ω P Ω, il existe une
infinité d’entiers n tels que Xnpωq “ Xn`1pωq “ ¨ ¨ ¨ “ Xn`Kpωq “ 1.
Soit pniqiPN une suite d’entiers telle que ni`1 ą ni `K pour tout i, et posons

Ei :“ tXni “ 1, . . . , Xni`K “ 1u.

Les évènements Ei sont indépendants car les va Xn sont indépendantes et les ensembles
Jni, ni `KK sont deux à deux disjoints (exo : se fait tout seul). De plus, toujours par
indépendance des Xn, on a

PpEiq “
1

2K`1
:“ ε pour tout i P N.

Comme ε ne dépend pas de i, on a donc
ř8

0 PpEiq “ 8. Donc PplimEiq “ 1 par
Borel-Cantelli. Autrement dit : pour presque tout ω P Ω, il existe une infinité d’entiers
i tels que Xnipωq “ ¨ ¨ ¨ “ Xni`Kpωq “ 1. �

Exercice. Montrer que si pEiq est une suite d’évènements quelconque, alors

PplimEiq ě limPpEiq.
En particulier, si infi PpEiq ą 0 alors limEi ‰ H.

3. Un peu plus de définitions

3.1. Tribu engendré par une va ou une famille de va.

Définition 3.1. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité.
(1) Si X : pΩ,A,Pq Ñ pΛ,Bq est une va à valeurs dans un certain univers pΛ,Bq,

la tribu engendrée par X, notée σpXq, est la famille de toutes les parties E
de Ω de la forme E “ tX P Au “ X´1pAq, où A P B.

(2) Si pXiqiP est une famille de va, Xi : pΩ,A,Pq Ñ pΛi,Biq, la tribu engendrée
par les Xi est la tribu engendrée par la va produit X “ pXiqiPI . Cette tribu
se note σ

`

Xi, i P Iq. S’il n’y a qu’un nombre fini de va X1, . . . , Xd, on écrit
σpX1, . . . , Xdq.

Signification intuitive. Dire qu’un évènement E appartient à σpXi, i P Iq si-
gnifie ceci : le fait que E soit réalisé ou non pour un certain ω P Ω “dépend uniquement
des Xipωq”.

Remarque 1. Si X est une va, alors σpXq est bien une tribu (exo) ; et σpXq Ď A.

Remarque 2. Si pXiqiP est une famille de va et si J Ď I, alors σpXi, i P Jq Ď
σpXi, i P Iq.

Démonstration. Chaque Xi est à valeurs dans pΛi,Biq. Soit X “ pXiqiPI et Y “

pXiqiPJ . Alors X est à valeurs dans ΛI “
ś

iPI Λi et Y est à valeurs dans ΛJ “
ś

iPJ Λi.
On veut montrer que pour tout tout ensemble mesurable A Ď ΛJ , l’ensemble tY P Au
appartient à la tribu σpXi, i P Iq.

On a Y “ ΦpXq “ Φ˝X, où Φ : ΛI Ñ ΛJ est définie par Φ
`

pωiqiPI
˘

:“ pωiqiPJ . Donc
tY P Au “ tX P Φ´1pAqu ; et donc tY P Au P σpXq car Φ est mesurable (exo). �
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Exemple. Si pXiqiPN est une suite de va réelles, alors l’évènement “la suite pXiq

converge” appartient à la tribu σpXi, i P Nq.

Démonstration. Notons E l’évènement en question. Un point ω P Ω appartient à E
si et seulement si la suite pXipωqq est de Cauchy, ce qui peut s’écrire ainsi :

@k P N˚ DN @p, q ě N : |Xqpωq ´Xppωq| ă
1

k
¨

On a donc

E “
č

kPN˚

ď

NPN

č

p,qěN

Ep,q,k, où Ep,q,k “
 

|Xq ´Xp| ă 1{k
(

.

Pour p, q, k fixés, on peut écrire Ep,q,k “ X´1pAp,q,kq, où X est la va produit pXiqiPN
et Ap,q,k “ tx “ pxiqiPN P RN; |xq ´ xp| ă 1{ku. De plus, Ap,q,k “ Φ´1

p,qps´1{k, 1{krq, où
Φp,q : RN Ñ R est définie par Φp,qppxiqiPNq :“ xq ´ xp. La fonction Φp,q est mesurable
car les applications coordonnées x ÞÑ xq et x ÞÑ xq le sont ; donc Ap,q,k est mesurable,
et donc Ep,q,k “ X´1pAp,q,kq P σpXi, i P Nq. �

Exercice. Soit pΩi,AiqiPI une famille d’univers probabilisables, et soit Ω :“
ś

iPI Ωi.
Montrer que la tribu produit biPIAi est engendrée par les “projections canoniques”
πi : Ω Ñ Ωi.

3.2. Mesurabilité par rapport à une sous-tribu.

Définition 3.2. Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, et soit rA une sous-tribu
de A. On dit qu’une va Y : pΩ,A,Pq Ñ pM,Tq à valeurs dans un univers pM,Tq est
rA-mesurable si Y est mesurable de pΩ, rAq dans pM,Tq ; autrement dit, si, pour tout
A P T, l’ensemble tY P Au appartient à la sous-tribu rA.

Exemple. Soit pEiqiPI une partition finie de Ω en ensembles mesurables, et soit rA
la tribu engendrée par les Ei. Une va Y est AE-mesurable si et seulement si elle est
constante sur chaque ensemble Ei

Démonstration. Exo. �

Fait 3.3. Soit X : pΩ,A,Pq Ñ pΛ,Bq une va. Si Φ : pΛ,Bq Ñ pM,Tq est une
application mesurable, alors Y “ ΦpXq “ Φ ˝X est une va σpXq-mesurable.

Démonstration. Pour tout A P T, on a tY P Au “ tΦpXq P Au “ tX P Φ´1pAqu,
donc tY P Au P σpXq puisque Φ´1pAq P B. �

Remarque. On peut montrer que ce fait admet une réciproque : si X : pΩ,A,Pq Ñ
pΛ,Bq est une va et si Y : pΩ,A,Pq Ñ R est une va réelle σpXq-mesurable, alors Y est
de la forme Y “ ΦpXq, pour une certaine fonction mesurable Φ : Λ Ñ R.

Fait 3.4. Soit pXiqiPI une famille dénombrable de va indépendantes, et pour tout
i P I, soit Yi une va σpXiq-mesurable. Alors les Yi sont indépendantes.

Démonstration. Pour i P I, la va Xi est à valeurs dans un univers pΛi,Biq, et la va
Yi est à valeurs dans un univers pMi,Tiq. Si i1, . . . , ir P I sont deux à deux distincts
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et si Ai1 , . . . , Air P Ti, on peut écrire tYik P Aiku “ tXik P Eiku pour k “ 1, . . . , r, où
Eik P Bik ; donc

P
`

Yi1 P Ai1 , . . . , Yir P Air
˘

“ P
`

Xi1 P Ei1 , . . . , Xir P Eir
˘

“ PpXi1 P Ei1q ¨ ¨ ¨PpXir P Eirq par indépendance des Xi

“ PpYi1 P Ai1q ¨ ¨ ¨PpYir P Airq.

�

3.3. Un lemme utile.

Lemme 3.5. Soit pXiqiPI une famille dénombrable de va indépendantes. Si I1, I2 Ď I
et I1XI2 “ H, alors les va produits X1 “ pXiqiPI1 et X2 “ pXiqiPI2 sont indépendantes.
Par conséquent, si Y 1 et Y 2 sont deux va telles que Y 1 est σpXi, i P I

1q-mesurable et
Y 2 est σpXi, i P I

2q-mesurable, alors Y 1 et Y 2 sont indépendantes.

Démonstration. Chaque Xi est à valeurs dans un univers pΛi,Biq.
Posons Λ1 :“

ś

iPI1 Λi et Λ2 :“
ś

iPI2 Λi, et notons A1 et A2 les tribus produits sur
Λ1 et Λ2. Il s’agit de montrer qu’on a

PpX1 P A,X2 P Bq “ PpX1 P AqPpX2 P Bq pour tous A P A1, B P A2.

�

Cas 1. A et B sont des cylindres.

On écrit A “! Ai1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Air " et B “ ‘ ! Bj1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Bjs " où i1, . . . , ir P
I1 sont deux à deux distincts et j1, . . . js P I2 sont deux à deux distincts. Alors
i1, . . . , ir, j1, . . . , js sont tous distincts car I1 X I2 “ H. Donc, par indépendance des
Xi, on a

PpX1 P A,X2 P Bq “ P
`

Xi1 P Ai1 , . . . , Xir P Air , Xj1 P Bj1 , . . . , Xjs P Bjs
˘

“ PpXi1 P Ai1q ¨ ¨ ¨PpXir P AirqPpXj1 P Bj1q ¨ ¨ ¨PpXjs P Bjsq

“ PpX1 P AqPpX2 P Bq.

Cas 2. A est un cylindre et B est quelconque.

On fixe un cylindre A P Λ1 et on considère les mesures µ et µ1 sur pΛ2,A2q définies
par

µpBq :“ PpX1 P A,X2 P Bq “ PpX1,X2qpAˆBq

et
µ1pBq “ PpX1 P AqPpX2 P Bq “ PX1pAqPX2pBq.

(Exo : vérifier que µ et µ1 sont effectivement des mesures.)
Les mesures µ et µ1 sont finies, avec µpΛ2q “ PpX1 P Aq “ µ1pΛ2q. De plus, on

a µpBq “ µ1pBq pour tout cylindre B Ď Λ2 d’après le Cas 1. Donc µ “ µ1 d’après le
Théorème des classes monotones ; ce qui est la conclusion souhaitée.

Cas 3. A et B sont quelconques.

Même raisonnement, en utilisant le Cas 2 et le Théorème des classes monotones
(exo).

Exemple 1. Si X1, X2, X3, X4 sont des va réelles indépendantes, alors X1 `X3 et
X2X4 sont indépendantes.
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Démonstration. C’est évident par le Lemme 3.5 puisque X1 ` X3 est σpX1, X2q-
mesurable et X2X4 est σpX2, X4q-mesurable. �

Exemple 2. Si pXiqiPN est une suite de va indépendantes à valeurs dans r0, 1s, alors
Y1 “

ř8
k“0

X2k

3k
et Y2 “

ř8
k“0

X2k`1

5k
sont des va bien définies et indépendantes.

Démonstration. Exo. �

Remarque 3.6. Le Lemme 3.5 se généralise comme suit : si pIkqkPK est une fa-
mille de parties de I deux à deux disjointes, alors les va produits Xk “ pXiqiPIk sont
indépendantes.

Démonstration. Identique à celle du Lemme 3.5, avec des notations plus lourdes.
�

4. Loi du 0-1

Définition 4.1. Soit pXiqiPN une suite de va définies sur un même espace de
probabilité pΩ,A,Pq. On dit qu’un évènement E P A est asymptotique relativement
à la suite pXiq si E P σ

`

Xi, i ě N
˘

pour tout N P N.

Signification intuitive. Dire que E est asymptotique relativement à pXiq signi-
fie ceci : le fait que E soit réalisé ou non pour un certain ω P Ω “ne dépend que de la
suite pXipωqqiPN et ne dépend pas des premiers termes de cette suite”.

Exemple 1. Si les Xi sont des va réelles, l’évènement “la suite pXiq converge” est
asymptotique relativement à pXiq.

Démonstration. C’est intuitivement clair puisque le fait qu’une suite converge ne
dépend pas de ses premiers termes. Pour une preuve un peu plus détaillée, posons E :“
tω P Ω; la suite pXipωqq convergeu. On a vu au début du chapitre que E appartient à
la tribu σpXi, i P Nq. Mais le fait qu’une suite converge ne dépend pas de ses premiers
termes ; donc, pour tout N P N, on a aussi E “ tω P Ω; la suite pXipωqqiěNconvergeu,
et donc E P σpXi, i ě Nq. �

Exemple 2. Si les Xi sont des va réelles, l’évènement “ X1`¨¨¨`Xn
n Ñ 0 quand nÑ8”

est asymptotique relativement à pXiq.

Démonstration. C’est intuitivement clair car le fait que x1`¨¨¨`xn
n tende vers 0 ne

dépend pas des premiers termes de la suite pxiq. La preuve détaillée est laissée en
exo. �

Exemple 3. Si les Xi sont des va réelles, l’évènement “X35`X47 ď 8” n’est a priori
pas asymptotique relativement à pXiq.

Démonstration. C’est à nouveau intuitivement clair. Prenons par exemple Ω “

r0, 1s muni de sa tribu borélienne, Xipωq “ 8ω pour 0 ď i ď 47 et Xipωq “ 0 pour
i ą 47. Alors tX35 ` X47 ď 8u “ r0, 1{2s, et σpXi, i ą 47q “ tH, r0, 1su (exo) ; donc
tX35 `X47 ď 8u R σpXi, i ą 47q. �

Théorème 4.2. (Loi du 0 - 1 de Kolmogorov)
Soit pXiqiPN une suite de va indépendantes définies sur pΩ,A,Pq. Si E P A est un
évènement asymptotique relativement à pXiq, alors PpEq “ 0 ou 1.
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Démonstration. Pour n P N, posons An :“ σpX0, . . . , Xnq. Posons aussi A8 :“
σ
`

Xi, i ě 0
˘

.

Fait 1. La tribu A8 “ σ
`

Xi, i ě 0
˘

est engendrée par
Ť

nPNAn.

Preuve du Fait 1. On la laisse en exo. �

Fait 2. On a PpAX Eq “ PpAqPpEq pour tout A P
Ť

nPNAn.

Preuve du Fait 2. Soit A P
Ť

nPNAn, et soit n tel que A P An “ σpX0, . . . , Xnq.
Alors la va 1A est σpX0, . . . , Xnq-mesurable. Par ailleurs, E est σpXi, i ě n ` 1q-
mesurable, donc la va 1E est σpXi, i ě n ` 1q-mesurable. Par le Lemme 3.5, on en
déduit que les va 1A et 1E sont indépendantes. Donc les évènements A et E sont
indépendants. �

Fait 3. On a PpAX Eq “ PpAqPpEq pour tout A P A8.

Preuve du Fait 3. Par le Fait 1, la tribu A8 est engendré par C “
Ť

nPNAn. De
plus, C est un π-système car c’est une réunion croissante de tribus (exo) ; et par le Fait
2, on a PpAXEq “ PpAqPpEq pour tout A P C. Donc OK en considérant les mesures µ
et µ1 sur pΩ,A8q définies par µpAq :“ PpAXEq et µ1pAq :“ PpEqPpAq et en appliquant
le Théorème des classes monotones (exo). �

Si on applique le Fait 3 avec A “ E (qui appartient bien à A8 “ σpXi, i ě 0q), on
obtient

PpEq “ PpEq2,
et donc PpEq “ 0 ou 1. �

Exercice. Montrer que si pXkq est une suite de va réelles indépendantes, alors ou bien
la série

ř

Xk converge presque sûrement, ou bien cette série diverge presque sûrement.



Chapitre 6

Espérance, variance, moments

Toutes les va sont supposées définies sur un même espace de probabilité pΩ,A,Pq.
Pour p P r1,8s, on pose Lp “ LppΩ,Pq.
Comme PpΩq “ 1, on a L8 Ď Lp Ď L1 pour tout p, et } ¨ }1 ď } ¨ }p ď } ¨ }8

(conséquence de H’́older).

1. Espérance d’une variable aléatoire

Définition 1.1. Pour toute va X à valeurs complexes, ou bien intégrable ou bien
ě 0, on pose EpXq “

ş

ΩX dP. On dit que EpXq est l’espérance de X, ou la moyenne
de X, ou encore la “valeur attendue” de X.

Remarque 1. On a X P L1 ðñ Ep|X|q ă 8, et dans ce cas }X}1 “ Ep|X|q. De
même, si p ă 8, alors X P Lp ðñ Ep|X|pq ă 8, et dans ce cas }X}p “ Ep|X|pq1{p.

Remarque 2. Si X et Y sont des va réelles et dans L2, alors xX,Y yL2 “ EpXY q.

Remarque 3. Par définition, l’espérance dépend linéairement de la va : si X,Y P
L1 et a, b P C, alors

E
`

aX ` bY
˘

“ aEpXq ` bEpY q.
De plus, l’espérance est croissante : siX et Y sont des va réelles et dans L1 avecX ď Y ,
alors EpXq ď EpY q ; et même EpXq ă EpY q sauf si X “ Y ps (exo).

Remarque 4. On dit qu’une va X P L1 est centrée si EpXq “ 0.

Proposition 1.2. Soit X une va réelle, et soit f : RÑ R une fonction borélienne.
(1) Si f est ě 0, alors

(˚) EpfpXqq “
ż

R
fpxq dPXpxq.

(2) On a fpXq P L1 si et seulement si
ş

R |fpxq| dPXpxq ă 8, et dans ce cas p˚q
est vraie.

Démonstration. (1) D’après le Théorème de transfert,

EpfpXqq “
ż

Ω
fpXq dP “

ż

R
f dPX .

(2) Exo. �

Corollaire 1.3. Si X est une va réelle ou bien ě 0 ou bien dans L1, alors

EpXq “
ż

R
x dPXpxq.

Corollaire 1.4. Si X et Y sont deux va réelles telles que PX “ PY , alors X P

L1 ðñ Y P L1, et dans ce cas EpXq “ EpY q.
53
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Démonstration. C’est évident par la proposition. �

Corollaire 1.5. Soit X une va réelle, et soit f : R Ñ R une fonction borélienne
ou bien ě 0, ou bien telle que fpXq P L1.

(a) Si X est à densité, de densité associée ρX : RÑ R, alors

EpfpXqq “
ż

R
fpxq ρXpxqdx.

(b) Si X est une va discrète à valeurs dans un ensemble dénombrable Λ Ď R, alors

EpfpXqq “
ÿ

aPΛ

fpaqPpX “ aq.

Démonstration. Exo. �

Exemple 0. On a Epcq “ c pour toute va constante X ” c.

Démonstration. C’est évident puisque PpΩq “ 1. �

Remarque. On en déduit que si X P L1, alors la va X ´ EpXq est centrée.

Exemple 1. Si X est une va suivant une loi normale N pm,σ2q, alors X P L1 et
EpXq “ m.

Démonstration. On a Ep|X|q “ 1?
2πσ

ş

R |x| e
´
px´mq2

2σ2 dx ă 8 car fpxq :“ |x|e´
px´mq2

2σ2

est continue sur R avec fpxq “ Op1{x2q quand xÑ ˘8 ; donc X P L1. Ensuite,

EpXq “
1

?
2πσ

ż

R
x e´

px´mq2

2σ2 dx

“
1

?
2πσ

ż

R
pu`mq e´

u2

2σ2 du

“
1

?
2πσ

ˆ
ż

R
u e´

u2

2σ2 du`m

ż

R
e´

u2

2σ2 du

˙

.

La première intégrale vaut 0 car on intègre sur R une fonction impaire, et la deuxième
intégrale vaut

?
2πσ. Donc EpXq “ m. �

Exemple 2. Si X est une va suivant une loi de Bernoulli Bppq, alors EpXq “ p.

Démonstration. Comme X est à valeurs dans t0, 1u, on a

EpXq “ 1ˆ PpX “ 1q ` 0ˆ PpX “ 0q “ p.

�

Exemple 3. Si X est une va suivant une loi de Poisson Ppλq, alors EpXq “ λ.
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Démonstration. Comme X est à valeurs dans N, on a

EpXq “
8
ÿ

k“0

k PpX “ kq

“

8
ÿ

k“0

k
λk

k!
e´λ

“ e´λ
8
ÿ

k“1

λk

pk ´ 1q!

“ λe´λ
8
ÿ

k“1

λk´1

pk ´ 1q!
loooooomoooooon

eλ

“ λ.

�

Exemple 4. Si X est une va suivant une loi de Cauchy, alors X R L1.

Démonstration. On a Ep|X|q “ 1
π

ş

R
|x|

1`x2
dx “ 8 car |x|

1`x2
„ 1
|x| en ˘8. �

2. Variance d’une va réelle

Lemme 2.1. Si X est une une va réelle appartenant à L2, alors la va EpXq1 est la
va constante la plus proche de X en norme L2.

Démonstration. Soit E “ R1 “ tva constantesu Ď L2. Il suffit de montrer que
X ´EpXq1 est orthogonale à E au sens du produit scalaire de L2 ; ce qui est facile : si
Z “ a1 P E , alors
xX ´ EpXq1, a1yL2 “ a xX,1yL2 ´ aEpXq x1,1yL2 “ aEpXq ´ aEpXq Ep1q

loomoon

“1

“ 0.

�

Définition 2.2. Soit X une va réelle appartenant à L2. La variance de X est le
nombre

VpXq “ }X ´ EpXq1}2L2
“ E

´

`

X ´ EpXq
˘2
¯

.

L’écart type de X est le nombre σpXq “
a

VpXq “ }X ´ EpXq1}L2. On a donc
VpXq “ σpXq2, et on écrit plutôt VpXq “ σ2pXq.

Remarque 1. D’après le Lemme 2.1, on a

σpXq “ distL2pX, tva constantesuq

En particulier,

σ2pXq “ 0 ðñ X est ps égale à une constante
ðñ X “ EpXq ps.

Remarque 2. La variance dépend “quadratiquement” de la va : pour toute va
X P L2 et pour tout a P R, on a σ2paXq “ a2σ2pXq.

Démonstration. Exo. �

Remarque 3. La variance “ne voit pas les constantes” : pour toute va X P L2 et
pour toute constante c, on a σ2pX ` cq “ σ2pXq.
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Démonstration. Comme Epcq “ c, on a pX`cq´EpX`cq “ X´EpXq par linéarité
de l’espérance. �

Fait 2.3. Pour toute va réelle X P L2, on a σ2pXq “ EpX2q ´ EpXq2.

Démonstration. On développe la norme au carré :

σ2pXq “ }X ´ EpXq1}2L2
“ }X}22 ´ 2xX,EpXq1yL2 ` }EpXq1}22
“ EpX2q ´ 2EpXqxX,1yL2 ` EpXq2}1}L

2

2

“ EpX2q ´ 2EpXq2 ` EpXq2.
�

Exemple 1. Si X est une va réelle suivant une loi normale N pm,σ2q, alors X P L2

et σ2pXq “ σ2.

Démonstration. Le fait que X appartienne à L2 est laissé en exo. On sait déjà que
EpXq “ m ; donc

σ2pXq “ E
`

pX ´mq2
˘

“
1

?
2πσ

ż

R
px´mq2e´

px´mq2

2σ2 dx (Théorème de transfert)

“
1
?

2π

ż

R
u2e´

u2

2σ2
du

σ

“
σ2

?
2π

ż

R
v2e´

v2

2 dv.

Ensuite, on a

v2e´
v2

2 “ ´v
d

dv

`

e´
v2

2

˘

.

donc, en intégrant par parties :
ż

R
v2e´

v2

2 dv “
”

´ve´
v2

2

ı8

´8
loooooomoooooon

“0

`

ż

R
e´

v2

2 dv “
?

2π;

et donc σ2pXq “ σ2. �

Exemple 2. Si X suit une loi de Bernoulli Bppq, alors σ2pXq “ pp1´ pq.

Démonstration. On sait déjà que EpXq “ p. Donc EpX2q “ p car X “ X2 (la va
X est à valeurs dans t0, 1u), et donc σ2pXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ p´ p2. �

Exemple 3. Si X suit une loi de Poisson Ppλq, alors σ2pXq “ λ.

Démonstration. On sait déjà que EpXq “ λ. Comme X est à valeurs dans N, on a
donc

σ2pXq “ EpX2q ´ λ2

“

8
ÿ

k“0

k2 PpX “ kq ´ λ2 (Théorème de transfert)

“

8
ÿ

k“1

k2 λ
k

k!
e´λ ´ λ2.
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Ensuite, on écrit k2 λk

k! “ λk λk´1

pk´1q! , ce qui donne

8
ÿ

k“1

k2 λ
k

k!
e´λ “ λ

8
ÿ

k“1

k
λk´1

pk ´ 1q!
e´λ

“ λ
8
ÿ

k“0

pk ` 1q
λk

k!
e´λ

“ λ

˜

8
ÿ

k“0

k
λk

k!
e´λ `

8
ÿ

k“0

λk

k!
e´λ

¸

“ λ
`

EpXq ` 1
˘

“ λ2 ` λ.

Donc σ2pXq “ pλ2 ` λq ´ λ2 “ λ. �

3. Sommes et produits

Fait 3.1. Si X1, . . . , Xn sont des va réelles appartenant à L1, alors

EpX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xnq “ EpX1q ` ¨ ¨ ¨ ` EpXnq.

Démonstration. C’est évident par linéarité de l’espérance. �

Corollaire 3.2. Si X est une va suivant une loi binomiale Bpn, pq, alors EpXq “
np.

Démonstration. Soient X1, . . . , Xn des va indépendantes suivant la loi de Bernoulli
Bppq. On sait que S “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn suit la loi Bpn, pq ; donc X a la même loi que S,
et donc EpXq “ EpX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xnq “ EpX1q ` ¨ ¨ ¨ ` EpXnq “ np puisque EpXiq “ p
pour i “ 1, . . . , n. �

Exercice. Démontrer directement le Corollaire 3.2 (sans rien utiliser d’autre que la
définition de la loi binomiale).

Proposition 3.3. Si X et Y sont des va réelles indépendantes et appartenant à
L1, alors XY P L1 et EpXY q “ EpXqEpY q.

Démonstration. Par le Théorème de transfert et l’indépendance des va |X| et |Y |,
on a

Ep|XY |q “
ż

Ω
|XY | dP “

ż

R2

|xy| dPpX,Y qpx, yq

“

ż

R2

|xy| dPXpxqdPY pyq

“

ż

R
|x|

ˆ
ż

R
|y| dPY pyq

˙

looooooooomooooooooon

Ep|Y |q

dPXpxq

“ Ep|Y |q
ż

R
|x| dPXpxq

“ Ep|X|qEp|Y |q.

En particulier Ep|XY |q ă 8, donc XY P L1. Ensuite, le même calcul (en enlevant les
valeurs absolues) donne EpXY q “ EpXqEpY q. �
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Remarque 1. On montre de la même façon que si X et Y sont des va positives et
indépendantes, alors EpXY q “ EpXqEpY q.

Remarque 2. La proposition se généralise à un nombre fini quelconque de va : si
X1, . . . , Xd sont des va réelles indépendantes et appartenant à L1, alors X1 ¨ ¨ ¨Xd P L

1

et
EpX1 ¨ ¨ ¨Xdq “ EpX1q ¨ ¨ ¨EpXdq.

Démonstration. Identique. �

Corollaire 3.4. Si X et Y sont des va réelles appartenant à L2, indépendantes
et centrées, alors X et Y sont orthogonales dans L2.

Démonstration. Par la proposition, xX,Y yL2 “ EpXY q “ EpXqEpY q “ 0. �

Remarque 1. En fait, il suffit que l’une des deux va X ou Y soit centrée.

Remarque 2. Si X et Y sont deux va réelles appartenant L2, la covariance e X et
Y est le nombre CovpX,Y q défini par

CovpX,Y q “ xX ´ EpXq1, Y ´ EpY q1yL2

“ E
`

pX ´ EpXqqpY ´ EpY q
˘

.

Les va X et Y sont dites non-corrélées si on a CovpX,Y q “ 0. Donc :

indépendance ùñ non-corrélation.

Exercice. Établir l’identité CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q.

Corollaire 3.5. Si X1, . . . , Xn sont des va deux à deux indépendantes et appar-
tenant à L2, alors

σ2pX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xnq “ σ2pX1q ` ¨ ¨ ¨ ` σ
2pXnq.

Démonstration. Si on pose Yi “ Xi ´ EpXiq, alors les Yi sont centrées par défini-
tion, et deux à deux indépendantes car les Xi le sont (micro-exo). Donc les Yi sont
orthogonales dans L2. Par le Théorème de Pythagore, on a donc

}Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn}
2
2 “ }Y1}

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` }Yn}

2
2;

donc OK car }Yi}22 “ }Xi ´ EpXiq}
2
2 “ σ2pXiq pour tout i et }Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn}

2
2 “

}pX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xnq ´ EpX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xnq}
2
2 “ σ2pX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xnq. �

Corollaire 3.6. Soient n P N et p P r0, 1s. Si X est une va suivant la loi binomiale
Bpn, pq, alors σ2pXq “ npp1´ pq.

Démonstration. La va X a la même loi que S “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn, où les Xi sont
indépendantes et suivent la loi de Bernoulli Bppq ; donc σ2pXq “ σ2pX1q`¨ ¨ ¨`σ

2pXnq “

npp1´ pq. �

Exercice. Démontrer directement ce résultat.

Proposition 3.7. Soient X1, . . . , Xd des va réelles. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) Les Xi sont indépendantes.
(2) Pour toutes fonctions boréliennes f1, . . . , fd : RÑ R telles que les fipXiq sont

dans L1, on a E
`

f1pX1q ¨ ¨ ¨ fdpXdq
˘

“ Epf1pX1qq ¨ ¨ ¨EpfdpXdqq.
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(2’) La même formule pour toutes fonctions boréliennes positives f1, . . . , fd.

Démonstration. Pour p1q ùñ p2q et p1q ùñ p21q, on applique la Proposition 3.3
aux va rXi “ fipXiq, qui sont indépendantes si les Xi le sont.

Inversement, si (2) ou (2’) est vérifiée, on a pour tous boréliens A1, . . . , Ad Ď R :

PpX1 P A1, . . . , Xd P Adq “ E
`

1tX1PA1,...,XdPAdu

˘

“ Ep
`

1A1pX1q ¨ ¨ ¨1AdpXdq
˘

“ Ep1A1pX1qq ¨ ¨ ¨Ep1AdpXdqq par (2) - (2’) avec fi “ 1Ai

“ E
`

1tX1PA1u

˘

¨ ¨ ¨E
`

1tXdPAdu
˘

“ PpX1 P A1q ¨ ¨ ¨PpXd P Adq;

donc les Xi sont indépendantes. �

4. Formules et inégalités (très) utiles

4.1. “Intégration par parties”.

Proposition 4.1. Soit Z une va réelle positive, et soit φ : r0,8rÑ R une fonction
croissante, positive et de classe C1. Alors

EpφpZqq “ φp0q `

ż 8

0
P
`

Z ą t
˘

φ1ptq dt

“ φp0q `

ż 8

0
P
`

Z ě t
˘

φ1ptq dt.

Démonstration. La va φpZq est positive, donc EpφpZqq a un sens. Comme φ est de
classe C1, on peut écrire φpzq “ φp0q `

şz
0 φ

1ptq dt pour tout z ě 0. Donc

EpφpZqq “
ż

Ω
φpZpωqq dPpωq

“

ż

Ω

˜

φp0q `

ż Zpωq

0
φ1ptq dt

¸

dPpωq

“

ż

Ω

˜

φp0q `

ż

r0,Zpωqr
φ1ptq dt

¸

dPpωq

“ φp0q `

ż

Ω

ˆ
ż 8

0
1st,8rpZpωqqφ

1ptq dt

˙

dPpωq car PpΩq “ 1

“ φp0q `

ż 8

0
φ1ptq

ˆ
ż

Ω
1tZątupωq dPpωq

˙

dt par “Fubini ě 0”

“ φp0q `

ż 8

0
PpZ ą tqφ1ptq dt.

Idem pour la 2è formule. �

Corollaire 4.2. Si X est une va réelle, on a pour tout 1 ď p ă 8 :

}X}pp “ E
`

|X|p
˘

“ p

ż 8

0
tp´1P

`

|X| ą t
˘

dt.

En particulier :

}X}1 “ E
`

|X|
˘

“

ż 8

0
P
`

|X| ą t
˘

dt;
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et

X P Lp ðñ

ż 8

0
tp´1Pp|X| ą tq dt ă 8.

Démonstration. On applique la proposition avec Z “ |X| et φptq “ tp. �

Corollaire 4.3. Si X est une va à valeurs dans N, alors

EpXq “
8
ÿ

n“1

PpX ě nq.

En particulier, X P L1 ðñ
8
ř

n“1
PpX ě nq ă 8.

Démonstration. La va X est positive, donc EpXq a un sens. Par le Corollaire 4.2
avec p “ 1 et comme X ě 0 ps, on a

EpXq “
ż 8

0
PpX ą tq dt

“

8
ÿ

k“0

ż

rk,k`1r
PpX ą tq dt

“

8
ÿ

k“0

PpX ě k ` 1q.

(La dernière ligne vient du fait que X est à valeurs dans N, ce qui entraine qu’on a
tX ą tu “ tX ě k ` 1u pour tout k P N et pour tout t P rk, k ` 1r.) �

Exercice. Démontrer le Corollaire 4.3 directement, i.e. sans utiliser la formule d’in-
tégration par parties.

4.2. Markov et Tchebitchev.

Proposition 4.4. Pour toute va positive Z et pour tout α ą 0, on a l’inégalité
suivante, qu’on appelle l’inégalité de Markov :

PpZ ě αq ď
1

α
EpZq.

Démonstration. On a PpZ ě αq “
ş

tZěαu dP. De plus, sur l’ensemble tZ ě αu, on
a par définition Z

α ě 1. Comme Z ě 0, on en déduit

PpZ ě αq “

ż

tZěαu
1 dP ď

ż

tZěαu

Z

α
dP ď

ż

Ω

Z

α
dP “

1

α
EpZq.

�

Corollaire 4.5. (inégalité de Tchebitchev)
Soit X une va réelle dans L2, et soit m “ EpXq. Alors, pour tout ε ą 0, on a

P
`

|X ´m| ě ε
˘

ď
σ2pXq

ε2
¨

Démonstration. Comme la fonction u ÞÑ u2 est strictement croissante sur R`, on
peut écrire

P
`

|X ´m| ě ε
˘

“ P
`

pX ´mq2 ě ε2
˘

;
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et donc, par l’inégalité de Markov :

P
`

|X ´m| ě ε
˘

ď
E
`

pX ´mq2
˘

ε2
¨

�

Corollaire 4.6. Pour toute va réelle X et pour tous ε, λ ą 0, on a

P
`

X ě ε
˘

ď e´λε E
`

eλX
˘

.

Démonstration. Comme PpX ě εq “ P
`

eλX ě eλε
˘

car λ ą 0, il suffit d’appliquer
Markov à Z “ eλX . �

Exemple. (“Loi des grands nombres” pour un jeu de pile ou face infini)
Si on joue à pile ou face une infinité de fois, alors il est presque certain que la proportion
de “piles” obtenus après n lancers tend vers 1{2 quand nÑ8.

Démonstration. On modélise la situation par une suite pXiqiě1 de va indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de paramètre 1{2, en convenant que 1 correspond à “pile”
et 0 à “face”. L’évènement “on obtient pile au i-ème lancer” est donc tXi “ 1u. La
proportion de piles obtenus après n lancers est

Zn “
X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn

n
;

et il s’agit de montrer que Zn Ñ 1{2 presque sûrement.
“Par Borel-Cantelli” (cf l’Exemple 1 après le Théorème 2.1 du Chapitre 5), il suffit

de montrer que pour tout ε ą 0, on a
8
ÿ

n“1

P
´

ˇ

ˇZn ´
1

2

ˇ

ˇ ě ε
¯

ă 8.

De plus, comme
 

|Zn´
1
2 | ě ε

(

“
 

Zn ě
1
2 ` ε

(

Y
 

Zn ď ´
1
2 ´ ε

(

et que la réunion
est disjointe, on a

P
´

ˇ

ˇZn ´
1

2

ˇ

ˇ ě ε
¯

“ P
´

Zn ě
1

2
` ε

¯

` P
´

Zn ď ´
1

2
´ ε

¯

;

et par conséquent, il suffit de montrer que
8
ÿ

n“1

P
´

Zn ě
1

2
` ε

¯

ă 8 et
8
ÿ

n“1

P
´

Zn ď ´
1

2
´ ε

¯

ă 8.

On a pour tout λ ą 0 :

P
´

Zn ě
1

2
` ε

¯

“ P
´

X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn ě np
1

2
` ε

˘

¯

ď e´λnp
1
2
`εq E

`

eλpX1`¨¨¨`Xnq
˘

par Markov

“ e´λnp
1
2
`εq

n
ź

i“1

E
`

eλXi
˘

par indépendance.
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De plus, E
`

eλXi
˘

“ 1
2e
λˆ0 ` 1

2e
λˆ1 “ 1

2p1` e
λq pour i “ 1, . . . , n. Donc on obtient

P
´

Zn ě
1

2
` ε

¯

ď e´λnp
1
2
`εq

ˆ

1` eλ

2

˙n

“ e´nελ

˜

e´
λ
2 ` e

λ
2

2

¸n

“ e´nελ
`

chpλ{2q
˘n
.

Ensuite, en développant le cosinus hyperbolique en en série entière on voit qu’on a

0 ď chptq ď et
2{2 pour tout t P R.

En effet :

chptq “
8
ÿ

k“0

t2k

p2kq!
ď

8
ÿ

k“0

t2k

2kk!
“ e

t2

2 .

On obtient donc

P
´

Zn ě
1

2
` ε

¯

ď e´nελ en
λ2

8 “ e´nελ`n
λ2

8 pour tout λ ą 0.

En étudiant ϕpλq :“ ´nελ ` nλ
2

8 (trinôme du second degré...), on voit que le
“meilleur” λ, i.e. celui pour lequel ´nελ` nλ

2

8 est minimal, est λ “ 4ε ; et que pour ce
λ on a ´nελ` nλ

2

8 “ ´2ε2n. Ainsi,

P
´

Zn ě
1

2
` ε

¯

ď e´2ε2n;

ce qui montre que la série
ř

P
´

Zn ě
1
2 ` ε

¯

est convergente.

On montre de même que la série
ř

P
´

Zn ď ´
1
2´ε

¯

est convergente, ce qui termine
la démonstration. �

4.3. Jensen.

Rappel. Si I est un intervalle de R, une fonction f : I Ñ R est dite convexe sur
I si

@x, y P I @λ P r0, 1s : f
`

p1´ λqx` λy
˘

ď p1´ λq fpxq ` λfpyq.

Par exemple, la fonction exponentielle est convexe sur R, et la fonction x ÞÑ xp est
convexe sur r0,8r si p ě 1.

Proposition 4.7. (inégalité de Jensen)
Soit X une va réelle appartenant à L1, à valeurs dans un intervalle I Ď R, et soit
φ : I Ñ R une fonction convexe telle que φpXq ě 0 ou φpXq P L1. Alors EpXq P I et

φpEpXq
˘

ď EpφpXq
˘

.

Démonstration.

Fait 1. On a EpXq P I, et EpXq P I̊ si X n’est pas presque sûrement égale à une
constante.
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Preuve du Fait 1. Supposons par exemple que l’intervalle I soit de la forme I “
ra, bs, avec a ă b ă 8. Alors a ď X ď b presque partout, donc a “ Epaq ď EpXq ď
Epbq “ b par croissance de l’espérance, i.e. EpXq P I. De plus, si EpXq R I̊, alors on a
par exemple EpXq “ a, donc EpX ´ aq “ 0, et donc X “ a ps car X ´ a ě 0. Ainsi,
EpXq P I̊ si X n’est pas presque sûrement égale à une constante. La preuve est la même
pour tout autre type d’intervalle. �

Fait 2. Pour tout x0 P I̊, on peut trouver une fonction affine α : RÑ R telle que
αpx0q “ φpx0q et αpxq ď φpxq pour tout x P I.

Preuve du Fait 2. C’est une propriété “bien connue” des fonctions convexes. �

Revenons à l’inégalité de Jensen. Si X est presque sûrement égale à une constante
c, alors le résultat est évident : on a EpφpXqq “ Epφpcqq “ φpcq “ φpEpXqq. On peut
donc supposer que X n’est pas presque sûrement égale à une constante. Alors EpXq P I̊
d’après le Fait 1. Par le Fait 2, on peut donc trouver une fonction affine αpxq “ ax` b
telle que αpEpXqq “ φpEpXqq et αpxq ď φpxq pour tout x P I. Ainsi,

φpEpXqq “ αpEpXqq
“ aEpXq ` b
“ EpaX ` bq car Epbq “ b

“ EpαpXqq
ď EpφpXqq par croissance de l’espérance.

�

Remarque 1. L’inégalité de Jensen permet de retrouver le fait que } ¨ }p1 ď } ¨ }p2
si p1 ď p2.

Démonstration. Supposons 1 ď p1 ď p2 ă 8 (le cas p2 “ 8 est laissé en exo). Soit
X une va positive,. On a E

`

Xp2
˘

“ E
`

pXp1qp2{p1
˘

“ E
`

φpXp1q
˘

, où φptq “ tp2{p1 . La
fonction φ est convexe sur R` car p2{p1 ě 1 ; donc E

`

φpXp1q
˘

ě φ
`

EpXp1q
˘

, autrement
dit EpXp2q ě EpXp1qp2{p1 , et donc }X}p2 “ EpXp2q1{p2 ě EpXp1q1{p1 “ }X}p1 . �

Exercice. Montrer que si X P L8, alors }X}8 “ limpÑ8 }X}p.

Remarque 2. L’inégalité de Jensen entraine ce qu’on appelle parfois l’inégalité de
Jensen discrète : si φ : I Ñ R est une fonction convexe alors, pour tous x1, . . . , xn P I
et pour tous λ1, . . . , λn ě 0 vérifiant

řn
1 λi “ 1, on a

φ

˜

n
ÿ

i“1

λixi

¸

ď

n
ÿ

i“1

λi φpxiq.

Démonstration. On peut supposer que les xi sont tous différents (exo). Par hy-
pothèse sur les λi, on définit une loi de probabilité µ sur tx1, . . . , xnu en posant
µptxiuq “ λi pour i “ 1, . . . , n. Donc il existe une va réelleX à valeurs dans tx1, . . . , xnu
telle que

PpX “ xiq “ λi pour i “ 1, . . . , n.

On a alors
n
ÿ

i“1

λixi “ EpXq et
n
ÿ

i“1

λiφpxiq “ EpφpXqq;

d’où le résultat par l’inégalité de Jensen. �
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5. Moments d’ordres supérieurs

Définition 5.1. Soit X une va réelle, et soit k P N˚. On dit que X admet un
moment d’ordre k si X P Lk, i.e. Ep|X|kq ă 8. Si c’est le cas ; le nombre EpXkq

s’appelle le k-ième moment de X.

Remarque. Par convention, toute va réelle possède un moment d’ordre 0, et EpX0q “

1 (puisque X0 “ 1).

Exemple 1. Si X P L8, alors X admet des moments de tous ordres.

Exemple 2. S’il existe une constante λ ą 0 tel que eλ|X| P L1, alors X admet des
moments de tous ordres.

Démonstration. On veut montrer que X P Lp pour tout p ă 8. D’après l’inégalité
de Markov, on a pour tout t ą 0 :

Pp|X| ą tq “ P
`

eλ|X| ą eλt
˘

ď C e´λt, où C “ Epeλ|X|q.
Donc

ż 8

0
tp´1Pp|X| ą tq dt ď C

ż 8

0
tp´1e´λtdt ă 8,

et donc X P Lp par le Corollaire 4.2. �

Exemple 3. SoitX une va suivant une loi normale N pm,σ2q. AlorsX n’appartient
pas à L8, mais vérifie cependant l’hypothèse de l’Exemple 2 pour tout λ ą 0.

Démonstration. exo. �

Proposition 5.2. (“Théorème des moments”)
Les moments d’une va réelle bornée déterminent sa loi. Autrement dit : si X et Y sont
deux va réelles appartenant à L8 telles que EpXkq “ EpY kq pour tout k P N, alors
PX “ PY .

Démonstration. Fixons X et Y comme dans l’énoncé.

Fait 1. On a EpfpXqq “ EpfpY qq pour toute fonction continue f : RÑ R.

Preuve du Fait 1. Comme X et Y sont dans L8, on peut trouver un intervalle
compact ra, bs tel que X et Y sont (presque sûrement) à valeurs dans ra, bs. Alors, si
f : R Ñ R est continue, elle est bornée sur ra, bs, donc les va fpXq et fpY q sont dans
L8, et en particulier dans L1. Donc : l’énoncé a un sens !

Par hypothèse et par linéarité de l’espérance, on a EpP pXqq “ EpP pY qq pour tout
polynôme P . Maintenant, si f : R Ñ R est continue, on peut trouver une suite de
polynômes pPnq telle que Pn Ñ f uniformément sur ra, bs, où ra, bs est comme plus
haut. Alors PnpXq Ñ fpXq pour la norme } ¨ }8 ; en particulier }PnpXq´ fpXq}1 Ñ 0
puisque } ¨ }1 ď } ¨ }8, et donc EpPnpXqq Ñ EpfpXqq. De même EpPnpY qq Ñ EpfpY qq.
D’où le résultat puisque EpPnpXqq “ EpPnpY qq pour tout n. �

Fait 2. Soient µ1 et µ2 deux mesures boréliennes finies sur R. Si on a
ş

R f dµ1 “
ş

R f dµ2 pour toute fonction continue bornée f : RÑ R, alors µ1 “ µ2.

Preuve du Fait 2. D’après le Corollaire 1.5 du Chapitre 3, il suffit de montrer qu’on
a µ1ps ´ 8, bsq “ µ2ps ´ 8, bsq pour tout b P R.

Pour n P N˚, soit fn : R Ñ R la fonction définie comme suit : fnptq ” 1 sur
s ´8, bs, fnptq ” 0 sur rb` 1

n ,8r, et fn est affine sur rb, b` 1
n s. (Dessiner le graphe de
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fn.) Alors les fn sont continues, fn Ñ 1s´8,bs simplement (exo), et 0 ď fn ď 1. Comme
les mesures µ1 et µ2 sont finies, on en déduit par convergence dominée qu’on a

µ1ps ´ 8, bsq “ lim
nÑ8

ż

R
fn dµ1 et µ2ps ´ 8, bsq “ lim

nÑ8

ż

R
fn dµ2;

donc µ1ps ´ 8, bsq “ µ2ps ´ 8, bsq puisque
ş

R fn dµ1 “
ş

R fn dµ2 pour tout n (les fn
étant continues bornées). �

La preuve du Théorème des moments est maintenant terminée : par le Fait 1, on a
ş

R f dPX “
ş

R f dPY pour toute fonction continue bornée f : R Ñ R ; donc PX “ PY
par le Fait 2. �





Chapitre 7

Convergence des variables aléatoires

1. Convergence presque sûre et convergence Lp

Définition 1.1. Soit pZnq une suite de va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq. On
dit que pZnq converge presque sûrement s’il existe une va Z telle que Znpωq Ñ Zpωq

pour presque tout ω P Ω. On écrit alors Zn
ps
ÝÑ Z.

Exemple 1.2. Si on a
ř8
n“0 P

`

|Zn ´ Z| ě ε
˘

ă 8 pour tout ε ą 0, alors Zn Ñ Z
presque sûrement.

Démonstration. C’est une conséquence (de la partie triviale) du Lemme Borel-
Cantelli ; cf le Chapitre 5. �

Définition 1.3. Soit pZnq une suite de va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq et
appartenant toutes à Lp pour un certain p ě 1. On dit que pZnq converge en norme

Lp s’il existe une va Z P Lp telle que }Zn ´ Z}p Ñ 0. On écrit alors Zn
} ¨ }p
ÝÝÝÑ Z, ou

Zn
Lp
ÝÑ Z.

Exemple 1.4. Soit pXkq une suite de va deux à deux indépendantes, appartenant
à L2 et centrées. Si on a

ř8
k“0 σ

2pXkq ă 8, alors la série
ř

Xk converge en norme L2.

Démonstration. Comme L2 est un espace complet, suffit de montrer que les sommes
partielles Zn “

řn
k“0Xk forment une suite de Cauchy dans L2.

Comme les Xk sont deux à deux indépendantes et centrées, elles sont orthogonales
dans L2. D’après le théorème de Pythagore, on en déduit que pour tous p ă q, on a

}Sq ´ Sp}
2
2 “

›

›

›

q
ÿ

k“p`1

Xk

›

›

›

2

2
“

q
ÿ

k“p`1

}Xk}
2
2 “

q
ÿ

k“p`1

σ2pXkq.

Donc }Sq ´ Sp}2 Ñ 0 quand p, q Ñ8 puisque la séries
ř

σ2pXkq est convergente. �

Remarque 1. Si une suite de va réelles pZnq converge en norme Lp0 pour un certain
p0 ě 1, alors elle converge en norme Lp pour tout 1 ď p ď p0, donc en particulier en
norme L1.

Démonstration. C’est clair puisque Lp0 Ď Lp et } ¨ }p ď } ¨ }p0 . �

Remarque 2. Si Zn
L1

ÝÑ Z, alors EpZnq Ñ EpZq.

Démonstration. C’est évident puisque

|EpZnq ´ EpZq| “ |EpZn ´ Zq| ď Ep|Zn ´ Z|q “ }Zn ´ Z}1.
�

Remarque 3. La convergence presque sûre et la convergence en norme Lp ne sont
pas comparables (si p ă 8). Autrement dit : aucune n’entraine l’autre. (cf TD.)

67
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Proposition 1.5. Soit pZnq une suite de va réelles. Si pZnq converge presque sû-
rement vers une va Z et s’il existe une va G ě 0 telle que G P Lp et @n : |Zn| ď G

ps, alors Zn
Lp
ÝÑ Z.

Démonstration. Vu dans le cours de théorie de l’intégration (“convergence dominée
dans Lp”). La preuve consiste simplement à appliquer le Théorème de convergence
dominée usuel à fn :“ |Zn ´ Z|

p (exo). �

Proposition 1.6. Soit pZnq une suite de va réelles. Si pZnq converge en norme L1

vers une va Z, alors pZnq possède une sous-suite qui tend presque sûrement vers Z.

Démonstration. Vu aussi dans le cours de théorie de l’intégration. On redémontrera
ce résultat un peu plus loin, sous une forme plus générale (Corollaire 2.4). �

2. Convergence en probabilité

Définition 2.1. Soit pZnq une suite de va réelles, toutes définies sur le même
pΩ,A,Pq. On dit que la suite pZnq converge en probabilité s’il existe une va Z telle
que

P
`

|Zn ´ Z| ě ε
˘ nÑ8
ÝÝÝÑ 0 pour tout ε ą 0.

On écrit alors Zn
proba
ÝÝÝÑ Z.

Remarque 1. On a “unicité de la limite” : si Zn
proba
ÝÝÝÑ Z et Zn

proba
ÝÝÝÑ Z 1, alors

Z 1 “ Z presque sûrement.

Démonstration. Comme |Z 1 ´ Z| ď |Z 1 ´ Zn| ` |Zn ´ Z|, on a
 

|Z 1 ´ Z| ě ε
(

Ď
 

|Z 1 ´ Zn| ě ε{2
(

Y
 

|Zn ´ Z| ě ε{2
(

pour tout ε ą 0 et pour tout n, et donc

P
`

|Z 1 ´ Z| ě ε
˘

ď P
`

|Z 1 ´ Zn| ě ε{2
˘

` P
`

|Z 1 ´ Zn| ě ε{2
˘

.

En faisant tendre n vers l’infini, on en déduit que

P
`

|Z 1 ´ Z| ě ε
˘

“ 0 pour tout ε ą 0.

Donc PpZ ‰ Z 1q “ P
´

Ť

kPN˚
 

|Z 1 ´ Z| ě 1{k
(

¯

“ 0, autrement dit Z 1 “ Z ps. �

Remarque 2. Si pZnq converge en probabilité, alors elle est de Cauchy en proba-
bilité : pour tout ε ą 0,

P
`

|Zq ´ Zp| ě ε
˘

Ñ 0 quand p, q Ñ8.

Démonstration. En notant Z la va limite, on a comme plus haut

P
`

|Zq ´ Zp| ě ε
˘

ď P
`

|Zq ´ Z| ě ε{2
˘

` P
`

|Z ´ Zp| ě ε{2
˘

,

ce qui donne immédiatement le résultat. �

Remarque 3. La réciproque est vraie : si une suite de va pZnq est de Cauchy en
probabilité, alors elle converge en probabilité vers une certaine va Z.

Démonstration. En TD. �

Proposition 2.2. La convergence presque sûre et la convergence en norme L1

entrainent chacune la convergence en probabilité.
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Démonstration. Supposons que Zn
ps
ÝÑ Z, et fixons ε ą 0. Pour tout n P N, on a

P
`

|Zn ´ Z| ě ε
˘

ď P
´

ď

kěn

t|Zk ´ Z| ě εu

loooooooooomoooooooooon

An

¯

.

Donc il suffit de montrer que PpAnq Ñ 0 quand nÑ8.
Comme la suite pAnq est décroissante, on a

lim
nÑ8

PpAnq “ P
´

č

nPN
An

¯

.

Mais si ω P
Ş

nAn, alors |Zkpωq ´ Zpωq| ě ε pour une infinité de k, et donc Zkpωq ne
tend pas vers Zpωq. Donc Pp

Ş

nAnq “ 0 puisque Zk Ñ Z ps.

Supposons maintenant que Zn
L1

ÝÑ Z. D’après l’inégalité de Markov, on a

P
`

|Zn ´ Z| ě ε
˘

ď
Ep|Zn ´ Z|q

ε
“
}Zn ´ Z}1

ε

pour tout ε ą 0 et pour tout n. Donc P
`

|Zn ´ Z| ě ε
˘

Ñ 0 pour tout ε ą 0. �

Remarque. Les réciproques sont fausses. (On le verra en TD.)

Proposition 2.3. Soit pZnq une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. Alors
Zn

proba
ÝÝÝÑ Z si et seulement si toute sous-suite pZ 1nq de pZnq possède une sous-suite

pZ 1nkq telle que Z 1nk
ps
ÝÑ Z.

Démonstration. Supposons que Zn
proba
ÝÝÝÑ Z, et soit pZ 1nq une sous-suite quelconque

de pZnq. Alors Z 1n
proba
ÝÝÝÑ Z ; donc P

`

|Z 1n ´ Z| ě 1{k
˘

Ñ 0 quand n Ñ 8 pour tout
k P N˚. On peut donc trouver une suite strictement croissante d’entiers pnkqkě1 telle
que

@k @n ě nk : P
`

|Z 1n ´ Z| ě 1{k
˘

ď 2´k.

Pour ε ą 0 donné, on a alors

@k ě 1{ε : P
`

|Z 1nk ´ Z| ě ε
˘

ď P
`

|Z 1nk ´ Z| ě 1{k
˘

ď 2´k.

Donc
8
ÿ

k“1

P
`

|Z 1nk ´ Z| ě ε
˘

ă 8 pour tout ε ą 0,

et donc Z 1nk
ps
ÝÑ Z.

Inversement, supposons que pZnq ne converge pas en probabilité vers Z : il s’agit
alors de trouver une sous-suite pZ 1nq de pZnq telle qu’aucune sous-suite de pZ 1nq ne
converge presque sûrement vers Z.

Par hypothèse, on peut trouver ε0 ą 0 tel que Pp|Zn ´ Z| ě ε0q ne tend pas vers 0
quand n Ñ 8. Cela signifie qu’il existe η ą 0 tel que Pp|Zn ´ Z| ě ε0q ě η pour une
infinité d’entiers n, autrement dit qu’il existe η ą 0 et une sous-suite pZ 1nq de pZnq telle
que

@n P N : Pp|Z 1n ´ Z| ě ε0q ě η.

Alors aucune sous-suite de pZ 1nq ne peut converger en probabilité vers Z, donc a fortiori
aucune sous-suite de pZ 1nq ne tend presque sûrement vers Z. �
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Corollaire 2.4. Si pZnq est une suite de va réelles qui converge en probabilité
ppar exemple, si pZnq converge en norme L1q, alors pZnq possède une sous-suite qui
converge presque sûrement.

Démonstration. C’est évident par la propostion. �

Exercice. Montrer que si Zn
proba
ÝÝÝÑ Z, alors fpZnq

proba
ÝÝÝÑ fpZq pour toute fonction

continue f : RÑ R.

3. Séries de va indépendantes

Vu ce qu’on a raconté dans les sections précédentes, le résultat suivant est a priori
assez surprenant. On le donne à titre culturel (c’est un des très nombreux “théorèmes
de Paul Lévy”).

Théorème 3.1. Soit pXkq une suite de va réelles indépendantes, et pour n P N,
soit Sn :“

řn
k“0Xk. Si la suite pSnq converge en probabilité, alors elle converge presque

sûrement. Autrement dit : pour une série de va indépendantes, la convergence en pro-
babilité est équivalente à la convergence presque sûre.

Démonstration. Cf TD, ou pas.
�

Corollaire 3.2. Soit pXkq une suite de va réelles indépendantes, appartenant à L2

et centrées. Si on a
ř8
k“0 σ

2pXkq ă 8, alors la série
ř

Xk converge presque sûrement.

Démonstration. L’hypothèse sur la série
ř

σ2pXkq et l’orthogonalité des va Xk

entrainent la convergence en norme L2 de la série
ř

Xk (Exemple 1.4). Comme la
convergence L2 entraine la convergence en probabilité, on en déduit que la série

ř

Xk

converge en probabilité, et donc presque sûrement d’après le théorème puisque les Xk

sont indépendantes. �

Corollaire 3.3. Soit pakq une suite de nombres réels. Si la série
ř

a2
k est conver-

gente, alors on peut trouver une suite de choix de signes ˘ telle que la série
ř

˘ak soit
convergente.

Démonstration. Soit pεkq une suite de va indépendantes (définies sur un certain
pΩ,A,Pq) suivant toutes une loi de Rademacher, i.e les εk sont à valeurs dans t´1, 1u
avec

Ppεk “ 1q “
1

2
“ Ppεk “ ´1q.

On applique le corollaire précédent avec Xk :“ akεk. Les Xk sont indépendantes, et on
vérifie très facilement qu’elles sont dans L2, centrées, avec σ2pXkq “ a2

k. Par hypothèse
sur les ak, on en déduit que la série

ř

Xk “
ř

akεk converge presque sûrement. En
particulier, il existe au moins un ω P Ω tel que la série

ř

εkpωqak soit convergente, ce
qui démontre le résultat souhaité. �

4. Convergence en loi

4.1. Convergence étroite des mesures.
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4.1.1. Généralités. Dans ce qui suit, on se donne un espace métrique pΛ, dq.

Notations. On note M`pΛq l’ensemble des mesures boréliennes finies sur Λ, et
CbpΛq l’ensemble des fonctions continues bornées f : Λ Ñ R.

Lemme 4.1. CbpΛq sépare les points de M`pΛq : si µ, µ1 P M`pΛq et µ ‰ µ1, alors
il existe f P CbpΛq telle que

ş

Λ f dµ ‰
ş

Λ f dµ
1. Autrement dit, si µ et µ1 sont deux

mesures telles que
ş

Λ f dµ “
ş

Λ f dµ
1 pour toute fonction f P CbpΛq, alors µ “ µ1.

Démonstration. Pour Λ “ R, on a déjà démontré ce résultat quand on a fait la
preuve du théorème des moments (Proposition 5.2 du Chapitre 6). Dans le cas général,
la démonstration est très similaire.

Par le théorème des classes monotones, il suffit de montrer qu’on a µpF q “ µ1pF q
pour tout fermé F Ď Λ (exo).

Fait. Il existe une suite décroissante pfkqkPN de fonctions lipschitziennes bornées
(donc appartenant à CbpΛq) telle que fkpxq Ñ 1F pxq pour tout x P Λ.

Preuve du Fait. Pour k P N˚, soit θk : R Ñ R la fonction définie comme suit =
θkp0q “ 1, θkptq ” 0 sur s ´ 8,´1{ks Y r1{k,8r, et θk est affine sur r´1{k, 0s et
sur r0, 1{ks. (Faire un dessin.) Alors les θk sont lipschitziennes bornées, la suite pθkq
est décroissante, et θkptq Ñ 1t0uptq pour tout t P R (exo). Si maintenant on définit
fk : Λ Ñ R par fkpxq “ θkpdistpx, F qq, alors les fk sont lipschitziennes bornées par
composition, la suite pfkq est décroissante, et fk Ñ 1txPΛ : distpx,F q“0u ; autrement dit
fk Ñ 1F puisque F est un fermé de Λ. �

Supposons que
ş

Λ f dµ “
ş

Λ f dµ
1 pour toute f P CbpΛq. Soit pfkq comme dans le

Fait. Comme µ et µ1 sont des mesures finies et 0 ď fk ď f1 pour tout k ě 1, on a µpF q “
limkÑ8

ş

Λ fk dµ par convergence dominée ; et de même µ1pF q “ limkÑ8

ş

Λ fk dµ
1. Donc

µpF q “ µ1pF q puisque
ş

Λ fk dµ “
ş

Λ fk dµ pour tout k. �

Définition 4.2. Soit pµnq une suite dans M`pΛq, et soit µ P M`pΛq. On dit que
la suite pµnq converge étroitement vers µ, et on écrit µn � µ, si

ż

Λ
f dµn

nÑ8
ÝÝÝÑ

ż

Λ
f dµ pour toute f P CbpΛq.

Remarque 1. On a unicité de la limite : si µn � µ et µn � µ1, alors µ “ µ1.

Démonstration. Par définition, on a
ş

Λ f dµ “ limnÑ8

ş

Λ f dµn “
ş

Λ f dµ
1 pour

toute f P CbpΛq, donc µ “ µ1 par le Lemme 4.1. �

Remarque 2. Si µn � µ, alors µnpΛq Ñ µpΛq.

Démonstration. C’est clair puisque 1 P CbpΛq. �

Exemple 1. Si panq est une suite de points de Λ convergeant vers un point a P Λ,
alors δan � δa.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Soit ρ une densité lebesguienne sur Rd, et soit pCnq Ď s0,8r une suite
tendant vers 8. On pose ρnpxq “ CnρpCnxq. Alors µn “ ρnpxqdx converge étroitement
vers µ “ δ0.
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Démonstration. Pour toute f P CbpRq, on a
ż

R
f dµn “

ż

R
fpxqCnρpCnxq dx

“

ż

R
f

ˆ

u

Cn

˙

ρpuq du.

Comme f est continue en 0 et bornée, on en déduit par convergence dominée que
ż

R
f dµn

nÑ8
ÝÝÝÑ

ż

R
fp0q ρpuq du “ fp0q “

ż

T
f dδ0.

�

Proposition 4.3. Soit pµnq une suite dans M`pΛq, et soit µ P M`pΛq. Les choses
suivantes sont équivalentes :

(1) µn � µ ;

(2) µnpBq Ñ µpBq pour tout borélien B Ď Λ tel que µpBBq “ 0.

En particulier, si µnpBq Ñ µpBq pour tout borélien B Ă Λ, alors µn � µ.

Démonstration. p1q ùñ p2q. Supposons que µn � µ. Pour montrer (2), le point
clé est le fait suivant.

Fait. On a limµnpF q ď µpF q pour tout fermé F Ď Λ, et limµnpOq ě µpOq pour
tout ouvert O Ď Λ.

Preuve du Fait. Soit F un fermé de Λ. On a vu dans la preuve du Lemme 4.1 qu’il
existe une suite décroissante pfkq de fonctions lipschitziennes bornées, fk : Λ Ñ R, telle
que fkpxq Ñ 1F pxq pour tout x P Λ. Comme 1F ď fk, on a pour tout n P N et pour
tout k :

µnpF q “

ż

Λ
1F dµn ď

ż

Λ
fk dµn.

De plus,
ş

Λ fk dµn
nÑ8
ÝÝÝÑ

ş

Λ fk dµ puisque µn � µ, donc

limµnpF q ď

ż

Λ
fk dµ pour tout k ě 1.

Mais
ş

Λ fk dµ Ñ
ş

Λ 1F dµ “ µpF q quand k Ñ 8, par convergence dominée ; donc on
obtient bien limµnpF q ď µpF q.

Soit maintenant O un ouvert de Λ. On a µnpOq “ µnpΛq ´ µnpΛzOq et µpOq “
µpΛq ´ µpΛzOq. Comme µnpΛq Ñ µpΛq et comme F :“ ΛzO est un fermé de Λ, on en
déduit limµnpOq “ µpΛq ´ limµnpΛzOq ě µpΛq ´ µpΛzOq “ µpOq. �

Montrons maintenant (2). Si B Ď Λ est un borélien tel que µpBBq “ 0, alors µpBq “
µpB̊q “ µpBq car µpBBq “ µpBzB̊q “ µpBq ´ µpB̊q, donc en fait µpBq “ µpB̊q “ µpBq

puisque B̊ Ď B Ď B. En appliquant le Fait avec F “ B et O “ B̊, on obtient

limµnpBq ď limµnpBq ď µpBq “ µpBq “ µpB̊q ď limµnpB̊q ď limµnpBq;

ce qui montre que µnpBq Ñ µpBq.
p2q ùñ p1q. C’est un peu plus délicat, et on l’admettra. On va cependant montrer

que si µnpBq Ñ µpBq pour tout borélien B Ă Λ, alors µn � µ.
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On remarque d’abord que
ş

Λ ϕdµn Ñ
ş

Λ ϕdµ pour toute fonction borélienne étagée
ϕ : Λ Ñ R. En effet, c’est vrai pour ϕ de la forme 1B par hypothèse, donc vrai également
pour ϕ étagée quelconque par linéarité (micro-exo).

Soit maintenant f P CbpΛq quelconque, et soit ε ą 0. Comme f est borélienne bor-
née, on sait qu’on peut trouver une suite de fonction étagées qui converge uniformément
vers f . Donc, on peut fixer une fonction ϕ étagée telle que

@x P Λ : |ϕpxq ´ fpxq| ď ε.

On a alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Λ
ϕdµ´

ż

Λ
f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Λ
|ϕ´ f | dµ ď ε µpΛq;

et de même
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Λ
ϕdµn ´

ż

Λ
f dµn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε µnpΛq pour tout n P N.

D’après l’inégalité triangulaire, on voit donc (exo) que

@n P N :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Λ
f dµn ´

ż

Λ
f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε µnpΛq `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Λ
ϕdµn ´

ż

Λ
ϕdµn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ε µpΛq.

Comme
ş

Λ ϕdµn Ñ
ş

Λ ϕdµ et µnpΛq Ñ µpΛq, on en déduit

lim

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Λ
f dµn ´

ż

Λ
f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2ε µpΛq;

et ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on en conclut que
ş

Λ f dµn Ñ
ş

Λ f dµ. �

Exercice. Trouver une suite pµnq Ď M`pRq convergeant étroitement vers δ0 mais
telle que µnpt0uq ne tende pas vers 1 “ δ0pt0uq.

4.1.2. Cas où Λ est dénombrable.

Proposition 4.4. Supposons que l’espace métrique Λ soit dénombrable. Soit pµnq
une suite dans M`pΛq, et soit µ P M`pΛq. Si µnpΛq Ñ µpΛq et µnptxuq Ñ µptxuq pour
tout x P Λ, alors µnpBq Ñ µpBq pour tout ensemble B Ď Λ, et donc µn � µ.

Démonstration. On remarque d’abord que µnpF q Ñ µpF q pour tout ensemble fini
F Ď Λ : en effet, si F “ ta1, . . . , aru, alors µnpF q “

řr
k“1 µnptakuq Ñ

řr
k“1 µptakuq “

µpF q quand nÑ8.

Fait. Pour tout ε ą 0, on peut trouver un ensemble fini F Ď Λ et un entier N tels
que µpΛzF q ă ε et @n ě N : µnpΛzF q ă ε.

Preuve du Fait. Comme Λ est dénombrable, il est réunion d’une suite croissante
d’ensemble finis pFkqkPN. Alors µpΛq “ limµpFkq ; donc, comme µ est une mesure finie,
on peut trouver un entier k tel que F :“ Fk vérifie µpF q ą µpΛq ´ ε. On a alors
µpΛzF q ă ε. Comme µnpΛzF q “ µnpΛq ´ µnpF q Ñ µpΛq ´ µpF q “ µpΛzF q ă ε, on
peut ensuite trouver un entier N tel que @n ě N : µnpΛzF q “ µnpΛq´µnpF q ă ε. �

Maintenant, soit B Ď Λ quelconque. Soit aussi ε ą 0, et soient F et N comme dans
le Fait. Pour n ě N , on a

|µnpBq ´ µpBq| ď |µnpBq ´ µnpB X F q| ` |µnpB X F q ´ µpB X F q|

` |µpB X F q ´ µpBq|

ă 2ε` |µnpB X F q ´ µpB X F q|.
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Comme µnpB X F q Ñ µpB X F q puisque B X F est fini, on en déduit

lim |µnpBq ´ µpBq| ď 2ε pour tout ε ą 0,

ce qui prouve que µnpBq Ñ µpBq. �

4.1.3. Cas où Λ “ R.

Notations. On note C00pRq l’ensemble des fonctions f : R Ñ R continues à
support compact, et C800pRq l’ensemble des fonctions de classe C8 à support compact.
On a ainsi

C800pRq Ď C00pRq Ď CbpRq.

Proposition 4.5. Supposons que Λ “ R. Soit pµnq une suite dans M`pRq, et soit
µ P M`pRq. Les choses suivantes sont équivalentes :

(1) µn � µ ;
(3) µnpRq Ñ µpRq et

ş

R ϕdµn Ñ
ş

R ϕdµ pour toute fonction ϕ P C00pRq.
(4) µnpRq Ñ µpRq et

ş

R ϕdµn Ñ
ş

R ϕdµ pour toute fonction ϕ P C800pRq.

Démonstration. Évidemment, p1q ùñ p3q ùñ p4q.
(4) ùñ (3) La preuve repose sur le fait suivant.

Fait. Pour toute ϕ P C00pRq et pour tout ε ą 0 on peut trouver une fonction
rϕ P C800pRq telle que @x P R : |rϕpxq ´ ϕpxq| ď ε.

Preuve abrégée du Fait. Soit ρ P C800pRq telle que ρ ě 0 et
ş

R ρpxq dx “ 1. Soit
également pCkqkPN Ăs0,8r une suite tendant vers 8. On pose ρkpxq :“ CkρpCkxq, et
ϕk :“ ρk ˚ϕ. On vérifie que ϕk P C800pRq pour tout k P N, et que ϕk Ñ ϕ uniformément
sur R (exo non trivial). Donc on peut prendre rϕ “ ϕk pour k assez grand. �

En utilisant le Fait, on montre alors comme dans la preuve de la Proposition 4.3
que (4) ùñ (3). Exo : écrire les détails.

(3) ùñ (1). Supposons (3) vérifiée, et fixons f P CbpRq : on veut montrer que
ş

R f dµn Ñ
ş

R f dµ quand nÑ8.

Fait. Pour tout ε ą 0, il existe une fonction χ P C00pRq vérifiant 0 ď χ ď 1 et un
entier N , tels que

ş

Rp1´ χq dµ ă ε et
ş

Rp1´ χq dµn ă ε pour tout n ě N .

Preuve du Fait. Comme la mesure µ est finie et comme R est réunion d’une suite
croissante d’intervalles compacts, on peut trouver un intervalle compact I tel que
µpI0q ą µpRq ´ ε (exo). Soit χ P C00pRq telle que 0 ď χ ď 1 et χ ” 1 sur I
(micro-exo : dessiner le graphe d’une telle fonction χ). Alors

ş

R χdµ ą µpRq ´ ε car
χ ě 1I , et donc

ş

Rp1´ χq dµ “ µpRq ´
ş

R χdµ ă ε. De plus, par (3) :
ş

Rp1´ χq dµn “
µnpRq ´

ş

R χdµn Ñ µpRq ´
ş

R χdµ ă ε ; donc on peut trouver un entier N tel que
@n ě N :

ş

Rp1´ χq dµn ă ε. �

Soit ε ą 0, et soient χ P C00pRq et N comme dans le Fait. Alors ϕ :“ χf appartient
à C00pRq. Comme f ´ ϕ “ p1´ χqf et 1´ χ ě 0, on a

ż

R
|f ´ ϕ| dµ “

ż

R
p1´ χq |f | dµ ď }f}8

ż

R
p1´ χq dµ ď ε }f}8;

et de même
ż

R
|ϕ´ f | dµn ď ε }f}8 pour tout n ě N.
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D’après l’inégalité triangulaire, on en déduit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
f dµn ´

ż

R
f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2ε }f}8 `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
ϕdµn ´

ż

R
ϕdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pour tout n P N.

Comme
ş

R ϕdµn Ñ
ş

R ϕdµ par (3) et comme ε ą 0 est quelconque, on peut donc
conclure que

ş

R f dµn Ñ
ş

R f dµ. �

4.2. Convergence en loi d’une suite de va. Dans ce qui suit, on se donne une
suite de va pZnqnPN et une va Z, toutes à valeurs dans un espace métrique pΛ, dq.

Définition 4.6. On dit que la suite pZnq converge en loi vers Z si la suite pPZnq
converge étroitement vers PZ . On écrit alors Zn

L
ÝÑ Z.

Reformulation. Par définition, pZnq converge en loi vers Z si et seulement si

EpfpZnqq Ñ EpfpZqq pour toute f P CbpΛq.

Remarque 1. Les Zn ne sont pas forcément définies sur le même pΩ,A,Pq.

Remarque 2. On a “unicité de la limite” au sens des lois : si Zn
L
ÝÑ Z et Zn

L
ÝÑ Z 1,

alors PZ “ PZ1 .

Démonstration. C’est évident puisqu’on a unicité de la limite pour la convergence
étroite. �

Exemple. Si les Zn sont des va réelles suivant des lois N p0, σnq avec limnÑ8 σn “

0, alors Zn
L
ÝÑ 0.

Démonstration. Si on note ρ : RÑ R la “densité gaussienne standard”, i.e. ρpxq “
1?
2π
e´x

2{2, alors PZn “ 1
σn
ρp xσn qdx pour tout n P N. Donc PZn � δ0 puisque Cn :“

1
σn
Ñ8 (cf l’Exemple 2 après la définition de la convergence étroite). �

Exercice. Montrer que si Zn
L
ÝÑ Z, alors φpZnq

L
ÝÑ φpZq pour toute fonction

continue φ : Λ Ñ R. En particulier, si Z et les Zn sont des va réelles et si Zn
L
ÝÑ Z,

alors aZn ` b
L
ÝÑ aZ ` b pour tous a, b P R.

Proposition 4.7. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi : si
Z et les Zn sont des va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq et si Zn

proba
ÝÝÝÑ Z, alors

Zn
L
ÝÑ Z.

Démonstration. Supposons que Zn
proba
ÝÝÝÑ Z, et fixons f P CbpRq : il s’agit de mon-

trer que EpfpZnqq Ñ EpfpZqq. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors certainement
}fpZnq ´ fpZq}1 ­Ñ 0, donc on peut trouver ε ą 0 et une sous-suite pZ 1nq de pZnq tels
que @n P N : }fpZ 1nq ´ fpZq}1 ě ε. Comme Zn

proba
ÝÝÝÑ Z, la suite pZ 1nq possède une

sous-suite pZ 1nkq telle que Z
1
nk

ps
ÝÑ Z. Alors fpZ 1nkq

ps
ÝÑ fpZq car f est continue. De plus,

la suite pfpZ 1nkqq est uniformément bornée car f est bornée. Donc }fpZ 1nkq´fpzq}1 Ñ 0
par convergence dominée ; ce qui n’est pas vrai puisque }fpZ 1nkq´fpZq}1 ě ε pour tout
k. �

Remarque. La réciproque est fausse (cf TD).



76 7. CONVERGENCE DES VARIABLES ALÉATOIRES

Proposition 4.8. Soit pZnq une suite de va à valeurs dans un espace métrique Λ,
et soit Z une va à valeurs dans Λ.

(1) Zn
L
ÝÑ Z si et seulement si PpZn P Bq Ñ PpZ P Bq pour tout borélien B Ď Λ

tel que PpZ P BBq “ 0.
(2) Supposons Λ dénombrable. Si PpZn “ xq Ñ PpZ “ xq pour tout x P Λ, alors

Zn
L
ÝÑ Z.

(3) Supposons que les Zn et Z soient des va réelles. Alors Zn
L
ÝÑ Z si et seulement

si EpϕpZnqq Ñ EpϕpZqq pour toute fonction ϕ P C800pRq.

Démonstration. C’est un résumé de (l’essentiel de) ce qui a été vu sur la convergence
étroite des mesures. �

Corollaire 4.9. Si les Zn sont des va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq et si
Zn

L
ÝÑ Z où Z est une va constante, Z “ a ps, alors Zn

proba
ÝÝÝÑ Z.

Démonstration. Pour ε ą 0, on a Pp|Zn´Z| ě εq “ Pp|Zn´ a| ě εq “ PpZn P Bεq,
où Bε “s´8, a´εsYra`ε,8r. Comme Z “ a ps, on a PpZ P Bεq “ 0, donc a fortiori
PpZ P BBεq “ 0. Donc Pp|Zn ´ a| ě εq “ PpZn P Bεq Ñ PpZ P Bεq “ 0. �

Corollaire 4.10. Supposons que Z et les Zn soient des va réelles. Si Zn
L
ÝÑ Z et

si de plus PpZ “ xq “ 0 pour tout x P R ppar exemple, si Z est une va à densitéq, alors
PpZn P Iq Ñ PpZ P Iq pour tout intervalle I Ď R.

Démonstration. BI contient au plus 2 points, donc PZpBIq “ 0. �

Corollaire 4.11. Supposons que Z et les Zn soient des va réelles à densité. Si
ρZnpxq Ñ ρZpxq presque partout, alors Zn

L
ÝÑ Z.

Démonstration. Il suffit de montrer que PpZn P Bq Ñ PpZ P Bq pour tout borélien
B Ď R. On a

|PpZn P Bq ´ PpZ P Bq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

B
ρZnpxq dx´

ż

B
ρZpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

B
|ρZnpxq ´ ρZpxq| dx

ď }ρZn ´ ρZ}1.

Donc il suffit de montrer que }ρZn ´ ρZ}1 Ñ 0.
Posons fn :“ ρZn `ρZ ´|ρZn ´ρZ |. Les fn sont ě 0 car |ρZn ´ρZ | ď |ρZn |` |ρZ | “

ρZn ` ρZ ; et fn Ñ 2ρZ pp. De plus,
ş

R fn “ 2 ´
ş

R |ρZn ´ ρZ | “ 2 ´ }ρZn ´ ρZ}1 car
ş

R ρZ “ 1 “
ş

R ρZn . Par le Lemme de Fatou, on a donc

2 “

ż

R
2ρZ “

ż

R
lim fn ď lim

ż

R
fn “ 2´ lim }ρZn ´ ρZ}1.

On en déduit lim }ρZn ´ ρZ}1 “ 0, ce qui est le résultat souhaité. �

Exemple. Si Zn suit une loi normale N pmn, σ
2
nq et si mn Ñ m P R et σn Ñ σ ą 0,

alors pZnq converge en loi vers une va Z „ N pm,σ2q.

Démonstration. Micro-exo. �
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Exercice. Soit pX,B, µq un espace mesuré, et soit pfnq une suite dans L1pµq. On
suppose que fn converge presque partout vers une fonction f P L1pµq, et que de plus
}fn}1 Ñ }f}1. Montrer que fn tend vers f en norme L1.

Corollaire 4.12. (Théorème de Poisson)
Supposons que Zn suive une loi binomiale Bpn, pnq, avec pn „ λ

n pour un certain λ ą 0.
Alors pZnq converge en loi vers une va Z suivant la loi de Poisson Ppλq.

Démonstration. Les Zn sont toutes à valeurs dans Λ “ N. Soit Z une va de loi
Ppλq, donc aussi à valeurs dans N. Pour k P N fixé et pour tout n ą k, on a

PpZn “ kq “

ˆ

n

k

˙

pknp1´ pnq
n´k

“
1

k!
npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qpknp1´ pnq

n´k;

et donc

PpZn “ kq „
1

k!
nkpknp1´ pnq

n´k quand nÑ8.

De plus, comme pn „ λ
n , on voit que nkpkn Ñ λk ; et comme pn Ñ 0, on voit aussi que

p1 ´ pnq
n´k “ eppn´kq logp1´pnq Ñ e´λ quand n Ñ 8 (car logp1 ´ pnq „ ´pn „ ´

λ
n).

Donc

PpZn “ kq
nÑ8
ÝÝÝÑ

λk

k!
e´λ “ PpZ “ kq pour tout k P N.

�

Proposition 4.13. Supposons que Z et les Zn soient des va réelles. Alors les choses
suivantes sont équivalentes :

(i) Zn
L
ÝÑ Z ;

(ii) FZn Ñ FZptq en tout point t P R où la fonction FZ est continue.

Démonstration. On notera D l’ensemble des points de discontinuité de FZ .

Fait. On a D “ tt P R; PZpttuq ą 0u.

Preuve du Fait. On l’a vu au Chapitre 3 (c’était le Fait 6.3). �

Par le Fait, un nombre réel t est un point de continuité de FZ si et seulement si
PZpBItq “ 0, où It “s ´8, ts. Donc, si (i) est vérifiée, alors PZnpItq Ñ PZpItq en tout
point t où FZ est continue d’après la Proposition 4.3 ; autrement dit (ii) est vérifiée.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Pour montrer que Zn
L
ÝÑ Z, il suffit de vérifier

que EpϕpZnqq Ñ EpϕpZqq pour toute fonction ϕ P C800pRq.
Par définition, EpϕpZnqq “

ş

Ω ϕpZnpωqq dPpωq. De plus, comme ϕptq Ñ 0 quand
t Ñ ´8, on a aussi ϕppZnpωqq “

şZnpωq
´8

ϕ1ptq dt pour tout ω P Ω, ce qui peut encore
s’écrire ϕppZnpωqq “

ş

R 1st,8rpZnpωqqϕ
1ptqdt. En appliquant le Théorème de Fubini, on
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obtient donc

E
`

ϕpZnq
˘

“

ż

Ω

ˆ
ż

R
1st,8rpZnpωqqϕ

1ptq dt

˙

dPpωq

“

ż

R
ϕ1ptqPpZn ą tq dt

“

ż

R
ϕ1ptq

`

1´ FZnptq
˘

dt;

et de même
E
`

ϕpZq
˘

“

ż

R
ϕ1ptq

`

1´ FZptq
˘

dt.

(Exo : justifier l’utilisation du Théorème de Fubini.)
Par (ii), on sait que 1 ´ FZnptq Ñ 1 ´ FZptq en tout point t R D. De plus, D “

tt; PZpttuq ą 0u est dénombrable, donc en particulier λ1-négligeable ; et donc 1 ´
FZnptq Ñ 1´ FZptq presque partout. Comme ϕ1 P L1pRq (car ϕ1 est continue à support
compact) et |p1´FZnptqqϕ1ptq| ď |ϕ1ptq| pour tout n P N, on en déduit par convergence
dominée que

E
`

ϕpZnq
˘ nÑ8
ÝÝÝÑ

ż

R
ϕ1ptq

`

1´ FZptq
˘

dt “ E
`

ϕpZq
˘

.

�

Corollaire 4.14. Si FZnptq Ñ FZptq pour tout t P R, alors Zn
L
ÝÑ Z.

Démonstration. C’est évident par la proposition. �

Corollaire 4.15. Si PpZn P Iq Ñ PpZ P Iq pour tout intervalle I Ď R, alors
Zn

L
ÝÑ Z.

Démonstration. C’est une conséquence du corollaire précédent (micro-exo). �

Exercice. Montrer que si Ppa ă Zn ď bq Ñ Ppa ă Z ď bq pour tous a, b P R, alors
Zn

L
ÝÑ Z.



Chapitre 8

Théorèmes limites

1. Loi des grands nombres

Rappel. Si X est une va suivant une loi de Bernoulli Bp1{2q et si pXiqiě1 est une
suite de va indépendantes et de même loi que X, alors

X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn

n

ps
ÝÑ

1

2
“ EpXq.

Le théorème suivant montre que ceci n’est pas du tout spécifique à la loi Bp1{2q,
mais est au contraire un phénomène complètement général.

Théorème 1.1. (Loi des grands nombres)
Soit X une va réelle appartenant à L1, et soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes

et de même loi que X. Pour n ě 1, on pose Sn “
n
ř

i“1
Xi. Alors

Sn
n

ps
ÝÑ EpXq.

Démonstration. Soitm “ EpXq. Quitte à remplacer X par X´m et Xi par Xi´m,
on peut supposer que m “ 0, i.e. que X est centrée. Il s’agit alors de montrer que
Sn
n

ps
ÝÑ 0 ; ce qu’on va faire en prouvant que

lim
Sn
n
ď 0 et lim

Sn
n
ě 0 ps.

Fait 1. Soit Y P L1, et soit pYiqiě1 une suite de va indépendantes et de même loi
que Y . Pour n ě 1, on pose Σn “ Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn. Si EpY q ă 0, alors supně1 Σnpωq ă 8
presque sûrement.

Preuve du Fait 1. Soit E “ tω P Ω; supně1 Σnpωq ă 8u. On veut montrer que
PpEq “ 1 (sous l’hypothèse EpY q ă 0).

L’évènement E est asymptotique relativement à la suite pYiq (exo), donc PpEq vaut
0 ou 1 par la loi du 0 - 1. Il suffit donc de montrer que PpEq ą 0. On raisonne par
l’absurde en supposant que PpEq “ 0 ; autrement dit, qu’on a

(˚) sup
ně1

Σnpωq “ 8 presque sûrement.

Pour n ě 1, posons

Mn “ maxpΣ1, . . . ,Σnq “ maxpY1, Y1 ` Y2, . . . , Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Ynq.

La suite de va pMnq est croissante, et Mn Ñ8 ps par p˚q.
Posons maintenant

M˚
n “ maxpY2, Y2 ` Y3, . . . , Y2 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn`1q.

79
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Alors M˚
n a la même loi que Mn : en effet, Mn “ ΦpY1, . . . , Ynq où Φpu1, . . . , unq “

maxpu1, u1 ` u2, . . . , u1 ` ¨ ¨ ¨ ` unq, M˚
n “ ΦpY2, . . . , Yn`1q pour la même fonction Φ,

et les va pY1, . . . , Ynq et pY2, . . . , Yn`1q ont la même loi, à savoir PY b ¨ ¨ ¨ b PY . En
particulier,

EpM˚
n q “ EpMnq.

De plus la suite pM˚
n q est croissante, et on vérifie que M˚

n Ñ8 ps (exo).
Par définition de M˚

n , on a

Y1 `M
˚
n “ maxpΣ2, . . . ,Σn`1q;

et donc
Mn`1 “ maxpΣ1, Y1 `M

˚
n q “ maxpY1, Y1 `M

˚
n q.

Autrement dit,

Mn`1 “ Y1 `maxpM˚
n , 0q

“ Y1 `M
˚
n ´minp0,M˚

n q.

De plus, comme la suite pMnq est croissante, on a EpMn`1q ě EpMnq, ce qui s’écrit
EpM˚

n q ` EpY1q ´ E
`

minp0,M˚
n q
˘

ě EpMnq. Comme EpM˚
n q “ EpMnq, on obtient donc

EpY1q ě Epminp0,M˚
n q
˘

.

Mais si on pose Φn “ minp0,M˚
n q, alors la suite pΦnq est croissante, et tend presque

sûrement vers 0 car M˚
n Ñ 8 ps. De plus, on a (par croissance) Φ1 ď Φn ď 0 pour

tout n ě 1. Comme Φ1 “ minp0,M˚
1 q “ minp0, Y2q P L

1, on en déduit, par convergence
dominée, que

E
`

minp0,M˚
n q
˘

Ñ 0.

On obtient ainsi EpY1q ě 0, ce qui est la contradiction souhaitée. �

Fait 2. Pour tout ε ą 0 fixé, on a

sup
ně1

`

Snpωq ´ nε
˘

ă 8 presque sûrement.

Preuve du Fait 2. On applique le Fait 1 avec Y “ X ´ ε et Yi “ Xi ´ ε. Comme
EpXq “ 0, on a bien EpY q ă 0. Les Yi sont indépendantes et de même loi que Y car les
Xi sont indépendantes et de même loi que X ; et Σn “

řn
i“1pXi ´ εq “ Sn ´ nε. Donc

le résultat est immédiat. �

Par le Fait 2, on a supně1

`

Sn ´ nεq ă 8 presque sûrement, pour tout ε ą 0. En
écrivant

Sn
n
“

1

n

`

Sn ´ nε
˘

` ε,

on voit donc que pour tout ε ą 0 fixé, on a

lim
Sn
n
ď ε presque sûrement.

En prenant ε “ 1{k avec k P N˚ et se souvenant qu’une conjonction dénombrable
de propriétés presque sûres est encore presque sûre, on en déduit que

presque sûrement :
´

lim
Sn
n
ď

1

k
pour tout k P N˚

¯

.

Autrement dit :
lim

Sn
n
ď 0 presque sûrement.
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En appliquant ceci à la suite p´Xiq, on en déduit qu’on a aussi lim p´Snq
n ď 0 ps,

d’où

lim
Sn
n
“ ´lim

p´Snq

n
ě 0 ps.

�

Remarque. On peut montrer que l’hypothèse “X P L1" est nécessaire pour avoir
la convergence presque sûre de Sn

n ¨

Illustration. Soient f et g deux fonctions continues à valeurs réelles sur un
intervalle ra, bs, avec gpxq ą 0 pour tout x P ra, bs. On va utiliser la loi des grands
nombres pour montrer que

1

pb´ aqn

ż

ra,bsn

fpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` fpxnq

gpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` gpxnq
dx1 ¨ ¨ ¨ dxn

nÑ8
ÝÝÝÑ

şb
a fpxq dx
şb
a gpxq dx

¨

Soit X une variable aléatoire uniformément distribuée sur ra, bs, et soit pXiqiě1 une
suite de va indépendantes et de même loi que X, définies sur pΩ,A,Pq. Pour n ě 1,
posons

Zn :“
fpX1q ` ¨ ¨ ¨ ` fpXnq

gpX1q ` ¨ ¨ ¨ ` gpXnq
¨

Les va fpXiq sont indépendantes et de même loi que fpXq, qui est bornée (car f est
bornée sur ra, bs), donc dans L1. De même, les gpXiq sont indépendantes et de même
loi que gpXq, qui est dans L1 et vérifie E

`

gpXq
˘

ą 0 car gpxq ą 0 sur ra, bs. Par la loi
des grands nombres, on voit donc que

Zn :“
fpX1q ` ¨ ¨ ¨ ` fpXnq

n
ˆ

n

gpX1q ` ¨ ¨ ¨ ` gpXnq

ps
ÝÑ

EpfpXq
˘

E
`

gpXq
˘ ¨

De plus, f est bornée sur ra, bs, et comme g est continue et ą 0 sur ra, bs, il existe
une constante c ą 0 telle que gpxq ě c pour tout x P ra, bs. Pour ω P Ω, on a donc

@n ě 1 : |Znpωq| ď
nˆ }f}8
nˆ c

“
}f}8
c

“: M.

La constante M étant dans L1, on en déduit, par convergence dominée, que

EpZnq Ñ E

˜

EpfpXq
˘

E
`

gpXq
˘

¸

“
EpfpXq

˘

E
`

gpXq
˘ ¨

Mais par le Théorème de transfert, l’indépendance des Xi et le fait que PXi “
1
b´a 1ra,bspxqdx, on a aussi (micro-exo)

EpZnq “
1

pb´ aqn

ż

ra,bsn

fpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` fpxnq

gpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` gpxnq
dx1 ¨ ¨ ¨ dxn,

et de même

E
`

fpXq
˘

“
1

b´ a

ż b

a
fpxq dx et E

`

gpXq
˘

“
1

b´ a

ż b

a
gpxq dx.

Donc on obtient le résultat annoncé.
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2. Loi des grands nombres L2

Définition 2.1. Soient X et Y deux va réelles définies sur pΩ,A,Pq et appartenant
à L2. La covariance de X et Y est le nombre CovpX,Y q défini par

CovpX,Y q :“ xX ´ EpXq, Y ´ EpY qyL2 “ E
`

pX ´ EpXqqpY ´ EpY q
˘

.

Remarque 1. On a CovpX,Xq “ σ2pXq pour toute va X P L2.

Remarque 2. On dit que X et Y sont non corrélées si on a CovpX,Y q “ 0.

Remarque 3. Si X et Y sont indépendantes, alors elles sont non corrélées.

Démonstration. Les va X´EpXq et Y ´EpY q sont indépendantes et centrées, donc
orthogonales dans L2. �

Proposition 2.2. Soit pXiqiě1 une suite de va réelles définies sur pΩ,A,Pq et
appartenant à L2. Pour n ě 1, on pose

Sn “
n
ÿ

i“1

Xi.

On fait les hypothèses suivantes :

(i) 1
n

n
ř

i“1
EpXiq admet une limite m quand nÑ8 ;

(ii)
n
ř

i,j“1
CovpXi, Xjq “ opn2q quand nÑ8.

Alors Sn
n Ñ m en norme L2, et donc en probabilité.

Démonstration. Par (i), il suffit de montrer que

Sn
n
´

1

n

n
ÿ

i“1

EpXiq
L2

ÝÑ 0.

On a
›

›

›

›

›

Sn
n
´

1

n

n
ÿ

i“1

EpXiq

›

›

›

›

›

2

L2

“
1

n2

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

`

Xi ´ EpXiq
˘

›

›

›

›

›

2

L2

“
1

n2

n
ÿ

i,j“1

@

Xi ´ EpXiq, Xj ´ EpXjq
D

L2

“
1

n2

n
ÿ

i,j“1

CovpXi, Xjq;

Donc le résultat est immédiat par (ii) ! �

Corollaire 2.3. Si pXiq est une suite de va appartenant à L2, deux à deux non
corrélées, de même moyenne m et de même variance σ2, alors Sn

n Ñ m en norme L2

et donc en probabilité.

Démonstration. La condition (i) est évidemment satisfaite. De plus, comme par
hypothèse CovpXi, Xjq “ 0 si i ‰ j et CovpXi, Xiq “ σ2pXiq “ σ2 on a

n
ÿ

i,j“1

CovpXi, Xjq “

n
ÿ

i“1

σ2pXiq “ nσ2 pour tout n ě 1;
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donc (ii) est également satisfaite �

3. Théorème limite central

Remarque 3.1. Soient X1, . . . , Xn des va réelles, et posons Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn.
Si les Xi sont indépendantes et suivent des lois normales N pmi, σ

2
i q, alors la va

Zn “
Sn ´ EpSnq
σpSnq

suit la loi N p0, 1q. En particulier, si les Xi sont indépendantes et suivent toutes une
même loi N pm,σ2q, alors Zn “ Sn´nm?

nσ
suit la loi N p0, 1q.

Démonstration. On sait que Sn suit la loi N pm0, σ
2
0q, où m0 “ m1 ` ¨ ¨ ¨ ` mn

et σ2
0 “ σ2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` σ2
n “ σ2pSnq. Donc (cf un exo déjà posé au Chapitre 3) Yn “

Sn ´ EpSnq “ Sn ´m0 suit la loi N p0, σ2
0q et Zn “

Yn
σ0

suit la loi N p0, σ
2
0

σ2
0
q “ N p0, 1q.

Dans le cas particulier où les Xi suivent toutes la loi N pm,σq, on a EpSnq “ nm et
σ2pSnq “ nσ2, donc Zn “ Sn´nm?

nσ
¨ �

Théorème 3.2. Soit X une va réelle appartenant à L2, de moyenne EpXq “ m
et de variance σ2pXq “ σ2. Soit également pXiq une suite va va indépendantes et de
même loi que X. Pour n ě 1, on pose

Sn “
n
ÿ

i“1

Xi et Zn “
Sn ´ nm
?
nσ

¨

Alors la suite pZnq converge en loi vers une va Z suivant la loi normale N p0, 1q. Par
conséquent, pour tout intervalle I Ď R,

P
ˆ

Sn ´ nm
?
nσ

P I

˙

nÑ8
ÝÝÝÑ

1
?

2π

ż

I
e´

x2

2 dx.

Remarque 1. La deuxième partie du théorème découle de la première car la loi
normale est à densité et donc PpZ P BIq “ 0 (cf le Corollaire 4.10 du Chapitre 7).

Remarque 2. Zn est la “version centrée et normalisée dans L2 de Sn". En effet,

on a Zn “ 1?
nσ

n
ř

i“1
pXi ´ EpXiqq, donc

EpZnq “ 0 et σ2pZnq “
1

nσ2

n
ÿ

i“1

σ2pXiq “ 1.

Remarque 3. Comme Sn
n ´m “ 1?

n
Sn´nm?

n
et comme “ Sn´nm?

n
a une limite" d’après

le TLC, on voit que moralement, Snn ´m “tend vers 0 comme 1?
n
" (précision par rapport

à la loi des grands nombres)

La preuve du Théorème Limite Central sera faite au chapitre suivant.

Corollaire 3.3. Avec les notations du théorème, la suite Sn´nm?
n

converge en loi
vers une va suivant la loi N p0, σ2q.
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Démonstration. On a Sn´nm?
n

“ σZn, donc Sn´nm?
n

L
ÝÑ σZ (exo déjà posé) ; et σZ „

N p0, σ2q car Z „ N p0, 1q. �

Corollaire 3.4. Avec les notations du théorème, EpZ`n q Ñ 1?
2π

quand nÑ8.

Démonstration. On rappelle que si x P R, alors x` “ maxp1x, 0q. Par la formule
d’intégration par parties, on a

EpZ`n q “
ż 8

0
PpZ`N ą tq dt “

ż 8

0
PpZn ą tq dt,

et de même

EpZ`q “
ż 8

0
PpZ ą tq dt.

Cela étant, PpZn ą tq “ 1 ´ FZnptq Ñ 1 ´ FZptq “ PpZ ą tq pour tout t P R par le
TLC. De plus par l’inégalité de Tchebitchev et comme les Zn sont centrées, on a

@n @t ą 1 : PpZn ą tq ď
EpZ2

nq

t2
“

1

t2
;

et aussi
@n @t P r0, 1s : PpZn ą tq ď 1.

Par convergence dominée, on en déduit que EpZ`n q Ñ EpZ`q quand n Ñ 8. Enfin,
EpZ`q se calcule très bien :

EpZ`q “
1
?

2π

ż

R
x` e´

x2

2 dx

“
1
?

2π

ż 8

0
x e´

x2

2 dx

“

„

´
1
?

2π
e´

x2

2



“
1
?

2π
¨

�

Remarque 3.5. Tel qu’il est énoncé le TLC ne donne pas de précision sur la vitesse
de convergence de PpZn P Iq vers PpZ P Iq quand I est un intervalle de R. Il se trouve
qu’il est possible d’estimer cette convergence si on suppose que X P L3. Sous cette
hypothèse, pour tout intervalle I Ď R et pour tout n P N˚, on a

|PpZn P Iq ´ PpZ P Iq| ď
CpXq
?
n
,

où

CpXq “
E
`

|X ´m|3
˘

2σ3
¨

Ce résultat s’appelle le Théorème de Berry-Esseen. Il montre en particulier que la
convergence de PpZn P Iq vers PpZ P Iq est uniforme par rapport à l’intervalle I. La
preuve est un peu trop délicate pour être faite ici.

Illustration. On va utiliser le Théorème Limite Central pour démontrer la For-
mule de Stirling :

n! „ nne´n
?

2πn quand nÑ8.
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Soit pXiqiě1 une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi de Poisson de
paramètre λ :“ 1. Pour n ě 1, posons comme d’habitude Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn, et

Zn :“
Sn ´ n
?
n
¨

Comme l’espérance et la variance d’une v.a. suivant la loi Pp1q sont égales à 1, le
Corollaire 3.4 nous dit que

EpZ`n q Ñ
1
?

2π
¨

Calculons alors EpZ`n q. On sait que Sn suit la loi de Poisson Ppnq ; et on a Z`n “ ϕpSnq,
où ϕpkq :“ pk´nq`

?
n
¨ Donc

EpZ`n q “
8
ÿ

k“0

pk ´ nq`
?
n

nk

k!
e´n

“
e´n
?
n

8
ÿ

k“n

pk ´ nq
nk

k!

“
e´n
?
n

˜

8
ÿ

k“n

nk

pk ´ 1q!
´

8
ÿ

k“n

nk`1

k!

¸

“
e´n
?
n

nn

pn´ 1q!
¨

Ainsi, on peut dire que
e´n
?
n

nn

pn´ 1q!
Ñ

1
?

2π
quand nÑ8.

Autrement dit : pn ´ 1q! „
?

2π ˆ nne´n?
n

; d’où la Formule de Stirling en multipliant
tout par n.





Chapitre 9

Fonctions caractéristiques

1. Définition et exemples

Définition 1.1. Soit X une va réelle. La fonction caractéristique de X est la
fonction ϕX : RÑ C définie par

ϕXptq :“ E
`

eitX
˘

“

ż

R
eitx dPXpxq.

Fait essentiel. La fonction caractéristique détermine la loi : si X et X 1 sont deux
va réelles telles que ϕX “ ϕX 1 , alors PX “ PX 1 .

Preuve abrégée. Il suffit de montrer qu’on a
ş

R f dPX “
ş

R f dPX 1 pour toute fonc-
tion f P C800pRq.

On admettra que si f P C800pRq, alors il existe une fonction g P L1pRq telle que

@x P R : fpxq “

ż

R
gptqeixtdt.

On en déduit (en utilisant le théorème de Fubini) qu’on a
ż

R
fpxq dPXpxq “

ż

R

ˆ
ż

R
gptqeixtdt

˙

dPXpxq

“

ż

R
gptq

ˆ
ż

R
eitxdPXpxq

˙

dx

“

ż

R
gptqϕXptq dt.

De même
ş

R fpxq dPX 1pxq “
ş

R gptqϕX 1ptq dt, et donc
ş

R f dPX “
ş

R f dPX 1 puisque
ϕX “ ϕXn . �

Fait 1.2. On a ϕXp0q “ 1 et |ϕXptq| ď 1 pour tout t P R.

Démonstration. Micro-exo. �

Exemple 1. Si X suit une loi normale N pm,σ2q, alors

ϕXptq “ eimte´σ
2 t2

2 .

Démonstration. Supposons d’abord que X suive la loi N p0, 1q. Alors

ϕXptq “ E
`

eitX
˘

“
1
?

2π

ż

R
eitxe´

x2

2 dx.

donc ϕXptq “ e´
t2

2 car on a vu en théorie de l’intégration que
ż

R
eitxe´

x2

2 dx “
?

2πe´
t2

2 .

87
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Dans le cas général, si on pose Z :“ X´m
σ , alors Z suit la loi N p0, 1q (exo déjà

posé) ; et comme X “ σZ `m, on a

ϕXptq “ E
`

eitpσZ`mq
˘

“ eimtE
`

eiσtZ
˘

“ eimtϕZpσtq “ eimte´σ
2 t2

2 .

�

Exemple 2. Si X suit une loi de Poisson de paramètre λ ą 0, alors

ϕXptq “ eλpe
it´1q.

Démonstration. Comme X est une va à valeurs dans N, on a

ϕXptq “ E
`

eitX
˘

“

8
ÿ

k“0

PpX “ kq eitk

“

8
ÿ

k“0

λk

k!
e´λeitk

“

8
ÿ

k“0

pλeitqk

k!
e´λ “ eλe

it
e´λ.

�

Exemple 3. Si X suit une loi de Bernoulli de paramètre p, alors

ϕXptq “ peit ` 1´ p.

Démonstration. Exo. �

Exemple 4. Si X suit une loi binomiale Bpn, pq, alors
ϕXptq “

`

peit ` 1´ p
˘n
.

Démonstration. On a

ϕXptq “ E
`

eitX
˘

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´keitk

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ppeitqkp1´ pqn´k

“
`

peit ` 1´ p
˘n par la formule du binôme.

�

Exemple 5. Si X suit une loi de Cauchy de paramètre a ą 0, i.e. PX “ a
π

dx
a2`x2

,
alors

ϕXptq “ e´a |t|.

Démonstration. Par définition,

ϕXptq “
a

π

ż

R

eitx

a2 ` x2
dx;

et on a montré dans le cours d’analyse complexe (en utilisant la formule des résidus)
qu’on a

ż

R

eitx

a2 ` x2
dx “

π

a
e´a|t|¨

�
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Autre preuve. On utilise la formule d’inversion de Fourier (voir la Section 6). Soit
f : RÑ R la fonction définie par

fptq :“ e´a |t|.

La fonction f est clairement intégrable sur R, et sa transformée de Fourier n’est
pas difficile à calculer :

pfpxq “

ż

R
e´a|t| e´ixt dt

“

ż 0

´8

epa´ixqt dt`

ż 8

0
ep´a´ixqt dt

“
1

a´ ix
`

1

a` ix

“
2a

a2 ` x2
¨

Donc pf est intégrable sur R ; et comme f est de plus continue, on a par la formule
d’inversion de Fourier :

fptq “
1

2π

ż

R
pfpxq eitx dx pour tout t P R,

autrement dit fptq “ a
π

ş

R
eitx

a2`x2
dx “ ϕXptq. �

La remarque suivant est évidente mais souvent utile.

Remarque 1.3. Si X est une va réelle, alors

@a, b, t P R : ϕaX`bptq “ eibtϕXpatq.

Démonstration. Micro-xo. �

2. Fonctions caractéristiques et sommes

Proposition 2.1. Si X et Y sont deux va réelles indépendantes, alors ϕX`Y “
ϕX ϕY .

Démonstration. C’est évident :

ϕX`Y ptq “ E
`

eitpX`Y q
˘

“ E
`

eitXeitY
˘

“ E
`

eitX
˘

E
`

eitY
˘

“ ϕXptqϕY ptq,

où on a utilisé le fait que les va eitX et eitY sont indépendantes. �

Exemple 1. Si X et Y sont deux va réelles indépendantes suivant des lois normales
N pmX , σ

2
Xq et N pmY , σ

2
Y q, alors X ` Y suit la loi N pm,σ2q, où m “ mX ` mY et

σ2 “ σ2
X ` σ

2
Y .

Démonstration. On a

ϕX`Y ptq “ ϕXptqϕY ptq “ eimX te´σ
2
X
t2

2 eimY te´σ
2
Y
t2

2 “ eimte´σ
2 t2

2 ,

qui est la fonction caractéristique d’une loi N pm,σ2q ; d’où le résultat puisque la fonc-
tion caractéristique détermine la loi. �

Remarque. Cette preuve est quand même nettement plus limpide que celle donnée
au Chapitre 5 !
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Exemple 2. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson Ppλq
et Ppµq, alors X ` Y suit la loi Ppλ` µq.

Démonstration. On a

ϕX`Y ptq “ ϕXptqϕY ptq “ eλpe
it´1qeµpe

it´1q “ epλ`µqpe
it´1q,

qui est la fonction caractéristique d’une loi Ppλ` µq. �

Exemple 3. Si X1, . . . , Xn sont des va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de paramètre p, alors X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn suit la loi binomiale Bpn, pq.

Démonstration. Cette fois, en posant S “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn, on a

ϕSptq “
n
ź

k“1

ϕXkptq “
`

peit ` 1´ p
˘n
,

qui est la fonction caractéristique d’une loi Bpn, pq. �

Exemple 4. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Cauchy de
paramètres a et b, alors X ` Y suit la loi de Cauchy de paramètre a` b.

Démonstration. Exo. �

3. Régularité

Proposition 3.1. Soit X une va réelle.

(1) ϕX est une fonction continue bornée, avec }ϕX}8 “ 1 “ ϕXp0q.

(2) Si X admet un moment d’ordre N ě 1, alors ϕX est de classe CN , avec

ϕ
pkq
X ptq “ ik E

`

XkeitX
˘

pour k “ 1, . . . , N.

En particulier,

ϕpkqp0q “ ik EpXkq.

Démonstration. On a déjà vu que ϕX est bornée avec }ϕX}8 “ 1 “ ϕXp0q. Pour le
reste, on utilise les théorèmes de continuité et de dérivabilité des intégrales à paramètres
(Faire l’exo soigneusement). �

Remarque. En général, une fonction caractéristique n’a pas de raisons d’être “mieux
que continue”. Par exemple, si X suit une loi de Cauchy de paramètre a ą 0, alors
ϕXptq “ e´a|t| n’est pas dérivable en 0.

Proposition 3.2. Si X est une va réelle bornée, alors ϕX est développable en série
entière sur R. Plus précisément, on a

@t P R : ϕXptq “
8
ÿ

k“0

ikEpXkq

k!
tk.
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Démonstration. On écrit la définition de ϕXptq et on développe l’exponentielle en
série entière :

ϕXptq “

ż

Ω
eitXdP

“

ż

Ω

8
ÿ

k“0

pitXqk

k!
dP

“

8
ÿ

k“0

ż

Ω

pitXqk

k!
dP

“

8
ÿ

k“0

iktk

k!

ż

Ω
XkdP

“

8
ÿ

k“0

ikEpXkq

k!
tk.

Pour justifier l’interversion
ř

-
ş

, il suffit d’observer qu’on a
ż

Ω

8
ÿ

k“0

|pitXqk|

k!
dP “

ż

Ω

8
ÿ

k“0

|tX|k

k!
dP “

ż

Ω
e|tX|dP ď e|t| }X}8 ă 8.

�

Corollaire 3.3. (Théorème des moments)
Si X et Y deux va réelles bornées telles EpXkq “ EpY kq pour tout k P N, alors X

et Y ont la même loi.

Démonstration. On a déjà démontré ce résultat dans le chapitre “Espérance, va-
riance, moments”. En utilisant les fonctions caractéristiques, la preuve est immédiate :
par la proposition précédente, on a

@t P R : ϕXptq “
8
ÿ

k“0

ikEpXkq

k!
tk “

8
ÿ

k“0

ikEpY kq

k!
tk “ ϕY ptq.

Donc ϕX “ ϕY , et donc X et Y ont la même loi ! �

4. Fonctions caractéristiques et convergence en loi

Théorème 4.1. Soit pZnq une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. Alors
pZnq converge en loi vers Z si et seulement si ϕZnptq Ñ ϕZptq pour tout t P R.

Démonstration. Si Zn
L
ÝÑ Z, alors ϕZnptq “ EpeitZnq Ñ EpeitZq “ ϕZptq car la

fonction x ÞÑ eitx est continue bornée.
Inversement, supposons que ϕZnptq Ñ ϕZptq pour tout t P R. Pour montrer que

Zn
L
ÝÑ Z, il suffit de montrer que

ş

R f dPZn Ñ
ş

R f dPZ pour toute fonction f P C800pRq.
On a vu plus haut qu’il existe une fonction g P L1pRq telle que

@x P R : fpxq “

ż

R
gptqeixtdt.

Alors, un calcul déjà effectué donne
ż

R
f dPZn “

ż

R
gptqϕZnptq dt et

ż

R
f dPZ “

ż

R
gptqϕZptq dt
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Comme ϕZnptq Ñ ϕZptq pour tout t P R, on en déduit que
ş

R f dPZn Ñ
ş

R f dPZ
par convergence dominée (exo). �

Exemple 1. Preuve du Théorème Limite Central.

Soit X une va réelle appartenant à L2, et soit pXiqiě1 une suite de va rélles in-
dépendantes et de même loi que X. Posons m “ EpXq, σ2 “ σ2pXq ; et pour n ě 1,
Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn et

Zn “
Sn ´ nm
?
nσ

“
X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn ´ nm

?
nσ

¨

On veut montrer que Zn
L
ÝÑ Z, où Z „ N p0, 1q ; et pour cela il suffit de prouver que

ϕZnptq Ñ ϕZptq “ e´
t2

2 pour tout t P R.
Il n’y a rien à démontrer si t “ 0 puisque ϕZnp0q “ 1 “ ϕZp0q pour tout n ; donc on
supposera dans la suite que t ‰ 0.
Quitte à remplacer X par X 1 “ X´m

σ et Xk par X 1k “
Xk´m
σ , on peut supposer que

EpXq “ 0 et EpX2q “ 1;

de sorte que

Zn “
Sn
?
n
“
X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn

?
n

¨

Comme les Xk sont indépendantes, on a

ϕZnptq “ E
´

n
ź

k“1

e
it
Xk?
n

¯

“

n
ź

k“1

E
`

e
i t?

n
Xk

˘

;

et comme les Xk ont la même loi que X, on en déduit

ϕZnptq “ ϕX

´ t
?
n

¯n
.

De plus, ϕX est de classe C2 sur R car X P L2, avec ϕXp0q “ 1, ϕ1Xp0q “ EpXq “ 0
et ϕ2Xp0q “ i2EpX2q “ ´1. Donc ϕX admet au voisinage de 0 le développement limité
suivant :

ϕXpuq “ 1´
u2

2
` opu2q.

On peut donc écrire

ϕX

´ t
?
n

¯

“ 1´
t2

2n
` ξn, où |ξn| “ o

`

1
n

˘

.

Donc
ˇ

ˇ

ˇ
ϕX

`

t?
n

˘

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ
ă 1 pour n assez grand, et on peut écrire

ϕZnptq “

ˆ

1´
t2

2n
` ξn

˙n

“ exp

ˆ

n log
´

1´
t2

2n
` ξn

¯

˙

,

où log est la détermination principale du logarithme, qui est bien définie et holomorphe
dans le disque Dp0, 1q. Comme log1p1q “ 1, on a logp1`uq „ u quand uÑ 0 ; et comme
t ‰ 0, on en déduit que log

´

1 ´ t2

2n ` ξn

¯

„ ´ t2

2n ` ξn „ ´
t2

2n quand n Ñ 8, ce qui
donne le résultat souhaité :

ϕZnptq
nÑ8
ÝÝÝÑ e´

t2

2 .
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Exemple 2. Théorème de Poisson.

Soit pZnqně1 telle que Zn suit une loi Bpn, pnq avec pn „ λ
n pour un certain λ ą 0.

Montrons que Zn
L
ÝÑ Z avec Z „ Ppλq.

On a pour tout n et pour tout t P R :

ϕZnptq “ ppne
it ` 1´ pnq

n “
`

1` pnpe
it ´ 1q

˘n
.

Comme pn Ñ 0, on a |pnpeit ´ 1q| ă 1 pour n assez grand. Donc 1 ` pnpe
it ´ 1q P

Dp1, 1q Ď CzR´, et donc on peut écrire

ϕZnptq “ en logp1`pnpeit´1qq,

où log est la détermination principale du logarithme. Comme logp1 ` uq „ u quand
uÑ 0 et comme pn Ñ 0, on voit que

logp1` pnpe
it ´ 1qq „ pnpe

it ´ 1q „
λ

n
peit ´ 1q.

Donc n logp1` pnpe
it ´ 1qq Ñ λpeit ´ 1q, et donc ϕZnptq Ñ eλpe

it´1q, fonction caracté-
ristique de la loi de Poisson Ppλq.

5. Fonction caractéristique d’une va à valeurs dans Rd

Si X est une va à valeurs dans Rd, sa fonction caractéristique est la fonction ϕX :
Rd Ñ C définie par

ϕXptq “ E
`

ei xt,Xy
˘

pour tout t P Rd,

où x ¨ , ¨ y est le produit scalaire usuel sur Rd.
Autrement dit, si t “ pt1, . . . , tdq P Rd et si on écrit X “ pX1, . . . , Xdq, alors

ϕXptq “ E
`

eipt1X1`¨¨¨`tdXdq
˘

“

ż

Ω
eipt1X1`¨¨¨`tdXdqdP

“

ż

Rd
eipt1x1`¨¨¨`tdxdqdPpX1,...,Xdqpx1, . . . , xdq.

On admettra le fait suivant.

Fait 5.1. La fonction caractéristique détermine la loi.

Comme illustration, on va démontrer que l’indépdance peut se lire sur les fonctions
caractéristiques.

Proposition 5.2. Soient X1, . . . , Xd des va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq.
Alors X1, . . . , Xd sont indépendantes si et seulement si

(˚) ϕa1X1`¨¨¨`adXdpsq “ ϕX1pa1sq ¨ ¨ ¨ϕXdpadsq

pour tous a1, . . . , ad P R et pour tout s P R.
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Démonstration. SiX1, . . . , Xd sont indépendantes, alors a1X1, . . . , adXd aussi, donc
ϕa1X1`¨¨¨`adXd “ ϕa1X1 ¨ ¨ ¨ϕadXd , ce qui donne p˚q.

Inversement, supposons p˚q vérifiée. Soit X “ pX1, . . . , Xdq, qui est une va à valeurs
dans Rd. Par p˚q, si t “ pt1, . . . , tdq P Rd, alors

ϕXptq “ E
`

eipt1X1`¨¨¨`tdXdq
˘

“ ϕt1X1`¨¨¨`tdXdp1q

“ ϕX1pt1q ¨ ¨ ¨ϕXdptdq.

Maintenant, soientX 11, . . . , X 1d des va indépendantes et de mêmes lois queX1, . . . , Xd, et
soit X 1 “ pX 11, . . . , X 1dq. En utilisant l’indépendance, on voit que si t “ pt1, . . . , tdq P Rd,
alors

ϕX 1ptq “
d
ź

k“1

ϕX 1kptkq,

et donc ϕX 1 “ ϕX puisque ϕX 1k “ ϕXk pour k “ 1, . . . , d. Comme la fonction caractéris-
tique détermine la loi, on en déduit que PX “ PX 1 ; autrement dit PX “ PX 11b¨ ¨ ¨bPX 1d
car les X 1k sont indépendantes. Comme PX 1k “ PXk pour tout k, on obtient ainsi
PpX1,...,Xdq “ PX1 b ¨ ¨ ¨ b PXd , ce qui prouve que X1, . . . , Xd sont indépendantes. �

Exemple. Soient X et Y deux va réelles indépendantes suivant la loi normale
N p0, 1q. Montrons que les va X ` Y et X ´ Y sont indépendantes.
Par la proposition, il suffit de montrer que

@a, b, s P R : ϕapX`Y q`bpX´Y qpsq “ ϕX`Y pasqϕX´Y pbsq.

Il suffit de faire le calcul : on a d’une part

ϕapX`Y q`bpX´Y qpsq “ ϕpa`bqX`pa´bqY psq

“ ϕpa`bqXpsqϕpa´bqY psq par indépendance de X et Y

“ e´pa`bq
2 s2

2 e´pa´bq
s2

2 ;

et d’autre part (toujours par indépendance de X et Y ) :

ϕX`Y pasqϕX´Y pbsq “ ϕXpasqϕY pasqϕXpbsqϕ´Y pbsq

“ e´
pasq2

2 e´
pasq2

2 e´
pbsq2

2 e´
pbsq2

2 .

Après simplification, on voit (exo) que les deux choses sont bien égales.

6. Appendice : transformation de Fourier

Rappel. Si f : R Ñ C est une fonction intégrable, sa transformée de Fourier
est la fonction pf : RÑ C définie par

pfpxq :“

ż

R
fptq e´ixt dt pour tout x P R.

Remarque. Si f P L1pRq, alors pf est une fonction continue bornée, avec

} pf}8 ď }f}1.
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Démonstration. La continuité de pf est une conséquence du théorème de continuité
pour les intégrales à paramètres, applicable car la fonction F pt, xq “ fptqe´ixt est
continue par rapport à x, intégrable par rapport à t, et |F pt, xq| “ |fptq|, fonction
intégrable sur R indépendante de x. Enfin,

| pfpxq| ď

ż

R
|fptqe´ixt| dt “

ż

R
|fptq| dt “ }f}1 pour tout x P R,

donc pf est bornée et } pf}8 ď }f}1. �

Exemple 6.1. Soit g : RÑ R la fonction définie par

gptq “ e´
t2

2 .

Pour tout x P R, on a

pgpxq “
?

2π e´
x2

2 .

Démonstration. Par définition,

pgpxq “

ż

R
e´ixte´

t2

2 dt

En utilisant le théorème de dérivation des intégrales à paramètres (exo), on voit
que pg est dérivable sur R avec

pg 1pxq “ ´i

ż

R
te´ixte´

t2

2 dt.

Puis, en remarquant que te´
t2

2 “ ´ d
dt

`

e´
t2

2

˘

et faisant une intégration par parties,
on obtient (exo)

pg 1pxq “ i

ż

R
ixe´ixte´

t2

2 dt “ ´x pgpxq.

Donc pgpxq “ Ce´x
2{2 pour une certaine constante C ; qui se calcule : C “ pgp0q “

ş

R e
´t2{2dt “

?
2π. �

Exercice. Montrer que si α ą 0, alors on a pour tout x P R :
ż

R
e´

α2t2

2 e´ixtdt “

?
2π

α
e´

x2

2α2 .

Théorème 6.2. (Formule d’inversion de Fourier)
Soit f P L1pRq. Si f est continue et si la fonction pf est intégrable sur R, alors on a
pour tout t P R :

fptq “
1

2π

ż

R
pfpxqeitxdx.

Démonstration. On va la faire en supposant de plus que la fonction f est bornée.
Soit t P R quelconque. On veut montrer que

ż

R
pfpxqeitxdx “ 2π fptq.

Le point de départ est d’observer que
ż

R
pfpxqeitxdx “ lim

αÑ0`

ż

R
pfpxqeitx e´

α2x2

2 dx;
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ce qui se montre par convergence dominée (exo). Ensuite, on a pour tout α ą 0,
ż

R
pfpxqeitx e´

α2x2

2 dx “

ż

R
e´

α2x2

2 eitx
ˆ
ż

R
fpuqe´ixudu

˙

dx

“

ż

R
fpuq

ˆ

e´
α2x2

2 e´ipu´tqxdx

˙

du

“

ż

R
fpuq ˆ

?
2π

α
e´

pu´tq2

2α2 du

“
?

2π

ż

R
fpt` αvq e´

v2

2 dv,

où on a utilisé le Théorème de Fubini, l’Exemple 6.1 et le changement de variable
v “ u´t

α ¨

Comme f est supposé continue et bornée, on en déduit par convergence dominée
que

lim
αÑ0`

ż

R
pfpxqeitx e´

α2x2

2 dx “
?

2π

ż

R
fptq e´

v2

2 dv “ 2π fptq;

ce qui termine la démonstration. �

Comme conséquence de la formule d’inversion de Fourier, on peut maintenant prou-
ver le résultat suivant, dont on a eu besoin pour montrer que la fonction caractéristique
détermine la loi, et aussi pour démontrer le Théorème 4.1.

Corollaire 6.3. Si f P C800pRq, alors il existe une fonction g P L1pRq telle que

@x P R : fpxq “

ż

R
gptqeixtdt.

Démonstration. Par la formule d’inversion de Fourier, il suffit de montrer que pf P

L1pRq : on pourra alors prendre g :“ 1
2π

pf .
Soit A ă 8 te que f ” 0 en dehors de r´A,As. Par continuité de f et de ses

dérivées, on a alors f pkqpAq “ 0 “ f pkqp´Aq pour tout k P N.
Si x ‰ 0, une intégration par parties donne

pfpxq “

ż A

´A
fptqe´ixtdt

“

”

´1

ix
e´ixt fptq

ıA

´A
`

1

ix

ż A

´A
f 1ptqe´ixtdt

“
1

ix
xf 1 pxq.

En intégrant par parties une 2ème fois, on obtient de même

pfpxq “ ´
1

x2
xf2pxq.

Comme la fonction xf2 est bornée sur R, on en déduit que | pfpxq| “ Op1{x2q quand
xÑ ˘8 ; et comme pf est continue, donc localement intégrable, cela montre que pf est
intégrable sur R. �
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