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Chapitre 7. Intégration dans Rd 85
1. Cadre et notations 85
2. Coupes et volumes 85
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Chapitre 1

“Rappels”

1. Dénombrabilité

Définition 1.1. Un ensemble D est dit dénombrable si ou bien D “ H, ou
bien on peut énumérer les éléments de D comme les termes d’une suite, i.e. écrire
D “ tx0, x1, x2, . . . u “ txn; n P Nu.

Exemple 0. Par définition, N est dénombrable.

Exemple 1. Tout ensemble fini est dénombrable : si D “ ta1, . . . , aNu, on peut
écrire D “ ta1, . . . , aN , aN , aN , . . . u.

Exemple 2. Z est dénombrable car Z “ t0, 1,´1, 2,´2, . . . u.

Remarque 1. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Démonstration. Soit D un ensemble dénombrable, D “ tx0, x1, x2 . . . u, et soit
D1 Ď D. Si D1 ‰ H, fixons a P D1. Alors D1 “ tx1

0, x
1
1, x

1
2, . . . u, où x

1
i “ xi si xi P D

1 et
x1
i “ a si xi R D

1. □

Remarque 2. Si on peut écrire D “ txi; i P Iu avec un ensemble d’indices I
dénombrable, alors D est dénombrable.

Démonstration. On écrit I “ ti0, i1, i2, . . . u. AlorsD “ ta0, a1, a2, . . . u, où ak “ xik
pour tout k P N. □

Proposition 1.2. L’ensemble Nˆ N est dénombrable.

Démonstration. On fait un dessin, qui permet de voir que NˆN “ tx0, x1, x2, . . . u
où x0 “ p0, 0q, x1 “ p0, 1q, x2 “ p1, 0q, x3 “ p2, 0q, x4 “ p1, 1q, x5 “ p0, 2q, x6 “ p0, 3q,
x7 “ p1, 2q, etc. □

Corollaire 1.3. Si D1, . . . , DN sont dénombrables, alors D1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ DN est
dénombrable.

Démonstration. La proposition donne le résultat pour N “ 2 car D1 ˆ D2 est
énuméré par Nˆ N ; et le résultat pour N quelconque s’en déduit par récurrence. □

Corollaire 1.4. Q est dénombrable.

Démonstration. Énuméré par Zˆ N˚. □

Corollaire 1.5. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable : si pAiqiPI est une famille d’ensembles dénombrables indexée
par un ensemble I lui même dénombrable, alors A “

Ť

iPI Ai est dénombrable.
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6 1. “RAPPELS”

Démonstration. Pour tout i P I, on choisit une énumération de Ai par N, disons
Ai “ txi,n; n P Nu. Alors A “ txi,n; pi, nq P I ˆNu, donc A est dénombrable car I ˆN
l’est. □

Exemple 3. L’ensemble t0, 1uN de toutes les suites infinies de 0 et de 1 n’est pas
dénombrable.

Démonstration. Par l’absurde, on suppose que t0, 1uN “ txn; n P Nu. On écrit
xn “ pxnp0q, xnp1q, . . . q et on définit x P t0, 1uN par xpiq “ 1 ´ xipiq pour tout i P N.
Alors xpiq ‰ xipiq donc x ‰ xi, pour tout i P N ; ce qui est absurde puisque tout
élément de t0, 1uN est censé être un xi. □

Remarque. La méthode employée dans la preuve de ce dernier exemple s’appelle
la méthode de la diagonale.

Exemple 4. R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Soit E l’ensemble des nombres x P r0, 1s dont le développement
décimal ne comporte que des 0 ou des 1. L’ensemble E est en bijection avec t0, 1uN.
Donc E n’est pas dénombrable par l’Exemple 3 ; et donc R non plus. □

2. La “droite numérique achevée”

Par définition, la droite numérique achevée est l’ensemble R obtenu en rajoutant à
R deux points notés 8 et ´8 :

R “ t´8u Y RY t8u .

2.1. Extension à R de l’ordre de R. On étend l’ordre usuel de R à R en
décrétant qu’on a

´8 ă x ă 8 pour tout x P R.
Intérêt : tout ensemble non vide A Ď R possède une borne supérieure et une borne

inférieure dans R. Pour un ensemble (non vide) A Ď R, on a supA ă 8 si et seulement
si A est majoré, et inf A ą ´8 si et seulement si A est minoré.

Intervalles : si a, b P R, on pose

ra, bs “ tx P R; a ď x ď bu,

et de même pour tous les autres types d’intervalles. En particulier,

R “ r´8,8s .

Exercice. Soit I Ď R. Montrer que I est un intervalle si et seulement si la propriété
suivante a lieu : pour tous u, v P I vérifiant u ă v, on a su, vrĎ I.

2.2. Convergence des suites. On dit qu’une suite pxnqnPN d’éléments de R
converge dans R sir ou bien xn P R à partir d’un certain rang et pxnq converge dans R au sens

usuel ;r ou bien xn Ñ8, ce qui s’écrit @A P s0,8r DN @n ě N : xn ą A ;r ou bien xn Ñ ´8, ce qui s’écrit @A P s0,8r DN @n ě N : xn ă ´A.

Exercice. Soit pxnqnPN Ď R et soit l P R. Montrer que xn Ñ l si et seulement si

@α, β tels que α ă l ă β on a α ă xn ă β à partir d’un certain rang .
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Théorème 2.1. Toute suite croissante pxnq Ď R converge dans R vers sa borne
supérieure, et tout suite décroissante converge vers sa borne inférieure.

Démonstration. Exo. □

Remarque. Comme pour les suites de nombres réels, les inégalités larges se conservent
à la limite : si xn Ñ l et si xn ď β à partir d’un certain rang, alors l ď β ; et de même,
si xn Ñ l et si xn ě α à partir d’un certain rang, alors l ě α.

Théorème 2.2. Toute suite pxnqnPN Ă R possède une sous-suite convergente.

Démonstration. Soit pxnq une suite quelconque d’éléments de R. Alors ou bien pxnq
admet une sous-suite qui tend vers 8, ou bien pxnq admet une sous-suite qui tend vers
´8, ou bien xn P R à partir d’un certain rang n0 et la suite pxnqněn0 est bornée,
auquel cas pxnq possède une sous-suite convergente d’après le théorème de Bolzano-
Weierstrass. Dans tous les cas, pxnq admet une sous-suite qui converge dans R. □

2.3. Limites supérieures et limites inférieures. Si pxnqnPN est une suite
d’éléments de R, on note limxn et limxn les éléments de R définis par

limxn :“ inf
mPN

sup
něm

xn et limxn “ sup
mPN

inf
něm

xn .

On dit que limxn est la limite supérieure de la suite pxnq, et que limxn est sa
limite inférieure.

Remarque 1. Supposons que pxnq Ă R. Alors limxn ă 8 si et seulement si pxnq
est majorée par un nombre réel, et limxn ą ´8 si et seulement si pxnq est minorée.
Donc limxn et limxn appartiennent tous les deux à R si et seulement si la suite pxnq
est bornée.

Remarque 2. On a toujours limxn ď limxn.

Démonstration. Si on pose Lm :“ supněm xn et lm :“ infněm xn, alors Lm décroit

vers limxn et lm croit vers l :“ limxn. D’où le résultat puisque lm ď Lm pour tout
m P N. □

Définition 2.3. Soit pxnq une suite d’éléments de R, et soit ξ P R. On dit que ξ
est une valeur d’adhérence de pxnq s’il existe une sous-suite pxnk

q de pxnq telle que
xnk

Ñ ξ.

Exercice 1. Montrer que ξ est une valeur d’adhérence si et seulement si : pour tous
α, β P R tels que α ă ξ ă β, il existe une infinité d’entiers n tels que α ă xn ă β.

Exercice 2. Montrer qu’une suite pxnq Ă R converge dans R si et seulement si elle
possède exactement une valeur d’adhérence.

Lemme 2.4. Si pxnqnPN est une suite d’éléments de R, alors limxn et limxn sont
des valeurs d’adhérence de pxnq dans R. Plus précisément, L est la plus grande valeur
d’adhérence de pxnq dans R, et limxn est la plus petite valeur d’adhérence de pxnq
dans R.
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Démonstration. Montrons que L :“ limxn est une valeur d’adhérence de pxnq. Par
l’Exo 1, il suffit de montrer que pour tous α, β P R tels que α ă L ă β, il existe une
infinité d’entiers n tels que α ă xn ă β. Pour m P N, posons Lm :“ supněm xn. Alors
Lm Ñ L par définition de L. Comme α ă L ă β, on peut donc trouver m0 tel que
@m ě m0 : α ă Lm ă β. Alors, par définition des Lm, on voit d’une part que Ln ă β
pour tout n ě m0 ; et d’autre part que pour tout m ě m0, on peut trouver n ě m tel
que α ă Ln. En particulier, on peut trouver une infinité de n tels que α ă Ln ă β.

Montrons maintenant que L est la plus grande valeur d’adhérence de pxnq. Soit ξ
une valeur d’adhérence quelconque de pxnq dans R, et soit pnkq une suite strictement
croissante d’entiers telle que xnk

Ñ ξ. Si m P N˚ est fixé, alors nk ě m pour k assez
grand, et donc xnk

ď Lm “ supněm xn. En faisant tendre k vers l’infini, on obtient
ξ ď Lm pour tout m P N, et donc ξ ď infm Lm “ L.

On montre de même que l :“ limxn est une valeur d’adhérence de pxnq, et que
c’est la plus petite. □

Corollaire 2.5. Une suite pxnq Ď R converge dans R si et seulement si limxn “
limxn.

Démonstration. Par le lemme, dire que limxn “ limxn signifie que pxnq possède
exactement une valeur d’adhérence ; d’où le résultat par l’Exo 2. □

Exercice. Démontrer le Corollaire 2.5 directement, en utilisant uniquement la définition
de limxn et limxn.

2.4. Extension des opérations de R à R. Pour l’addition, on convient que :

a`8 “ 8` a “ 8 si a P RY t8u,
a` p´8q “ ´8 “ ´8` a si a P RY t´8u .

De plus :

8` p´8q et´8`8 ne sont pas définis .

Pour la multiplication, on convient que

aˆ8 “ 8 “ 8ˆ a et aˆ p´8q “ ´8 “ p´8q ˆ a si a ą 0 ,

aˆ8 “ ´8 “ 8ˆ a et aˆ p´8q “ 8 “ p´8q ˆ a si a ă 0 .

De plus, on convient que

0ˆ8 “ 0 “ 8ˆ 0 .

Exercice 1. Montrer que l’addition est “continue” sur r0,8s ˆ r0,8s, mais que la
multiplication n’est pas continue.

Exercice 2. Montrer que si pxnq est une suite d’éléments de R, alors

lim p´xnq “ ´limxn et lim p´xnq “ ´limxn .

3. Somme d’une famille de nombres positifs

Convention. On appellera nombre positif tout élément de r0,8s.
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3.1. Somme d’une série. Si pxiqiPN est une suite de nombres positifs, on pose

8
ÿ

i“0

xi :“ lim
nÑ8

n
ÿ

i“0

xi .

Remarque 1. Ça a un sens car les sommes partielles Sn “
řn

i“0 xi forment une
suite croissante de nombres ě 0, donc admettent une limite dans r0,8s.

Remarque 2. Si les xi sont des nombres réels positifs, alors

8
ÿ

i“0

xi ă 8 ðñ la série
ř

xi converge au sens usuel .

3.2. Somme d’une famille quelconque. Si pxiqiPI est une famille de nombres
positifs indexée par un ensemble I ‰ H quelconque, on pose

ÿ

iPI

xi :“ sup

#

ÿ

iPF

xi; F Ď I , F fini

+

.

Remarque. C’est bien défini dans r0,8s.

Exemple. Si I “ N, alors
ř

iPN
xi “

8
ř

i“0
xi “ lim

nÑ8

n
ř

i“0
xi .

Démonstration. Exo. □

Exercice 1. Montrer que si σ : I Ñ I est une permutation de I, i.e. une bijection
de I sur I, alors

ř

iPI xσpiq “
ř

iPI xi.

Exercice 2. Montrer que si A et B sont deux parties de I telles que A X B “ H,
alors

ř

iPAYB xi “
ř

iPA xi `
ř

iPB xi.

Lemme 3.1. (additivité)
Si pxiqiPI et pyiqiPI sont deux familles de nombres positifs indexées par le même en-
semble I, alors

ř

iPIpxi ` yiq “
ř

iPI xi `
ř

iPI yi.

Démonstration. On a pour tout ensemble fini F Ď I :
ÿ

iPF

pxi ` yiq “
ÿ

iPF

xi `
ÿ

iPF

yi ď
ÿ

iPI

xi `
ÿ

iPI

yi ;

d’où
ř

iPIpxi ` yiq ď
ř

iPI xi `
ř

iPI yi en prenant le “sup en F”.

Inversement, si F, F 1 Ď I sont des ensembles finis quelconques, alors
ÿ

iPF

xi `
ÿ

iPF 1

yi ď
ÿ

iPFYF 1

xi `
ÿ

iPFYF 1

yi “
ÿ

iPFYF 1

pxi ` yiq ď
ÿ

iPI

pxi ` yiq ;

d’où
ř

iPI xi `
ř

iPI yi ď
ř

iPIpxi ` yiq par “double passage au sup”. □
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3.3. Convergence monotone, convergence dominée.

Proposition 3.2. (Théorème de convergence monotone pour les sommes)
Soit pfnqnPN une suite de fonctions positives, fn : I Ñ r0,8s. On suppose que la suite
pfnq est croissante (i.e. fnpiq ď fn`1piq pour tout n et pour tout i P I), et pour i P I
on pose fpiq :“ limnÑ8 fnpiq (qui existe dans r0,8s). Alors

ÿ

iPI

fpiq “ lim
nÑ8

ÿ

iPI

fnpiq .

Autrement dit : pour une suite croissante de fonctions positives, on a toujours le droit
d’écrire

ÿ

iPI

lim
nÑ8

fnpiq “ lim
nÑ8

ÿ

iPI

fnpiq .

Démonstration. D’abord, limnÑ8

ř

iPI fnpiq existe dans r0,8s car un :“
ř

iPI fnpiq
est une suite croissante de nombres positifs.

Comme la suite pfnq croit vers f , on a fn ď f et donc
ÿ

iPI

fnpiq ď
ÿ

iPI

fpiq pour tout n P N ;

d’où limnÑ8

ř

iPI fnpiq ď
ř

iPI fpiq.
Inversement, on a pour tout ensemble fini F Ď I :

ÿ

iPF

fpiq “ lim
nÑ8

ÿ

iPF

fnpiq ď lim
nÑ8

ÿ

iPI

fnpiq ;

d’où
ř

iPI fpiq ď limnÑ8

ř

iPI fnpiq en prenant le sup en F . □

Corollaire 3.3. (interversion série-somme)
Si pxi,kqpi,kqPIˆN est une famille double de nombres positifs indexée par I ˆ N, alors

ÿ

iPI

˜

8
ÿ

k“0

xi,k

¸

“

8
ÿ

k“0

˜

ÿ

iPI

xi,k

¸

.

Démonstration. On applique la proposition aux fonctions fn définies par fnpiq “
řn

k“0 xi,k. Les fn forment une suite croissante de fonctions ě 0, et fnpiq Ñ fpiq “
ř8

k“0 xi,k pour tout i P I. Par la proposition, on a donc

ÿ

iPI

8
ÿ

k“0

xk,i “ lim
nÑ8

ÿ

iPI

n
ÿ

k“0

xk,i.

De plus, on a par le Lemme 3.1

ÿ

iPI

n
ÿ

k“0

xk,i “
n
ÿ

k“0

ÿ

iPI

xk,i pour tout n P N;

d’où le résultat. □

Exercice 1. Pour s ą 1, on pose ζpsq :“
8
ř

k“1

1
ks . Déterminer limsÑ1` ζpsq.

Exercice 2. Montrer que si pfnq est une suite de fonctions positives sur un ensemble
I, alors

ÿ

iPI

lim fnpiq ď lim
ÿ

iPI

fnpiq .
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Proposition 3.4. (Théorème de convergence dominée pour les séries)
Soit pfnqnPN une suite de fonctions, fn : N Ñ C, telle que pour tout n P N, la série
ř

fnpiq est absolument convergente. Soit également f : NÑ C. On suppose quer fnpiq Ñ fpiq quand nÑ8, pour tout i P N ;r il existe une fonction g : NÑ r0,8s telle que
ÿ

iPN
gpiq ă 8 et @n@i P N : |fnpiq| ď gpiq.

Alors on peut conclure que la série
ř

fpiq est absolument convergente, et qu’on a

8
ÿ

i“0

fpiq “ lim
nÑ8

8
ÿ

i“0

fnpiq.

Démonstration. Pour tout i P N, on a |fpiq| “ limnÑ8 |fnpiq| ď gpiq ; donc la série
ř

fpiq est absolument convergente puisque
ř

iPN gpiq ă 8.

Pour montrer que
ř8

i“0 fnpiq Ñ
ř8

i“0 fpiq quand nÑ8, on commence par obser-
ver que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

i“0

fnpiq ´
8
ÿ

i“0

fpiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

i“0

`

fnpiq ´ fpiq
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

i“0

|fnpiq ´ fpiq|.

Il suffit donc de montrer que
ř8

i“0 |fnpiq ´ fpiq| Ñ 0 quand nÑ8.
Soit ε ą 0. On cherche un N tel que

@n ě N :
8
ÿ

i“0

|fnpiq ´ fpiq| ď ε.

Comme la série
ř

gpiq est convergente, on peut trouver un entier K tel que

8
ÿ

i“K`1

gpiq ď ε;

et comme |fnpiq ´ fpiq| ď |fnpiq| ` |fpiq| ď 2gpiq, on a alors

@n P N :
8
ÿ

i“K`1

|fnpiq ´ fpiq| ď
8
ÿ

i“K`1

2gpiq ď 2ε.

Ensuite, comme fnpiq Ñ fpiq pour i “ 0, . . . ,K, on sait que
řK

i“0 |fnpiq´fpiq| Ñ 0
quand nÑ8 ; donc on peut trouver N tel que

@n ě N :
K
ÿ

i“0

|fnpiq ´ fpiq| ď ε.

On voit ainsi que pour tout n ě N , on a

8
ÿ

i“0

|fnpiq ´ fpiq| “
K
ÿ

i“0

`

8
ÿ

i“K`1

ď ε` 2ε “ 3ε;

ce qui est la conclusion souhaitée si on a pris soin de démarrer le raisonnement avec
ε{3 au lieu de ε.

□
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Corollaire 3.5. (séries doubles absolument convergentes)
Soit pxi,kqpi,kqPNˆN une “suite double” de nombres complexes. Si on a

8
ÿ

i“0

˜

8
ÿ

k“0

|xi,k|

¸

ă 8,

alors on a le droit d’écrire

8
ÿ

i“0

˜

8
ÿ

k“0

xi,k

¸

“

8
ÿ

k“0

˜

8
ÿ

i“0

xi,k

¸

.

Démonstration. On applique la proposition avec fnpiq “
řn

k“0 xi,k et gpiq :“
ř8

k“0 |xk,i|. Exo : Vérifier les détails. □

Exemple 3.6. Pour rout z P C, on a lim
nÑ8

´

1`
z

n

¯n
“ ez

Démonstration. Fixons z P C. Par la formule du binôme, on a pour tout n P N˚ :

´

1`
z

n

¯n
“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

zk

nk
“

8
ÿ

k“0

fnpkq,

où fnpkq “
`

n
k

˘

zk

nk si k ď n et fnpkq “ 0 si k ą n.
Si k P N est fixé, alors

@n ě k : fnpkq “

ˆ

n

k

˙

zk

nk
“

n!

pn´ kq!nk
zk

k!
“
npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q

nk
zk

k!
;

et donc fnpkq Ñ
zk

k! “: fpkq quand nÑ8.
De plus,

@n ě k : |fnpkq| “
npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q

nk
|z|k

k!
ď
|z|k

k!
“: gpkq,

et l’inégalité est vraie aussi pour n ă k puisque fnpkq “ 0. Comme la série
ř

gpkq est
convergente, on peut appliquer le Théorème de convergence dominée pour les séries ;
et on obtient ainsi

lim
nÑ8

8
ÿ

k“0

fnpkq “
8
ÿ

k“0

zk

k!
“ ez.

□

4. Notations et terminologie “ensemblistes”r Pour tout ensemble Ω, on note PpΩq ou 2Ω l’ensemble des parties de Ω. Donc,
“A P PpΩq” est synonyme de “A Ă Ω”.rOn note Ac ou ΩzA le complémentaire d’une partie A de Ω.r Si A,B Ă Ω, on pose BzA :“ B XAc “ B X pΩzAq. Pas besoin d’avoir A Ď B.r Si pAiqiPI est une famille de parties de Ω, on note

Ť

iPI Ai la réunion de tous les
Ai et

Ş

iPI Ai leur intersection. Lorsque I “ N, on écrit aussi
Ť8

i“0Ai et
Ş8

i“0Ai.
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Remarque importante. Par définition, “
Ť

” correspond au quantificateur “D”,
et “

Ş

” correspond à “@” :

x P
ď

iPI

Ai ðñ Di P I : x P Ai ,

x P
č

iPI

Ai ðñ @i P I : x P Ai .

Exercice. Soit pfnq une suite de fonctions, fn : Ω Ñ R. Écrire avec des unions et
des intersections l’ensemble A :“ tx P Ω; fnpxq Ñ 0 quand nÑ8u.r Si f : ΩÑ Ω1 est une application d’un ensemble Ω dans un ensemble Ω1, on pose
pour tout A Ď Ω1 :

f´1pAq :“ tx P Ω; fpxq P Au .

Attention : pas la peine que f soit bijective. On dit que f´1pAq est l’image réciproque
de A par l’application f .

Remarque importante. Les images réciproques se comportent bien par rapport
aux opérations ensemblistes :

f´1pAcq “ f´1pAqc ,

f´1

˜

ď

iPI

Ai

¸

“
ď

iPI

f´1pAiq ,

f´1

˜

č

iPI

Ai

¸

“
č

iPI

f´1pAiq .

r Soit Ω un ensemble. Pour tout ensemble A Ď Ω, on note 1A : Ω Ñ t0, 1u la
fonction indicatrice de A, qui est définie par

1Apxq “

"

1 si x P A,
0 si x R A.

Remarque. L’application A ÞÑ 1A est une bijection de PpΩq sur t0, 1uΩ, l’en-
semble de toutes les applications de Ω dans t0, 1u. En particulier, PpNq est en bijection
avec t0, 1uN ; et donc PpNq n’est pas dénombrable.

Exercice 1. Soit Ω un ensemble. Montrer que si A,B Ď Ω, alors

1AXB “ 1A 1B ,

1AYB “ 1A ` 1B ´ 1A1B .

Montrer également que si pAiqiPI est une famille de parties de Ω deux à deux disjointes,
alors

1Ť
iPI Ai

“
ÿ

iPI

1Ai .

Exercice 2. Soit Ω un ensemble, et soit pAnq une suite de parties de Ω. On pose

limAn :“
č

mPN

ď

něm

An et limAn :“
ď

mPN

č

něm

An .

Montrer qu’on a
1limAn

“ lim1An et 1limAn “ lim1An .





Chapitre 2

Tribus et mesures

1. Définitions

1.1. Tribus.

Définition 1.1. Soit Ω un ensemble non vide, et soit B une famille de parties de
Ω. On dit que la famille B est une tribu (de parties de Ω), ou encore une σ-algèbre,
si elle vérifie les propriétés de stabilité suivantes.

(o) H P B ;

(␣) B est stable par complémentation : si E P B alors Ec P B.

(σ) B est stable par réunions dénombrables : pour toute famille dénombrable
pEiqiPI d’éléments de B (i.e. l’ensemble d’indices I est dénombrable), l’en-
semble

Ť

iPI Ei appartient à B.

Remarque 1. Toute tribu B Ď PpΩq contient H et Ω “ Hc.

Remarque 2. En raison de (␣), on peut remplacer la condition (σ) par

(δ) B est stable par intersections dénombrables.

Remarque 3. On peut énoncer (σ) sous la forme suivante : pour toute suite pEnqnPN
d’éléments de B, on a

Ť

nPNEn P B.

Exemple 1. B :“ PpΩq est une tribu. C’est la plus grande tribu de parties de Ω.

Exemple 2. B :“ tH,Ωu est une tribu. C’est la plus petite tribu de parties de Ω.

Exemple 3. Supposons que Ω “ R, et soit B Ď PpRq la famille de tous les ouverts
de R. Alors B vérifie (σ), mais ce n’est pas une tribu.

Exercice. Supposons que Ω soit dénombrable. Montrer que si B Ă PpΩq est une
tribu contenant tous les singletons, alors B “ PpΩq.

Définition 1.2. Un espace mesurable est une paire pΩ,Bq, où Ω est un ensemble
non vide et B une tribu de parties de Ω.

Remarque. Si l’espace mesurable pΩ,Bq est clairement spécifié par le contexte, on
appelera ensemble mesurable tout élément de la tribu B.

15
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1.2. Mesures.

Définition 1.3. Soit pΩ,Bq un espace mesurable. Une mesure sur pΩ,Bq est une
application µ : B Ñ r0,8s vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Non trivialité : µpHq “ 0.

(ii) Additivité dénombrable : pour toute suite pAkqkPN d’éléments de B deux à
deux disjoints, on a

µ

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“

8
ÿ

k“0

µpAkq .

Donc : une mesure µ est par définition une fonction qui à un ensemble A Ď Ω
(supposé mesurable) associe un nombre positif µpAq, éventuellement égal à 8.

Remarque. Les propriétés (i) et (ii) entrainent l’additivité finie : si A0, . . . , An P B
sont deux à deux disjoints, alors µpA0 Y ¨ ¨ ¨ YAnq “ µpA0q ` ¨ ¨ ¨ ` µpAnq.

Démonstration. Si on pose Ak :“ H pour k ą n, alors A0 Y ¨ ¨ ¨ Y An “
Ť8

k“0Ak,
donc µpA0 Y ¨ ¨ ¨ Y Anq “

ř8
k“0 µpAkq “ µpA0q ` ¨ ¨ ¨ ` µpAnq car µpAkq “ µpHq “ 0

pour k ą n. □

Exemple 1. Soit a P Ω. On définit une mesure δa sur pΩ,PpΩqq en posant pour
tout A Ď Ω :

δapAq “

"

1 si A Q a,
0 si A S a.

La mesure δa s’appelle la masse de Dirac au point a.

Démonstration. Par définition, on a δapAq “ 1Apaq pour tout A Ď Ω. Il est évident
que δapHq “ 0. Si pAkqkPN Ă PpΩq est une suite d’ensembles deux à deux disjoints,
alors

δa

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“ 1Ť8
k“0 Ak

paq “
8
ÿ

k“0

1Ak
paq “

8
ÿ

k“0

δapAkq.

Donc δa est une mesure. □

Exemple 2. On définit une mesure µc sur sur pΩ,PpΩqq en posant pour tout A Ď Ω :

µcpAq “

"

8 si A est infini,
#A si A est fini.

La mesure µc s’appelle la mesure de comptage sur Ω.

Démonstration. Cela repose sur le fait évident suivant.

Fait. On a µcpAq “
ř

xPΩ

δxpAq pour tout A Ď Ω.
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Il est évident que µcpHq “ 0. Si pAkqkPN Ă PpΩq est une suite d’ensembles deux à
deux disjoints, alors

µc

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“
ÿ

xPΩ

δx

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“
ÿ

xPΩ

8
ÿ

k“0

δxpAkq par l’Exemple 1

“

8
ÿ

k“0

ÿ

xPΩ

δxpAkq par convergence monotone

“

8
ÿ

k“0

µcpAkq.

□

Exercice. Soit pµiqiPI une famille quelconque de mesures sur pΩ,Bq. Montrer qu’on
définit une mesure sur pΩ,Bq en posant pour tout A P B :

µpAq “
ÿ

iPI

µipAq.

Exemple 3. Soit Ω un ensemble dénombrable. Par définition, une loi de proba-
bilité sur Ω est une mesure P sur pΩ,PpΩqq telle que PpΩq “ 1.

Si P est une loi de probabilité sur Ω et si on pose ppxq “ Pptxuq pour tout x P Ω,
alors

ř

xPΩ ppxq “ 1 et

@A Ă Ω : PpAq “
ÿ

xPA

ppaq “
ÿ

xPΩ

ppxq δxpAq.

Inversement, pour toute fonction p : Ω Ñ R` telle que
ř

xPΩ ppxq “ 1, la formule
précédente définit une loi de probabilité sur Ω.

Démonstration. Comme Ω est dénombrable, on a pour A Ă Ω :

PpAq “ P

˜

ď

xPA

txu

¸

“
ÿ

xPA

Pptxuq “
ÿ

xPA

ppxq;

et donc
ř

xPΩ ppxq “ PpΩq “ 1. La réciproque vient de l’exercice précédent. □

Exemple 4. Intuitivement, on définit une “mesure sur R2” en posant pour A Ď R2 :

µpAq “ aire pAq.

De même, on définit une “mesure sur R3” en posant pour A Ď R3 :

µpAq “ volume pAq.

Problème : Ça ne veut rien dire.

Définition 1.4. Un espace mesuré est la donnée d’un espace mesurable pΩ,Bq
et d’une mesure µ sur pΩ,Bq.
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2. Propriétés élémentaires des mesures

2.1. Reformulation de la définition.

Lemme 2.1. Soit pΩ,Bq un espace mesurable, et soit µ : B Ñ r0,8s. Alors µ est
une mesure si et seulement si elle possède les propriétés suivantes.

(i) Non trivialité : µpHq “ 0.

(ii’) Additivité finie : pour tous A0, . . . , An P B deux à deux disjoints, on a

µpA0 Y ¨ ¨ ¨ YAnq “ µpA0q ` ¨ ¨ ¨ ` µpAnq.

(iii) Continuité par en dessous : pour toute suite croissante pBnqnPN d’éléments
de B (i.e. Bn Ď Bn`1 pour tout n), on a

µ

˜

8
ď

n“0

Bn

¸

“ lim
nÑ8

µpBnq .

Démonstration. Supposons que µ soit une mesure. Alors (i) et (ii’) sont vraies et
il faut vérifier (iii). Soit pBnqnPN une suite d’éléments de B. Posons A0 :“ B0, et

Ak :“ BkzpB0 Y ¨ ¨ ¨ YBk´1q pour k ě 1 .

Les Ak sont mesurables et deux à deux disjoints, et on a pour tout n P N :

A0 Y ¨ ¨ ¨ YAn “ B0 Y ¨ ¨ ¨ YBn(2.1)

“ Bn par croissance de la suite pBnq.(2.2)

Donc, comme µ est une mesure :

µ

˜

8
ď

n“0

Bn

¸

“ µ

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“

8
ÿ

k“0

µpAkq par (2.1)

“ lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

µpAkq

“ lim
nÑ8

µpBnq par (2.2) .

Inversement, supposons que µ vérifie (i), (ii’) et (iii). Soit pAkqkPN une suite d’en-
sembles mesurables deux à deux disjoints. Pour n P N, on pose

Bn :“ A0 Y ¨ ¨ ¨ YAn .

Alors les Bn sont mesurables et la suite pBnq est croissante. De plus, on a par (ii’)

µpBnq “

n
ÿ

k“0

µpAkq pour tout n P N.

Donc

µ

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“ µ

˜

8
ď

n“0

Bn

¸

“ lim
nÑ8

µpBnq par (iii)

“

8
ÿ

k“0

µpAkq.

Donc µ est une mesure. □
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2.2. Autres propriétés importantes. pΩ,Bq espace mesurable.

Proposition 2.2. Toute mesure µ sur pΩ,Bq possède les propriétés suivantes.

(1) Croissance : si A,B P B et A Ď B, alors µpAq ď µpBq.

(2) Propriété de valuation : µpA Y Bq ` µpA X Bq “ µpAq ` µpBq pour tous
A,B P B ; et donc µpA Y Bq “ µpAq ` µpBq ´ µpA X Bq si on sait que
µpAXBq ă 8.

(3) Sous-additivité dénombrable : pour toute famille dénombrable pEiqiPI d’en-
sembles mesurables (pas forcément disjoints), on a

µ

˜

ď

iPI

Ei

¸

ď
ÿ

iPI

µpEiq .

Démonstration. (1) On a B “ A \ pBzAq, union disjointe, donc µpBq “ µpAq `
µpBzAq par additivité finie, et donc µpBq ě µpAq.

(2) On a AYB “ A\pBzpBXAqq et B “ pBXAq\pBzpBXAqq, unions disjointes,
donc

µpAYBq “ µpAq ` µpBzpB XAqq et µpBzpB XAqq ` µpB XAq “ µpBq ;

et donc

µpAYBq ` µpAXBq “ µpAq ` µpBzpB XAqq ` µpB XAq “ µpAq ` µpBq.

Enfin, si µpAXBq ă 8, on peut soustraire µpAXBq.

(3) Par (2), on a µpAYBq ď µpAq ` µpBq pour tous A,B P B ; d’où µ p
Ť

iPI Eiq ď
ř

iPI µpEiq pour toute famille finie d’ensembles mesurables Ei (récurrence).
Maintenant, soit pEiqiPN une suite infinie d’ensembles mesurables. D’après ce qui

précède, on a µ p
Ťn

i“0Eiq ď
řn

i“0 µpEiq pour tout n P N ; d’où, par la propriété de
continuité par en dessous :

µ

˜

8
ď

i“0

Ei

¸

“ lim
nÑ8

µ

˜

n
ď

i“0

Ei

¸

ď

8
ÿ

i“0

µpEiq .

□

Corollaire 2.3. Si A,B P B vérifient µpA X Bq “ 0, alors µpA Y Bq “ µpAq `
µpBq.

Démonstration. Évident par (2). □

Proposition 2.4. Soit µ une mesure sur pΩ,Bq. Si A,B P B vérifient A Ď B et
si de plus µpAq ă 8, alors µpBzAq “ µpBq ´ µpAq.

Démonstration. Comme B “ A \ pBzAq, union disjointe, on a µpBq “ µpAq `
µpBzAq ; et on peut soustraire µpAq car µpAq ă 8. □

Proposition 2.5. Soit µ une mesure sur pΩ,Bq. Si pCnq est une suite décroissante
d’ensembles mesurables et si de plus µpCnq ă 8 pour au moins un n P N (par exemple
si µpC0q ă 8), alors

µ

˜

8
č

n“0

Cn

¸

“ lim
nÑ8

µpCnq.
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Démonstration. Soit n0 P N tel que µpCn0q ă 8. Comme la suite d’ensembles pCnq

est décroissante, on a
Ş

ně0Cn “
Ş

něn0
Cn ; donc on peut en fait supposer que n0 “ 0,

i.e. µpC0q ă 8. Soit C :“
Ş

nCn.
Si on pose Bn :“ C0zCn, alors la suite pBnq est croissante et

Ť

nBn “ C0zC. Par
la propriété de continuité par en dessous, on a donc

µpC0zCq “ lim
nÑ8

µpC0zCnq .

De plus, comme µpCq ď µpC0q ă 8 et µpCnq ď µpC0q ă 8, on a le droit d’écrire
µpC0zCq “ µpC0q´µpCq et µpC0zCnq “ µpC0q´µpCnq. Donc µpC0q´µpCnq Ñ µpC0q´

µpCq ; d’où le résultat en simplifiant par µpC0q, ce qui est possible car µpC0q ă 8. □

Corollaire 2.6. Si pCnq est une suite décroissante d’ensembles mesurables telle
que µpC0q ă 8 et

Ş8
0 Cn “ H, alors µpCnq Ñ 0 quand nÑ8.

Attention : C’est faux si on ne suppose pas que les Cn sont de mesure finie.
Exemple : µ “ µc sur N et Cn “ Jn,8r.

Définition 2.7. Une mesure µ sur pΩ,Bq est dite finie si µpΩq ă 8, i.e. µpAq ă
8 pour tout A P B.

Donc, pour une mesure µ finie, on a µ
`
Ş8

n“0Cn

˘

“ limnÑ8 µpCnq pour toute suite
décroissante d’ensemble mesurables pCnq.

3. Ensembles boréliens

3.1. Tribu engendrée par une famille d’ensemble.

Lemme-Définition 3.1. Soit Ω un ensemble non vide, et soit C une famille de
parties de Ω. Il existe une plus petite tribu de parties de Ω contenant C. Cette tribu
s’appelle la tribu engendrée par C, et se note σpCq.

Démonstration. Il y a au moins une tribu de parties de Ω contenant C, à savoir
PpΩq. De plus, une intersection quelconque de tribus est encore une tribu (exo). Donc,
si on note σpCq l’intersection de toutes les tribus de parties de Ω contenant C, alors
σpCq est bien définie, est une tribu, et convient par définition. □

Reformulation. σpCq est caractérisée par les 2 propriétés suivantes :

‚ σpCq est une tribu contenant C ;

‚ pour toute tribu B Ď PpΩq contenant C, on a σpCq Ď B.

Remarque. Étant donné deux familles C1 et C2 de parties de Ω,

si C1 Ď σpC2q, alors σpC1q Ď σpC2q .

Démonstration. Évident puisque B “ σpC2q est une tribu. □

3.2. Tribu borélienne. Dans cette section, on prend Ω “ Rd où d P N˚ ; mais
on pourrait prendre pour Ω n’importe quel espace métrique (cf le cours d’EVNT).

Rappel. On sait ce qu’est un ouvert ou un fermé de Ω ; et on sait des petites
choses sur les ouverts et les fermés...
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Définition 3.2. La tribu borélienne de Ω est la tribu engendrée par les ouverts
de Ω ; autrement dit, la plus petite tribu de parties de Ω contenant tous les ouverts de
Ω. Cette tribu sera notée BpΩq. En notant OpΩq la famille de tous les ouverts de Ω,
on a ainsi

BpΩq “ σ
`

OpΩq
˘

.

Les éléments de la tribu BpΩq sont appelés les boréliens de l’espace métrique Ω.

Remarque. BpΩq est également la tribu engendrée par les fermés.

Démonstration. En notant FpΩq la famille de tous les fermés de Ω, on a FpΩq Ď
σ
`

OpΩq
˘

car tout fermé C Ď Ω est le complémentaire d’un ouvert. Donc σ
`

FpΩq
˘

Ď

σ
`

OpΩq
˘

“ BpΩq. De même, on a OpΩq Ď σ
`

FpΩq
˘

et donc BpΩq “ σ
`

OpΩq
˘

Ď

σ
`

FpΩq
˘

. □

Exemple 1. Les ouverts et les fermés sont boréliens.

Exemple 2. Tout ensemble dénombrable D Ď Ω est borélien.

Démonstration. SoitD Ă Ω un ensemble dénombrable. On écritD “ tx0, x1, x2, . . . u.
Alors D “

Ť

iPNtxiu, et les singletons txiu sont fermés, donc boréliens. Donc D est
borélien, car réunion dénombrable de boréliens. □

Exemple 3. Tout intervalle de R est un ensemble borélien.

Démonstration. Un intervalle I est soit ouvert, soit fermé borné, soit de la forme
ra, br ou sa, bs. Dans les 2 premiers cas, on sait déjà que I est borélien. Si I “ ra, br,
alors on peut écrire I “ ra,8rXs ´8, br, donc I est l’intersection d’un ouvert et d’un
fermé, et donc est borélien. Le cas I “sa, bs est identique. □

Remarque 3.3. On peut construire des ensembles non boréliens dans R ou dans
Rs ; mais il faut se fatiguer assez sérieusement.

Définition 3.4. Une mesure borélienne sur Ω est une mesure sur pΩ,BpΩqq.

3.3. Produits de boréliens. Soient p, q P N˚.

Fait 3.5. Si U Ă Rp et V Ă Rq sont ouverts, alors U ˆV est ouvert dans RpˆRq.

Démonstration. En notant π1 : Rp ˆ Rq Ñ Rp et π2 : Rp ˆ Rq Ñ Rq les deux
“projections canoniques”, on a U ˆ V “ π´1

1 pUq X π´1
2 pV q ; et donc U ˆ V est ouvert

car π1 et π2 sont des applications continues. □

Proposition 3.6. Si A Ă Rp et B Ă Rq sont boréliens, alors A ˆ B est borélien
dans Rp ˆ Rq.

Démonstration. Comme AˆB “ pAˆ Rqq X pRp ˆBq , il suffit de montrer que si
A Ă Rp et B Ă Rq sont boréliens, alors AˆRq et RpˆB sont boréliens dans RpˆRq.

Soit A “ tA Ă Rp; Aˆ Rq P BpRp ˆ Rqqu. Alors A est une tribu de parties de Rp

(exo) car BpRpˆRqq est une tribu. De plus A contient tous les ouverts par le Fait 3.5,
car si A Ď Rp est ouvert alors AˆRq est ouvert dans Rp ˆRq et donc borélien. Donc
A contient BpRpq ; autrement dit, AˆRq est borélien dans RpˆRq pour tout borélien
A Ă Rp. De même, Rp ˆB est borélien pour tout borélien B Ď Rq. □
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3.4. Intervalles, pavés et boréliens.

Définition 3.7. Soit d P N˚. Un pavé de Rd est un ensemble P Ď Rd de la forme

P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id ,

où I1, . . . , Id sont des intervalles bornés de R. Un pavé P “ I1ˆ¨ ¨ ¨ˆ Id est dit ouvert
si les intervalles Ij sont tous ouverts, et compact si les Ij sont tous compacts (=
fermés bornés).

Exemples. Dans R, “pavé”= “intervalle borné” ; dans R2 “pavé”=“rectangle à côtés
parallèles aux axes de coordonnées” ; dans R3, “pavé”=“parallélépipède rectangle dont
les arêtes sont parallèles aux axes de coordonnées”.

Remarque 3.8. Tout pavé de Rd est un ensemble borélien.

Démonstration. C’est un produit fini d’intervalles, qui sont des boréliens de R. □

Lemme 3.9. Tout ouvert de Rd est réunion dénombrable de pavés ouverts.

Démonstration. Soit O un ouvert de Rd. Notons I la famille de tous les pavés
ouverts de la forme P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id, où I1, . . . , Id sont des intervalles à extrémités
rationnelles. Comme O est ouvert, pour tout x P O, on peut trouver un pavé P P I tel
que x P P et P Ă O (exo). On voit donc que O “

Ť

PPI P . De plus, la famille I est
dénombrable car elle est énumérée par une partie de Q2ˆ¨ ¨ ¨ˆQ2, qui est dénombrable
(un intervalle ouvert est défini par ses extrémités). Donc on a le résultat souhaité. □

Proposition 3.10. Les intervalles de R engendrent la tribu borélienne de R. Plus
précisément, BpRq est engendrée par l’une quelconque des familles suivantes :

(i) la famille I1 des intervalles ouverts bornés ;

(ii) la famille I2 des intervalles compacts ;

(iii) la famille I3 des intervalles semi-ouverts de la forme rα, βr, α, β P R ;

(iii’) la famille I 1
3 des intervalles semi-ouverts de la forme sα, βs, α, β P R ;

(iv) la famille I4 des intervalles de la forme sα,8r , α P R ;

(v) la famille I5 des intervalles de la forme rα,8r , α P R ;

(iv’) la famille I 1
4 des intervalles de la forme s ´ 8, βr , β P R ;

(v’) la famille I 1
5 des intervalles de la forme s ´ 8, βs, β P R.

Démonstration. (i) Par le Lemme 3.9, tout ouvert de R est réunion dénombrable
d’intervalles ouverts bornés. Donc σpI1q contient tous les ouverts, et donc σpI1q “
BpRq.

(ii) Par (i), il suffit de montrer que tout intervalle ouvert borné sa, br appartient
à σpI2q. Si on choisit une suite strictement décroissante pαnq et une suite strictement
croissante pβnq telles que αn Ñ a et βn Ñ b, alors sa, br“

Ť

nrαn, βns ; donc OK.
(iii) Par (i), il suffit de montrer que tout intervalle ouvert borné sa, br appartient à

σpI3q. On a sa, br“
Ť

nrαn, br, où est une suite strictement décroissante tendant vers
a, donc OK. Idem pour (iii’)

(iv) Par (iii’), il suffit de montrer que tout intervalle semi-ouvert sa, bs appartient
à σpI4q. On a sa, bs “sa,8rXpRz sb,8rq, donc OK.

(iii’), (iv’), (v) et (v’) : idem. □
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Proposition 3.11. Les pavés de Rd engendrent la tribu borélienne de Rd. Plus
précisément, BpRdq est engendrée par la famille des pavés ouverts, et aussi par la
famille des pavés compacts.

Démonstration. Notons P1 la famille des pavés ouverts. Par le Lemme 3.9, tout
ouvert de Rd est réunion dénombrables de pavés ouverts ; donc σpP1q contient tous les
ouverts, et donc σpP1q “ BpRdq.

Maintenant, notons P2 la famille des pavés compacts. On a vu que tout intervalle
ouvert I Ď R est réunion dénombrable d’intervalles compacts Jn (cf la preuve de la
Proposition 3.10). Donc, tout pavé ouvert P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id est réunion dénombrable
de pavés compacts : en écrivant

Ik “
ď

nPN
Jk,n pour k “ 1, . . . , d

où les Jk,n sont des intervalles compacts, on a

P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id “
ď

n1,...,ndPN
J1,n1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Jd,nd

.

Donc σpP2q contient tous les pavés ouverts, et donc σpP2q “ BpRdq. □

3.5. Boréliens d’une partie de Rd. Dans cette section, Ω est une partie (non
vide) de Rd.

Définition 3.12. On dit qu’un ensemble O Ă Ω est un ouvert de Ω si, pour tout
point x P O, on peut trouver r ą 0 tel que Bpx, rq X Ω Ă O, où Bpx, rq est la bvoule
ouvert (euclidienne) de centre c et de rayon r.

Par exemple, si Ω “ r0, 1s Ă R, alors O “s0, 1s est un ouvert de Ω (exo).

Fait 3.13. Un ensemble O Ă Ω est un ouvert de Ω si et seulement si O “ rO X Ω,

où rO est un ouvert de Rd.

Démonstration. Supposons que O soit un ouvert de Ω. Pour tout x P O, on peut
choisir rx ą 0 tel que Bpx, rxq X Ω Ă O. Alors (micro-exo) O “

Ť

xPO Bpx, rxq X Ω “
`
Ť

xPO Bpx, rxq
˘

X Ω ; donc rO :“
Ť

xPO Bpx, rxq convient. La réciproque est laissée en
exo. □

Par exemple, si Ω “ r0, 1s Ă R et O “s0, 1s, alors O “s0,8s X Ω.

Définition 3.14. La tribu borélienne de Ω est la tribu de parties de Ω engendrée
par la famille des ouverts de Ω. On note cette tribu BpΩq, et on dit que les éléments
de BpΩq sont les boréliens de Ω.

Proposition 3.15. Un ensemble A Ă Ω est un borélien de Ω si et seulement si
A “ rAX Ω, où rA est un borélien de Rd.

Démonstration. Soit A :“ t rA X Ω; rA P BpRdqu. On veut montrer que A “ BpΩq ;
et pour cela on va montrer que BpΩq Ă A et A Ă BpΩq.

Comme BpRdq est une tribu, on vérifie que A est une tribu de parties de Ω (exo).
De plus, par le Fait 3.13, la famille A contient tous les ouverts de Ω. Donc A contient
BpΩq.

Pour montrer que A Ă BpΩq, on introduit la famille B :“ tB Ă Rd; BXΩ P BpΩqu.
Montrer que A Ă BpΩq revient à montrer que tout borélien de Rd appartient à B,
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autrement dit que B contient BpRdq. Comme BpΩq est une tribu de parties de Ω, on
vérifie que B est une tribu de parties de Rd (exo). De plus, B contient tous les ouverts
de Rd par le Fait 3.13 ; et donc B contient BpRdq. □

Corollaire 3.16. Si Ω est un borélien de Rd, alors BpΩq “ BpRdq X PpΩq. Au-
trement dit : les boréliens de Ω sont exactement les boréliens de Rd contenus dans
Ω.

Démonstration. Exo. □

3.6. Boréliens de R.

Définition 3.17. On dit qu’un ensemble A Ă R est un borélien de R si A X R
est un borélien de R. On note BpRq la famille des boréliens de R.

Reformulation. Un ensemble A Ă R est un borélien de R si et seulement si

- ou bien A Ă R et A P BpRq ;
- ou bien A “ B Y t8u où B P BpRq ;
- ou bien A “ B Y t´8u où B P BpRq ;
- ou bien A “ B Y t´8,8u où B P BpRq.

Fait 3.18. La famille BpRq est une tribu de parties de R.

Démonstration. Exo. □

Proposition 3.19. La tribu BpRq est engendrée par la famille d’intervalles I :“
␣

ra,8s; a P R
(

, et aussi par la famille I 1 :“
␣

sa,8s; a P R
(

.

Démonstration. Faisons la preuve pour I. Par la “reformulation” ci-dessus, il suffit
de montrer que la tribu σpIq Ă PpRq contient BpRq, t8u et t´8u. D’abord, t8u “
Ş

nPNrn,8s, donc t8u P σpIq. On en déduit que σpIq contient tous les intervalles de
la forme ra,8r puisque ra,8r“ ra,8szt8u ; et donc que σpIq contient BpRq. Enfin,
t´8u “ RzpRY t8uq, donc t´8u P σpIq. □

Remarque 3.20. On montre de la même façon que BpRq est engendrée par J :“
␣

r´8, βs; β P R
(

et par J 1 :“
␣

r´8, βr ; β P R
(

.

4. La mesure de Lebesgue sur Rd

4.1. Un résultat d’unicité. Dans cette section et les suivante, on fixe d P N˚.
On rappelle qu’une mesure borélienne sur Rd est une mesure sur

`

Rd,BpRdq
˘

.

Lemme 4.1. (“Lemme d’unicité”)
Si µ1 et µ2 sont deux mesures boréliennes sur Rd telles que µ1pP q “ µ2pP qă 8

pour tout pavé compact P Ď Rd, alors µ1 “ µ2. Idem si on remplace “pavé compact”
par “pavé ouvert”.

Démonstration. C’est non-trivial, et on l’admettra pour le moment ; mais on fera
peut-être la preuve plus tard. Cependant, le résultat est “plausible” car les pavés
engendrent la tribu borélienne. □
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Remarque. Le lemme devient faux si on ne suppose pas que les mesures µ1 et
µ2 prennent des valeurs finies sur les pavés. Exemple : soient µ1 et µ2 les mesures
(boréliennes) sur R définies par

µ1pAq “

"

0 si A “ H,
8 si A ‰ H;

et µ2pAq “

"

0 si A est dénombrable,
8 si A n’est pas dénombrable.

(Exo : ce sont effectivement des mesures...)
On a µ1 ‰ µ2 car par exemple µ1pt0uq “ 8 et µ2pt0uq “ 0 ; mais µ1pIq “ µ2pIq pour

tout intervalle ouvert I Ď R, car un intervalle ouvert non vide est non dénombrable.

Exercice. Soient µ1 et µ2 deux mesures boréliennes sur R telles que µ1pIq “ µ2pIq
pour tout intervalle compact I Ď R. Montrer qu’on a µ1pJq “ µ2pJq pour tout intervalle
ouvert J , et en déduire que µ1pOq “ µ2pOq pour tout ouvert O Ď R. (Utiliser une
description “bien connue” des ouverts de R.)

4.2. Définition de la mesure de Lebesgue.

Notations. Pour tout intervalle I Ď R, on note |I| la longueur de I.

Si P “ I1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id est un pavé de Rd, on note |P | le volume (d-dimensionnel) de
P :

|P | :“ |I1| ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ |Id| .

Remarque importante. Si P Ď Rp et Q Ď Rq sont des pavés, alors P ˆ Q est
un pavé de Rp ˆ Rq “ Rp`q, et on a

|P ˆQ| “ |P | |Q| .

Théorème-Définition. Il existe une unique mesure borélienne λd sur Rd telle
que λdpP q “ |P | pour tout pavé P Ď Rd. On dit que λd est la mesure de Lebesgue
sur RN .

Démonstration. Unicité : évident par le Lemme 4.1. Existence : Beaucoup plus
délicat ; peut-être à la fin du cours, s’il y a le temps. □

Remarque 1. L’intuition est que la mesure de Lebesgue λ2 mesure les aires, que λ3
mesure les volumes, et que λ1 mesure les longueurs.

Remarque 2. On peut tout de suite donner une formule pour λd : pour tout borélien
A Ď Rd, on a

λdpAq “ inf
8
ÿ

k“0

|Pk| ,

où la borne inférieure est prise sur toutes les suites de pavés pPkq telles que A Ď
Ť

kPN Pk.

Remarque 3. La mesure de Lebesgue n’est pas finie puisque λdpRdq ě λdpr´n, ns
dq “

p2nqd pour tout n P N. Mais elle est sigma-finie : il existe une suite pBnq de boréliens
telle que Rd “

Ť

nPNBn et λdpBnq ă 8 pour tout n P N (par exemple Bn “ r´n, ns
d).

4.3. Deux propriétés fondamentales.
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4.3.1. Invariance par translations. Pour tout ensemble A Ď Rd et pour tout u P Rd,
on pose

A` u “ tx` u; x P Au .

Fait 4.2. Si u P Rd, alors A` u est borélien pour tout borélien A Ď Rd.

Démonstration. Soit B “ tA Ď Rd; A ` u P BpRdqu. En notant τ : Rd Ñ Rd la
translation définie par τpxq “ x ´ u, on a B “ tA Ď Rd; τ´1pAq P BpRdqu. On en
déduit que B est une tribu (exo), et que B contient tous les ouverts de Rd car τ est
continue (autre exo). Donc B contient BpRdq. □

Lemme 4.3. La mesure de Lebesgue λd est invariante par translations : pour
tout borélien A Ď Rd et pour tout u P Rd, on a

λdpA` uq “ λdpAq.

Démonstration. Soit u P Rd, et soit µ : BpRdq Ñ r0,8s définie par

µpAq “ λdpA` uq.

Alors µ est une mesure : si pAkq est une suite de boréliens deux à deux disjoints,
alors les Ak ` u sont disjoints et

`
Ť

k Ak

˘

` u “
Ť

kpAk ` uq, donc... (terminer).

On veut : µ “ λd. Il suffit : de vérifier qu’on a µpP q “ |P | pour tout pavé P Ď Rd

(par définition de λd).
On écrit P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id et u “ pu1, . . . , udq. Alors P ` u est aussi un pavé :

P ` u “ rI1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rId, où rIj “ Ij ` uj . Comme |rIj | “ |Ij | pour tout j, on a donc

µpP q “ |P ` u| “ |rI1| ¨ ¨ ¨ |rId| “ |I1| ¨ ¨ ¨ |Id| “ |P | .

□

Exercice 1. Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante par symétries cen-
trales. Pour cela, raisonner comme dans la preuve du Lemme 4.3.

Exercice 2. Soit h : R2 Ñ R2 une homothétie de rapport c. Montrer que pour tout
borélien A Ď R2, on a λ2phpAqq “ c2λ2pAq.

4.3.2. Propriété de produit.

Lemme 4.4. Si A P BpRpq et B P BpRqq, alors AˆB P BpRp`qq et

λp`qpAˆBq “ λppAqλqpBq .

Démonstration. On a déjà vu que AˆB P BpRp ˆRqq “ BpRp`qq si A P BpRpq et
B P BpRqq. Donc la formule a un sens (λp`qpAˆBq est bien défini).

Étape 1. On a λp`qpAˆ Bq “ λppAqλqpBq pour tout pavé B Ď Rq et pour tout
borélien A Ď Rp.

Démonstration. On fixe un pavé B Ď Rq, et on définit µ1 : BpRpq Ñ r0,8s et
µ2 : BpRpq Ñ r0,8s par

µ1pAq “ λp`qpAˆBq et µ2pAq “ λppAqλqpBq.

Alors µ1 et µ2 sont des mesures : évident pour µ2 (multiple de λp) ; exo pour µ1.
De plus, si A est un pavé, alors AˆB est un pavé ; donc

µ1pAq “ |AˆB| “ |A| |B| “ λppAqλqpBq “ µ2pAq ă 8 .

D’après le Lemme d’unicité 4.1 on a donc µ1 “ µ2, ce qu’on voulait. □
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Étape 2. On a λp`qpA ˆ Bq “ λppAqλqpBq pour tout borélien A Ď Rp tel que
λppAq ă 8 et pour tout borélien B Ď Rq.

Démonstration. Cette fois, on fixe un borélien A Ď Rp tel que λppAq ă 8, et on
définit deux mesures µ1, µ2 : BpRqq Ñ r0,8s par

µ1pBq “ λp`qpAˆBq et µ2pBq “ λppAqλqpBq .

Par l’Étape 1, on a µ1pBq “ µ2pBq ă 8 pour tout pavé B Ď Rq ; donc µ1 “ µ2 d’après
le Lemme d’unicité, ce qu’on voulait. □

Soient maintenant A P BpRpq et B P BpRqq quelconques. Si on pose En :“ r´n, nsp

et An “ AX En, alors la suite pAnqnPN est croissante et A “
Ť

nAn ; donc Aˆ B est
la réunion croissante des An ˆ B. De plus, on a λppAnq ď λppEnq ă 8 pour tout n,

donc λp`qpAn ˆBq “ λppAnqλqpBq d’après l’Étape 2. Ainsi,

λp`qpAˆBq “ lim
nÑ8

λp`qpAn ˆBq “ lim
nÑ8

λppAnqλqpBq “ λppAqλqpBq .

□

Exercice. Montrer soigneusement que si panq est une suite croissante de nombres
positifs de limite a P r0,8s et si b P r0,8s est fixé, alors anbÑ ab.

4.4. Aire d’un rectangle quelconque. On a dit plus haut qu’intuitivement,
la mesure de Lebesgue λ2 “mesure les aires”, car la mesure d’un rectangle à côtés
parallèles aux axes de coordonnés est égale à ce qu’on est en droit d’attendre. Pour
étayer un peu plus cette affirmation, la moindre des choses est maintenant de montrer
que cela reste vrai pour un rectangle quelconque. C’est ce que dit le lemme suivant.

Lemme 4.5. Si R Ă R2 est un rectangle de côtés a et b, alors λ2pRq “ ab.

Ce résultat n’est absolument pas évident. Pour la preuve, on va avoir besoin des
deux faits suivants.

Fait 4.6. Pour tout segment Γ Ă R2, on a λ2pΓq “ 0.

Démonstration. Elle sera faite plus tard dans le chapitre (où on montrera un
résultat plus général). □

Fait 4.7. Si ∆ Ă R2 est un triangle rectangle dont les “côtés de l’angle droit” sont
parallèles aux axes de coordonnées, alors λ2p∆q est ce qu’on imagine.

Démonstration. Notons ∆1 le triangle rectangle symétrique de ∆ par rapport au
milieu de l’hypoténuse de ∆. Notons également a et b les longueurs des “côtés de l’angle
droit” de ∆. Alors ∆Y∆1 est un rectangle à côtés parallèles aux axes de coordonnés,
de longueurs a et b. Donc λ2p∆Y∆1q “ ab. De plus, on a λ2p∆

1q “ λ2p∆q car la mesure
de Lebesgue λ2 est invariante par les symétries centrales (un exo posé plus haut) ; et
λ2p∆X∆1q “ 0 d’après le Fait 4.6 car ∆X∆1 est un segment. Donc ab “ λ2p∆Y∆1q “

λ2p∆q ` λ2p∆
1q “ 2λ2p∆q, et donc λ2p∆q “

1
2 ab, comme attendu. □

Preuve du Lemme 4.5. On peut compléter le rectangle R en un grand rectangle Q à
côtés parallèles aux axes de coordonnées, en construisant sur les côtés de R des triangles
rectangles ∆1, . . . ,∆4 à côtés de l’angle droit parallèles aux axes de coordonnées. Par
le Fait 4.6, on a
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(4.1) λ2pQq “ λ2pRq `
4
ÿ

i“1

λ2p∆iq .

Les triangles ∆i vont par paires. Notons x, y les longueurs des côtés de l’angle
droit pour les 2 triangles dont l’hypoténuse est de longueur a, et u, v pour ceux dont
l’hypoténuse est de longueur b. Quitte à permuter x, y et u, v, les longueurs des côtés
du grand rectangle Q sont alors x` u et y ` v. Il faut évidemment faire un dessin.

Comme Q et les ∆i ont des côtés parallèles aux axes de coordonnées, on a λ2pQq “
px ` uqpy ` vq par définition de λ2, et λ2p∆iq “

xy
2 ou uv

2 d’après le Fait 4.7. Donc
l’équation (4.1) devient

λ2pRq “ px` uqpy ` vq ´ 2
´xy

2
`
uv

2

¯

“ xv ` yu .

Par ailleurs, on a d’après le Théorème de Pythagore :

(4.2) x2 ` y2 “ a2 et u2 ` v2 “ b2 .

Enfin, en considérant les angles des triangles ∆i, on voit qu’on a aussi

(4.3)
x

y
“
v

u
¨

En élevant au carré l’identité λ2pRq “ xv ` yu et en utilisant (4.3) et (4.2), on
obtient

λ2pRq
2 “ x2v2 ` 2xuyv ` y2u2

“ x2v2 ` pxuq2 ` pyvq2 ` y2u2

“ x2pu2 ` v2q ` y2pv2 ` u2q

“ px2 ` y2qb2 “ a2b2 .

Donc λ2pRq “ ab, comme annoncé. □

Corollaire 4.8. La mesure de Lebesgue λ2 est invariante par toutes les isométries
euclidiennes de R2.

Démonstration. Soit J : R2 Ñ R2 une isométrie euclidienne. Comme J´1 est aussi
une isométrie euclidienne et est donc continue, on montre comme dans la preuve du
Fait 4.2 que JpAq “ pJ´1q´1pAq est un ensemble borélien pour tout borélien A Ă R2.
Ensuite, on vérifie (exo) que la fonction µ : BpR2q Ñ r0,8s définie par µpAq :“
λ2
`

JpAq
˘

est une mesure. Si P Ă R2 est un pavé de côtés a et b, alors R :“ JpP q
est un rectangle de côtés a et b puisque J est une isométrie ; donc λ2pRq “ ab par le
Lemme 4.5, autrement dit µpP q “ |P |. Cela étant vrai pour tout pavé P Ă R2, on en
déduit que µ “ λ2, ce qui est le résultat annoncé. □

Exercice. Montrer que si ∆ Ă R2 est un triangle quelconque, alors λ2p∆q est ce
qu’on imagine.
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5. Ensembles négligeables ; propriétés vraies presque partout

5.1. Définitions. Dans tout cette section, pΩ,B, µq est un espace mesuré.

Définition 5.1. On dit qu’un ensemble N Ď B est µ-négligeable s’il existe un
ensemble mesurable B tel que N Ď B et µpBq “ 0.

Remarque 1. La définition n’impose pas que N soit mesurable.

Remarque 2. Un ensemble mesurable N est µ-négligeable si et seulement si µpNq “

0. (Évident par la propriété de croissance.)

Remarque 3. Si N est µ-négligeable, alors tout ensemble N 1 Ď N est µ-négligeable.

Remarque 4. La µ-négligeabilité dépend de la mesure µ.

Exemple 1. Soit a P Ω, et soit δa la masse de Dirac au point a. Alors un ensemble
N Ď Ω est δa-négligeable si et seulement si N S a.

Exemple 2. Le seul ensemble négligeable pour la mesure de comptage µc estN “ H.

Définition 5.2. Soit P pxq une propriété dépendant de x P Ω. On dit que P pxq a
lieu µ-presque partout si l’ensemble des x P Ω ne vérifiant pas P pxq est µ-négligeable.

Exemple 1. Étant donné a P Ω, on a “x “ a” δa-presque partout.

Exemple 2. “µc-presque partout” veut dire “partout”.

Proposition 5.3. Toute réunion dénombrable d’ensembles µ-négligeables est µ-
négligeable.

Démonstration. Soit pNiqiPI une famille dénombrable d’ensembles négligeables, et
soitN :“

Ť

iPI Ni. Pour tout i P I, on peut trouver Bi P B tel queNi Ď Bi et µpBiq “ 0.
Alors B :“

Ť

iPI P B et µpBq ď
ř

iPI µpBiq “ 0 par sous-additivité dénombrable ; donc
µpBq “ 0, et donc N est µ-négligeable puisque N Ď B. □

Corollaire 5.4. Toute conjonction dénombrable de propriétés vraies µ-presque
partout est encore vraie µ-presque partout : si pPiqiPI est une famille dénombrable de
propriétés vraies µ-presque partout, alors la propriété “@i P I : Pipxq” est elle aussi
vraie µ-presque partout.

Démonstration. C’est évident : si on pose Ni :“ tx P Ω ne vérifiant pas Pipxqu et
N :“ tx P Ω ne vérifiant pas “@i P I : Pipxq”u, alors les Ni sont µ-négligeables et on
a N “

Ť

iPI Ni. □

Exercice 1. Montrer que tout ensemble λd-négligeable dans Rd est d’intérieur vide.

Exercice 2. Soit I Ď R un intervalle non trivial. Montrer que si deux fonction
continues f, g : I Ñ R sont égales λ1-presque partout, alors elles sont égales partout.
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5.2. Exemples d’ensembles λd-négligeables.

Exemple 1. Tout ensemble dénombrable D Ď R est λ1-négligeable.

Démonstration. Par la Proposition 5.3, il suffit de montrer que tout singleton tau
est λ1-négligeable. Et c’est évident : tau “ ra, as et donc λ1ptauq “ |ra, as| “ 0. □

Remarque 1. Comme R n’est pas λ1-négligeable, on en déduit que R n’est pas
dénombrable !

Remarque 2. Il existe des parties λ1-négligeables de R qui ne sont pas dénombrables.

Exemple 2. Soit d ě 2. Si γ : I Ñ Rd est une application de classe C1 d’un intervalle
I Ď R dans Rd, alors Γ :“ γpIq est λd-négligeable.

Démonstration. Cette preuve suppose une certaine aisance avec le contenu du cours
d’EVNT.

On sait que l’intervalle I est réunion dénombrable d’intervalles compacts In, n P N.
Alors γpIq “

Ť

n γpInq, donc il suffit de montrer que les γpInq sont négligeables. Donc
on s’est ramené au cas où l’intervalle I est compact ; disons I “ ra, bs. Dans ce cas, Γ
est compact (par continuité de γ), donc borélien.

Comme γ : ra, bs Ñ Rd est de classe C1, sa dérivée γ1 est bornée sur le compact
ra, bs ; donc γ est lipschitzienne (pour n’importe quelle norme sur Rd), d’après l’inégalité
des accroissements finis. Soit K une constante telle que

@s, t P ra, bs : }γptq ´ γpsq}8 ď K |t´ s| .

Soit R P N˚ quelconque, et soit a “ s0 ă s1 ă ¨ ¨ ¨ ă sR “ b la subdivision de ra, bs
obtenue en découpant ra, bs en R intervalles de longueur η :“ b´a

R ¨ On a

Γ “ γpra, bsq “
R´1
ď

i“0

γprsi, si`1sq :“
R´1
ď

i“0

Γi .

Si t P rsi, si`1s alors }γptq ´ γpsiq}8 ď K |t´ si| ď K η. Donc γptq appartient à la
boule B} ¨ }8

pγpsiq,Kηq pour tout t P rsi, si`1s, autrement dit

Γi Ď B} ¨ }8
pγpsiq,Kηq :“ Pi .

Mais comme on utilise la norme } ¨ }8, les Pi sont des “pavés cubiques” de côté 2Kη.
(En écrivant γpsiq “ px1, . . . , xdq, on a Pi “ rx1 ´ η, x1 ` ηs ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rxd ´ η, xd ` ηs.)
En particulier, λdpPiq “ p2Kηqd. Comme Γi Ď Pi, on a donc λdpΓiq ď p2ηqd pour
i “ 0, . . . , R´ 1, d’où

λdpΓq “ λd

˜

R´1
ď

i“0

Γi

¸

ď

R´1
ÿ

i“0

λdpΓiq

ď Rˆ p2Kηqd .

Comme η “ b´a
R , on obtient donc

λdpΓq ď Rˆ
C

Rd
“

C

Rd´1
,

où C est une constante indépendante de R. C’est vrai pour tout entier R ě 1, donc
λdpΓq “ 0 puisque d ě 2. □
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Cas particulier. Si d ě 2, alors toute droite L Ď Rd est λd-négligeable.

Démonstration. Si ÝÑu est un vecteur directeur de L et si on fixe un point p P L,
alors on peut écrire L “ γpRq où γ : R Ñ Rd est définie par γptq “ p ` tÝÑu (elle est
bien C1). □

Exercice. Montrer que si A Ď R2 est un polygone ou un disque fermé, alors λ2pAq “

λ2pÅq.

Exemple 3. Soient d, p P N avec p ă d. Si U est un ouvert de Rp et si Φ : U Ñ Rd

est une application de classe C1, alors Σ “ ΦpUq est λd-négligeable.

Démonstration. Semblable à celle de l’Exemple 2. □

Cas particulier. Tout sous espace affine E Ď Rd de dimension p ă d est
négligeable.

Démonstration. Exo. □





Chapitre 3

Applications mesurables

1. Définition et critères de mesurabilité

Définition 1.1. Soient pΩ,Bq et pΩ1,B1q deux espaces mesurables. On dit qu’une
application f : ΩÑ Ω1 est pB,B1q-mesurable si

@A P B1 : f´1pAq P B .

Remarque 1. Si les tribus B et B1 sont clairement spécifiées, on dira simplement
“mesurable” au lieu de “pB,B1q-mesurable”. Donc : une application f est mesurable si
et seulement si f´1pAq est mesurable pour tout ensemble mesurable A Ă Ω1.

Remarque 2. Si Ω1 “ Rn ou R, on munit “par défaut” Ω1 de sa tribu borélienne.
Donc, pour une application f : ΩÑ Ω1, “mesurable” veut dire “pB,BpΩ1qq-mesurable”.

Remarque 3. Si Ω Ă Rm et Ω1 “ Rn ou R, on dit qu’une application f : Ω Ñ Ω1

est borélienne si elle est pBpΩq,BpΩ1qq-mesurable.

Remarque 4. Si B “ PpΩq, alors toute application f : ΩÑ Ω1 est mesurable.

Exercice 1. Montrer qu’une application f : pΩ,Bq Ñ R est mesurable si et seule-
ment si elle est mesurable quand on la considère comme application de Ω dans R.

Exercice 2. Soit pΩ,B,Pq un espace de probabilité, et soit X : Ω Ñ R. Par
définition, X est une variable aléatoire discrète si Λ :“ XpΩq est dénombrable
et si, pour tout a P Λ, l’ensemble tX P au :“ tω P Ω; Xpωq “ au appartient à B. Mon-
trer que X est une variable aléatoire discrète si et seulement si X est une application
mesurable telle que XpΩq est dénombrable.

Exemple 1. Toute application constante est mesurable, quelles que soient les tribus
au départ et à l’arrivée.

Démonstration. Si f : Ω Ñ Ω1 est constante, fpxq ” α, alors, pour tout ensemble
A Ď Ω1, l’ensemble f´1pAq est soit vide (si α R A), soit égal à Ω (si α P A). Dans les
deux cas, f´1pAq est mesurable. □

Exemple 2. Soit E Ď Ω, et soit 1E sa fonction indicatrice, considérée comme une
fonction de Ω dans R. Alors 1E est mesurable si et seulement si E est mesurable.

Démonstration. Si 1E est mesurable, alors E “ 1´1
E pt1uq est mesurable car t1u est

un borélien de R. Inversement, supposons E mesurable. Pour tout A Ď R, l’ensemble
p1Eq

´1pAq est égal soit à Ω (si 0 P A et 1 P A), soit à E (si 0 R A et 1 P A), soit à
Ec (si 0 P A et 1 R A), soit à H (si 0 R A et 1 R A) ; dans tous les cas p1Eq

´1pAq est
mesurable. □

33
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Exercice. Soit pfnq une suite d’applications mesurables de pΩ,Bq dans R. On note
E l’ensemble des points x P Ω tels que la suite pfnpxqq converge dans R. Montrer que
E est mesurable.

Proposition 1.2. Soient pΩ,Bq et pΩ1,B1q deux espaces mesurables, et soit f :
Ω Ñ Ω1. On suppose qu’il existe une famille C Ď B1 telle que σpCq “ B1 et @C P C :
f´1pCq P B. Alors f est mesurable.

Démonstration. Soit Bf :“ tA Ď Ω1; f´1pAq P Bu. Comme B est une tribu, on
vérifie que Bf est une tribu de parties de Ω1 (exo ; on dit que Bf est la tribu image de
B par f). Comme C Ď Bf par hypothèse, on a donc B1 “ σpCq Ď Bf ; autrement dit :
f´1pAq P B pour tout A P B1. □

Corollaire 1.3. Si Ω Ă Rm, alors toute application continue f : Ω Ñ Rn est
borélienne.

Démonstration. On applique la proposition en prenant pour C la famille de tous
les ouverts de Rq. Comme f est continue, on sait que f´1pOq est ouvert dans Ω (donc
borélien) pour tout O P C, d’où le résultat puisque σpCq “ BpΩ1q par définition de la
tribu borélienne. □

Exemple. Soit u P Rd. L’application τu : Rd Ñ Rd définie par τupxq “ x ´ u est
continue, donc borélienne ; et si A Ď Rd, alors τ´1

u pAq “ A ` u. On en déduit que si
A Ď Rd est borélien, alors A` u aussi ; ce qu’on avait déjà démontré.

Exercice. Montrer en utilisant le Corollaire 1.3 que si A1, . . . , Ad sont des boréliens
de R, alors A1ˆ¨ ¨ ¨ˆAd est un borélien de Rd. (Considérer les “projections canoniques”
πj : Rd Ñ R.)

Notations. Pour toute fonction f : ΩÑ R et pour α, β P R, on pose

tf ą αu :“ tx P Ω; fpxq ą αu et tf ă βu :“ tx P Ω; fpxq ă βu .

Corollaire 1.4. Soit pΩ,Bq un espace mesurable. Pour une fonction f : ΩÑ R,
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) f est mesurable ;

(2) tf ą αu P B pour tout α P R ;

(2’) tf ă βu P B pour tout β P R.

Démonstration. Comme tf ă αu “ f´1psα,8sq et tf ă βu “ f´1pr´8, βsq, on
peut appliquer la proposition avec C :“ tsα,8s; α P Ru ou C “ tr´8, βr; β P Ru. (On
a vu au Chapitre 2 que C engendre BpRq.) □

Corollaire 1.5. Si I est un intervalle de R, toute fonction monotone f : I Ñ R
est borélienne.

Démonstration. Comme f est monotone, les ensembles tf ą αu sont des intervalles
(exo), donc des boréliens de I. □

Corollaire 1.6. Soit pΩ,Bq un espace mesurable, soient m1, . . . ,md P N˚, et soit
f : Ω Ñ Rm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rmd. On écrit fpxq “ pf1pxq, . . . , fdpxqq, avec fjpxq P Rmj pour
j “ 1, . . . , d. Alors f est mesurable si et seulement f1, . . . , fd le sont.
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Démonstration. Suposons que f soit mesurable. Pour j P J1, dK et pour A Ď Rmj

borélien, on a
f´1
j pAq “ f´1 pRm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rmdq ,

donc f´1
j pAq P B puisque f est mesurable et Rm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ A ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rmd est borélien

dans Rm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆRmj ˆ ¨ ¨ ¨ ˆRmd . C’est vrai pour tout borélien A Ď Rmj , donc fj est
mesurable, pour tout j P J1, dK.

Inversement, supposons que f1, . . . , fd soient mesurables, et montrons que f est
mesurable. Par la Proposition 1.2, il suffit de vérifier qu’on a f´1pP q P B pour tout
pavé P Ď Rm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆRmd “ Rm1`¨¨¨`md , car les pavés engendrent la tribu borélienne
de Rm1`¨¨¨`md .
Soit P un pavé quelconque de Rm1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆRmd . On peut écrire P “ P1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Pd, où
Pj est un pavé de Rmj pour j “ 1, . . . , d. Alors fpxq P P si et seulement fjpxq P Pj

pour j “ 1, . . . , d ; autrement dit

f´1pP q “ f´1
1 pP1q X ¨ ¨ ¨ X f

´1
d pPdq .

Donc f´1pP q P B puisque les fj sont mesurables. □

Corollaire 1.7. Une fonction f : ΩÑ C est mesurable si et seulement si Repfq
et Impfq le sont.

Démonstration. Immédiat en identifiant C à R2 “ Rˆ R. □

Notation. Si pΩ,Bq est un espace mesurable et si E Ď Ω est mesurable, on pose
BE “ B X PpEq “ tB P B; B Ď Eu, qui est une tribu de parties de E (micro-exo), et
on munit E de la tribu BE .

Remarque. Si Ω est une partie de Rd (et donc B “ BpΩq), alors BE “ BpEq.
Démonstration. Par définition, un ensemble A appartient à BE si et seulement si

A P BpΩq et A Ă E. Par ce qu’on a vu au Chapitre 2, il revient au même de dire que

A Ă E et que A “ rAXΩ où rA P BpRdq ; autrement dit que A “ rAXE où rA P BpRdq,
ce qui signifie que A P BpEq. □

Lemme 1.8. (Lemme de recollement)
Soient pΩ,Bq et pΩ1,B1q deux espaces mesurables, et soit pΩiqiPI une famille dénombrable
d’éléments de B telle que

Ť

iPI Ωi “ Ω. Une fonction f : Ω Ñ Ω1est mesurable si et
seulement si sa restriction à chaque Ωi est mesurable.

Démonstration. Supposons que f soit mesurable. Pour tout ensemble A Ď Ω1 et

pour tout i P I, on a
`

f|Ωi

˘´1
pAq “ f´1pAq X Ωi. Donc

`

f|Ωi

˘´1
pAq P BΩi si A P B1,

car f´1pAq P B ; autrement dit, f|Ωi
est mesurable.

Inversement, si f|Ωi
est mesurable pour tout i P I alors, comme Ω “

Ť

iPI Ωi et que

I est dénombrable, on a pour tout A P B1 :

f´1pAq “
ď

iPI

`

Ωi X f
´1pAq

˘

“
ď

iPI

`

f|Ωi

˘´1
pAq

loooooomoooooon

PBΩi
ĎB

P B .

□

Corollaire 1.9. Soit Ω Ă Rm et soit f : Ω Ñ Rn ou R. S’il existe une parti-
tion dénombrable de Ω en boréliens Ωi telle que la restriction de f à chaque Ωi est
borélienne, alors f est borélienne.
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Corollaire 1.10. Soient pΩ,Bq et pΩ1,B1q deux espaces mesurables, et soit f :
Ω Ñ Ω1. S’il existe une partition dénombrable pΩiqiPI de Ω en ensembles mesurables
telle que f soit constante sur chaque Ωi, alors f est mesurable.

Démonstration. C’est évident par la proposition : la restriction de f à chaque Ωi

est constante, donc mesurable. □

Corollaire 1.11. Soit Ω Ă Rm, et soit f : Ω Ñ Rn. Si l’ensemble des points de
discontinuité de f est dénombrable, alors f est borélienne.

Démonstration. On note D “ tai; i P N˚u l’ensemble des points de discontinuité de
f . Soit aussi Ω0 “ ΩzD. Alors Ω0 est borélien car D l’est (tout ensemble dénombrable
dans un espace métrique est borélien), et la restriction de f à Ω0 est continue (donc
borélienne) puisque Ω0 est l’ensemble des points de continuité de f . De plus, si on pose
Ωi “ taiu pour i ě 1, alors les Ωi sont boréliens ( !) et la restriction de f à chaque Ωi

est constante (donc borélienne ! !). On peut donc appliquer le corollaire 1.9. □

Remarque. En particulier, on voit que si I est un intervalle de R, alors toute fonction
f : I Ñ C continue par morceaux est borélienne.

Exercice. Soient Ω et Ω1 deux espaces métriques, et soit pΩiqiPI une famille de
parties de Ω telle que

Ť

iPI Ωi “ Ω. On suppose ou bien que tous les Ωi sont ouverts,
ou bien que tous les Ωi sont fermés et que la famille pΩiq est finie. Montrer qu’une
application f : Ω Ñ Ω1 est continue si et seulement si sa restriction à chaque Ωi est
continue.

2. Propriétés de stabilité

Proposition 2.1. Si f : pΩ,Bq Ñ pΩ1,B1q et g : pΩ1,B1q Ñ pΩ2,B2q sont mesu-
rables, alors g ˝ f : pΩ,Bq Ñ pΩ2,B2q est mesurable. Avec des mots : la composée de
deux fonctions mesurables est une application mesurable.

Démonstration. Si B P B2, alors

pg ˝ fq´1pBq “ f´1
`

g´1pBq
˘

loooomoooon

PB1
looooooomooooooon

PB

P B .

□

Corollaire 2.2. Si f, g : pΩ,Bq Ñ C sont mesurables, alors f ` g et fg sont
mesurables, et f{g est mesurable si g ne s’annule pas.

Démonstration. Soient Φ : Ω Ñ C ˆ C et S : C ˆ C Ñ C définies par Φpxq :“
pfpxq, gpxqq et Spu, vq “ u ` v. Alors Φ est B-mesurable d’après le Corollaire 1.6, et
S est continue donc borélienne. Donc f ` g “ S ˝Φ est B-mesurable par composition.
On montre de même que fg et f{g sont mesurables. □

Remarque 2.3. C’est vrai aussi pour des fonctions à valeurs dans R : si f et g
sont mesurables à valeurs dans R, alors f ` g est mesurable si elle est bien définie en
tout point, et fg est mesurable.

Démonstration. Exo. □

Corollaire 2.4. Les fonctions mesurables à valeurs dans C forment un espace
vectoriel (et même une algèbre).
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Démonstration. C’est immédiat par le corollaire 2.2. □

Notation. Si pfiqiPI est une famille de fonctions définies sur un même ensemble
Ω, à valeurs dans R, on note supiPI fi et infiPI fi les fonctions définies par

´

sup
iPI

fi

¯

pxq :“ sup
iPI

fipxq et
´

inf
iPI

fi

¯

pxq :“ inf
iPI

fipxq.

Proposition 2.5. Si pfiqiPI est une famille dénombrable de fonctions mesurables,
fi : pΩ,Bq Ñ R, alors les fonctions supiPI fi et infiPI fi sont mesurables.

Démonstration. Soit f :“ supiPI fi. Par définition, si α P R, alors on a pour tout
x P Ω :

fpxq ą αðñ Di P I : fipxq ą α.

Donc

tf ą αu “
ď

iPI

tfi ą αu.

Ainsi, tous les ensembles tf ą αu sont mesurables, car ce sont des réunions
dénombrables d’ensembles mesurables ; et donc f “ supiPI fi est mesurable d’après
le Corollaire 1.4. Preuve analogue pour infiPI fi (exo). □

Exercice. Montrer que si pfiqiPI est une famille quelconque de fonctions continues
sur un espace métrique Ω, à valeurs dans R, alors les fonctions supiPI fi et infiPI fi sont
boréliennes.

Corollaire 2.6. Si f, g : Ω Ñ R sont mesurables, alors les fonctions maxpf, gq
et minpf, gq sont mesurables

Corollaire 2.7. Si pfnqnPN est une suite d’applications mesurables, fn : pΩ,Bq Ñ
R, alors les fonctions lim fn et lim fn sont mesurables.

Démonstration. C’est évident d’après la proposition puisqu’on a

lim fn “ inf
nPN

sup
měn

fm et lim fn “ sup
nPN

inf
měn

fm .

□

Corollaire 2.8. Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables sur pΩ,Bq, à
valeurs dans R ou dans C. On suppose que la suite pfnq converge simplement vers une
fonction f : Ω Ñ R ou C. Alors f est mesurable. Avec des mots : toute limite simple
d’une suite de fonctions mesurables est une fonction mesurable.

Démonstration. Lorsque les fn sont à valeurs dans R, le résultat est évident par le
corollaire précédent puisqu’on a f “ lim fn. Pour des fonctions fn à valeurs dans C,
on applique le “cas R” aux fonctions Repfnq et Impfnq. □

Remarque 2.9. En fait, toute limite simple d’une suite d’applications mesurables
fn : ΩÑ Ω1 à valeurs dans un espace métrique Ω1 quelconque est mesurable.

Démonstration. Exo non évident. □

Exercice. Trouver une suite pfnq de fonctions continues sur R qui converge simple-
ment vers une fonction non continue.
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3. Fonctions étagées

3.1. Définition et caractérisations. Dans tout ce qui suit pΩ,Bq est un espace
mesurable.

Définition 3.1. Une fonction φ : Ω Ñ C est dite étagée si elle est mesurable et
ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On note EpΩq, l’ensemble de toutes les fonctions
étagées φ : ΩÑ C.

Remarque 0. On devrait écrire EpΩ,Bq.

Remarque 1. Si Ω Ă Rd, une fonction étagée sur Ω est par définition une fonction
borélienne (à valeurs complexes) ne prenant qu’un nombre fini de valeurs.

Remarque 2. Les fonctions étagées sont par définition à valeurs numériques : elles
ne prennent pas les valeurs 8 et ´8.

Exemple 1. Si ra, bs est un intervalle compact de R, alors toute fonction en escalier
sur ra, bs est étagée.

Démonstration. Une fonction φ : ra, bs Ñ R est en escalier s’il existe une subdivi-
sion ps0, . . . , sN q de ra, bs (i.e. a “ s0 ă ¨ ¨ ¨ ă sN “ b) telle que φ soit constante sur
chaque intervalle sxi, xi`1r, 0 ď i ď N ´ 1. Une telle φ est continue par morceaux,
donc borélienne ; et comme φ ne prend qu’un nombre fini de valeurs, elle est donc
étagée. □

Exemple 2. La fonction 1Q est étagée sur R, mais elle n’est en escalier sur aucun
intervalle non trivial ra, bs.

Démonstration. Comme Q est un borélien de R, la fonction 1Q est borélienne, donc
étagée puisqu’elle ne prend que deux valeurs. Mais comme tout intervalle non trivial
contient des rationnels et des irrationnels, 1Q n’est constante sur aucun intervalle
ouvert non vide, donc ne peut pas être en escalier sur un intervalle ra, bs non trivial. □

Lemme 3.2. Pour une fonction φ : ΩÑ C, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) φ est étagée ;

(2) il existe une partition finie pΩ1, . . . ,ΩN q de Ω en ensembles mesurables telle
que φ est constante sur chaque Ωi ;

(3) il existe E1, . . . , En P B deux à deux disjoints et α1, . . . , αn P C tels que

φ “
n
ÿ

i“1

αi 1Ei ;

(4) il existe E1, . . . , En P B et α1, . . . , αn P C tels que φ “
n
ř

i“1
αi 1Ei.

Démonstration. (1) ùñ (2) supposons φ étagée, et notons α1, . . . , αN les valeurs
prises par φ (les αi étantt supposés deux à deux ‰). Pour i “ 1, . . . , N , soit Ωi :“
tφ “ αiu “ tx P Ω; φpxq “ αiu. Les Ωi forment une partition de Ω, ils sont mesurables
car φ est mesurable, et par définition φ est constante sur chaque Ωi.

(2) ùñ (3) est évident : si (2) est vérifié, on peut prendre n :“ N , Ei :“ Ωi pour
i “ 1, . . . , n et αi “ la valeur constante de φ sur Ei “ Ωi.

(3) ùñ (4) : évident.
(4) ùñ (1) : évident aussi ! (Si φ “

řn
i“1 αi 1Ei , alors φ est mesurable car les 1Ei

le sont, et φ ne prend qu’un nombre fini de valeurs.) □
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Corollaire 3.3. EpΩq est l’espace vectoriel engendré par les fonctions indicatrices
d’ensembles mesurables.

Démonstration. Par définition EpΩq est un espace vectoriel, car les fonctions me-
surables à valeurs dans C forment un espace vectoriel. Et par (4), EpΩq est engendré
par les fonctions indicatrices. □

Remarque. En général, il y a plusieurs façons d’écrire une fonction étagée sous la
forme

řn
1 αi 1Ei . Par exemple, si on prend Ω “ R, alors 1r0,1s “ 1r0,1{2r ` 1r1{2,1s “

21r´1,1s ´ 1r0,1s ´ 21r´1,0r. Cependant, il y a une écriture canonique : en notant
α1, . . . , αn les valeurs distinctes prises par φ, on a

φ “
n
ÿ

i“1

αi 1tφ“αiu
.

3.2. Approximation par des fonctions étagées.

Théorème 3.4. Soit pΩ,Bq un espace mesurable. Pour toute fonction mesurable
f : ΩÑ r0,8s, on peut trouver une suite croissante de fonctions étagées positives pφnq

qui converge simplement vers f (i.e. φnpxq Ñ fpxq pour tout x P Ω). On dit qu’une
telle suite pφnq est une suite approximante pour f .

Démonstration. On définit d’abord des fonctions ψn, n P N˚ de la façon suivante :

ψnpxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0 si 0 ď fpxq ă 1
n ,

1
n si 1

n ď fpxq ă 2
n ,

...
n´1
n si n´1

n ă fpxq ď 1,
1 si 1 ď fpxq ă 1` 1

n
1` 1

n si 1` 1
n ď fpxq ă 1` 2

n ,
...

1` n´1
n si 1` n´1

n ď fpxq ă 2,
2 si 2 ď fpxq ă 2` 1

n ,
...

n´ 1` n´1
n si n´ 1` n´1

n ď fpxq ă n,
n si fpxq ě n.

Autrement dit :

ψnpxq “

"

n si fpxq ě n,

i` k
n si i` k

n ď fpxq ă i` k`1
n avec 0 ď i, k ď n´ 1.

Les ψn ne prennent qu’un nombre fini de valeurs, et elles sont mesurables “par
recollement” car pour n P N˚ fixé, tous les ensembles

Ωi,k :“

"

x P Ω; i`
k

n
ď fpxq ă i`

k ` 1

n

*

“ f´1

ˆ„

i`
k

n
, i`

k ` 1

n

„˙

sont mesurables et ψn est constante sur chacun de ces ensembles ; donc les ψn sont
étagées. De plus, on a 0 ď ψnpxq ď fpxq pour tout n et pour tout x P Ω ; et fpxq ď
ψnpxq `

1
n si fpxq ă n.

Montrons que ψnpxq tend vers fpxq quand nÑ 8, pour tout x P Ω : si fpxq “ 8
alors ψnpxq “ n pour tout n ě 1, et donc ψnpxq Ñ 8 “ fpxq ; et si fpxq ă 8, on peut
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trouver un entier Npxq tel que fpxq ă Npxq, et on a alors 0 ď fpxq ´ unpxq ď
1
n pour

tout n ě Npxq.
Maintenant, on pose

φnpxq “ maxpψ1pxq, . . . , ψnpxqq ,

alors les φn sont toujours étagées, la suite pφnq est croissante, et elle converge également
vers f car ψn ď φn ď f pour tout n ě 1. □

Remarque 3.5. Si la fonction f est à valeurs réelles et bornée, alors la suite pφnq

définie dans la preuve du théorème converge en fait uniformément vers f .

Démonstration. Avec les notations de la preuve du théorème, l’entier Npxq peut
être choisi indépendant de x P Ω. Donc pψnq converge uniformément ver f , et donc
pφnq aussi puisque ψn ď φn ď f . □



Chapitre 4

Intégration “abstraite”

Dans ce chapitre, pΩ,B, µq est un espace mesuré fixé une fois pour toutes.

1. Intégrale des fonctions étagées

1.1. Fonctions étagées positives.

Notation. On pose E`pΩq :“ tφ : ΩÑ R; φ étagée ě 0u.

Définition 1.1. Soit φ P E`pΩq, d’écriture canonique

φ “
N
ÿ

i“1

αi1tφ“αiu
.

L’intégrale de φ sur Ω par rapport à µ est le nombre
ş

Ω φdµ P r0,8s défini par

ż

Ω
φdµ “

N
ÿ

i“1

αi µ ptφ “ αiuq .

Autres notations. On peut aussi écrire
ş

Ω φpxq dµpxq ; ou
ş

Ω φ si on veut une
notation la plus courte possible.

Exemple. Supposons que Ω soit un ensemble fini, et soit µc la mesure de comptage
sur Ω. Alors toute fonction φ : ΩÑ R` est étagée, et on a

ż

Ω
φdµc “

ÿ

xPΩ

φpxq .

Autrement dit : si c1, . . . , cN sont des nombres réels positifs, alors

N
ÿ

i“1

ci “

ż

t1,...,Nu

φdµc ,

où φ : t1, . . . , Nu Ñ R` est la fonction définie par φpiq “ ci pour i “ 1, . . . , N .

Démonstration. Soient α1, . . . , αN les valeurs distinctes prises par φ, et pour i “
1, . . . , N , posons Ωi :“ tφ “ αiu. Alors l’écriture canonique de φ est φ “

řN
1 αi1Ωi , et

donc
ż

Ω
φdµc “

N
ÿ

1

αi#Ωi

Par ailleurs, comme les Ωi forment une partition de Ω, on a

ÿ

xPΩ

φpxq “
N
ÿ

i“1

ÿ

xPΩi

φpxq
loomoon

αi

41
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Donc on obtient
ÿ

xPΩ

φpxq “
N
ÿ

i“1

αi#Ωi “

ż

Ω
φdµc.

□

Interprétation. Si on veut compter les sous qu’on a dans son porte-monnaie, on peut
additionner une à une les valeurs des diffèrentes pièces ; mais on peut aussi commencer
par regrouper les pièces selon leur valeur, puis compter le nombre de pièces ayant une
valeur donnée, multiplier par la valeur en question, et tout ajouter.

Remarque 1. Pour tout ensemble mesurable A Ď Ω, on a
ş

Ω 1A dµ “ µpAq.

Remarque 2. A cause de la convention 0ˆ8 “ 0, on a
ş

Ω 0 dµ “ 0.

Remarque 3. On peut très bien avoir
ş

Ω φdµ “ 8 ; et on peut aussi avoir
ş

Ω φdµ “
0 même si φ ‰ 0. Par exemple, si Ω “ R et µ “ λ1, alors

ş

R 1 dλ1 “ λ1pRq “ 8 et
ş

R 1Q dλ1 “ λ1pQq “ 0.

Exercice. Montrer qu’on a
ş

Ω φdµ ă 8 si et seulement si µ ptx; φpxq ‰ 0uq ă 8,
et

ş

Ω φdµ “ 0 si et seulement si µ ptx; φpxq ‰ 0uq “ 0.

Lemme 1.2. L’intégrale des fonctions étagées positives possède les propriétés sui-
vantes.

(1) Homogénéité : si φ P E`pΩq et si λ P R`, alors
ş

Ωpλφq “ λ
ş

Ω φ.

(2) Additivité : si φ,ψ P E`pΩq, alors
ş

pφ` ψq “
ş

φ`
ş

ψ.

Démonstration. (1) est évident (exo). Montrons (2).

Vocabulaire : si φ P E`pΩq, on appellera partition adaptée à φ toute partition
finie pΩλqλPΛ de Ω en ensembles mesurables telle que φ soit constante sur chaque Ωλ.

Fait 1. Soit φ P E`pΩq. Si pΩλqλPΛ est une partition adaptée à φ et si on note cλ
la valeur constante de φ sur Ωλ, alors

ş

Ω φdµ “
ř

λPλ cλ µpΩλq.

Preuve du Fait 1. Soient α1, . . . , αN les valeurs distinctes prises par φ. Pour i “
1, . . . , N , posons Λi “ tλ P Λ; cλ “ αiu. Alors l’écriture canonique de φ est

φ “
N
ÿ

i“1

αi 1Ei , où Ei “
ď

λPΛi

Ωλ .

Donc
ż

Ω
φdµ “

N
ÿ

i“1

αi µ

˜

ď

λPΛi

Ωλ

¸

“

N
ÿ

i“1

αi

ÿ

λPΛi

µpΩλq car les Ωλ sont disjoints

“

N
ÿ

i“1

ÿ

λPΛi

cλ µpΩλq car αi “ cλ si λ P Λi

“
ÿ

λPΛ

cλ µpΩλq car pΛ1, . . . ,ΛN q est une partition de Λ.
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□

Fait 2. Si φ,ψ P E`pΩq, on peut trouver une partition pΩλqλPΛ adaptée à la fois
à φ et à ψ.

Preuve du Fait 2. Soient pAiqiPI une partition adaptée à φ, et pBjqjPJ une partition
adaptée à ψ. Si on pose Ωi,j :“ Ai X Bj , alors les Ωi,j sont mesurables, deux-à-deux
disjoints, et on a

Ť

i,j Ωi,j “ Ω. Donc les Ωi,j non vides forment une partition de Ω,
qui est adaptée à φ et à ψ par définition. □

Maintenant, on peut montrer (2). Soient φ,ψ P E`pΩq, et soit pΩλqλPΛ une partition
adaptée à la fois à φ et à ψ donnée par le Fait 2. Pour λ P Λ, notons cλ et dλ les valeurs
constantes de φ et ψ sur Ωλ. Alors φ` ψ ” cλ ` dλ sur Ωλ, λ P Λ, donc on a d’après
le Fait 1 :

ż

Ω
pφ` ψq “

ÿ

λPΛ

pcλ ` dλqµpΩλq

“
ÿ

λPΛ

cλ µpΩλq `
ÿ

λPΛ

dλ µpΩλq

“

ż

Ω
φ`

ż

Ω
ψ .

□

Corollaire 1.3. Si φ P E`pΩq, alors, quelle que soit la manière d’écrire

φ “
n
ÿ

i“1

αi 1Ei avec Ei P B et αi P R`,

on a
ż

Ω
φdµ “

n
ÿ

i“1

αi µpEiq .

Démonstration. Par le lemme, on a
ş

Ω φ “
řn

i“1

ş

Ω αi 1Ei “
řn

i“1 αi µpEiq. □

Corollaire 1.4. L’intégrale
ş

Ω φ est croissante par rapport à φ : Si φ1, φ2 P

E`pΩq et si φ1 ď φ2, alors
ş

Ω φ1 ď
ş

Ω φ2.

Démonstration. La fonction φ :“ φ2´φ1 est étagée (les fonctions étagées forment
un espace vectoriel), et elle est positive par hypothèse ; autrement dit φ P E`pΩq.
Comme φ2 “ φ1 ` φ, on a donc

ş

Ω φ2 “
ş

Ω φ1 `
ş

Ω φ ě
ş

Ω φ1. □

Définition 1.5. (intégrale sur un sous-ensemble)
Si φ P E`pΩq, on pose pour tout ensemble mesurable E Ă Ω :

ż

E
φdµ :“

ż

Ω
1E φdµ.

Exercice 1. Montrer que si φ P E`pΩq, alors l’intégrale
ş

E φ est croissante par
rapport à E : si E1 Ď E2, alors

ş

E1
φ ď

ş

E2
φ.

Exercice 2. Montrer que si A,B P B vérifient AXB “ H et si φ P E`pΩq, alors
ż

AYB
φ “

ż

A
φ`

ż

B
φ.
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1.2. Fonctions étagées quelconques.

Définition 1.6. Supposons que la mesure µ soit finie, i.e. µpΩq ă 8. Pour toute

fonction étagée φ : ΩÑ C, d’écriture canonique φ “
řN

i“1 αi1tφ“αiu
,on pose

ż

Ω
φdµ :“

N
ÿ

i“1

αi µ
`

tφ “ αiu
˘

.

Remarque. La définition a bien un sens : comme µ
`

tφ “ αiu
˘

ă 8 pour tout i, les

αi µ
`

tφ “ αiu
˘

sont des nombres complexes bien définis.

Proposition 1.7. L’application φ ÞÑ
ş

Ω φdµ est une forme linéaire sur EpΩq. De

plus, pour toute φ P EpΩq, on a
ˇ

ˇ

ş

Ω φdµ
ˇ

ˇ ď
ş

Ω |φ| dµ.

Démonstration. La linéarité (qui n’est pas évidente) se démontre exactement de la
mêpme façon que pour les fonctions étagées ě 0.

Si φ “
řn

i“1 ci1Ei avec des Ei P B deux à deux disjoints, alors |φ| “
řn

i“1 |ci|1Ei ;
donc

ş

Ω |φ| dµ “
řn

i“1 |ci|µpEiq par linéarité, et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
φdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

ci µpEiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

i“1

|ci|µpEiq “

ż

Ω
|φ| dµ.

□

Corollaire 1.8. Si φ P EpΩq, alors, quelle que soit la manière d’écrire φ “
řn

i“1 αi 1Ei avec Ei P B et αi P C on a
ż

Ω
φdµ “

n
ÿ

i“1

αi µpEiq .

Exemple. Soit pΩ,B,Pq un espace de probabilité, et soit X : Ω Ñ R une variable
alétatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Alors (d’après un exo déjà posé),
X est une fonction étagée ; et par définition, on a

ż

Ω
X dP “ EpXq.

Démonstration. Si on note a1, . . . , aN les valeurs prises par X, alors EpXq “
řN

i“1 ai PpX “ aiq, qui est bien égal à
ş

ΩX dP puisque X “
řN

i“1 ai 1X“ai . □

Exercice. Soit ra, bs un segment de R. Montrer que si φ : ra, bs Ñ R est en escalier,
alors

ż

ra,bs

φdλ1 “

ż b

a
φpxq dx (intégrale au sens “usuel”) .

2. Intégrale des fonctions mesurables positives

2.1. Définitions, remarques et exemples.

Définition 2.1. Une fonction mesurable positive sur Ω est une fonction me-
surable f : ΩÑ r0,8s. Attention : la valeur 8 est autorisée.

Notation. M`pΩq “ tfonctions mesurables positives sur Ωu.
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Définition 2.2. Pour toute fonction f PM`pΩq, on pose
ż

Ω
f dµ :“ sup

"
ż

Ω
φdµ; φ P E`pΩq , 0 ď φ ď f

*

.

On peut aussi écrire
ş

Ω fpxq dµpxq, ou
ş

Ω f .

Remarque 1. Par définition,
ş

Ω f est un nombre positif, i.e.
ş

Ω f P r0,8s.

Remarque 2. Si f est étagée positive, on retrouve la définition donnée dans la
section précédente.

Démonstration. C’est clair par croissance de l’intégrale pour les fonctions étagées
positives (Corollaire 1.4). □

Remarque 3. L’intégrale
ş

Ω f est croissante par rapport à f : si f, g PM`pΩq et
si f ď g, alors

ş

Ω f ď
ş

Ω g.

Démonstration. Si f ď g, alors il y a plus de fonctions étagés positives minorant
g que de fonctions étagées positives minorant f , donc le sup apparaissant dans la
définition est plus grand pour g que pour f . □

Exemple 1. Soit Ω un ensemble quelconque, et soit µc la mesure de comptage sur
Ω. Pour toute fonction f : ΩÑ r0,8s, on a

ż

Ω
f dµc “

ÿ

xPΩ

fpxq.

Démonstration. □

Exemple 2. Soit ra, bs un intervalle compact de R, et soit f : ra, bs Ñ R une
fonction borélienne ě 0. Si f est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs, alors

ż

ra,bs

f dλ1 “

ż b

a
fpxq dx.

Démonstration. □

Exercice 2.3. Montrer que si f PM`pΩq, alors
ş

Ωpλfq “ λ
ş

Ω f pour tout λ P R`.

2.2. Le “Théorème de convergence monotone”.

Théorème 2.4. (convergence monotone)
Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables positives, fn : pΩ,Bq Ñ r0,8s. On
suppose que la suite pfnq est croissante, i.e. fnpxq ď fn`1pxq pour tout n et pour tout
x P Ω. Alors, en posant fpxq :“ limnÑ8 fnpxq (qui existe dans r0,8s), la fonction
f : ΩÑ r0,8s est mesurable et on a

ż

Ω
f dµ “ lim

nÑ8

ż

Ω
fn dµ .

Autrement dit, on peut toujours permuter la limite et l’intégrale dès lors qu’on a affaire
à une suite croissante de fonctions positives :

ż

Ω
plim fnq dµ “ lim

nÑ8

ż

Ω
fn dµ .
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Démonstration.

Fait. Soit φ une fonction étagée positive sur Ω. Si pBnq est une suite croissante
d’ensembles mesurables telle que

Ť8
0 Bn “ Ω, alors

ş

Bn
φdµÑ

ş

Ω φdµ quand nÑ8.

Preuve du Fait. On écrit φ “
řN

i“1 αi 1Ei , où les Ei sont mesurables et αi P R`.

Alors
ş

Ω φdµ “
řN

i“1 αiµpEiq. De plus, on a
ş

Bn
φdµ “

ş

Ω 1Bnφdµ, et 1Bnφ “
řN

i“1 αi1BnXEi ; donc
ż

Bn

φdµ “
N
ÿ

i“1

αiµpBn X Eiq .

Mais pour i P t1, . . . , Nu fixé, la suite pBnXEiq croit vers Ei. Donc µpBnXEiq Ñ µpEiq

pour i “ 1, . . . , N quand nÑ8, et donc
ş

Bn
φdµÑ

řN
i“1 αiµpEiq “

ş

Ω φdµ. □

Maintenant, on peut démontrer le théorème de convergence monotone.

La fonction f “ lim fn est mesurable car les fn le sont, et f ě 0.

Comme la suite pfnq est croissante, la suite des intégrales
`ş

Ω fn
˘

est croissante,
donc lim

ş

Ω fn existe dans r0,8s. De plus, on a fn ď f pour tout n puisque pfnq croit
vers f , donc

ş

Ω fn ď
ş

Ω f pour tout n et donc

lim
nÑ8

ż

Ω
fn dµ ď

ż

Ω
f dµ .

Dnc il faut juste montrer l’inégalité
ş

Ω f dµ ď limnÑ8

ş

Ω fn dµ.

Par définition de l’intégrale
ş

Ω f dµ, il s’agit de vérifier qu’on a
ż

Ω
φdµ ď lim

nÑ8

ż

Ω
fn dµ

pour toute fonction φ étagée vérifiant 0 ď φ ď f . On fixe φ.

Soit ε P s0, 1r quelconque. Pour n P N, posons

Bn :“ tfn ě p1´ εqφu “ tx P Ω; fnpxq ě p1´ εqφpxqu .

Les Bn sont des ensembles mesurables car Bn “ tgn ě 0u, où gn :“ fn ´ p1´ εqφ
est une fonction mesurable bien définie à valeurs dans R. De plus, la suite pBnq est
croissante car la suite pfnq l’est. Enfin, on a

8
ď

n“0

Bn “ Ω .

En effet : soit x P Ω quelconque. Si φpxq “ 0 alors x P B0 car f0 ě 0. Si φpxq ą 0,
alors φpxq ą p1 ´ εqφpxq, donc fpxq ą p1 ´ εqφpxq puisque f ě φ, et donc on peut
trouver un entier n tel que fnpxq ą p1´ εqφpxq (d’où x P Bn) puisque fnpxq Ñ fpxq.

D’après le Fait, on en déduit qu’on a
ż

Ω
φdµ “ lim

nÑ8

ż

Bn

φdµ.

Mais par définition de Bn, on a 1Bnφ ď
1

p1´εq
1Bnfn ď

1
p1´εq

fn ; et donc
ż

Bn

φdµ “

ż

Ω
1Bn φdµ ď

ż

Ω

1

1´ ε
fn dµ “

1

1´ ε

ż

Ω
fn dµ
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pour tout n P N. En faisant tendre n vers l’infini, on obtient ainsi
ż

Ω
φdµ ď

1

1´ ε
lim
nÑ8

ż

Ω
fn dµ

pour tout ε P s0, 1r ; d’où
ş

Ω φdµ ď limnÑ8

ş

Ω fn dµ en faisant maintenant tendre ε
vers 0. □

Corollaire 2.5. Si f P M`pΩq, alors
ş

Ω f “ limnÑ8

ş

Ω φn, quelle que soit la
suite approximante pφnq Ď E`pΩq pour f .

Corollaire 2.6. L’intégrale des fonctions mesurables positives possède les pro-
priétés suivantes.

(1) Homogénéité : si f PM`pΩq, alors
ş

Ωpλfq “ λ
ş

Ω f pour tout λ P r0,8s.

(2) Additivité : si f, g PM`pΩq, alors
ş

Ωpf ` gq “
ş

Ω f `
ş

Ω g.

Démonstration. (1) On a déjà vu que le résultat est vrai si λ ă 8 (Exercice 2.3) ;
il reste donc à traiter le cas λ “ 8. Pour n P N, posons fn :“ n f . La suite pfnq
est croissante car f est positive, et fnpxq Ñ 8 ˆ fpxq pour tout x P Ω, grâce à la
convention 8ˆ 0 “ 0. Par convergence monotone et le cas λ ă 8, on a donc

ż

Ω
p8 ˆ fq “ lim

nÑ8

ż

Ω
pn fq “ lim

nÑ8
n

ż

Ω
f “ 8ˆ

ż

Ω
f ,

où on a à nouveau utilisé la convention 8ˆ 0 “ 0.

(2) Soient pφnq, pψnq Ď E`pΩq des suites approximantes pour f et g. Alors pφn`ψnq

est une suite approximante pour f ` g, donc
ż

Ω
pf ` gq “ lim

nÑ8

ż

Ω
pφn ` ψnq

“ lim
nÑ8

ˆ
ż

Ω
φn `

ż

Ω
ψn

˙

“

ż

Ω
f `

ż

Ω
g ,

où on a utilisé à la deuxième ligne l’additivité de l’intégrale pour les fonctions étagées.
□

Remarque. Il est très important de retenir le principe de la démonstration précédente :
si on veut démontrer une certaine propriété concernant l’intégrale d’une fonction posi-
tive quelconque, il suffit de le faire pour une fonction étagée ; la conclusion sera alors
“gratuite” par approximation et convergence monotone.

Corollaire 2.7. Si pukqkPN est une suite quelconque de fonctions mesurables po-
sitives, alors

ż

Ω

˜

8
ÿ

k“0

uk

¸

dµ “
8
ÿ

k“0

ż

Ω
uk dµ .
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Démonstration. La fonction f :“
ř8

0 uk est bien définie (à valeurs dans r0,8s),
et on a f “ limnÑ8 fn où fn :“

řn
k“0 uk. La suite pfnq est croissante car les uk sont

positives, donc on a par convergence monotone et additivité de l’intégrale :
ż

Ω
f “ lim

nÑ8

ż

Ω
fn “ lim

nÑ8

n
ÿ

k“0

ż

Ω
uk “

8
ÿ

k“0

ż

Ω
uk .

□

2.3. Intégrale sur un sous-ensemble. Comme pour les fonctions étagées ě 0,
si f PM`pΩq, on pose pour tout ensemble mesurable E Ă Ω :

ż

E
f dµ “

ż

Ω
1E f dµ.

Remarque 1. Si f P M`pΩq, alors l’intégrale
ş

E f dµ est croissante par rapport à
E : si E1 Ď E2, alors

ş

E1
f ď

ş

E2
f .

Démonstration. On a 1E1f ď 1E2f car f ě 0 ; d’où le résultat par croissance de
l’intégrale par rapport à la fonction. □

Remarque 2. Soient f, g P M`pΩq, et soit E P B. Si f ď g sur E, alors
ş

E f dµ ď
ş

E g dµ ; et donc, si f “ g sur E alors
ş

E f dµ “
ş

E g dµ.

Démonstration. Micro-exo. □

Lemme 2.8. Si f PM`pΩq, on définit une mesure sur pΩ,Bq en posant

νf pAq :“

ż

A
f dµ .

On dit que νf est la mesure de densité f par rapport à la mesure µ.

Démonstration. On a νf pHq “ 0 car 1Hf “ 0. Si pAkqkPN est une suite d’ensembles
mesurables deux à deux disjoints, alors

1Ť8
k“0 Ak

“

8
ÿ

k“0

1Ak
;

donc

νf

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“

ż

Ω

˜

8
ÿ

k“0

1Ak
f

¸

dµ “
8
ÿ

k“0

ż

Ω
1Ak

f “
8
ÿ

k“0

νf pAkq.

□

Corollaire 2.9. Si f PM`pΩq et si A,B Ď Ω sont des ensembles mesurables tels
AXB “ H, alors

ż

AYB
f “

ż

A
f `

ż

B
f .

Exercice. Soit f P M`pΩq. Montrer que pour toute fonction g P M`pΩq, on a
ş

Ω g dνf “
ş

Ω gf dµ.
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Lemme 2.10. (inégalité de Markov)
Si f PM`pΩq, on a pour tout nombre réel α ą 0 :

µ
´

tf ě αu
¯

ď
1

α

ż

tfěαu

f dµ ď
1

α

ż

Ω
f dµ .

Démonstration. Posons A “ tf ě αu. Par définition de A, on a f ě α1 sur A, et
donc (par croissance de l’intégrale)

ż

A
f dµ ě

ż

A
α1 dµ “ αµpAq ;

d’où la première inégalité. La seconde est évidente par croissance de
ş

E f par rapport
à E. □

Exercice. On suppose que µpΩq ă 8. Soit pαnq une suite de réels positifs telle
que, pour une certaine constante C ą 0, la série

ř

e´Cαn est convergente. Montrer
que si u : Ω Ñ R est une fonction mesurable bornée, alors

ř8
0 µ

`

t|u| ě αnu
˘

ă 8.

(Commencer par observer qu’on a
ş

Ω e
|u| dµ ă 8.)

2.4. Rôle des ensembles de mesure nulle.

Rappel. La plupart du temps, on écrit “presque partout”, ou simplement “pp”,
au lieu de “µ-presque partout”.

Lemme 2.11. Pour toute fonction f PM`pΩq, on a l’équivalence
ż

Ω
f dµ “ 0 ðñ fpxq “ 0 presque partout .

Démonstration. Supposons qu’on ait fpxq “ 0 pp, et posons E :“ tf “ 0u “
tx; fpxq “ 0u. Alors E est mesurable, et 1Ef “ 0 par définition. Donc f “ 1ΩzE f , et
donc

ż

Ω
f “

ż

Ω
1ΩzEf dµ ď

ˆ
ż

Ω
8ˆ 1ΩzE

˙

dµ “ 8ˆ µpΩzEq “ 0 .

Inversement, supposons qu’on ait
ş

Ω f dµ “ 0. Pour tout n P N˚, on a par Markov
avec α “ 1{n :

µ
´

tf ě 1{nu
¯

ď nˆ

ż

Ω
f dµ “ 0 .

Donc µ
´

tf ě 1{nu
¯

“ 0 pour tout n P N˚, autrement dit fpxq ă 1{n pp. Comme

fpxq “ 0 ðñ @n P N˚ : fpxq ă 1{n (puisque f ě 0), on a donc fpxq “ 0 pp. □

Remarque 1. Attention : le lemme ne marche que pour une fonction f ě 0.

Remarque 2. On ne peut pas espérer avoir fpxq “ 0 partout si
ş

Ω f dµ “ 0 : par
exemple,

ş

R 1Q dλ1 “ 0.

Exercice. Soit I un intervalle (non trivial) de R. Montrer que si f : I Ñ R` est
une fonction continue positive telle que

ş

I f dλ1 “ 0, alors f “ 0.

Corollaire 2.12. Si N P B vérifie µpNq “ 0, alors
ş

N f dµ “ 0 pour toute
f PM`pΩq, et donc

ş

Ω f dµ “
ş

ΩzN f dµ.
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Démonstration. On a
ş

N f dµ “
ş

Ω 1N f dµ “ 0 car 1N f “ 0 pp. Donc
ş

Ω f “
ş

N f `
ş

ΩzN f “
ş

ΩzN f . □

Corollaire 2.13. Si f, g P M`pΩq vérifient fpxq “ gpxq presque partout, alors
ş

Ω f dµ “
ş

Ω g dµ.

Démonstration. Soit E :“ tx P Ω; fpxq “ gpxqu. Alors E est mesurable car f et
g le sont (exo), et on a µpΩzEq “ 0. Donc

ş

Ω f “
ş

E f et
ş

Ω g “
ş

E g par le corollaire
précédent, d’où le résultat puisque f ” g sur E et donc 1Ef “ 1Eg. □

Corollaire 2.14. Si ra, bs est un segment de R, alors on a pour toute fonction
borélienne f : ra, bs Ñ r0,8s :

ż

ra,bs

f dλ1 “

ż

sa,bs

f dλ1 “

ż

ra,br

f dλ1 “

ż

sa,br

f dλ1 .

Démonstration. Comme λ1ptauq “ 0 “ λ1ptbuq, on a
ż

ra,bs

f dλ1 “

ż

tau

f dλ1 `

ż

sa,br

f dλ1 `

ż

tbu

f dλ1 “

ż

sa,br

f dλ1 .

Idem pour les autres égalités. □

Exercice. Montrer que si f, g PM`pΩq et si fpxq ď gpxq pp, alors
ş

Ω f ď
ş

Ω g.

Lemme 2.15. Si f PM`pΩq vérifie
ş

Ω f dµ ă 8, alors fpxq ă 8 µ-presque partout.

Démonstration. Soit N :“ tf “ 8u “ tx; fpxq “ 8u. L’ensemble N est mesurable
et on a

8 ą

ż

Ω
f dµ ě

ż

N
f dµ “

ż

Ω
8ˆ 1N dµ “ 8ˆ µpNq ;

donc la seule possibilité pour µpNq est de valoir 0. □

Remarque 1. Le “presque partout” est indispensable : il n’y a aucune raison qu’on
ait fpxq ă 8 partout.

Remarque 2. Le lemme dit “si... alors”, et pas “si et seulement si” : on peut
évidemment avoir fpxq ă 8 partout et cependant

ş

Ω f dµ “ 8. Par exemple,
ş

R 1 dλ1 “
8.

3. Intégrale des fonctions à valeurs réelles ou complexes

3.1. Fonctions intégrables et définition de l’intégrale.

3.1.1. Fonction à valeurs réelles.

Notation. Pour toute fonction f : ΩÑ R, on définit deux fonctions f` et f´ par

f`pxq “

"

fpxq si fpxq ě 0,
0 si fpxq ă 0 ;

et f´pxq “

"

0 si fpxq ě 0,
´fpxq si fpxq ă 0.

Autrement dit :

f` “ maxpf, 0q et f´ “ maxp´f, 0q “ ´minpf, 0q .

Fait 3.1. f`et f´ sont des fonctions positives à valeurs finies, et on a

f “ f` ´ f´ et |f | “ f` ` f´ .
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Exercice 3.2. Montrer qu’on a f`ˆ f´ “ 0, et que l’écriture f “ f`´ f´ est la
seule écriture possible de f sous la forme f “ v ´ u avec u, v ě 0 vérifiant uv “ 0.

Remarque. Si f : Ω Ñ R est mesurable, alors f` , f´ et |f | sont des fonctions
mesurables positives, donc

ş

Ω f
` dµ,

ş

Ω f
´ dµ et

ş

Ω |f | sont des nombres positifs bien
définis, éventuellement égaux à 8.

Démonstration. On a f` “ maxpf, 0q. La fonction pu, vq ÞÑ maxpu, vq est continue
(exo), donc borélienne de RˆR dans R, et la fonction x ÞÑ pfpxq, 0q est mesurable car
f et 0 sont mesurables ; donc f` est mesurable par composition. On montre de même
que f´ est mesurable. □

Définition 3.3. Soit f : pΩ,Bq Ñ R mesurable. On dit que f est intégrable sur
Ω par rapport à µ si on a

ş

Ω f
` dµ ă 8 et

ş

Ω f
´ dµ ă 8. Dans ce cas, on pose

ż

Ω
f dµ :“

ż

Ω
f` dµ´

ż

Ω
f´ dµ .

On peut aussi écrire
ş

Ω fpxq dµpxq, ou
ş

Ω f .

Remarque 1. Si f est intégrable, alors
ş

Ω f dµ est un nombre réel bien défini. Au-
trement dit : l’intégrale d’une fonction intégrable ne peut pas valoir 8 ou ´8

Remarque 2. Si f est une fonction positive, alors f “ f` et f´ “ 0, donc f est
intégrable au sens précédent si et seulement si on a

ş

Ω f dµ ă 8, et dans ce cas
ş

Ω f dµ
au sens de la définition est bien égal à

ş

Ω f dµ au sens de la section précédente.

Exemple. La fonction constante 1 est intégrable par rapport à µ si et seulement
si la mesure µ est finie, i.e. µpΩq ă 8.

Démonstration. C’est évident puisque
ş

Ω 1 dµ “ µpΩq. □

3.1.2. Fonctions à valeurs complexes.

Définition 3.4. On dit qu’une fonction mesurable f : ΩÑ C est intégrable sur Ω
par rapport à µ si les fonctions Repfq et Impfq le sont. Dans ce cas, on pose

ż

Ω
f dµ “

ż

Ω
Repfq dµ` i

ż

Ω
Impfq dµ.

On peut aussi écrire
ş

Ω fpxq dµpxq ou
ş

Ω f .

Reformulation. Si f “ u` iv avec u, v à valeurs réelles, alors
ż

Ω
f “

ż

Ω
pu` ivq “

ż

Ω
u` i

ż

Ω
v.

On a donc

Re

ˆ
ż

Ω
f

˙

“

ż

Ω
Repfq et Im

ˆ
ż

Ω
f

˙

“

ż

Ω
Impfq .
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3.1.3. Caractérisation de l’intégrabilité.

Proposition 3.5. Une fonction mesurable f : ΩÑ C est intégrable par rapport à
µ si et seulement si on a

ż

Ω
|f | dµ ă 8 .

Démonstration. Supposons d’abord f à valeurs réelles. Dans ce cas, f est intégrable
si et seulement si

ş

Ω f
``

ş

Ω f
´ ă 8 car

ş

Ω f
` et

ş

Ω f
` sont des nombres positifs. Mais

comme |f | “ f` ` f´, on a
ş

Ω f
` `

ş

Ω f
´ “

ş

Ω |f | par additivité de l’intégrale des
fonctions positives, d’où le résultat dans ce cas.

Si f est à valeurs complexes, on écrit f “ u ` iv avec u et v à valeurs réelles. On
a alors |u| ď |f | et |v| ď |f | ; donc

ş

Ω |u| ď
ş

Ω |f | et
ş

Ω |v| ď
ş

Ω |f | par croissance de
l’intégrale des fonctions positives, et donc u et v sont intégrables (i.e. f est intégrable) si
ş

Ω |f | ă 8. Inversement, si f est intégrable alors
ş

Ω |f | ď
ş

Ωp|u|`|v|q “
ş

Ω |u|`
ş

Ω |v| ă
8, où on a utilisé la croissance et l’additivité de l’intégrale des fonctions positives.

□

Corollaire 3.6. Si la mesure µ est finie, i.e. µpΩq ă 8, alors toute fonction
mesurable bornée f : ΩÑ C est intégrable par rapport à µ.

Démonstration. On a
ş

Ω |f | dµ ď
ş

Ω }f}8 dµ “ }f}8 ˆ µpΩq ă 8. □

Corollaire 3.7. Si I Ď R est un intervalle borné de R, alors toute fonction
borélienne bornée f : I Ñ C est intégrable par rapport à (la restriction de) la mesure
de Lebesgue λ1.

Démonstration. C’est évident puisque λ1pIq “ |I| ă 8. □

Corollaire 3.8. Une fonction étagée φ : ΩÑ C est intégrable sur Ω si et seule-
ment si elle est de la forme φ “

řN
i“1 αi1Ei avec µpEiq ă 8 pour i “ 1, . . . , N .

Démonstration. Exo. □

3.2. Intégrabilité sur un sous-ensemble. Soit E Ď Ω un ensemble mesurable.
On dit qu’une fonction mesurable f : ΩÑ C est intégrable sur E par rapport à µ si la
fonction 1Ef est intégrable sur Ω ; et dans ce cas on pose

ż

E
f dµ :“

ż

Ω
1Ef dµ.

Remarque 1. (f intégrable sur E) ðñ
ş

E |f | dµ ă 8.

Démonstration. Exo. □

Remarque 2. Si f : ΩÑ C est intégrable sur Ω, alors elle est intégrable sur tout
ensemble mesurable E Ď Ω.

Démonstration. Évident puisque
ş

E |f | ď
ş

Ω |f |. □
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3.3. Propriétés de l’intégrale.

Notation. On note L1pΩ,B, µq l’ensemble de toutes les fonctions mesurables f :
Ω Ñ C intégrables par rapport à µ. Pour abréger, on écrira souvent L1 au lieu de
L1pΩ,B, µq. Donc

L1 “ L1pΩ,B, µq :“
"

f : pΩ,Bq Ñ C mesurables;

ż

Ω
|f | dµ ă 8

*

.

Fait 3.9. L1 est un espace vectoriel.

Démonstration. Si f, g P L1 et λ P C, alors les fonctions f`g et λf sont mesurables.
Par croissance et additivité de l’intégrale des fonctions positives, on a

ż

Ω
|f ` g| ď

ż

Ω
p|f | ` |g|q “

ż

Ω
|f | `

ż

Ω
|g| ă 8 ;

donc f ` g P L1. De même, on a par homogénéité :
ş

Ω |λf | “ |λ| ˆ
ş

Ω |f | ă 8, donc

λf P L1.
□

Théorème 3.10. L’intégrale possède les propriétés suivantes.

(1) Linéarité : si f, g P L1 et λ P C, alors
ż

Ω
pf ` gq “

ż

Ω
f `

ż

Ω
g et

ż

Ω
pλ fq “ λ

ż

Ω
f .

(2) Croissance : si f, g P L1 sont à valeurs réelles et si f ď g, alors
ş

Ω f ď
ş

Ω g.

(3) Majoration du module : si f P L1, alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Ω
|f | .

Démonstration. (1) (i) Montrons que
ş

Ωpf ` gq “
ş

Ω f `
ş

Ω g.

Si f et g sont réelles, on écrit f “ f`´ f´ et g “ g`´ g´. On a alors deux façons
d’écrire f ` g, à savoir pf` ` g`q ´ pf´ ` g´q “ f ` g “ pf ` gq` ´ pf ` gq´. Donc

pf ` gq` ` f´ ` g´ “ pf ` gq´ ` f` ` g` .

Par additivité de l’intégrale pour les fonctions positives, on en déduit
ż

Ω
pf ` gq` `

ż

Ω
f´ `

ż

Ω
g´ “

ż

Ω
pf ` gq´ `

ż

Ω
f` `

ż

Ω
g`;

et on obtient ainsi
ż

Ω
pf ` gq “

ż

Ω
pf ` gq` ´

ż

Ω
pf ` gq´ “

ˆ
ż

Ω
f` `

ż

Ω
`g`

˙

´

ˆ
ż

Ω
f´ `

ż

Ω
g´

˙

“

ˆ
ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´

˙

`

ˆ
ż

Ω
g` ´

ż

Ω
g´

˙

“

ż

Ω
f `

ż

Ω
g .

Si f et g sont à valeurs complexes, on applique le “cas réel” aux parties réelles et
imaginaires de f et g (exo).

(ii) Montrons qu’on a
ş

Ωpλfq “ λ
ş

Ω f pour tout λ P C.
- Si f ě 0 et si λ P R`, on le sait.
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- Si f est réelle et λ P R`, alors pλfq` “ λf` et pλfq´ “ λf´ ; donc
ş

Ωpλfq “
ş

Ω λf
` ´

ş

Ω λf
´ “ λ

`ş

Ω f
` ´

ş

Ω f
´
˘

“ λ
ş

Ω f , où a utilisé le “cas positif”.
- Si f est réelle et λ P R´, alors

ş

Ω λf `
ş

Ωp´λfq “
ş

Ωppλfq ` p´λfqq “ 0 par
additivité ; donc

ş

Ωpλfq “ ´
ş

Ωp´λfq, et donc
ş

Ωpλfq “ λ
ş

Ω f puisque
ş

Ωp´λfq “
p´λq

ş

Ω f par le cas précédent.
- Si f est à valeurs complexes et λ P R : on applique le “cas réel” en écrivant

f “ u` iv (exo).
- Pour conclure : il suffit de montrer que si f est à valeurs complexes, alors

ş

Ωpifq “
i
ş

Ω f . On écrit f “ u ` iv. Alors if “ ´v ` iu, donc
ş

Ωpifq “
ş

Ωp´vq ` i
ş

Ω u “

´
ş

Ω v ` i
ş

Ω u “ i
`ş

Ω u` i
ş

Ω v
˘

“ i
ş

Ω f .

(2) On a g ´ f ě 0, donc
ş

Ω g ´
ş

Ω f “
ş

Ωpg ´ fq ě 0 où on a utilisé la linéarité.

(3) (i) Si f est à valeurs réelles, c’est “immédiat” : on a ´|f | ď f ď |f |, donc

´

ż

Ω
|f | ď

ż

Ω
f ď

ż

Ω
|f |

par croissance et linéarité ; autrement dit
ˇ

ˇ

ş

Ω f
ˇ

ˇ ď
ş

Ω |f |.
(ii) Pour une fonction f à valeurs complexes, ce n’est pas immédiat. Idée : choisir

un nombre complexe ω tel que |ω| “ 1 et
ˇ

ˇ

ş

Ω f
ˇ

ˇ “ ω
ş

Ω f . Comme
ˇ

ˇ

ş

Ω f
ˇ

ˇ est un nombre
réel, on a alors (par linéarité de l’intégrale)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Re

ˆ

ω

ż

Ω
f

˙

“ Re

ˆ
ż

Ω
ω f

˙

“

ż

Ω
Repωfq ;

d’où
ˇ

ˇ

ş

Ω f
ˇ

ˇ ď
ş

Ω |f | par croissance de l’intégrale des fonctions à valeurs réelles, car
Repωfq ď |ωf | “ |f |. □

Corollaire 3.11. Si φ : Ω Ñ C est une fonction étagée intégrable, alors, quelle
que soit la façon d’écrire φ “

řn
i“1 αi 1Ei avec Ei P B vérifiant µpEiq ă 8 et αi P C,

on a
ż

Ω
φ “

n
ÿ

i“1

αi µpEiq .

Démonstration. Comme µpEiq ă 8 pour tout i, les fonctions 1Ei sont dans L1.
Donc OK par linéarité. □

Corollaire 3.12. Si f P L1 et si A,B Ď Ω sont deux ensembles mesurables tels
que AXB “ H, alors

ş

AYB f “
ş

A f `
ş

B f .

Démonstration. Comme A X B “ H, on a 1AYBf “ 1Af ` 1Bf , donc
ş

AYB f “
ş

Ω 1AYBf “
ş

Ωp1Af ` 1Bfq “
ş

A f `
ş

B f par linéarité. □

3.4. Rôle du “presque partout”.

Lemme 3.13. Soient f1, f2 : Ω Ñ C ou r0,8s deux fonctions mesurables. On
suppose qu’on a f1pxq “ f2pxq µ-presque partout.

(1) Si f1 et f2 sont positives, alors
ş

Ω f1 dµ “
ş

Ω f2 dµ.

(2) f1 est intégrable par rapport à µ si et seulement si f2 l’est ; et dans ce cas, on
a
ş

Ω f1 dµ “
ş

Ω f2 dµ.
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Démonstration. (1) a déjà été vu.
Comme |f1| “ |f2| presque partout, on a

ş

Ω |f1| dµ “
ş

Ω |f2| dµ, donc (f1 intégrable)

ðñ (f2 intégrable). Ensuite,
ˇ

ˇ

ş

Ω f1 dµ´
ş

Ω f2 dµ
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

ş

Ωpf1 ´ f2q dµ
ˇ

ˇ ď
ş

Ω |f1´f2| dµ “
0 car |f1 ´ f2| “ 0 pp. Donc

ş

Ω f1 “
ş

Ω f2. □

Lemme 3.14. Soit f : Ω Ñ C une fonction mesurable. S’il existe une fonction
mesurable g : ΩÑ r0,8stelle que

ş

Ω g dµ ă 8 et |fpxq| ď gpxq pp, alors f est intégrable
sur Ω.

Démonstration. Par un exo posé plus haut, on a
ş

Ω |f | ď
ş

Ω g, et donc
ş

Ω |f | ă
8. □

4. Exemples concrets

4.1. Masse de Dirac. Dans cette section, Ω est un ensemble non vide quel-
conque, a P Ω est fixé, B “ PpΩq et µ “ δa, la masse de Dirac au point a :

δapAq “

"

1 si A Q a
0 si A S a

pour tout ensemble A Ď Ω.

Proposition 4.1. Pour toute fonction f : ΩÑ r0,8s, on a
ż

Ω
f dδa “ fpaq .

Démonstration. Comme “x “ a” δa-presque partout, on a fpxq “ fpaq δa-presque
partout, i.e. f “ fpaq1 δa-presque partout, donc

ş

Ω f dδa “
ş

Ω fpaq1 dδa “ fpaq ˆ
δapΩq “ fpaq. □

Corollaire 4.2. Toute fonction f : ΩÑ C est intégrable par rapport à δa, et on
a

ż

Ω
f dδa “ fpaq.

Démonstration. Par la proposition appliqué à la fonction positive |f |, on a
ş

Ω |f | dδa “
|fpaq| ă 8 ; donc f est intégrable par rapport à δa.

Soit FpΩq l’espace vectoriel de toutes les fonctions f : Ω Ñ C. Les applications
f ÞÑ

ş

Ω f dδa et f ÞÑ fpaq sont des formes linéaires sur FpΩq ; et par la proposition, ces
formes linéaires cöıncident sur les fonctions positives. Comme les fonctions positives
engendrent l’espace vectoriel FpΩq, on a donc bien

ş

Ω f dδa “ fpaq pour toute fonction
f : ΩÑ C. □

4.2. Mesure de comptage. Dans cette section, Ω est ensemble non vide quel-
conque, B “ PpΩq et µ “ µc la mesure de comptage sur Ω.

On a vu que

µcpAq “
ÿ

xPΩ

δxpAq pour tout ensemble A Ď Ω .

Proposition 4.3. Pour toute fonction f : ΩÑ r0,8s, on a
ż

Ω
f dµc “

ÿ

xPΩ

fpxq .

Démonstration.
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Cas 1. f étagée.
On écrit

f “
N
ÿ

i“1

αi 1Ei avec αi P R`.

Alors

ż

Ω
f dµc “

N
ÿ

i“1

αi µcpEiq

“

N
ÿ

i“1

αi

˜

ÿ

xPΩ

δxpEiq

¸

“
ÿ

xPΩ

˜

N
ÿ

i“1

αi δxpEiq

¸

“
ÿ

xPΩ

ż

Ω
φdδx

“
ÿ

xPΩ

φpxq par la Proposition 4.1 .

Cas général. f : ΩÑ r0,8s quelconque.

Soit pφnqnPN une suite approximante pour f (i.e. une suite croissante de fonctions
étagées positives tendant vers f). On a

ż

Ω
f dµc “ lim

nÑ8

ż

Ω
φn dµc par convergence monotone

“ lim
nÑ8

ÿ

xPΩ

φnpxq par le “cas étagé”

“
ÿ

xPΩ

fpxq par convergence monotone pour les sommes .

□

Corollaire 4.4. Une fonction f : N Ñ C est intégrable sur N par rapport à la
mesure de comptage µc si et seulement si la série

ř

fpnq est absolument convergente,
et on a alors

ż

N
f dµc “

8
ÿ

n“0

fpnq .

Démonstration. Par la Proposition appliquée à la fonction positive |f |, on a

ż

N
|f | dµc “

ÿ

nPN
|fpnq| “

8
ÿ

n“0

|fpnq| ;

donc f est intégrable par rapport à µc si et seulement si
ř

fpnq est absolument conver-
gente. La formule souhaitée se déduit alors du “cas positif” et de la linéarité des ap-
plications f ÞÑ

ř8
0 fpnq et f ÞÑ

ş

N f dµc. □
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4.3. Variables aléatoires discrètes. Dans cette section, pΩ,B,Pq est un espace
de probabilité.

Proposition 4.5. Soit X : Ω Ñ R une variable aléatoire discrète, et écrivons
XpΩq “ txi; i P Iu, où I est un ensemble dénombrable et les xi sont deux à deux
différents.

(1) Si X est positive, alors
ş

ΩX dP “
ř

iPI xi PpX “ xiq “ EpXq.
(2) X est intégrable par rapport à P si et seulement si

ř

iPI |xi|PpX “ xiq ă 8,
ce qui signifie que X admet une espérance ; et dans ce cas on a à nouveau

ż

Ω
X dP “

ÿ

iPI

xi PpX “ xiq “ EpXq.

Démonstration. Si X ne prend qu’un nombre fini de valeurs, on le sait déjà. On
suppose donc que X prend une infinité de valeurs, qui permet de noter txi; i P Nu
l’ensemble des valeurs prises par X.

(1) On a X “
ř8

i“0 xi 1tX“xiu
. Donc, par “interversion série intégrale dans le cas

positif”,
ż

Ω
X dP “

8
ÿ

i“0

ż

Ω
xi 1tX“xiu

dP “
8
ÿ

i“0

xi PpX “ xiq.

(2) On a X “
ř8

i“0 xi 1tX“xiu
, donc |X| “

ř8
i“0 |xi|,1tX“xiu

car les ensembles

tX “ xiu sont deux à deux disjoints, et donc
ş

Ω |X| dP “
ř8

i“0 |xi|PpX “ xiq. Par
conséquent, X est intégrable si et seulement si

ř

iPI |xi|PpX “ xiq ă 8. Ensuite, on a
X` “

ř8
i“0 x

`
i 1tX“xiu

et X` “
ř8

i“0 x
`
i 1tX“xiu

, à nouveau car les ensembles tX “

xiu sont deux à deux disjoints. Par (1), on en déduit
ş

ΩX
` dP “

ř

i“0 x
`
i PpX “ xiq

et
ş

ΩX
` dP “

ř

i“0 x
`
i PpX “ xiq ; et donc

ż

Ω
X dP “

ż

Ω
X` dP´

ż

Ω
X´ dP “

8
ÿ

i“0

px`
i ´ x

´
i qPpX “ xiq “

8
ÿ

i“0

xi PpX “ xiq.

□

4.4. Intégrale au sens de Riemann. Dans cette section, Ω est un intervalle
fermé borné ra, bs Ă R, et µ est la restriction de la mesure de Lebesgue λ1 à Bpra, bsq.

Notation. Si f : ra, bs Ñ R est intégrable au sens de Riemann, on note
şb
a fpxq dx

son intégrale au sens de Riemann. Si f : ra, bs Ñ R est intégrable par rapport à λ1, on
note (comme il se doit)

ş

ra,bs
f dλ1 son intégrale.

Proposition 4.6. Si f : ra, bs Ñ R est une fonction borélienne intégrable au sens
de Riemann, alors f est intégrable par rapport à λ1 sur ra, bs, et on a

ż

ra,bs

f dλ1 “

ż b

a
fpxq dx.

Démonstration. Comme f est intégrable au sens de Riemann, elle est bornée sur
ra, bs, donc intégrable par rapport à λ1 car elle est supposée borélienne et que λ1pra, bsq ă

8. Toute la difficulté est de montrer que
ş

ra,bs
f dλ1 “

şb
a fpxq dx.

Fait. Si φ : ra, bs Ñ R est une fonction en escalier, alors
ş

ra,bs
φdλ1 “

şb
a φpxq dx.
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Preuve du Fait. Exo déjà posé. □

Comme f est intégrable au sens de Riemann, on peut trouver deux suites pφnq et
pψnq de fonctions en escalier avec φn ď f ď ψn pour tout n P N, telles que

lim
nÑ8

ż b

a
φnpxq dx “

ż b

a
fpxq dx “ lim

nÑ8

ż b

a
ψnpxq dx;

et donc, par le Fait :

(4.1) lim
nÑ8

ż

ra,bs

φn dλ1 “

ż b

a
fpxq dx “ lim

nÑ8

ż

ra,bs

ψn dλ1 .

Posons alors φ :“ supně0 φn et ψ :“ infně0 ψn. Les fonctions φ et ψ sont boréliennes
d’après la Proposition 2.5 du Chapitre 3. De plus, on a φ0 ď φ ď f ď ψ ď ψ0, donc φ
et ψ sont (à valeurs finies et) bornées sur ra, bs. En particulier φ et ψ sont intégrables
sur ra, bs par rapport à λ1 ; et on garde en tête que

φ ď f ď ψ .

Par croissance de l’intégrale de Lebesgue et comme φn ď φ ď ψ ď ψn, on a
ż

ra,bs

φn dλ1 ď

ż

ra,bs

φdλ1 ď

ż

ra,bs

ψ dλ1 ď

ż

ra,bs

ψn dλ1

pour tout n P N. Comme
ş

ra,bs
φn dλ1 et

ş

ra,bs
ψn dλ1 tendent toutes les deux vers

şb
a fpxq dx par (4.1), on en déduit

ż

ra,bs

φdλ1 “

ż b

a
fpxq dx “

ż

ra,bs

ψ dλ1 .

Par linéarité de l’intégrale, on a donc
ş

ra,bs
pψ ´ φq dλ1 “ 0 ; et comme ψ ´ φ ě 0,

cela entraine que ψ ´ φ “ 0 λ1-presque partout. Donc f “ φ “ ψ λ1-presque partout
puisque φ ď f ď ψ ; et donc

ż b

a
f dλ1 “

ż

ra,bs

φdλ1 “

ż b

a
fpxq dx.

□

Remarque. Une fonction intégrable au sens de Riemann n’est pas nécessairement
borélienne. Cependant, la preuve de la proposition montre ceci : si f : ra, bs Ñ R est

intégrable au sens de Riemann, alors il existe une fonction borélienne bornée rf telle

que fpxq “ rfpxq pp, et on a
şb
a fpxq dx,“

ş

ra,bs
fpxq dx “

ş

ra,bs
rf dλ1.

Conséquence. Soit I un intervalle de R quelconque. Si f : I Ñ C est une fonction
intégrable par rapport à λ1, on écrira

ş

I fpxq dx au lieu de
ş

I f dλ1. (Autres notations :
ş

I fptq dt,
ş

I fpuq du...) Si I “ pa, bq, on écrira même souvent
şb
a fpxq dx au lieu de

ş

pa,bq
fpxq dx.
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Exercice. Soit pΩ,B, µ un espace mesuré, avec µpΩq ă 8, et soit f : Ω Ñ R une

fonction mesurable bornée. On pose m :“ infΩ f et M :“ supΩ f . À toute subdivision
pointée Σ “ ppJ0, y0q, . . . , pJN1 , yN´1qq de l’intervalle rm,M s (i.e. pJ0, . . . , JN´1q est
un découpage de rm,M s en intervalles fermés et yk P Jk), on associe la somme de
Lebesgue

Lpf,Σq :“
N´1
ÿ

k“0

µptf P Jkuq yk .

Montrer que Lpf,Σq tend vers
ş

Ω f dµ quand le “pas” de la subdivision Σ tend vers 0.





Chapitre 5

Intégration sur un intervalle de R

1. Cadre et notations

‚ I = un intervalle de R, de nature quelconque.

‚ “Intégrable” veut dire “intégrable” par rapport à la mesure de Lebesgue λ1.

‚ On écrit
ş

I fpxq dx au lieu de
ş

I f dλ1.

‚ Si I “ pa, bq avec ´8 ď a ă b ď 8, on écrit en fait le plus souvent
şb
a fpxq dx, et

parfois même
şb
a f .

‚ On dit qu’une fonction f : I Ñ C est localement intégrable sur I si elle est
intégrable sur tout intervalle compact rα, βs Ď I. Par exemple, toute fonction continue
f : I Ñ C est localement intégrable sur I : en effet, f est borélienne, et bornée sur
tout intervalle compact rα, βs Ă I. De même, toute fonction monotone f : I Ñ R est
localement intégrable (exo).

‚ La “relation de Chasles”
ż w

u
f “

ż v

u
f `

ż w

v
f

est valable pour toute fonction f : I Ñ C borélienne positive ou localement intégrable,
et pour u, v, w P I vérifiant u ă v ă w. En effet : on a

şw
u f “

ş

ru,ws
f “

ş

ru,vsYsv,ws
f “

ş

ru,vs
f `

ş

sv,ws
f “

şv
u f `

şw
v f .

‚ Si u, v P I avec u ă v, on pose
ż u

v
fpxq dx :“ ´

ż v

u
fpxq dx.

Alors : la relation de Chasles est valable pour tous u, v, w P I, quel que soit l’ordre dans
lequels les points sont rangés, à condition que la fonction f soit localement intégrable
sur I.

Exercice. Soit f : I Ñ C une fonction borélienne. Montrer que f est localement
intégrable si et seulement si, pour tout t P I, on peut trouver un voisinage V de t dans
I tel que f est intégrable sur V .

2. Choses à ne surtout pas oublier

‚ Théorème fondamental de l’analyse :

(i) Si f : I Ñ C est continue, x0 P I et F pxq “
şx
x0
fptq dt, alors F est de classe

C1 et F 1 “ f .

(ii) Si f : ra, bs Ñ C est continue, alors
şb
a fptq dt “ F pbq ´ F paq “

“

F
‰b

a
, où F est

n’importe quelle primitive de f sur ra, bs.

(iii) Si F : I Ñ C est de classe C1 et si u, v P I, alors F pvq “ F puq `
şv
u F

1ptq dt.

61
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‚ Formule d’intégration par partie :
şb
a u

1v “ ruvsba ´
şb
a uv

1, valable pour u et

v de classe C1 sur ra, bs.

Exercice 1. Déterminer les primitives de fptq “ lnptq sur s0,8r.

Exercice 2. Calculer par parties
ş1
0

dt
1`t2

en écrivant 1
1`t2

“ 1ˆ 1
1`t2

, et en déduire

la valeur de l’intégrale
ş1
0

dt
p1`t2q2

¨

‚ Formule de changement de variable :
şb
a fpϕptqqϕ

1ptq dt “
şϕpbq

ϕpaq
fpxq dx, va-

lable pour ϕ : ra, bs Ñ R de classe C1 sur ra, bs et f continue sur un intervalle I
contenant ϕpra, bsq.

Exemple. Calcul de I :“
ş1

´1

?
1´ x2 dx.

On pose x “ cos t, et donc dx “ ´ sin t dt. On a x “ ´1 pour t “ π et x “ 1 pour

t “ 0 ; et
?
1´ x2 “

?
1´ cos2 t “

?
sin2 t “ sin t si t P r0, πs, car sin t ě 0 sur r0, πs.

Donc
ż 1

´1

a

1´ x2 dx “

ż 0

π
sin tˆ p´ sin t dtq “

ż π

0
sin2 t dt .

Ensuite, on se souvient que sin2 t “ 1´cosp2tq
2 ¨ Donc

I “

ż π

0

1´ cosp2tq

2
dt “

1

2

„

t´
1

2
sinp2tq

ȷπ

0

“
π

2
¨

Remarque. On aurait pu dire que x “ cos t vaut ´1 pour t “ 21π et 1 pour t “ 48π.
Dans ce cas, il aurait fallu écrire

ż 1

´1

a

1´ x2 du “

ż 48π

21π

a

sin2 t sin t dt “

ż 48π

21π
| sin t| sin t dt ,

et faire bien attention au signe de sin t...

Exercice 1. Expliquer la valeur de I en faisant un dessin.

Exercice 2. Calculer I :“
şπ{2
π{3

dt
sin t en posant x “ tanpt{2q.

Exercice 3. Calculer
ş1
0

dx
p1`x2q2

en posant x “ tan t.

3. Passage à la limite dans les bornes d’intégration

Proposition 3.1. Soit I un intervalle de la forme ra, br, avec a ă b ď 8. Si
f : ra, brÑ C est une fonction borélienne ou bien positive, ou bien intégrable sur ra, br,
alors

ż b

a
fptq dt “ lim

βÑb´

ż β

a
fptq dt ,

où la limite existe dans r0,8s si f est positive, et dans C si f est intégrable sur ra, br.

Démonstration.

Cas 1. f ě 0.

Dans ce cas,
şβ
a f est une fonction croissante de β, donc limβÑb´

şβ
a f existe dans r0,8s.

Soit pβnq Ď ra, βr une suite croissante tendant vers β. On a
ż βn

a
f “

ż b

a
1ra,βnr f “:

ż b

a
fn.
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Les fonctions fn forment une suite croissante car la suite pβnq est croissante et f ě 0 ;
et de plus fnptq Ñ fptq pour tout t P ra, br, car tout point t P ra, br appartient à ra, βnr

pour n assez grand. Par convergence monotone, on en déduit que
şβn

a f Ñ
şb
a f , et donc

şb
a f “ limβÑb´

şβ
a f .

Cas 2. f intégrable.

On écrit f “ u ` iv “ pu` ´ u´q ` ipv` ´ v´q et on applique le “cas positif” aux
fonctions u`, u´, v`, v´. (Exo : écrire les détails.) □

Remarque 3.2. Tout marche de la même façon pour un intervalle de la forme
I “sa, bs. Et donc, ça marche encore pour un intervalle ouvert I “sa, br, en faisant
deux passages à la limite.

Corollaire 3.3. Soit I un intervalle ouvert sa, br, avec ´8 ďă b ď 8. Si f :
sa, brÑ C est une fonction continue, ou bien positive ou bien intégrable sur sa, br, alors
on a le droit d’écrire

ż b

a
fptq dt “ rF sba

où F est une primitive quelconque de f sur sa, br, à condition d’interpréter F pbq comme
limβÑb´ F pβq, qui existe dans s ´8,8s si f est positive et dans C si f est intégrable,
et F paq comme limαÑa` F pαq, qui existe dans r´8,8r si f est positive et dans C si
f est intégrable.

Démonstration. Supposons d’abord f ě 0. Si on fixe α tel que a ă α ă b, on a
şβ
α fptq dt “ rF s

β
α “ F pβq ´ F pαq pour tout α ă β ă b, et

şβ
α fptq dt tend vers

şb
α fptq dt

quand β Ñ b´. Donc F pβq a une limite F pbq P s´8,8s quand β Ñ b´, à savoir

F pbq “ F pαq `
şb
α fptq dt. De même, on montre que F pαq a une limite F paq P r´8,8r

quand α Ñ a`. On peut donc faire α Ñ a` et β Ñ b´ dans la formule
şβ
α fptq dt “

rF sβα “ F pβq ´ F pαq pour obtenir le résultat souhaité. (Il n’y a pas d’indétermination
pour rF sba “ F pbq ´ F paq car F pbq ą ´8 et F paq ă 8.)

La preuve est la même dans le cas “intégrable. □

Exemple. Soit α ą 0. Pour tout A ą 0, on a
ş8

A
dt
tα ă 8 si et seulement si α ą 1 ;

et pour tout ε ą 0, on a
şε
0

dt
tα ă 8 si et seulement si α ă 1.

Démonstration. Si α ą 1, alors
ż 8

A

dt

tα
“

„

´
1

α´ 1

1

tα´1

ȷ8

A

“
1

α´ 1

1

Aα´1
ă 8 ;

si α “ 1, alors
ż 8

1

dt

tα
“

ż 8

A

dt

t
“ rlnptqs8A “ 8 ;

et si α ă 1, alors
ż 8

A

dt

tα
“

„

1

1´ α
t1´α

ȷ8

A

“ 8 .

Idem pour
şε
0. □
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Corollaire 3.4. Soit ϕ : sa, brÑ R une fonction de classe C1 et monotone. Si
f : I Ñ C est une fonction continue sur un intervalle J contenant ϕpsa, brq, et si f est
ou bien positive ou bien intégrable sur ϕpsa, brq, alors on a le droit d’écrire

ż ϕpbq

ϕpaq

fpxq dx “

ż b

a
fpϕptqqϕ1ptqdt ,

en interprétant ϕpaq et ϕpbq comme limβÑa` ϕpαq et limβÑb´ ϕpβq, qui existent dans

R.

Démonstration. Les limites limαÑa` ϕpβq et limβÑb´ ϕpβq existent dans R par mo-
notonie de ϕ.

(i) Supposons f ě 0 et ϕ croissante. Par la formule de changement de variable
“classique”, on a

ż ϕpβq

ϕpαq

fpxq dx “

ż β

a
fpϕptqqϕ1ptqdt pour tous a ă α ă β ă b ;

et comme f et pf ˝ ϕqϕ1 sont des fonctions positives, on en déduit immédiatement le
résultat par la Proposition.

(i’) Si f est ě 0 et ϕ décroissante : idem en mettant des signes “´” aux bons
endroits.

(ii) Si f est intégrable sur ϕpsa, brq, on commence par appliquer le “cas positif” à
|f | pour montrer que pf ˝ ϕq est intégrable sur sa, br ; puis on réapplique le cas positif
aux parties positives et négatives de Repfq et Impfq. □

Exercice 1. Calculer I :“
ş8

0
dt?

tp1`tq
en posant x “

?
t.

Exercice 2. Montrer que pour tout λ ą 0 et pour tout n P N, on a
ż 8

0
tne´λtdt “

1

λn`1n!
¨

4. Critères d’intégrabilité

Fait 4.1. (“Principe de comparaison”)

Soit f : I Ñ C une fonction borélienne. S’il existe une fonction borélienne g : I Ñ R`

telle que
ş

I gptq dt ă 8 et |fptq| ď gptq pour tout t P I (ou seulement presque partout),
alors f est intégrable sur I.

Démonstration. C’est évident. □

Exemple 4.2. Si l’intervalle I est borné, alors toute fonction borélienne bornée
f : I Ñ C est intégrable sur I.

Démonstration. Si |fptq| ď M sur I, on peut prendre gptq ” M dans le critère de
comparaison. □

Fait 4.3. Soit f : I Ñ C une fonction borélienne localement intégrable sur un
intervalle I de la forme I “ ra, br, où a ă b ď 8. On suppose qu’il existe une fonction
borélienne positive g, intégrable sur un certain intervalle rβ, br avec β ă b, telle que
|fptq| “ Opgptqq quand tÑ b´. Alors f est intégrable sur ra, br.
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Démonstration. Par hypothèse, on peut trouver β0 avec β ď β0 ă b et une
constante C ă 8 tels que |fptq| ď C gptq sur rβ0, br. On a donc

ż b

a
|fptq| dt “

ż β0

a
|fptq| dt`

ż b

β0

|fptq| dt

ď

ż β0

a
|fptq| dt` C

ż b

β0

gptq dt

ă 8 car f est intégrable sur ra, β0s et
şb
β0
gptq dt ă 8 .

□

Remarque 1. Énoncé analogue pour un intervalle I de la forme I “sa, bs, avec
´8 ď a ă b.

Remarque 2. Pour un intervalle ouvert I “sa, br, on peut montrer qu’une fonction
f : sa, brÑ C est intégrable sur sa, br en fixant x0 P sa, br et en appliquant deux fois le
critère précédent, sur sa, x0s et sur rx0, br.

Exemple 4.4. (Critère d’intégrabilité “de Riemann”)

(1) Soit A ă 8, et soit f : rA,8rÑ C une fonction localement intégrable (par
exemple continue). S’il existe α ą 1 tel que |fptq| “ o

`

1
tα

˘

quand tÑ8, alors
f est intégrable sur rA,8r.

(2) Soit ε ą 0, et soit f : s0, εs Ñ C une fonction localement intégrable. S’il existe
α ă 1 tel que |fptq| “ o

`

1
tα

˘

quand tÑ 0`, alors f est intégrable sur s0, εs.

Démonstration. On a vu que la fonction t ÞÑ 1
tα est intégrable sur rA,8r si α ą 1,

et intégrable sur s0, εs si α ă 1. □

Exercice 1. Montrer que fptq :“ lnptq
?
t

est intégrable sur s0, 1s, et que fptq :“ e´t1{4

est intégrable sur r0,8r.

Exercice 2. Déterminer pour quelles valeurs de β ą 0 la fonction fpxq “ 1
x plnxqβ

est intégrable sur r2,8r, et pour quelles valeurs de β cette fonction est intégrable sur
s0, 1{2s.

5. Intégrales “généralisées”

Définition 5.1. Soit I un intervalle de la forme ra, br avec ´8 ă a ă b ď 8,

et soit f : ra, brÑ C localement intégrable. Si la limite limβÑb´

şβ
a fptq dt existe dans

C, on note cette limite
şb
a fptq dt et on dit que

şb
a fptq dt existe en tant qu’intégrale

généralisée, ou bien que l’intégrale
şb
a fptq dt est convergente.

Remarque 1. Définition analogue pour une fonction f : sa, bs Ñ C, où ´8 ď a ă
b ă 8.

Remarque 2. On peut définir l’intégrale généralisée d’une fonction f (localement
intégrable) définie sur un intervalle ouvert sa, br, avec ´8 ď a ă b ď 8 : on fixe un

point x0 P sa, br, et on dit que
şb
a fptq dt existe si

şx0

a et
şb
x0
fptq dt existent séparément.

(Exo : ça ne dépend pas du point x0.)
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Remarque 3. Analogie avec les séries : le rôle des sommes partielles
řn

k“0 uk est

joué par les “intégrales partielles”
şβ
a fptq dt.

Faux exemple. Si la fonction f est intégrable sur ra, br, alors l’intégrale
şb
a fptq dt

est convergente, par la Proposition 3.1. Mais on n’a pas du tout affaire à une intégrale

“généralisée” :
şb
a fptq dt est une intégrale “ordinaire”, par rapport à la mesure de

Lebesgue.

Remarque. Si on suppose que f est (borélienne et) intégrable au sens de Riemann
sur ra, βs pour tout β ă b, alors f est intégrable sur ra, br si et seulement si “l’intégrale
şb
a fptq dt est absolument convergente”, au sens du cours de 2è année.

Critère de Cauchy. Soit f : ra, brÑ C une fonction localement intégrable.

L’intégrale
şb
a fptq dt existe en tant qu’intégrale généralisée si et seulement si

(5.1)

ż Y

X
fptq dtÑ 0 quand X,Y Ñ b´ .

Démonstration. Si on pose F pxq :“
şx
a fptq dt, alors dire que

şb
a fptq dt existe signifie

que F pxq admet une limite quand x Ñ b´. D’après le critère de Cauchy pour les
fonctions, il revient au même de dire que F pY q ´ F pXq Ñ 0 quand X,Y Ñ b´ ;
autrement dit que (5.1) est vérifiée. □

Proposition 5.2. (Critères d’Abel)
Soient f, g : ra,8rÑ C, avec f continue et g de classe C1. On suppose de plus que la
fonction g1 est intégrable sur ra,8r, i.e.

ż 8

a
|g1ptq| dt ă 8 .

Dans chacun des deux cas suivants, l’intégrale
ş8

a fptqgptq dt est convergente.

(1) L’intégrale
ş8

a fptq dt existe.

(2) gptq Ñ 0 quand tÑ8, et il existe une constante C telle que

@X ě a :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż X

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C .

Remarque 1. Ce sont des critères “subtils” : la fonction fg n’est en général pas
intégrable sur ra,8r (i.e. l’intégrale

ş8

a fptqgptq dt n’est pas absolument convergente).

Remarque 2. L’hypothèse que g1 est intégrable sur ra,8r est satisfaite en particulier
dans le cas où g est positive et décroissante.

Démonstration. On a |g1| “ ´g1, donc
ş8

a |g
1ptq| dt “

ş8

a ´g
1ptq dt “

“

´g
‰8

a
ď

gpaq ă 8. □

Remarque 3. La proposition est en fait valable en supposant seulement f localement
intégrable (pas forcément continue).
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Preuve d’Abel. Remarque préliminaire : comme g1 est intégrable sur ra,8r, la fonc-
tion g est bornée sur ra,8r. En effet, on a

|gpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpaq `

ż x

a
g1ptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |gpaq| `

ż x

a
|g1ptq| dt ďM :“ |gpaq| `

ż 8

a
|g1ptq| dt

pour tout x P ra,8r.

(1) Supposons que
ş8

a fptq dt existe. Soit F : ra,8rÑ C définie par

F pxq :“

ż 8

x
fptq dt “

ż 8

a
fptq dt´

ż x

a
fptq dt .

Comme f est continue, F est C1 avec F 1 “ ´f . De plus, F pxq Ñ 0 quand x Ñ 8

car F pxq “
ş8

a fptq dt ´
şx
a fptq dt. En particulier, la fonction F est bornée sur ra,8r,

comme toute fonction continue sur ra,8r admettant une limite à l’infini.
Si a ď X ă Y ă 8, alors (intégration par parties)

ż Y

X
fptq gptq dt “ r´FgsYX `

ż Y

X
F ptqg1ptq dt

“ F pXqgpXq ´ F pY qgpY q `

ż Y

X
F ptq g1ptq dt.

Donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż Y

X
fptq gptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

´

|F pXq| ` |F pY q|
¯

}g}8 ` }F }8 ˆ

ż 8

X
|g1ptq| dt .

Comme F pxq Ñ 0 quand x Ñ 8 et comme
ş8

X |g
1| Ñ 0 quand X Ñ 8 d’après

la Proposition 3.1 (puisque
ş8

X |g
1| “

ş8

a |g
1| ´

şX
a |g

1|), on voit donc que le critère de
Cauchy est vérifié.

(2) On intégre à nouveau par parties, mais cette fois avec

F pxq :“

ż x

a
fptq dt ,

qui est de classe C1 avec F 1 “ f . L’hypothèse sur f dit que la fonction F est bornée
sur ra,8r.

Si a ď X ă Y ă 8, alors
ż Y

X
fptq gptq dt “ rF gsYX ´

ż Y

X
F ptq g1ptq dt

“ F pY qgpY q ´ F pXqgpXq ´

ż Y

X
F ptq g1ptq dt .

Donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż Y

X
fptq gptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

´

|gpXq| ` |gpY q|
¯

}F }8 ` }F }8 ˆ

ż 8

X
|g1ptq| dt ;

et donc le critère de Cauchy est vérifié, car gptq Ñ 0 quand tÑ8 et
ş8

X |g
1| Ñ 0 quand

X Ñ8 par la Proposition 3.1. □

Exemple 5.3. Pour tout α ą 0, l’intégrale
ş8

1
eit

tα dt est convergente ; et donc les

intégrales
ş8

1
cos t
tα dt et

ş8

1
sin t
tα dt le sont aussi.
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Démonstration. On applique“Abel 2” avec fptq :“ eit et gptq :“ 1
tα , qui est bien

ě 0 et décroit vers 0 quand tÑ8. Pour tout X ě 0, on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż X

1
eit dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

i

`

eiX ´ ei1
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2 ;

donc le critère s’applique. □

Exercice. Montrer que sin t
t n’est pas intégrable sur r1,8r. (Suggestions : observer que

| sin t| ě sin2 t et utiliser une formule trigonométrique ; ou bien découper rπ,8r en intervalles

de longueur π.)

6. Comparaison série-intégrale

Proposition 6.1. Soit a P N, et soit f : ra,8rÑ R une fonction positive et
décroissante.

(1) Si on pose un :“
řn

k“a fpkq´
şn
a fptq dt pour n ě a, alors un admet une limite

finie l quand l’entier n tend vers l’infini, et on a l ě fpaq ´
şa`1
a fptq dt ě 0.

(2) La série
ř

fpkq est convergente si et seulement si
ş8

a fptq dt ă 8.

(3) En cas de divergence, on a
řn

k“a fpkq „
şn
a fptq dt quand nÑ8.

Démonstration. Remarquons d’abord que la fonction f est localement intégrable
car elle est monotone, donc borélienne et bornée sur tout intervalle compact rα, βs Ď
ra,8r.

(1) On écrit
şn
a fptq dt “

n´1
ř

k“a

şk`1
k fptq dt (relation de Chasles), et donc

(6.1) un “
n´1
ÿ

k“a

ˆ

fpkq ´

ż k`1

k
fptq dt

˙

looooooooooooomooooooooooooon

ck

`fpnq .

Pour tout entier k ě a, on a fpk` 1q ď fptq ď fpkq si k ď t ď k` 1 car la fonction
f est décroissante ; d’où en intégrant entre k et k ` 1 :

fpk ` 1q ď

ż k`1

k
fptq dt ď fpkq pour tout k ě a .

On en déduit :

(i) que ck ě 0 pour tout k ě a, et donc

un ě ca “ fpaq ´

ż a`1

a
fptq dt ě 0 ;

(ii) que

un`1 ´ un “ fpn` 1q ´

ż n`1

n
fptq dt ď 0 .

Ainsi, la suite punq est décroissante et minorée par ca “ fpaq ´
şa`1
a fptq dt ; donc

un admet une limite l ě ca ě 0 quand nÑ8.

(2) D’après (1), la série
ř

fpkq converge si et seulement si
şn
a fptq dt admet une

limite finie quand l’entier n tend vers l’infini ; et comme f ě 0, c’est équivalent à
ş8

a fptq dt ă 8.
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(3) Si la série
ř

fpkq diverge, alors αn :“
řn

k“a fpkq et βn :“
şn
a fptq dt tendent

tous les deux vers 8 car f ě 0, donc αn „ βn car αn´ βn reste borné d’après (1). □

Corollaire 6.2. Pour n P N˚, posons Hn :“
řn

k“1
1
k ¨ Alors Hn ´ lnpnq admet

une limite finie γ ą 0 quand nÑ 8. (Le nombre γ s’appelle la constante d’Euler.)
En particulier, Hn „ lnpnq quand nÑ8.

Démonstration. On applique la proposition avec a :“ 1 et fptq :“ 1
t ¨ On a bien

γ ą 0, et même γ ě 1´
ş2
1

dt
t “ 1´ lnp2q. □

Exercice 1. Déterminer pour quelles valeurs de α ą 0 la série
ř 1

k lnpkqα
est conver-

gente.

Exercice 2. Soit α tel que 0 ď α ă 1. Déterminer un équivalent de Sn “
řn

k“1
1
kα

quand nÑ8.

Proposition 6.3. Soit a P N et soit f : ra,8rÑ C. On suppose que f est de classe
C1 avec

ş8

a |f
1ptq| dt ă 8, et que fptq Ñ 0 quand t Ñ 8. Alors la série

ř

fpkq est

convergente si et seulement si l’intégrale
ş8

a fptq dt est convergente.

Démonstration.

Fait. L’intégrale
ş8

a fptq dt est convergente si et seulement si
şn
a fptq dt a une limite

dans C quand l’entier n P N tend vers l’infini.

Preuve du Fait. Pour tout nombre réel X ě a, on a (en notant EpXq la partie
entière de X)

(˚)

ż X

a
fptq dt “

ż EpXq

a
fptq dt`

ż X

EpXq

fptq dt.

De plus
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż X

EpXq

fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż X

EpXq

|fptq| dt ď sup
těEpXq

|fptq| ;

et donc
şX
EpXq

fptq dt Ñ 0 quand X Ñ 8 car f tend vers 0 à l’infini. Donc, par p˚q,
şX
a f a une limite si et seulement si

şEpXq

a en a une. □

Par le Fait, il suffit maintenant de voir que

un :“

ż n

a
fptq dt´

n´1
ÿ

k“a

fpkq

admet une limite dans C quand l’entier n tend vers l’infini.
On écrit

un “
n´1
ÿ

k“a

ˆ
ż k`1

k
fptq dt´ fpkq

˙

“:
n´1
ÿ

k“a

vk .
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Si on pose F pxq :“
şx
a fptq dt, alors la fonction F est de classe C2 car f est C1, avec

F 1 “ f et F 2 “ f 1. D’après la formule de Taylor, on a donc

vk “

ż k`1

k
fptq dt´ fpkq

“ F pk ` 1q ´ F pkq ´ F 1pkq ˆ ppk ` 1q ´ kq

“

ż k`1

k
pk ` 1´ tqF 2ptq dt “

ż k`1

k
pk ` 1´ tqf 1ptq dt .

On en déduit

|vk| ď

ż k`1

k

ˇ

ˇpk ` 1´ tqf 1ptq
ˇ

ˇ dt ď

ż k`1

k
|f 1ptq| dt pour tout k ě a;

et donc
8
ÿ

k“a

|vk| ď

8
ÿ

k“a

ż k`1

k
|f 1ptq| dt

“

8
ÿ

k“a

ż

rk,k`1r

|f 1ptq| dt

“

ż 8

a
|f 1ptq| dt ă 8 ,

où on a utilisé la fait que l’application A ÞÑ
ş

A |f
1ptq| dt est une mesure (borélienne)

sur ra,8r. Ainsi, la série
ř

vk est (absolument) convergente ; autrement dit la suite
punq est convergente. □

Exercice. Déterminer la nature des séries
ř

kě1
cosplnpkqq

k et
ř

kě1
sinp

?
kq

k ¨

7. Une formule de changement de variable “générale”

Proposition 7.1. Soit ϕ : I Ñ R une fonction de classe C1 strictement mo-
notone sur un intervalle ouvert I “sa, br. On pose ϕpaq :“ limtÑa` ϕptq et ϕpbq :“
limtÑb´ ϕptq.

(1) Pour toute fonction borélienne positive f sur I 1 :“ ϕpIq, on a

(7.1)

ż ϕpbq

ϕpaq

fpxq dx “

ż b

a
fpϕptqqϕ1ptq dt .

(2) Si f : I 1 Ñ C est borélienne, alors f est intégrable sur I 1 “ ϕpIq si et seulement
si la fonction pf ˝ ϕqϕ1 est intégrable sur I, et dans ce cas la formule (7.1) est
encore valable.

Remarque. La subtilité est qu’on ne suppose pas que f est continue.

Preuve de la proposition. Comme d’habitude, le cas “intégrable” se déduit du cas
“positif” ; donc on va juste montrer (1).

L’hypothèse faite sur ϕ entraine que ϕ est une bijection de I sur I 1, ce qui sera
utile. On suppose par exemple que ϕ est (strictement ) croissante, et donc que I 1 “

sϕpaq, ϕpbqr et ϕ1 ě 0.

Fait 1. Il suffit de démontrer (7.1) dans le cas où la fonction f est une fonction
indicatrice.
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Preuve du Fait 1. Si la formule est vraie pour toutes les fonctions indicatrices, elle
est vraie pour toutes les fonctions étagées positives, par “linéarité” ; et donc pour toute
fonction borélienne f ě 0 “par convergence mononotone” (exo). □

Ainsi, on s’est ramené à montrer (7.1) pour toute fonction f de la forme 1A, où A
est un borélien de I 1 “sϕpaq, ϕpbqr ; autrement dit, on veut montrer qu’on a

ż ϕpbq

ϕpaq

1Apxq dx “

ż b

a
1Apϕptqqϕ

1ptq dt .

Comme
şϕpbq

ϕpaq
1Apxq dx “ λ1pAq pour tout A Ď I 1 “sϕpaq, ϕpbqr, il s’agit donc de

montrer que

(7.2)

ż b

a
1Apϕptqqϕ

1ptq dt “ λ1pAq pour tout borélien A Ď I 1 .

Soit µ : BpI 1q Ñ r0,8s la fonction d’ensembles définie par

µpAq “

ż b

a
1Apϕptqqϕ

1ptq dt .

Fait 2. µ est une mesure.

Preuve du Fait 2. On a évidemment µpHq “ 0. Pour l’additivité dénombrable, soit
pAkqkPN une suite de boréliens de I 1 deux à deux disjoints. On a

1Ť8
0 Ak

“

8
ÿ

k“0

1Ak
,

et on en déduit

µ

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“

ż b

a

˜

8
ÿ

k“0

1Ak
pϕptqqϕ1ptq

¸

dt

“

8
ÿ

k“0

ż b

a
1Ak

pϕptqqϕ1ptq dt

“

8
ÿ

k“0

µpAkq .

À la deuxième ligne, on a appliqué le théorème d’interversion série-intégrale aux fonc-
tions ukptq :“ 1Ak

pϕptqqϕ1ptq, qui sont ě 0 car ϕ1 ě 0. □

On veut montrer que µpAq “ λ1pAq pour tout borélien A Ď I 1. Par le Fait 2 et
le lemme d’unicité, il suffit de vérifier que µpJq “ |J | pour tout intervalle compact
J Ď I 1, d’après le lemme d’unicité 4.1 du Chapitre 2.
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Soit J “ rc, ds Ď I 1 “sϕpaq, ϕpbqr quelconque. On a

µpJq “

ż b

a
1rc,dspϕptqqϕ

1ptq dt

“

ż b

a
1rϕ´1pcq,ϕ´1pdqsptqϕ

1ptq dt

“

ż ϕ´1pdq

ϕ´1pcq

ϕ1ptq dt

“ ϕpϕ´1pdqq ´ ϕpϕ´1pcqq

“ d´ c “ |J | .

□

Exercice 1. Soit I Ď R un intervalle de milieu m. Pour x P I, on note x˚ le
symétrique de x par rapport à m. Montrer que si f : I Ñ C est une fonction intégrable
“impaire”, i.e. vérifiant fpx˚q “ ´fpxq pour tout x P I, alors

ş

I fpxq dx “ 0.

Exercice 2. Soit f : R Ñ C une fonction localement intégrable et T -périodique,
pour un certain T ą 0. Montrer que la valeur de l’intégrale

ş

I fptq dt est la même pour
tous les intervalles I vérifiant |I| “ T .



Chapitre 6

Théorèmes de convergence et applications

1. Les deux résultats principaux

Dans ce qui suit, pΩ,B, µq est un espace mesuré et le mot “intégrable” signifie
“intégrable par rapport à µ.

1.1. Convergence “monotone”.

Théorème 1.1. (Théorème de convergence monotone)
Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables positives, fn : pΩ,Bq Ñ r0,8s. On
suppose que la suite pfnq est croissante, i.e. fnpxq ď fn`1pxq pour tout n et pour tout
x P Ω. Alors, en posant fpxq :“ limnÑ8 fnpxq (qui existe dans r0,8s), la fonction
f : ΩÑ r0,8s est mesurable et on a

ż

Ω
f dµ “ lim

nÑ8

ż

Ω
fn dµ .

Corollaire 1.2. (interversion série-intégrale, cas “positif”)
Si pukqkPN est une suite quelconque de fonctions mesurables positives, alors

ż

Ω

˜

8
ÿ

k“0

uk

¸

dµ “
8
ÿ

k“0

ż

Ω
uk dµ .

Démonstration. On applique le théorème aux fonctions fn :“
řn

k“0 uk. □

Exemple 1. On a

ż 1

0

lnpxq

x´ 1
dx “

8
ÿ

n“1

1

n2
¨

Démonstration. Si 0 ă x ă 1, on a

lnpxq

x´ 1
“
´ lnpxq

1´ x
“

8
ÿ

k“0

´xk lnpxq.

Comme tout est ě 0, on en déduit
ż 1

0

lnpxq

x´ 1
dx “

ż 1

0

8
ÿ

k“0

p¨ ¨ ¨ q “

8
ÿ

k“0

ż 1

0
´xk lnpxq dx

Ensuite, on intègre par parties pour trouver que
ş1
0 ´x

k lnpxq “ 1
pk`1q2

pour tout k ě 0.

(Exo : faire soigneusement le calcul.) □

Exercice. Calculer Jk :“
ş1
0 p´x lnpxqq

k dx pour tout k P N, puis établir la formule
ż 1

0
x´xdx “

8
ÿ

n“1

n´n.

73
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Exemple 2. On a limλÑ0`

ş8

1
e´λt

t dt “ 8.

Démonstration. L’intégrale Ipλq :“
ş8

1
e´λt

t dt est une fonction décroissante de λ
(micro-exo) et est toujours ě 0 ; donc limλÑ0` Ipλq existe dans r0,8. Soit pλnqnPN
une suite décroissante tendant vers 0 (avec λn ą 0). Pour tout n P N, on a Ipλnq “
ş

1´8fnptq dt, où fnptq “ e´λnt. La suite pfnq est croissante car pλnq est décroissante, et

fnptq Ñ 1 pour tout t P r1,8r. Donc, par convergence monontone, Ipλnq Ñ
ş8

1 1 dt “ 8
quand nÑ8, et donc limλÑ0` Ipλq “ 8. □

Corollaire 1.3. (Lemme de Fatou)
Si phnq est une suite quelconque de fonctions mesurables positives sur Ω, alors

ż

Ω

`

limhn
˘

dµ ď lim

ż

Ω
hn dµ .

Démonstration. Par définition,

limhn “ sup
nPN

inf
měn

hm “ lim
nÑ8

inf
měn

hm :“ lim
nÑ8

fn .

La suite pfnq est croissante, donc on a par convergence monotone
ż

Ω

`

limhn
˘

dµ “ lim
nÑ8

ż

Ω
fn dµ

“ sup
nPN

ż

Ω
fn dµ

ď sup
nPN

inf
měn

ż

Ω
hm dµ car fn ď hm pour tout m ě n

ď lim

ż

Ω
hm dµ .

□

Exercice. Soit pfnq une suite de fonctions intégrables par rapport à µ. On suppose
que pfnq converge simplement vers une fonction f : ΩÑ C, et qu’il existe une constante
M ă 8 telle

ş

Ω |fn| dµ ďM pour tout n P N. Montrer que f est intégrable par rapport
à µ.

1.2. Convergence “dominée”. Le théorème suivant est un résultat de “passage
à la limite sous le signe intégrale” extraordinairement efficace.

Théorème 1.4. (Théorème de convergence dominée)
Soit pfnqnPN une suite de fonctions intégrables, fn : Ω Ñ C, et soit f : Ω Ñ C une
fonction mesurable. On fait les hypothèses suivantes.

(i) fnpxq Ñ fpxq presque partout.

(ii) Hypothèse de domination : il existe une fonction mesurable g : Ω Ñ R`,
indépendante de n, telle que
ż

Ω
g dµ ă 8 et @n P N : |fnpxq| ď gptq presque partout .

Alors la fonction f est intégrable, et
ş

Ω |fn´ f | dµÑ 0 quand nÑ8. En particulier :
ż

Ω
f dµ “ lim

nÑ8

ż

Ω
fn dµ .
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Démonstration. Comme
ˇ

ˇ

ş

Ω fn ´
ş

f
ˇ

ˇ ď
ş

Ω |fn ´ f |, il suffit de montrer que f est
intégrable et que

ş

Ω |fn ´ f | Ñ 0

Cas 1. On suppose que les fn convergent partout vers f , et qu’on a |fn| ď g
partout.

Comme |fnpxq| ď gpxq et fnpxq Ñ fpxq, on a |fpxq| ď gpxq pour tout x P Ω ; donc
f est intégrable sur Ω.

Pour n P N, on pose

hnpxq :“ 2gpxq ´ |fn ´ fpxq| .

Les hn sont mesurables car les fn le sont, et hn ě 0 car |fn ´ f | ď |fn| ` |f | ď 2g.
De plus hnpxq Ñ 2gpxq pour tout x P Ω, et donc limhn “ 2g. Par le Lemme de Fatou,
on a donc

ż

Ω
2g dµ ď lim

ż

Ω
hn dµ

“ lim

„
ż

Ω
2g dµ´

ż

Ω
|fn ´ f | dµ

ȷ

“

ż

Ω
2g dµ` lim

ˆ

´

ż

Ω
|fn ´ f | dµ

˙

“

ż

Ω
2g dµ´ lim

ż

Ω
|fn ´ f | dµ .

Comme
ş

Ω 2g dµ ă 8, on peut simplifier par
ş

Ω 2g dµ, et on obtient

lim

ż

Ω
|fn ´ f | dµ ď 0;

autrement dit limnÑ8

ş

Ω |fn ´ f | dµ “ 0.

Cas 2. Cas général.

On se ramène au Cas 1 en jouant avec le “presque partout”. Soit P pxq la propriété
(dépendant de x P Ω) définie comme suit :

P pxq est vraie ðñ @n P N : |fnpxq| ď gpxq

et fnpxq Ñ fpxq quand nÑ8.

La propriété pP q est la conjonction d’une famille dénombrable de propriétés vraies

presque partout ; donc P pxq est vraie presque partout. Soit rΩ un ensemble mesurable

tel que µpΩzrΩq “ 0 et P pxq est vraie pour tout x P rΩ. Si on pose rfn :“ fn1
rΩ
et

rf :“ f1
rΩ
, alors on peut appliquer le Cas 1 à la suite p rfnq et à rf (micro-exo). On en

déduit que rf est intégrable et que
ş

Ω |
rfn´ rf | Ñ 0. Donc f est intégrable car f “ rf pp,

et
ş

Ω |fn ´ f | Ñ 0 car fn ´ f “ rfn ´ rf pp. □

Exemple. Si f est une fonction intégrable sur s0,8r, alors e´λtfptq est intégrable
sur s0,8r pour tout λ ą 0 et

ż 8

0
e´λtfptq Ñ

ż 8

0
fptq dt quand λÑ 0`,
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et
ż 8

0
e´λtfptq dtÑ 0 quand λÑ8.

Démonstration. On a |e´λtfptq| ď |fptq| si t P s0,8r et λ ą 0, donc e´λtfptq est
intégrable sur s0,8r.

Soit pλnq une suite quelconque tendant vers 0`. Alors fnptq “ e´λntfptq Ñ fptq
pour tout t P s0,8r, et |fnptq| ď |fptq|, intégrable sur s0,8r et indépendant de n. Donc
ş8

0 e´λntfptq dt Ñ
ş8

0 fptq dt par le TCD, pour toute suite pλnq tendant vers 0` ; et
donc OK.

Idem pour λÑ8. □

Corollaire 1.5. (Théorème de convergence bornée)
Suposons que la mesure µ soit finie, i.e. µpΩq ă 8. Si pfnq est une suite de fonctions
intégrables convergeant presque partout vers une fonction f : ΩÑ C et s’il existe une
constante M ă 8 indépendante de n telle que @n P N : |fnpxq| ďM presque partout,
alors f est intégrable et

ş

Ω f dµ “ limnÑ8

ş

Ω fn dµ.

Démonstration. On applique le TCD avec gpxq :” M (intégrable car µpΩq ă 8).
□

Cas particulier. Si pfnq est une suite de fonctions λ1-mesurables partout définies
et bornées sur un segment ra, bs et si pfnq converge uniformément vers une fonction

f : ra, bs Ñ C, alors f est intégrable et
şb
a fn Ñ

şb
a f .

Démonstration. Comme les fn sont bornées et convergent uniformément, la suite
pfnq est uniformément bornée ; doncon peut appliquer le théorème de convergence
bornée car λ1pra, bsq ă 8. □

Exercice. Démontrer directement ce cas particulier.

Exemple. Montrons qu’on a
8
ÿ

k“0

p´1qk

k ` 1
“ lnp2q.

Si 0 ď x ă 1, alors

1

1` x
“

8
ÿ

k“0

p´1qkxk.

En intègrant formellement, on en déduit

lnp2q “

ż 1

0

dx

1` x
“

8
ÿ

k“0

p´1qk
ż 1

0
xkdx “

8
ÿ

k“0

p´1qk

k ` 1
¨

Justification du calcul formel. Pour n P N, soit fn : r0, 1rÑ R définie par

fnpxq :“
n
ÿ

k“0

p´1qkxk .

Alors fnpxq Ñ
1

1`x pour tout x P r0, 1r, avec de plus

0 ď fnpxq ď 1 pour tout n P N .
En effet, on a f2mpxq “ f2m´1pxq ` x2m ě f2m´1pxq pour tout m ě 1 ; et en écrivant
f2mpxq “ 1´px´x2q´¨ ¨ ¨´px2m´1´x2mq et f2m´1pxq “ p1´xq`¨ ¨ ¨`px

2m´2´x2m´1q,
on voit qu’on a 0 ď f2m´1 ď f2mpxq ď 1.
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Par “convergence bornée” (appliquable puisqu’on est sur un intervalle de longueur
finie), on en déduit

ż 1

0

dx

1` x
“ lim

nÑ8

ż 1

0
fnpxq dx;

ce qui donne la conclusion souhaitée.

Corollaire 1.6. (interversion série-intégrale, cas “sommable”)
Soit pukq une suite de fonctions mesurables, uk : Ω Ñ C, et soit f : Ω Ñ C une
fonction mesurable. On suppose que la série

ř

uk converge presque partout, et que
ř8

k“0 ukpxq “ fpxq pp. Si on a

8
ÿ

k“0

ż

Ω
|uk| dµ ă 8,

alors on peut affirmer que f est intégrable et que
ş

Ω f dµ “
ř8

k“0

ş

Ω uk dµ ; autrement
dit on a le droit d’écrire

ż

Ω

˜

8
ÿ

k“0

uk

¸

dµ “
8
ÿ

k“0

ż

Ω
uk dµ.

Démonstration. Soit g : ΩÑ r0,8s la fonction (mesurable) définie par

gpxq :“
8
ÿ

k“0

|ukpxq|.

Par interversion série-intégrale (cas “positif”), on a
ş

Ω g dµ “
ř8

0

ş

Ω |uk| dµ ă

8. Donc on peut appliquer le théorème de convergence dominé aux fonctions fn :“
řn

k“0 uk, car |fnpxq| ď
řn

k“0 |ukpxq| ď gpxq pour tout x P Ω.
□

Remarque. Les hypothèses du théorème d’interversion série-intégrale sont un peu
redondantes : en fait, l’hypothèse

ř8
k“0

ş

Ω |uk| dµ ă 8 entraine que la série
ř

uk est
presque partout absolument convergente.

Démonstration. La fonction g : ΩÑ r0,8s définie par gpxq :“
ř8

k“0 |ukpxq| vérifie
ş

Ω g dµ “
ř8

0

ş

Ω |uk| dµ ă 8 ; donc gpxq ă 8 presque partout, autrement dit la série
ř

ukpxq est presque partout absolument convergente. □

Exemple. On a

ż 1

0

lnpxq

1` x2
“

8
ÿ

k“0

p´1qk`1

p2k ` 1q2
¨

Si 0 ă x ă 1, alors

lnpxq

1` x2
“

8
ÿ

k“0

p´1qkx2k lnpxq.

En intégrant formellement, on en déduit
ż 1

0

lnpxq

1` x2
dx “

ż 1

0

8
ÿ

k“0

p¨ ¨ ¨ q “

8
ÿ

k“0

p´1qk
ż 1

0
x2k lnpxq dx “

8
ÿ

k“0

p´1qk`1

p2k ` 1q2
¨

Justification de l’interversion de
ş

et
ř

. Il suffit de vérifier qu’on a

8
ÿ

k“0

ż 1

0
|p´1qkx2k lnpxq| dx ă 8;
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ce qui est clair puisque
ş1
0 |p´1q

kx2k lnpxq| dx “
ş1
0 ´x

2k lnpxq dx “ 1
p2k`1q2

¨

Remarque. Il arrive parfois qu’on puisse intervertir un
ş

et un
ř

, mais que le

théorème d’interversion série-intégrale ne s’applique pas. Exemple : ukpxq “ p´1q
kxk

sur r0, 1r.

Exercice 1. Soit F : RÑ R une fonction dérivable en tout point. On suppose que

la fonction F 1 est bornée sur R. Montrer que pour tous a, b P R, on a
şb
a F

1ptq dt “
F pbq ´ F paq.

Exercice 2. En considérant les fonctions uk : r0, 1rÑ R définies par ukpxq :“
p´1qkx2kp1´ xq, établir la formule

8
ÿ

k“0

p´1qk

p2k ` 1qp2k ` 2q
“
π

4
´

logp2q

2
¨

2. Fonctions définies par des intégrales

2.1. Cadre. On s’intéresse à des fonctions de la forme

fpxq “

ż

Ω
F px, tq dµptq ,

où x appartient à un certain “espace de paramètres” X et F est une fonction de 2
variables, F : X ˆ ΩÑ C.

2.2. Continuité.

Théorème 2.1. Soit F : XˆΩÑ C, où X est un espace métrique. Soit également
a P X. On fait les hypothèses suivantes.

(i) Pour tout x P X fixé, la fonction t ÞÑ F px, tq est intégrable sur Ω.
(ii) Pour presque tout t P Ω, la fonction x ÞÑ F px, tq est continue au point a.
(iii) Hypothèse de domination : pour tout compact K Ď X, on peut majorer
|F px, tq| pour x P K de la façon suivante : |F px, tq| ď gKptq, où gKptq est
indépendant de x P K et la fonction gK : ΩÑ R` est intégrable sur Ω.

Alors la fonction f : X Ñ C définie par

fpxq :“

ż

Ω
F px, tq dµptq

est continue au point a.

Démonstration. La fonction f est bien définie par (i). Soit pxnqnPN Ď X une suite
tendant vers a, et montrons que fpxnq Ñ fpaq.

Par (ii), on sait que F pxn, tq tend vers F pa, tq presque partout. De plus, K :“
tau Y txn; n P Nu est un compact de X car xn Ñ a. Donc, par (iii), on peut trouver
une fonction gK intégrable sur Ω telle que @n @t P Ω : |F pxn, tq| ď gKptq. Par le
Théorème de convergence dominée appliqué à la suite de fonctions Fnptq :“ F pxn, tq,
on en déduit que

ş

Ω F pxn, tq dµptq Ñ
ş

Ω F pa, tq dµptq, i.e. fpxnq Ñ fpaq. □

Remarque. Dans (i), il suffit en fait de supposer que la fonction t ÞÑ F px, tq est
mesurable (pour tout x P X fixé), car si on applique (iii) avec K :“ txu, on obtient
|F px, tq| ď gtxuptq, d’où l’intégrabilité de t ÞÑ F px, tq.
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Corollaire 2.2. Soit F : X ˆΩÑ C, où X est un espace métrique. On suppose
que F px, tq est mesurable par rapport à t P Ω (pour tout x P X fixé) et continu par
rapport à x P X (pour tout t P Ω fixé), et de plus que l’hypothèse de domination (iii)
est satisfaite. Alors la formule fpxq :“

ş

Ω F px, tq dµptq définit une fonction continue
sur X.

Cas particulier. Soit F : Xˆra, bs Ñ C, oùX est un espace métrique et ra, bs est
un intervalle compact de R. On suppose que la fonction F est continue sur ra, bs ˆX.

Alors la formule fpxq “
şb
a F px, tq dt définit une fonction continue sur X.

Démonstration. Comme F px, tq est évidemment continu par rapport à x P X et
borélien par rapport à t P ra, bs, il suffit de vérifier l’hypothèse de domination. Si K est
un compact de X, alors K ˆra, bs est compact, donc la fonction continue F est bornée
sur K ˆ ra, bs, disons |F px, tq| ďM . La constante M est intégrable sur ra, bs car ra, bs
est de longueur finie, donc on peut prendre gKptq :“M . □

Exercice. Démontrer directement ce résultat.

Exemple. Soit α : X Ñ R une fonction continue telle que αpxq ą 1 pour tout
x P X. Alors la formule fpxq “

ş8

2
dt

pt`sin tqαpxq définit une fonction continue sur X.

Démonstration. Soit x P X fixé. On a |t ` sin t| ě t ´ 1, donc t ` sin t ‰ 0 pour
tout t ě 2 et

ˇ

ˇ

1
pt`sin tqαpxq

ˇ

ˇ ď 1
pt´1qαpxq ¨ Comme αpxq ą 1, la fonction t ÞÑ 1

pt´1qαpxq est

intégrable sur r2,8r car continue sur r2,8r et „ 1
tαpxq quand t Ñ 8. Donc : fpxq est

bien défini, pour tout x P X.
On a fpxq “

ş8

2 F px, tq dt, où F px, tq “ 1
pt`sin tqαpxq est continu par rapport à x,

avec |F px, tq| ď 1
pt´1qαpxq ¨ Si K est un compact de X, il existe une constante c ą 1

telle que αpxq ě c pour tout x P K, car la fonction continue α possède un minimum
sur K et αpxq ą 1 pour tout x P K. Comme t ´ 1 ě 1 si t P r2,8r, on a donc
|F px, tq| ď |F px, tq| ď 1

pt´1qc
:“ gKptq pour tout x P K et t P r2,8r. La fonction gK

ne dépend pas de x P K, et elle est intégrable sur r2,8r car c ą 1. Conclusion : f est
continue sur X par le “théorème de continuité”. □

2.3. Dérivabilité.

Théorème 2.3. Soit F : I ˆ Ω Ñ C, où I est un intervalle de R. On fait les
hypothèses suivantes.

(i) Pour tout x P I, la fonction t ÞÑ F px, tq est intégrable sur Ω ;
(ii) Pour tout t P Ω, la fonction x ÞÑ F px, tq est dérivable sur I ;
(iii) Hypothèse de domination : pour tout compact K Ď X, on peut majorer
|BF

Bx px, tq| pour x P K de la façon suivante : |BF
Bx px, tq| ď gKptq, où gKptq est

indépendant de x P K et la fonction gK : ΩÑ R` est intégrable sur Ω.

Alors la fonction f : I Ñ C définie par

fpxq :“

ż

Ω
F px, tq dµptq

est dérivable sur I, et on peut dériver sous l’intégrale :

f 1pxq “

ż

Ω

BF

Bx
px, tq dµptq .
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Remarque 1. Si dans (ii) on suppose que la fonction x ÞÑ F px, tq est de classe C1

sur I (pour tout t P Ω), alors on peut conclure que la fonction f est de classe C1 :
cela découle de la formule pour f 1pxq et du théorème de continuité des intégrales à
paramètres.

Remarque 2. Différence avec le théorème de continuité : dans l’hypothèse de domi-
nation, ce n’est pas |F px, tq| qu’on majore mais

ˇ

ˇ

BF
Bx px, tq

ˇ

ˇ.

Preuve du Théorème 2.3. La fonction f est bien définie par (i). De plus, si x P I
alors, en appliquant (iii) au compact K :“ txu, on voit que la fonction t ÞÑ BF

Bx px, tq
est intégrable sur Ω.

Soit a P I fixé. Pour montrer que f est dérivable en a avec la bonne formule pour
f 1paq, il suffit de vérifier que pour toute suite pxnq Ď I tendant vers a (avec xn ‰ a),
on a

lim
nÑ8

fpxnq ´ fpaq

xn ´ a
“

ż

Ω

BF

Bx
pa, tq dµptq .

Par définition de f , on a

fpxnq ´ fpaq

xn ´ a
“

ż

Ω

F pxn, tq ´ F pa, tq

xn ´ a
dµptq .

Par (ii), F pxn,tq´F pa,tq
xn´a Ñ BF

Bx pa, tq pour tout t P Ω. Donc : il s’agit d’intervertir une
limite et une intégrale.

Comme xn Ñ a, on peut trouver un intervalle compact K Ď I contenant a et
tous les xn. Comme

ˇ

ˇ

BF
Bx px, tq

ˇ

ˇ ď gKptq pour tout x P K, on a par l’inégalité des
accroissements finis appliquée à la fonction x ÞÑ F px, tq :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F pxn, tq ´ F pa, tq

xn ´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gKptq

pour tout n et pour tout t P Ω. Par convergence dominée, on obtient donc

lim
nÑ8

ż

Ω

F pxn, tq ´ F pa, tq

xn ´ a
dµptq “

ż

Ω

BF

Bx
pa, tq dµptq.

□

Cas particulier. Soit ra, bs un intervalle compact de R, et soit F : Iˆra, bs Ñ C.
On suppose que la fonction F est continue sur I ˆ ra, bs, que F possède en tout point
px, tq une dérivée partielle BF

Bx px, tq par rapport à la 1ère variable, et que la fonction

px, tq ÞÑ BF
Bx px, tq est continue sur I ˆra, bs. Alors la formule fpxq “

şb
a F px, tq dt définit

une fonction de classe C1 sur I, avec f 1pxq “
şb
a

BF
Bx px, tq dt.

Démonstration. Pour tout x P I, la fonction t ÞÑ F px, tq est continue sur l’intervalle
compact ra, bs, donc intégrable sur ra, bs. Pour tout t P ra, bs, la fonction x ÞÑ F px, tq
est dérivable sur I par hypothèse. Enfin, si K est un compact de I, alors la fonction
continue BF

Bx est bornée sur le compact K ˆ ra, bs, disons
ˇ

ˇ

BF
Bx px, tq

ˇ

ˇ ďM ; et comme les
constantes sont intégrables sur l’intervalle borné ra, bs, on en déduit que la condition
de domination (iii) est satisfaite avec gKptq :“ M . Donc le théorème de dérivation
s’applique (cf la Remarque 1 plus haut). □

Corollaire 2.4. Soit F : U ˆΩÑ C, où U est un ouvert de Rd. On suppose que
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(1) F px, tq est intégrable par rapport à t P Ω (pour x P U fixé) et de classe C1 par
rapport à x P U (pour t P Ω fixé) ;

(2) pour tout compact K Ď U , il existe des fonctions gK,1, . . . , gK,d intégrables
sur Ω telles que pour j “ 1, . . . , d on ait

@x P K @t P Ω :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BF

Bxj
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gK,jptq .

Alors fpxq :“
ş

Ω F px, tq dµptq est de classe C1 sur U , avec pour j “ 1, . . . , d :

Bf

Bxj
pxq “

ż

Ω

BF

Bxj
px, tq dµptq .

Démonstration. Par le théorème, on voit que Bf
Bxj

existe sur U pour j “ 1, . . . , d,

avec Bf
Bxj
pxq “

ş

Ω
BF
Bxj
px, tq dµptq. Par le théorème de continuité, cette formule montre

que les fonctions Bf
Bxj

sont continues sur U ; donc f est de classe C1. □

Exercice 1. Soit U un ouvert de Rd, et soit α : U Ñ R une fonction de classe C1 sur
U telle que αpxq ą 1 pour tout x P U . Montrer que la formule fpxq “

ş8

2
dt

pt`sin tqαpxq

définit une fonction de classe C1 sur U .

Exercice 2. Pour x ą 0, on pose Γpxq :“
ş8

0 tx´1e´tdt. Montrer que la fonction Γ
est de classe C8 sur s0,8r.

3. Deux exemples d’utilisation des théorèmes

3.1. Transformée de Fourier d’une gaussienne.

Définition 3.1. Si f : RÑ C est une fonction intégrable sur R, sa transformée

de Fourier est la fonction pf : RÑ C définie par

pfpxq :“

ż

R
fptqe´ixtdt.

Remarque. La définition a un sens car |fptqe´ixt| “ |fptq|, donc la fonction t ÞÑ
fptqe´ixt est intégrable sur R (pour tout x P R).

Exercice. Montrer que pf est une fonction continue.

Proposition 3.2. Si g : R Ñ R est la fonction définie par gptq :“ e´t2{2, alors
pg “

?
2π g ; autrement dit,

ż 8

´8

e´t2{2e´ixtdt “
?
2π e´x2{2 pour tout x P R .

Démonstration. Comme g est continue (donc localement intégrable) et gptq “
op1{t2q en ˘8, la fonction g est intégrable sur R. Donc pg est bien définie.

On a pgpxq “
ş

R F px, tq dt, où F px, tq “ e´t2{2e´ixt est de classe C1 par rapport à x
(pour tout t P R fixé), avec

BF

Bx
px, tq “ ´ite´t2{2e´ixt.
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On a |BF
Bx px, tq| “ |t|e´t2{2 :“ gptq pour tout x P R et pour tout t. La fonction g

est intégrable sur R car elle est continue et gptq “ op1{t2q en ˘8 (exo). D’après le
“théorème de dérivation” (pas besoin de compact K ici), on en déduit que pg est de
classe C1 sur R, avec

pg
1

pxq “ ´i

ż 8

´8

te´t2{2e´ixtdt .

Maintenant, on intègre par parties, en remarquant que te´t2{t “ ´ d
dt

`

e´t2{2
˘

. Pour
tout T ą 0, on a

ż T

´T
te´t2{2e´ixtdt “

”

´e´t2{2e´ixt
ıT

´T
`

ż T

´T
e´t2{2 ˆ p´ixe´ixtq dt .

Quand T Ñ 8, le “crochet” tend vers 0 car e´t2{2 Ñ 0 en ˘8 et |e´ixt| “ 1 ; et

l’intégrale apparaissant au second membre tend vers ´ix
ş8

´8
e´t2{2e´ixtdt “ ´ix pgpxq.

On obtient donc

pg
1

pxq “ ´iˆ
`

´ix pgpxq
˘

“ ´x pgpxq .

Donc pg est solution de l’équation différentielle y1pxq “ ´x ypxq ; et donc

pgpxq “ C e´x2{2 ,

pour une certaine constante C. On a C “ pgp0q “
ş8

´8
e´t2{2dt, et “on sait bien” que

cette intégrale vaut
?
2π (on le démontrera plus tard...). □

Exercice. Pour tout λ ą 0, déterminer la transformée de Fourier de gλptq :“ e´λt2 .

3.2. Calcul de l’intégrale
ş8

0
sin t
t dt.

Fait. L’intégrale
ş8

0
sin t
t dt existe en tant qu’intégrale généralisée.

Démonstration. On sait que
ş8

1
sin t
t dt existe en tant qu’intégrale généralisée. De

plus, fptq :“ sin t
t se prolonge par continuité en 0 (avec fp0q “ 1) et donc f est intégrable

sur r0, 1s. Donc, I “
ş8

0
sin t
t dt existe également. □

Objectif : calculer
ş8

0
sin t
t dt.

Proposition 3.3. Soit f : r0,8rÑ C une fonction continue bornée. On suppose
que

ş8

0 fptq dt existe en tant qu’intégrale généralisée. Pour λ ą 0, on pose

Lfpλq :“
ż 8

0
fptqe´λtdt.

Alors

Lfpλq Ñ
ż 8

0
fptq dt quand λÑ 0` .

Démonstration. On a |fptqe´λt| ď }f}8 e´λt, donc la fonction t ÞÑ fptqe´λt est
intégrable sur r0,8r pour tout λ ą 0, i.e. Lfpλq est bien défini.

Dans la suite, on pose I “
ş8

0 fptq dt.

Soit F : r0,8rÑ C définie par F pxq :“
şx
0 fptq dt. Comme f est continue, F est de

classe C1 avec F 1 “ f . De plus, F pxq Ñ I quand xÑ8. En particulier, la fonction F
est bornée sur r0,8r.
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Soit λ ą 0. Pour tout X ě 0, une intégration par parties donne
ż X

0
fptqe´λtdt “

”

F ptqe´λt
ıX

0
` λ

ż X

0
F ptqe´λtdt

“ F pXqe´λX ` λ

ż X

0
F ptqe´λtdt .

Comme F est bornée, F pXqe´λX Ñ 0 quand X Ñ 8 et la fonction t ÞÑ F ptqe´λt

est intégrable sur r0,8r. En faisant tendre X vers l’infini, on obtient donc

Lfpλq “ λ

ż 8

0
F ptqe´λtdt

“

ż 8

0
F
´u

λ

¯

e´udu ,

pour tout λ ą 0.
Comme F pxq Ñ I quand x Ñ 8, on a limλÑ0` F pu{λq “ I pour tout u ą 0.

De plus, |F pu{λqe´u| ď }F }8e
´u pour tout λ ą 0 et pour tout u. Comme e´u est

intégrable sur s0,8r, on en déduit, “par convergence dominée”, que

Lfpλq λÑ0`

ÝÝÝÝÑ

ż 8

0
I ˆ e´udu “ I

ż 8

0
e´udu “ I .

□

Remarque. La conclusion “par convergence dominée” est volontairement un peu
rapide. Le raisonnement correct est le suivant : par le TCD, on peut dire que pour
toute suite pλnq tendant vers 0

`, on a limnÑ8 Lfpλnq “ I ; ce qui suffit.

Corollaire 3.4. On a

ż 8

0

sin t

t
dt “

π

2
¨

Démonstration. On va appliquer la proposition avec fptq :“ sin t
t , qui est continue

sur r0,8r avec fp0q “ 1, et aussi bornée avec }f}8 ď 1 car | sin t| ď |t| pour tout t P R.
Pour λ ą 0, on a Lfpλq “

ş8

0 F pλ, tq dt, où F pλ, tq “ fptqe´λt est de classe C1 par
rapport à λ, avec

BF

Bλ
pλ, tq “ ´tfptqe´λt.

Si K est un compact de s0,8r, on a une constante c ą 0 telle que @λ P K : λ ě c.
Donc, pour λ P K et t ě 0, on a |BF

Bλ pλ, tq| ď t|fptq|e´ct, fonction indépendante de

λ P K et intégrable sur r0,8r car f est bornée et c ą 0. Donc Lf est de classe C1 sur
s0,8r, avec

pLfq1ptq “ ´
ż 8

0
tfptq dt “ ´

ż 8

0
e´λt sin t dt .

Cette dernière intégrale est la partie imaginaire de
ş8

0 e´λteitdt “
ş8

0 e´pλ´iqtdt, qui

vaut 1
λ´i ¨ Donc

pLfq1pλq “ ´Im
ˆ

1

λ´ i

˙

“ ´
1

1` λ2
pour tout λ ą 0 ;

et par conséquent

Lfpλq “ ´ arctanpλq ` C ,

pour une certaine constante C.
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Comme Lfpλq Ñ I quand λÑ 0` d’après la proposition et comme arctanp0q “ 0,
on voit que C “ I.

Mais par ailleurs, on a aussi

lim
λÑ8

Lfpλq “ 0 ,

ce qui se voit en appliquant le théorème de convergence dominée, ou simplement en
écrivant |Lfpλq| ď

ş8

0 |fptq|e
´λtdt ď

ş8

0 e´λtdt “ 1
λ ¨ Comme arctanpλq Ñ π

2 quand
λÑ8, on en déduit que C “ π

2 , d’où finalement I “ π
2 ¨ □



Chapitre 7

Intégration dans Rd

1. Cadre et notations

‚ On considère des fonctions boréliennes, positives ou à valeurs complexes, définies
sur des parties boréliennes de Rd, d ě 1.

‚ “Intégrable” veut dire “intégrable par rapport à λd”.

Exemple. si Ω Ď Rd est un borélien borné, alors toute fonction borélienne bornée
f : Ω Ñ C est intégrable sur Ω, car λdpΩq ă 8. C’est le cas en particulier si f est
continue et si Ω est compact.

‚ Notations pour l’intégrale d’une fonction f sur un borélien Ω Ď Rd :
ż

Ω
f dλd,

ż

Ω
fpxq dλdpxq ou

ż

Ω
f .

‚ Autres notations :
ż

Ω
fpxq dx ou

ż

Ω
fpx1, . . . , xdq dx1 ¨ ¨ ¨ dxd .

‚ Pour d “ 2 et d “ 3, on écrit plutôt
ż

Ω
fpx, yq dxdy et

ż

Ω
fpx, y, zq dxdydz .

Remarque. Si p, q P N˚, on identifie Rp`q avec Rp ˆ Rq.

Rappel. Si A Ď Rp et B Ď Rq, alors (propriété de produit)

λp`qpAˆBq “ λppAq ˆ λqpBq .

2. Coupes et volumes

2.1. Coupes “verticales” et “horizontales”.

Notations. Soient p, q P N˚, et soit Ω Ď Rp ˆ Rq “ Rp`q.

‚ Pour tout x P Rp, on note Ωx la coupe de Ω à l’abscisse x :

Ωx :“ ty P Rq; px, yq P Ωu Ď Rq .

‚ Pour tout y P Rp, on note Ωy la coupe de Ω à l’ordonnée y :

Ωy :“ tx P Rp; px, yq P Ωu Ď Rp .

Exemple. Supposons que Ω soit de la forme Ω “ AˆB, avec A Ď Rp et B Ď Rq.
Alors

Ωx “

"

B si x P A,
H si x R A ;

et Ωy “

"

A si y P B,
H si y R B.

85
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Lemme 2.1. Ω Ď Rp ˆ Rq est borélien, alors toutes les coupes Ωx et Ωy sont des
ensembles boréliens.

Démonstration. Si x P Rp, alors Ωx “ Φ´1
x pΩq, où Φx : Rq Ñ Rp ˆ Rq est l’appli-

cation y ÞÑ px, yq ; donc Ωx est borélienne car Ω est borélien et Φx est continue. Idem
pour Ωy. □

Lemme 2.2. Si Ω Ď Rp ˆ Rq est borélien, alors les applications x ÞÑ λqpΩxq et
y ÞÑ λppΩ

yq sont boréliennes, respectivement de Rp dans r0,8s et de Rq dans r0,8s.

Démonstration. Ce n’est pas du tout évident. On la fera plus tard. □

2.2. Principe de Cavalieri.

Proposition 2.3. Soient p, q P N˚. Pour tout borélien Ω Ď Rp ˆ Rq, on a

λp`qpΩq “

ż

Rp

λqpΩxq dx “

ż

Rq

λppΩ
yq dy .

Démonstration. On montre seulement que λp`qpΩq “
ş

Rp λqpΩxq dx pour tout
borélien Ω Ď Rp`q.

Fait. La fonction µ : BpRp`qq Ñ r0,8s définie par µpAq :“
ş

Rp λqpAxq dx est une
mesure (borélienne) sur Rp`q.

Preuve du Fait. On a µpHq “ 0 car Hx “ H pour tout x P Rp.
Soit pAkqkPN une suite de boréliens de Rp`q deux à deux disjoints. On a pour tout

x P Rp :
˜

8
ď

k“0

Ak

¸

x

“

8
ď

k“0

pAkqx union disjointe.

Donc

λq

«˜

8
ď

k“0

Ak

¸

x

ff

“

8
ÿ

k“0

λq
`

pAkqx
˘

.

On en déduit

µ

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“

ż

Rp

˜

8
ÿ

k“0

λq
`

pAkqx
˘

¸

dx

“

8
ÿ

k“0

ż

Rp

λq
`

pAkqx
˘

dx par interversion série-intégrale

“

8
ÿ

k“0

µpAkq .

□

Il s’agit de montrer qu’en fait µ “ λp`q ; et il suffit pour cela de vérifier qu’on a
µpP q “ |P | pour tout pavé P Ď Rp`q.

Soit P un pavé quelconque de Rp`q. On écrit P “ AˆB, où A et B sont des pavés
de Rp et de Rq respectivement. Alors Px “ B si x P A et Px “ H si x R A ; donc

λqpPxq “

"

λqpBq si x P A,
0 si x R A.
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On en déduit

µpP q “

ż

A
λqpBq dx “

ż

A
λqpBq dλp

“ λqpBqλppAq

“ |A| |B| “ |P | .

□

Corollaire 2.4. Soit Ω un borélien de Rd, et soit f : Ω Ñ r0,8s une fonction
borélienne. Si on pose

SGpf,Ωq :“ tpx, τq P Rd ˆ R; x P Ω et 0 ď τ ă fpxqu,

alors
ż

Ω
fpxq dx “ λd`1pSGpf,Ωqq .

En particulier : si Ω Ď R, alors
ş

Ω fpxq dx est l’aire sous le graphe de f ; et si Ω Ď R2,
alors

ş

Ω fpx, yq dxdy est le volume sous le graphe de f .

Démonstration. On laisse en exo la preuve du fait que SGpf,Ωq est un borélien de
Rd ˆ R “ Rd`1. Si x P Rd, alors SGpf,Ωqx “ H si x R Ω, et SGpf,Ωqx “ r0, fpxqr si
x P Ω. Donc λ1

`

SGpf,Ωqxq “ 0 si x R Ω et λ1
`

SGpf,Ωqxq “ fpxq si x P Ω ; et donc,
par le principe de Cavalieri :

λd`1

`

SGpf,Ωq
˘

“

ż

Rd

λ1
`

SGpf,Ωqxq dx “

ż

Ω
fpxq dx.

□

Exemple 1. Aire d’un disque ( !)

Soit R ą 0, et soit D Ď R2 le disque fermé de centre 0 “ p0, 0q et de rayon R :

D “ tpx, yq P R2; x2 ` y2 ď R2u .

Ici, on est dans R2 “ Rˆ R donc p “ 1 “ q.
Si x P R, alors Dx “ H si x R r´R,Rs, et Dx “

“

´
?
R2 ´ x2,

?
R2 ´ x2

‰

si
x P r´R,Rs ; donc

λ1pDxq “

"

0 si x R r´R,Rs,

2
?
R2 ´ x2 si x P r´R,Rs.

Par conséquent,

λ2pDq “

ż R

´R
2
a

R2 ´ x2 dx “ 2R2

ż 1

´1

a

1´ u2 du,

en posant x “ Ru. Comme
ş1

´1

?
1´ u2 du “ π

2 (calcul déjà fait au Chapitre 5), on

obtient donc bien le résultat attendu : λ2pDq “ πR2.

Exemple 2. Volume d’une boule dans R3.

Soit R ą 0, et soit B la boule euclidienne fermée de rayon R (centrée en 0) dans
R3 :

B “ tpx, y, zq P R3; x2 ` y2 ` z2 ď R2u .

On va montrer que λ3pBq “
4
3 πR

3 (comme on s’y attend).
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On écrit R3 “ R2 ˆ R, et donc px, y, zq “ ppx, yq, zqq. Si z P R, alors Bz “ H si

z R r´R,Rs, et Bz est un disque de rayon
?
R2 ´ z2 si z P r´R,Rs ; donc

λ2pB
zq “

"

0 si z R r´R,Rs,
πpR2 ´ z2q si z P r´R,Rs.

Donc :

λ3pBq “

ż R

´R
πpR2 ´ z2q dz

“ π

˜

R2 ˆ 2R´

„

z3

3

ȷR

´R

¸

“ π

ˆ

2R3 ´
2R3

3

˙

“
4

3
πR3 .

Exercice 1. Soient R, h ą 0. Calculer le volume du cône C Ď R3 de hauteur h basé
sur le disque de centre 0 et de rayon R dans le plan des xy.

Exercice 2. Montrer que si f : R Ñ R est une fonction borélienne, alors le graphe
de f est λ2-négligeable.

Exercice 3. Calculer le volume d’une boule euclidienne de rayon R dans R4.

3. Intégrales itérées ; Théorème de Fubini

Notation. Soient p, q P N˚. Un point u P Rp`q “ Rp ˆ Rq se notera

u “ px, yq avec x P Rp et y P Rq .

Lemme 3.1. Soit Ω un borélien de Rp`q “ Rp ˆ Rq. Si f : Ω Ñ r0,8s est une
fonction borélienne, alors les fonctions x ÞÑ

ş

Ωx
fpx, yq dy et y ÞÑ

ş

Ωy fpx, yq dx sont
boréliennes, respectivement sur Rp et sur Rq.

Démonstration. On traite seulement le cas de Φf pxq “
ş

Ωx
fpx, yq dy.

Cas 1. Cas où la fonction f est étagée.

On écrit f “
řN

i“1 αi1Ei , où αi ě 0 et les Ei sont des boréliens formant une
partition de Ω. Si x P Rp, alors

Ωx “

˜

N
ď

i“1

Ei

¸

x

“

N
ď

i“1

pEiqx union disjointe.

Donc
ż

Ωx

fpx, yq dy “

N
ÿ

i“1

ż

pEiqx

fpx, yq dy

“

N
ÿ

i“1

ż

pEiqx

αi dλqpyq car fpx, yq “ αi si y P pEiqx

“

N
ÿ

i“1

αi λq
`

pEiqx
˘

.
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D’après le lemme 2.2, les applications x ÞÑ λq
`

pEiqx
˘

sont boréliennes ; donc Φf

est borélienne.

Cas 2. Cas général.

Soit pφnq une suite approximante pour f . Par convergence monotone, on a
ż

Ωx

fpx, yq dy “ lim
nÑ8

ż

Ωx

φnpx, yq dy pour tout x P Rp ;

donc Φf est borélienne par le Cas 1. □

Théorème de Fubini. Soit Ω un borélien de Rp`q “ Rp ˆ Rq, et soit f une
fonction borélienne sur Ω, positive ou à valeurs complexes.

(1) Cas “positif” : si f est positive, alors
ż

Ω
f dλp`q “

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

fpx, yq dy

˙

dx “

ż

Rq

ˆ
ż

Ωy

fpx, yq dx

˙

dy .

(2) Cas “intégrable” : si f est intégrable sur Ω (par rapport à λp`q), alors on
a le droit d’écrire
ż

Ω
f dλp`q “

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

fpx, yq dy

˙

dx “

ż

Rq

ˆ
ż

Ωy

fpx, yq dx

˙

dy .

Remarque. Signification précise de “on a le droit d’écrire” dans (2) :

‚ pour presque tout x P Rp, la fonction y ÞÑ fpx, yq est intégrable sur Ωx par
rapport à λq ;

‚ pour presque tout y P Rq, la fonction x ÞÑ fpx, yq est intégrable sur Ωp par
rapport à λp ;

‚ Les fonctions Φ et Ψ définies par

Φpxq :“

ż

Ωx

fpx, yq dy et Ψpyq :“

ż

Ωy

fpx, yq dx

là où les intégrales ont un sens, et Φpxq “ 0 “ Ψpyq autrement, sont intégrables
respectivement sur Rp et sur Rq, et on a

ż

Rp

Φpxq dx “

ż

Ω
f dλp`q “

ż

Rq

ψpyq dy.

Corollaire 3.2. Soient A Ď Rp et B Ď Rq des ensembles boréliens. Si f est une
fonction borélienne positive ou intégrable définie sur AˆB Ď Rp`q, alors

ż

AˆB
f “

ż

A

ˆ
ż

B
fpx, yq dy

˙

dx “

ż

B

ˆ
ż

A
fpx, yq dy

˙

dx .

Démonstration. On applique le théorème avec Ω :“ A ˆ B. Comme Ωx “ H si
x R A et Ωx “ B si x P A, on a

ş

Ωx
fpx, yq dy “ 0 si x R A et

ş

Ωx
fpx, yq dy “

ş

B fpx, yq dy si x P A. Donc
ş

Rp

´

ş

Ωx
fpx, yq dy

¯

dx “
ş

A

`ş

B fpx, yq dy
˘

dx; et de même
ş

Rq

`ş

Ωy fpx, yq dx
˘

dy “
ş

B

`ş

A fpx, yq dy
˘

dx. □

Mode d’emploi de Fubini. Le théorème de Fubini permet sous certaines hy-
pothèses de permuter des intégrales.
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‚ Si la fonction f qu’on considère est positive, il n’y a rien à vérifier : tous les
calculs sont permis.

‚ Si la fonction f n’est pas positive, il faut vérifier qu’elle est intégrable sur
le domaine Ω considéré, i.e. qu’on a

ş

Ω |f | ă 8. Comme |f | ě 0, on peut le
faire... en appliquant “Fubini positif”.

Exemple 1. Calcul de l’intégrale I :“

ż

r0,8rˆr0,8r

x

p1` x2 ` y2q2
dxdy .

La fonction à intégrer est borélienne positive sur Ω :“ r0,8rˆr0,8r, donc tous les
calculs sont permis. On a

I “

ż 8

0

ˆ
ż 8

0

x

p1` x2 ` y2q2
dx

˙

dy

“

ż 8

0

„

´
1

2

1

1` x2 ` y2

ȷx“8

x“0

dy

“
1

2

ż 8

0

dy

1` y2

“
π

4
¨

Exemple 2. Calcul de l’intégrale I :“

ż

Ω

x

y
dxdy, où

Ω :“ tpx, yq P R2; x ě 1 , 1 ď y ď x2 et x` y ď 6u .

En dessinant Ω, on voit que

Ωx “

$

&

%

H si x ă 1 ou x ą 5,
r1, x2s si 1 ď x ď 2,
r1, 6´ xs si 2 ď x ď 5.

Comme la fonction px, yq ÞÑ x{y est borélienne positive sur Ω, tous les calculs sont
permis. On a

I “

ż 2

1

˜

ż x2

1

x

y
dy

¸

dx`

ż 5

2

ˆ
ż 6´x

1

x

y
dy

˙

dx

“

ż 2

1
x logpx2q dx`

ż 5

2
x logp6´ xq dx

“ 2

ż 2

1
x logpxq dx`

ż 5

2
x logp6´ xq dx

“ ¨ ¨ ¨ (IPPs)

“ ¨ ¨ ¨
135

4
logp2q ´ 18 pà vérifierq.

Exemple 3. Montrons (à nouveau) qu’on a pour tout λ ą 0
ż 8

0

sinx

x
e´λx dx “

π

2
´ arctanpλq .
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La fonction x ÞÑ sinx
x e´λx dx est intégrable sur s0,8r car sinx

x est borné (par 1),

donc Ipλq :“
ş8

0
sinx
x e´λx dx est bien définie pour tout λ ą 0. Dans la suite, on fixe

λ ą 0.

Point de départ : pour tout x ą 0, on a

e´λx “ x

ż 8

λ
e´xydy .

Donc sinx
x “

ş8

λ sinx e´xydy , et donc

Ipλq “

ż 8

0

ˆ
ż 8

λ
sinx e´xydy

˙

dx .

En faisant un calcul formel, on obtient

Ipλq “

ż 8

λ

ˆ
ż 8

0
sinx e´yxdx

˙

dy

“

ż 8

λ
Im

ˆ
ż 8

0
epi´yqxdx

˙

dy

“

ż 8

λ

dy

1` y2
(calcul déjà fait)

“
π

2
´ arctanpλq .

Justification du calcul formel : par Fubini, il suffit de vérifier qu’on a
ż 8

0

ˆ
ż 8

λ
| sinx| e´xydy

˙

dx ă 8 ou encore

ż 8

λ

ˆ
ż 8

0
| sinx| e´xydy

˙

dx ă 8.

Il ne faut surtout pas majorer | sinx| par 1 (vérifier que ça ne mène à rien). On a
ż 8

λ

ˆ
ż 8

0
| sinx| e´xydy

˙

dx “

ż 8

0
| sinx|

ˆ
ż 8

λ
e´yxdy

˙

dx

“

ż 8

0

| sinx|

x
e´λxdx

ď

ż 8

0
e´λxdx ă 8 .

Preuve du théorème de Fubini. Soit f une fonction borélienne sur Ω Ď Rp ˆ Rq,
positive ou intégrable par rapport à λp`q.

(1) Supposons f ě 0. Par Cavalieri, on a
ż

Ω
f dλp`q “ λp`q`1

`

SGpf,Ωq
˘

“

ż

Rp

λq`1

`

SGpf,Ωqx
˘

dx.

De plus, on vérifie (exo) que si x P Rp, alors

SGpf,Ωqx “ SGpfx,Ωxq,

où fx : Ωx Ñ r0,8s est la fonction définie par fxpyq “ fpx, yq.
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Donc, à nouveau par Cavalieri,

ż

Ω
f dλp`q “

ż

Rp

λq`1

`

SGpfx,Ωxq
˘

dx

“

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

fx dλq

˙

dx

“

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

fpx, yq dy

˙

dx.

(2) Supposons f intégrable.

Par linéarité, on peut supposer que f est à valeurs réelles, donc f “ f` ´ f´.

On doit montrer que pour presque tout x P Rp, la fonction y ÞÑ fpx, yq est
intégrable sur Ωx, et que la fonction presque partout définie Φpxq :“

ş

Ωx
fpx, yq dy

est intégrable sur Rp, avec
ş

Rp Φpxq dx “
ş

Ω f .

Par (1), on a

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

|fpx, yq| dy

˙

dx “

ż

Ω
|f | dλp`q ă 8 .

Autrement dit, si on pose Θpxq :“
ş

Ωx
|fpx, yq| dy, alors la fonction (borélienne)

positive Θ vérifie
ş

Rp Θpxq dx ă 8. En particulier, on a Θpxq ă 8 presque partout ;
donc

Φpxq :“

ż

Ωx

fpx, yq dy est bien défini presque partout .

De façon précise, Φ est bien définie en tout point de l’ensemble borélien

E :“ tx P Rp; Θpxq ă 8u;

et pour tout x P E, on a

Φpxq “

ż

Ωx

f`px, yq dy ´

ż

Ωx

f´px, yq dy .

Par le Lemme 3.1, cette formule montre que la fonction Φ est borélienne sur E.
On prolonge Φ en une fonction borélienne sur Rp tout entier en posant Φpxq “ 0 pour
x R E. On a |Φpxq| ď Θpxq pour tout x P Rp (évident si x R E ; et si x P E on a

|Φpxq| “ |Φpxq| “
ˇ

ˇ

ˇ

ş

Ωx
fpx, yq dy

ˇ

ˇ

ˇ
ď
ş

Ωx
|fpx, yq| dy “ Θpxq). Donc Φ est intégrable sur

Rp.

Pour finir, montrons que
ż

Rp

Φpxq dx “

ż

Ω
f.
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Par (1) appliqué à f` et f´, et comme λppRpzEq “ 0, on a
ż

Rp

Φpxq dx “

ż

E
Φpxq dx

“

ż

E

ˆ
ż

Ωx

f`px, yq dy ´

ż

Ωx

f´px, yq dy

˙

dx

“

ż

E

ˆ
ż

Ωx

f`px, yq dy

˙

dx´

ż

E

ˆ
ż

Ωx

f´px, yq dy

˙

dx

“

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

f`px, yq dy

˙

dx´

ż

Rp

ˆ
ż

Ωx

f´px, yq dy

˙

dx

“

ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´ par (1)

“

ż

Ω
f .

□

Exercice. Soit f : s0, 1rˆs0, 1rÑ R la fonction définie par

fpx, yq :“
x2 ´ y2

px2 ` y2q2
¨

Vérifier qu’on a

fpx, yq “
B

By

ˆ

y

x2 ` y2

˙

“ ´
B

Bx

ˆ

x

x2 ` y2

˙

,

puis montrer que
ş1
0

´

ş1
0 fpx, yq dy

¯

dx et
ş1
0

´

ş1
0 fpx, yq dx

¯

dy existent mais ne sont pas

égales.

4. Changements de variables

4.1. Ré-écriture de la formule de changement de variable dans R.

Proposition 4.1. Soit ϕ : I Ñ R une fonction de classe C1 et strictement mo-
notone sur un intervalle ouvert I Ď R. Pour toute fonction borélienne f positive ou
intégrable sur ϕpIq, on a

(4.1)

ż

ϕpIq

fpxq dx “

ż

I
fpϕpuqq |ϕ1puq|du .

Démonstration. On écrit I “sa, br.
Si ϕ est croissante, alors ϕpIq “ sϕpaq, ϕpbqr et ϕ1 ě 0 ; donc

ż

I
fpϕpuqq |ϕ1puq|du “

ż b

a
fpϕpuqqϕ1puqdu “

ż ϕpbq

ϕpaq

fpxq dx “

ż

ϕpIq

fpxq dx.

Si ϕ est décroissante, alors ϕpIq “ pϕpbq, ϕpaqq et ϕ1 ď 0 ; donc
ż

I
fpϕpuqq |ϕ1puq|du “

ż b

a
fpϕpuqq ˆ p´ϕ1puqqdu “ ´

ż ϕpbq

ϕpaq

fpxq dx “

ż

ϕpIq

fpxq dx .

□
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4.2. Énoncé de la formule de changement de variables dans Rd.

Définition 4.2. Un difféomorphisme entre deux ouverts Ω,Ω1 Ď Rd est une
bijection Φ : Ω Ñ Ω1 telle que Φ et Φ´1 sont de classe C1. Par exemple, si I est un
intervalle ouvert de R et si ϕ : I Ñ R est une fonction de classe C1 telle que ϕ1 ne
s’annule jamais, alors ϕ est un difféomorphisme de I sur l’intervalle ouvert I 1 :“ ϕpIq.

Notation. Si Φ : ΩÑ Rd est une application de classe C1 sur un ouvert Ω Ď Rd,
on note JΦpuq le déterminant jacobien de Φ en un point u P Ω, i.e. le déterminant
de la matrice jacobienne de Φ au point u. En écrivant Φpuq “ pΦ1puq, . . . ,Φdpuqq, on
a donc

JΦpuq “ det pBjΦipuqq1ďi,jďd .

Fait important. Une bijection Φ : Ω Ñ Ω1 entre deux ouverts de Rd est un
difféomorphisme si et seulement si Φ est de classe C1 avec JΦpuq ‰ 0 pour tout u P Ω.
Plus généralement, si Φ : Ω Ñ Rd est de classe C1 et injective, avec JΦpuq ‰ 0 pour
tout u P Ω, alors Ω1 :“ ΦpΩq est un ouvert de Rd et Φ est un difféomorphisme de Ω
sur Ω1.

Démonstration. C’est un conséquence duThéorème d’inversion locale ; cf n’im-
porte quel livre de calcul différentiel. □

Théorème 4.3. (formule de changement de variables)
Soit Φ : ΩÑ Ω1 un difféomorphisme entre deux ouverts de Rd. Pour tout borélien

A Ď Ω et pour toute fonction borélienne f positive ou intégrable sur ΦpAq, on a
ż

ΦpAq

fpxq dx “

ż

A
fpΦpuqq |JΦpuq| du .

Remarque 1. ΦpAq est bien un borélien de Rd car ΦpAq “
`

Φ´1
˘´1
pAq et l’appli-

cation Φ´1 est continue (donc borélienne).

Remarque 2. Dans le cas “intégrable”, l’énoncé précis est le suivant : si f est
intégrable sur ΦpAq, alors fpΦpuqq|JΦpuq| est intégrable sur A et la formule est vraie.

Corollaire 4.4. Si Φ : ΩÑ Ω1 est un difféomorphisme entre deux ouverts de Rd,
alors on a pour tout borélien A Ď Ω :

λd
`

ΦpAq
˘

“

ż

A
|JΦpuq| du .

Démonstration. On applique le théorème avec f :“ 1 :

λd
`

ΦpAq
˘

“

ż

ΦpAq

1pxq dx “

ż

A
1pΦpuqq |JΦpuq|du “

ż

A
|Jϕpuq| du .

□

Mode d’emploi de la formule. Supposons qu’on veuille calculer une intégrale

I “

ż

D
fpx1, . . . , xN q dx1 ¨ ¨ ¨ dxN ,

où D Ď Rd. On peut procéder comme suit.
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(i) On devine qu’il peut être avantageux d’introduire de nouvelles variables u1, . . . , ud.

(ii) On exprime x “ px1, . . . , xdq en fonction de u “ pu1, . . . , udq, et on vérifie
qu’on a bien un difféomorphisme x “ Φpuq défini sur un ouvert Ω tel que
ΦpΩq Ě D.

(iii) On écrit x “ Φpuq et dx “ |JΦpuq|du, i.e.

dx1 ¨ ¨ ¨ dxd “ |JΦpu1, . . . , udq|du1 ¨ ¨ ¨ dud .

(iv) On trouve le domaine rD tel que Φp rDq “ D.

(v) On écrit la formule de changement de variables
ż

D
fpx1, . . . , xdq dx1 ¨ ¨ ¨ dxd “

ż

rD
fpu1, . . . , udq |JΦpu1, . . . , udq|du1 ¨ ¨ ¨ dud ,

en n’oubliant pas de remplacer D par rD et de mettre un valeur absolue autour
du déterminant jacobien.

Exemple 1. Soit D “ tpx, yq P R2; x ` 1 ď y ď x ` 2 et ´ 1 ď x ` 2y ď 2u. On
veut calculer l’intégrale I :“

ş

D xy dxdy.

On devine qu’il peut être utile d’introduire les variables

u “ y ´ x et v “ x` 2y .

Raison : par définition de D,

px, yq P D ðñ pu, vq P rD :“ r1, 2s ˆ r´1, 2s ,

et le domaine rD est visiblement “plus simple” que D.
Pour exprimer px, yq en fonction de pu, vq, on inverse le système

"

u “ y ´ x
v “ x` 2y

On trouve

px, yq “
´v ´ 2

3
,
u` v

3

¯

:“ Φpu, vq .

Il est évident que Φ est un difféomorphisme (linéaire) de R2 sur R2 (l’inverse est
Φ´1px, yq “ pu, vq “ py ´ x, x` 2yq !) ; et on a

JΦpu, vq “ det

ˆ

´2
3

1
3

1
3

1
3

˙

“ ´
1

3
pour tout pu, vq P R2.

D’après la formule de changement de variables, on a donc
ż

D
xy dxdy “

ż

r1,2sˆr´1,2s

ˆ

v ´ 2

3

˙ˆ

u` v

3

˙

ˆ
1

3
dudv

“
1

27

ż 2

1

ˆ
ż 2

´1
pv2 ´ uv ´ 2u2q dv

˙

du par Fubini.

Après calcul, on obtient (vérifier) I “ ´ 29
108 ¨

Exercice. Calculer directement I à l’aide du théorème de Fubini, sans utiliser la
formule de changement de variables.
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Exemple 2. Calcul de l’intégrale

I :“

ż

s0,1rˆs0,1r

dxdy

1´ x2y2
¨

Soit Ω “ tpu, vq P R2; u ą 0 , v ą 0 , u`v ă π{2u et soit Φ “ ΩÑ R2 l’application
définie par

Φpu, vq “

ˆ

sinu

cos v
,
sin v

cosu

˙

.

Exo : Φ est une bijection de Ω sur D “s0, 1rˆs0, 1r. De plus, Φ est de classe C1, et
pour pu, vq P Ω, on a (en posant px, yq “ Φpu, vq)

JΦpu, vq “ det

ˆ

cosu
cos v

sinu sin v
cos2 u

sin v sinu
cos2 v

cos v
cosu

˙

“ 1´ tan2 u tan2 v

“ 1´ x2y2 .

En particulier, JΦpu, vq ą 0 pour tout pu, vq P Ω, donc Φ est un difféomorphisme
de Ω sur s0, 1rˆs0, 1r. D’après la formule de changement de variables et l’expression de
JΦpu, vq, on a donc

I “

ż

ΦpΩq

dxdy

1´ x2y2
“

ż

Ω
dudv “ λ2pΩq ;

autrement dit

I “
π2

8
¨

Exercice. Utiliser cet exemple pour calculer
ř8

k“0
1

p2k`1q2
; puis calculer

ř8
n“1

1
n2 ¨

Remarque 4.5. On peut aussi utiliser la formule de changement de variables “en
sens inverse” : on doit au départ calculer une intégrale

ş

Ω gpu1, . . . , udq du1 ¨ ¨ ¨ dud, et
on introduit de nouvelles variables x1, . . . , xd telles que px1, . . . , xdq “ Φpu1, . . . , udq
pour une certaine application Φ. Dans ce cas, il faut exprimer pu1, . . . , udq en fonction
de px1, . . . , xdq, autrement dit déterminer Φ´1, et appliquer la formule de changement
de variable à Φ´1. En pratique : on doit se débrouiller pour tout exprimer en fonction
de x1, . . . , xd et dx1, . . . , dxd dans gpu1, . . . , udqdu1 ¨ ¨ ¨ dud.

Exercice. Calculer l’intégrale I :“
ş

tuąvą0u
pu4´v4qe´pu`vq2dudv en posant px, yq “

pu2 ` v2, 2uvq.

4.3. Intégration en coordonnées polaires.

Proposition 4.6. Soit D un borélien de R2, et soit p “ px0, y0q P R2. Pour toute
fonction borélienne f positive ou intégrable sur D, on a

ż

D
fpx, yq dxdy “

ż

rD
f
`

x0 ` r cos θ, y0 ` r sin θ
˘

rdrdθ ,

où rD :“
␣

pr, θq P R2; r ą 0 , 0 ă θ ă 2π et px0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq P D
(

.

Démonstration. Soit Φ : s0,8rˆ s0, 2πrÑ R2 l’application définie par

Φpr, θq :“ px0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq .
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Alors Φ est une bijection de classe C1 de Ω :“s0,8rˆ s0, 2πr sur l’ensemble de tous
les px, yq P R2 s’écrivant px0 ` r cos θ, y0 ` r sin θq avec r ą 0 et θ ‰ 0 r2πs ; autrement
dit sur Ω1 :“ R2z∆, où ∆ est la demi-droite d’origine px0, y0q parallèle à l’axe des
abscisses et dirigée vers la droite. En particulier, Ω1 est un ouvert de R2.

On a

JΦpr, θq “ det

ˆ

cos θ ´r sin θ
sin θ r cos θ

˙

“ r ą 0 pour tout pr, θq P Ω.

Donc Φ est un difféomorphisme ; et comme Φ
`

rD
˘

“ DXΩ1 par définition de rD, la
formule de changement de variables s’écrit

ż

DXΩ1

fpx, yq dxdy “

ż

rD
f
`

x0 ` r cos θ, y0 ` r sin θ
˘

rdrdθ .

Enfin, on a λ2pDzΩ1q “ 0 car DzΩ1 est contenu dans la demi-droite ∆. Donc on
peut écrire

ş

D au lieu de
ş

DXΩ1 . □

Conclusion. Pour intégrer en coordonnées polaires, il faut se souvenir que

dxdy “ rdrdθ .

Si de plus px0, y0q “ p0, 0q, alors il faut aussi se souvenir qu’on a

r2 “ x2 ` y2 .

Donc : si on voit apparaitre x2` y2 dans une intégrale, on doit penser au coordonnées
polaires.

Exemple 4.7. Calcul de I :“

ż 8

´8

e´t2{2dt.

Idée : calculer I2. On a

I2 “

ˆ
ż 8

´8

e´x2{2dx

˙

ˆ

ˆ
ż 8

´8

e´y2{2dy

˙

“

ż

R2

e´ 1
2

px2`y2qdxdy par Fubini “positif”

“

ż

s0,8rˆs0,2πr

e´r2{2rdrdθ

“

ż 2π

0

ˆ
ż 8

0
re´r2{2 dr

˙

dθ

“

ż 2π

0

”

´e´r2{2
ır“8

r“0
dθ

“ 2π .

Donc :

I “
?
2π .
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4.4. Volumes et transformations affines.

Rappel. Une application Φ : Rd Ñ Rd est dite affine si elle est de la forme

Φpuq “ a` Lpuq ,

où a P Rd est fixé et L : Rd Ñ Rd est une application linéaire. (On dit que L est
l’application linéaire associée à Φ.) Autrement dit, Φ est affine si elle est de la
forme Φpuq “ a`Mu, où M est une matrice dˆ d. Exemples : translations (L “ Id) ;
applications linéaires (a “ 0) ; projections et symétries (pas forcément orthogonales).

Notation. Si Φ est une application affine, Φpuq “ a` Lpuq, on pose

detpΦq “ detpLq “ detpMq.

Fait. Soit Φ : Rd une application affine, Φpuq “ a` Lpuq “ a`Mu.

‚ Φ est de classe C1 avec JacΦpuq “M pour tout u P Rd, et donc JΦpuq “ detpΦq
pour tout u P Rd.

‚ Φ difféo ðñ L inversible ðñ M inversible.

Démonstration. Exo. □

Proposition 4.8. Si Φ : Rd Ñ Rd est un difféomorphisme affine, alors

(4.2) λdpΦpAqq “ |detpΦq| ˆ λdpAq pour tout borélien A Ď Rd .

Autrement dit, Φ multiplie tous les volumes par le facteur constant | detpΦq|.

Démonstration. Évident par le Corollaire 4.4 :

λdpΦpAqq “

ż

A
|JΦpuq| dλdpuq “ |detpΦq| ˆ λdpAq .

□

Vu l’importance de ce résultat, on va maintenant en donner une peuve “directe”
n’utilisant la formule de changement de variables générale.

Preuve directe de la Proposition 4.8. Comme la mesure de Lebesgue est invariante
par translations, il suffit de démontrer (4.2) pour toute transforamtion linéaire Φ.
Autrement dit, il s’agit de montrer que pour toute matrice inversible M P GLN pRq et
pour tout borélien A Ď RN , on a

(4.3) λN pM ¨Aq “ | detpMq|λN pAq,

où M ¨A “ tMu; u P Au.

On va pour cela utiliser des matrices particulières : les matrices dites de trans-
vection. Par définition, une matrice de transvection est une matrice T de la forme

T “ Id` αEi,j ,

où α P R, i ‰ j et Ei,j est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui
d’indice pi, jq qui vaut 1. Notons qu’une telle matrice T est de déterminant 1. L’intérêt
de ces matrices tient au fait suivant.

Fait 1. Toute matrice M P GLN pRq de déterminant 1 est produit de matrices de
transvections. Par conséquent, toute matrice M P GLN pRq est produit de matrices de
transvactions et d’une matrice diagonale.
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Preuve du Fait 1. Le premier point se démontre sans trop de difficultés en uti-
lisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes ; cf n’importe quel
livre d’algèbre linéaire. Pour le deuxième point, il suffit d’observer que toute matrice
M P GLN pRq peut s’écrire M “ DS, où D est diagonale et detpSq “ 1 ; par exemple,
on peut prendre pour D la matrice dont le premier coefficient diagonal vaut 1{ detpMq
et tous les autres valent 1 (une matrice ce type est ce qu’on appelle une matrice de
dilatation). □

Fait 2. La formule (4.3) est vraie pour toute matrice de transvection.

Preuve du Fait 2. Soit T une matrice de transvection. Comme detpT q “ 1, on
doit montrer qu’on a λN pT ¨ Aq “ λN pAq pour tout borélien A Ď Rd. Si on pose
µpAq “ λN pT ¨ Aq, on voit sans difficulté que µ est une mesure borélienne sur RN .
Donc, il s’agit de montrer qu’on a

λN pT ¨ P q “ |P | pour tout pavé P Ď RN .

Pour simplifier les écritures, on va supposer que pN ě 2 et)

T “ Id` αE1,2,

où α P R. Si u “ px, y, u3 . . . , uN q P RN , on a donc

Tu “

¨

˚

˚

˚

˝

x` αy
y
...
uN

˛

‹

‹

‹

‚

En écrivant P “ I ˆ J ˆQ où I, J sont des intervalles et Q est un pavé de RN´2, on
en déduit que

T ¨ P “ AˆQ,

où

A “ tpx` αy, yq; px, yq P I ˆ Ju Ď R2.

D’après le principe de Cavalieri, on a

λ2pAq “

ż

J
λ1pA

yq dy

“

ż

J
λ1pI ` αyq dy

“ |I| |J |,

car λ1pI ` αyq “ λ1pIq “ |I| pour tout y P R. Par conséquent,

λN pT ¨ P q “ λ2pAqλN´2pQq “ |I| |J | |Q| “ |P |.

□

Fait 3. La formule (4.3) est vraie pour toute matrice diagonale.

Preuve du Fait 3. On procède comme pour le Fait 2 en introduisant la mesure µ
définie par µpAq “ µpD ¨ Aq, où D est la matrice diagonale considérée. Les détails
constituent un bon exercice. □

Fait 4. Si la formule (4.3) est vraie pour deux matricesM1,M2, alors elle est vraie
pour M “M1M2.



100 7. INTÉGRATION DANS Rd

Preuve du Fait 4. Si A Ď RN , alors

λN pM ¨Aq “ λN
`

M1 ¨ pM2 ¨Aq
˘

“ detpM1qλN pM2 ¨Aq “ detpM1q detpM2qλN pAq;

d’où le résultat puisque detpM1q detpM2q “ detpMq. □

La Proposition 4.8 découle immédiatement des faits précédents : si M P GLN pRq,
on écritM “ DT1 ¨ ¨ ¨TK oùD est diagonale et les Tk sont des matrices de transvection ;
la formule (4.3) est vraie pour D et chacune des Tk par les Faits 2 et 3, donc elle est
vraie pour M d’après le Fait 4. □

Exemple 1. Si ABCD est un parallèlogramme dans R2, alors l’aire de ABCD est
égale à |detp

ÝÝÑ
AB,

ÝÝÑ
ADq | .

Démonstration. Un pointM appartient au parallèlogramme ABCD si et seulement
si on peut écrire

ÝÝÑ
AM “ λ

ÝÝÑ
AB ` µ

ÝÝÑ
AD

avec 0 ď λ ď 1 et 0 ď µ ď 1.
Donc ABCD est l’image du pavé r0, 1sˆr0, 1s par l’application Φ : R2 Ñ R2 définie

par

Φpλ, µq :“ A` λ
ÝÝÑ
AB ` µ

ÝÝÑ
AD .

L’application Φ est un difféomorphisme affine de R2 sur R2 d’application linéaire
associée Lpλ, µq “ λ

ÝÝÑ
AB ` µ

ÝÝÑ
AD. Si on note pe1, e2q la base canonique de R2, i.e.

e1 “ p1, 0q et e2 “ p0, 1q, alors Lpe1q “
ÝÝÑ
AB et Lpe2q “

ÝÝÑ
AD. Donc

detpΦq “ detp
ÝÝÑ
AB,

ÝÝÑ
ADq ;

et donc

λ2pABCDq “ | detp
ÝÝÑ
AB,

ÝÝÑ
ADq | ˆ λ2pr0, 1s ˆ r0, 1sq “ | detp

ÝÝÑ
AB,

ÝÝÑ
ADq | .

□

Exemple 2. Aire d’une ellipse “pleine”.

Soient a, b ą 0. On veut calculer l’aire de

E “
"

px, yq P R2;
x2

a2
`
y2

b2
ď 1

*

.

Si on pose u “ x
a et v “ y

b , alors

px, yq P E ðñ u2 ` v2 ď 1.

Autrement dit, si on définit Φ : R2 Ñ R2 par Φpu, vq “ pau, bvq, alors (Φ est un
difféo linéaire et) E “ ΦpDq, où D est le disque unité, D “ tpu, vq P R2; u2 ` v2 “ 1u.
Comme

detpΦq “ det

ˆ

a 0
0 b

˙

“ ab,

on a donc λ2pEq “ abˆ λ2pDq, autrement dit

λ2pEq “ π ab .
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4.5. Volumes et isométries.

Rappel. Une application Φ : Rd Ñ Rd est une isométrie euclidienne si on a

}Φpvq ´ Φpuq}2 “ }v ´ u}2 pour tous u, v P RN ,

où } ¨ }2 est la norme euclidienne sur Rd. Exemples : translations, les rotations et les
symétries orthogonales

Lemme 4.9. Toute isométrie euclidienne Φ : Rd Ñ Rd est affine.

Démonstration. On va utiliser une voie qui n’est pas la plus courte possible, mais
qui a l’avantage d’être praticable avec d’autres normes que la norme euclidienne.

Fait 1. Si Φ : Rd Ñ Rd est une isométrie, alors Φ conserve les milieux : on a

Φ

ˆ

u` v

2

˙

“
Φpuq ` Φpvq

2
pour tous u, v P Rd .

Preuve du Fait 1. De façon générale, le milieu m d’un segment rx, ys Ď Rd est
caractérisé par les égalités purement métriques

}m´ x}2 “
1

2
}y ´ x}2 “ }y ´m}2 .

Maintenant, si u, v P Rd et si on pose m1 :“ Φ
`

u`v
2

˘

, alors

}m1 ´ Φpuq}2 “

›

›

›

›

Φ

ˆ

u` v

2

˙

´ Φpuq

›

›

›

›

2

“

›

›

›

›

u` v

2
´ u

›

›

›

›

2

“
1

2
}v ´ u}2,

et de même

}Φpvq ´m1}2 “
1

2
}v ´ u}2;

donc m1 “ Φ
`

u`v
2

˘

est le milieu de rΦpuq,Φpvqs. □

Fait 2. Si f : Rd Ñ Rd est continue et conserve les milieux, alors f est affine.

Preuve du Fait 2. Quitte à remplacer f par f ´ fp0q (qui vérifie les mêmes hy-
pothèses que f), on peut supposer que fp0q “ 0. Dans ce cas, on doit montrer que f
est linéaire.

L’hypothèse faite sur f est qu’on a

f

ˆ

u` v

2

˙

“
fpuq ` fpvq

2
pour tous u, v P Rd .

En prenant u :“ x P Rd et v :“ 0 et comme fp0q “ 0, on obtient fpx{2q “ fpxq{2
pour tout x P Rd. Donc f

`

u`v
2

˘

“ 1
2 fpu` vq, et on obtient ainsi

fpu` vq “ fpuq ` fpvq pour tous u, v P Rd .

Autrement dit, l’application f est additive.
Il reste alors à montrer qu’on a fpλuq “ λfpuq pour tout u P Rd et pour tout

scalaire λ P R ; ce qui est un exercice très classique. En utilisant l’additivité, on montre
d’abord que cela est vrai pour λ “ n P N (récurrence immédiate). Comme de plus
fp´xq “ ´fpxq pour tout x P Rd (car 0 “ fp0q “ fpx ` p´xqq “ fpxq ` fp´xq),
on en déduit qu’on a fpnuq pour tout n P Z. De là, on montre que fpruq “ rfpuq
pour tout rationnel r “ p

q en écrivant pfpuq “ fppuq “ fpqruq “ qfpruq. Enfin, on

utilise la continuité de f pour montrer que l’identité fpλuq “ λfpuq est vraie pour
tout λ P R. □
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□

Théorème 4.10. La mesure de Lebesgue est invariante par isométries : si Φ est
une isométrie euclidienne de Rd, alors λdpΦpAqq “ λdpAq pour tout borélien A Ď Rd.

Démonstration. Soit Φ : Rd Ñ Rd une isométrie euclidienne. Par le Lemme 4.9,
Φ est affine et donc de la forme Φpuq “ a `Mu pour une certaine matrice M . La
matrice M vérifie }Mu}2 “ }Φpuq ´ Φp0q}2 “ }u}2 pour tout u P Rd ; donc M est
une matrice orthogonale, et en particulier M est inversible avec detpMq “ ˘1. Donc
Φ est un difféomorphisme affine avec |detpΦq| “ 1 ; et donc le résultat découle de la
Proposition 4.8. □

Remarque. Soit n P N˚, et soit E un sous-espace vectoriel de Rn, de dimension
d ě 1. En choisissant une base orthonormée e “ pe1, . . . , edq de E, on peut identifier E
à Rd, et donc définir une “mesure de Lebesgue associée à la base e” sur E. Le Théorème
4.10 montre que cette mesure ne dépend en fait pas de la base orthonormée e. On peut
donc la noter λE , et l’appeler la mesure de Lebesgue sur E. Plus généralement, on peut
définir une mesure de Lebesgue sur tout sous-espace affine de Rn (i.e. un translaté d’un
sous-espace vectoriel de Rn).

4.6. Preuve de la formule de changement de variables. Comme d’habitude :
il suffit de traiter le cas des fonctions positives.

Terminologie. On écrira (CV) au lieu de “formule de changement de variables”,
et on dira que (CV) est vraie pour un difféomorphisme Φ : ΩÑ Ω1 si on a

ż

ΦpAq

fpxq dx “

ż

A
fpΦpuqq |JΦpuq| du

pour tout borélien A Ď Ω et pour toute fonction borélienne f : ΦpAq Ñ r0,8s.

But : montrer que (CV) est vraie pour tout difféomorphisme Φ : Ω Ñ Ω1 entre
deux ouverts quelconques Ω,Ω1 Ď Rd, quel que soit l’entier d ě 1.

Lemme simplificateur. Pour un difféomorphisme Φ : Ω Ñ Ω1, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) (CV) est vraie pour Φ ;

(2) pour tout borélien A Ď Ω,

λdpΦpAqq “

ż

A
|JΦpuq| du ;

(3) pour tout point a P Ω, on peut trouver un voisinage ouvert Ua de a (avec
Ua Ď Ω) tel que

λdpΦpAqq “

ż

A
|JΦpuq| du pour tout borélien A Ď Ua .

Démonstration. p1q ùñ p2q : évident en prenant f “ 1 dans (CV).

p2q ùñ p3q : évident aussi (micro-exo).

p2q ùñ p1q : “déjà fait” (si (2) est vraie, alors (CV) est vraie pour les fonctions
étagées positives par “linéarité”, et donc pour toutes les fonctions boréliennes positives
par convergence monotone.)
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p3q ùñ p2q. Supposons (3) vérifiée. Pour tout a P Ω, soit Ua un voisinage ouvert
de a comme dans (3). Quitte à dilminuer Ua, on peut supposer que Ua est un pavé
ouvert à extrémités rationnelles. On a Ω “

Ť

aPΩ Ua ; et comme la famille des pavés
ouverts à extrémités rationnelles est dénombrable, on voit ainsi qu’il existe une suite
d’ouverts pUkqkPN telle que

ď

kPN
Uk “ Ω et @k P N @A Ď Uk : λdpΦpAqq “

ż

A
|JΦpuq| du .

Maintenant, soit A un borélien quelconque de Ω. On pose A0 :“ U0 et

Ak :“ UkzpU0 Y ¨ ¨ ¨ Y Uk´1q pour k ě 1 .

Les Ak sont des boréliens deux à deux disjoints, et
Ť

kPNAk “ A. Comme Φ est
injective, ΦpAq est donc la réunion disjointe des ΦpAkq :

ΦpAq “
8
ď

k“0

ΦpAkq union disjointe.

Donc

λdpAq “

8
ÿ

k“0

ΦpAkq

“

8
ÿ

k“0

ż

Ak

|JΦpuq| du car Ak Ď Uk pour tout k

“

ż

Ť8
k“0 Ak

|JΦpuq| du car les Ak sont disjoints

“

ż

A
|JΦpuq| du .

Donc (2) est vérifiée. □

Définition 4.11. Soient V et V 1 deux ouverts de Rd, d ě 1.

(1) On dit qu’un difféomorphisme Σ : V Ñ V 1 est une permutation de coor-
données si Σ est de la forme Σpx1, . . . , xdq “ pxσp1q, . . . , xσpdqq , où σ est une
permutation de t1, . . . , du.

(2) Étant donné j P t1, . . . , du, on dira qu’un difféomorphisme Φ : V Ñ V 1

préserve la j-ième coordoonnée si, pour tout v P V , la j-ième coordonnée
de Φpvq est égale à celle de v ; autrement dit, si Φ est de la forme

Φpv1, . . . , vj , . . . , vdq “
`

Φ1pv1, . . . , vdq, . . . , vj , . . . ,Φdpv1, . . . , vdq
˘

.

Par exemple, le difféomorphisme Σ : R3 Ñ R3 défini par Σpx, y, zq “ py, z, xq
est une permutation de coordonnés ; et le difféomorphisme Φ : R3 Ñ R3 défini par
Φpx, y, zq “ px, x` y, y ` zq préserve la 1ère coordonnée.

Fait 1. Soit Φ : Ω Ñ Ω1 un difféomorphisme entre deux ouverts de Rd`1. Pour
tout a P Ω, on peut trouver un voisinage ouvert Ua de a tel que

@u P Ua : Φpuq “ Φ2 ˝ Φ1 ˝ Σpuq ,

où Σ est une permutation de coordonnées, Φ2 est un difféomorphisme préservant les d
premières coordonnées (défini sur ΣpUaq), et Φ

1 est un difféomorphisme préservant la
pd` 1q-ième coordonnée (défini sur Φ1 ˝ ΣpUaq).
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Preuve pour d “ 1. (Pour d quelconque, la preuve est essentiellement la même, avec
des notations plus lourdes.)

On est dans R2, donc on écrit u “ px, yq et Φpx, yq “
´

Φ1px,yq

Φ2px,yq

¯

.

Soit a P Ω fixé. Comme Φ est un difféo, la matrice JacΦpaq est inversible, donc
pB1Φ2paq, B2Φ2paqq ‰ p0, 0q. On suppose par exemple que B1Φ2paq ‰ 0. Alors, par

continuité de BΦ2
Bx , on peut trouver un pavé ouvert Ua contenant a tel que B1Φ2puq ‰ 0

pour tout u P Ua.

Soit Σ : R2 Ñ R2 la permutation de coordonnées définie par Σpx, yq “ py, xq, et
soit V :“ ΣpUaq. On définit Ψ : V Ñ R2 par

Ψ “ Φ ˝ Σ´1;

autrement dit Ψps, tq “ Φpt, sq. Alors Ψps, tq “
´

Φ1pt,sq

Φ2pt,sq

¯

:“
´

Ψ1ps,tq
Ψ2ps,tq

¯

, donc B2Ψ2ps, tq “
B
Bt

`

Φ2pt, sq
˘

“ B1Φ2pt, sq. En particulier :

@v P V : B2Ψ2pvq ‰ 0.

De plus, Ψ est un difféomorphisme de V sur ΨpV q.
Soit maintenant Φ2 : V Ñ R2 définie par

Φ2ps, tq “

ˆ

s
Ψ2ps, tq

˙

Alors Φ2 est de classe C1. De plus, on a JΦ2ps, tq “ B2Ψ2ps, tq pour tout ps, tq P V ; et
donc JΦ2pV q ‰ 0 pour tout v P V .

Sous-fait. Φ2 est injective sur V .

Preuve du sous-fait. Comme Ua est un pavé ouvert, V “ tps, tq; pt, sq P Uau est
aussi un pavé ouvert de R2. On écrit V “ J ˆ I, où J et I sont des intervalles ouverts.
Supposons que ps, tq, ps1, t1q P V vérifient Φ2ps, tq “ Φ2ps1, t1q. Alors s “ s1 vu la forme
de Φ2, et donc Ψ2ps, tq “ Ψ2ps, t

1q. Supposons t ‰ t1, par exemple t ă t1. Comme la
fonction ξ ÞÑ Ψ2ps, ξq est dérivable sur I et t, t1 P I, il existe c P I (en fait c P rt, t1s) tel
que B2Ψ2ps, cq “ 0, par le théorème de Rolle. Mais c’est absurde car ps, cq P J ˆ I “ V
et B2Ψ2pvq ‰ 0 sur V . □

Par le sous-fait, et comme JΦ2pV q ‰ 0 pour tout v P V , on sait maintenant que
V 1 :“ Φ2pV q est un ouvert de R2 et que Φ2 est un difféomorphisme de V sur V 1 ; et
bien sûr Φ2 préserve la 1ère coordonnée.

Soit alors Φ1 :“ Ψ ˝ pΦ2q´1, qui est un difféomorphisme de V 1 sur ΨpV q “ ΦpUaq.
Si ps1, t1q “ Φ2ps, tq P V 1, alors Φ1ps1, t1q “ Φ1pΦ2ps, tqq “ Ψps, tq “ pΨ1ps, tq,Ψ2ps, tqq.
Mais Ψ2ps, tq “ t1 par définition de Φ2, donc Φ1ps1, t1q “ pΨ1ps, tq, t

1q ; donc Φ1 préserve
la 1ère coordonnée.

Comme Φ ˝Σ´1 “ Ψ “ Φ1 ˝Φ2 sur V “ ΣpUq, on voit que Φ “ Φ1 ˝Φ2 ˝Σ sur U ;
donc on a fini. □

Fait 2. Si (CV) est vraie pour Φ1 : Ω Ñ Ω1 et Φ2 : Ω1 Ñ Ω2, alors elle est vraie
pour Φ :“ Φ2 ˝ Φ1.
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Démonstration. Soit A un borélien quelconque de Ω. Si (CV) est vraie pour Φ1 et
Φ2, on peut écrire

λdpΦpAqq “ λdpΦ
2pΦ1pAqq

“

ż

Φ1pAq

|JΦ2pvq| dv

“

ż

A
|JΦ2pΦ1puqq| |JΦ1puq| du .

De plus, comme Φ “ Φ2 ˝ Φ1 on a JacΦpuq “ JacΦ2pΦ1puqq JacΦ1puq pour tout
u P Ω. Donc

JΦ2pΦ1puqq JΦ1puq “ JΦpuq,

et donc

λdpΦpAqq “

ż

A
|JΦpuq| du .

Ainsi, (CV) est vraie pour Φ d’après le Lemme simplificateur. □

Fait 3. (CV) est vraie pour toute permutation de coordonnées.

Démonstration. Soit Σ : V Ñ V 1 une permutation de coordonnées, et soit σ la per-
mutation de t1, . . . , du associée. Alors Σ est la restriction à V de l’application linéaire
rΣ : Rd Ñ Rd définie par rΣpejq “ eσ´1pjq pour j “ 1, . . . , d, où pe1, . . . , edq est la base ca-

nonique de RN . La matrice de rΣ est une “matrice de permutation” ; donc detprΣq “ ˘1,

et donc |JΣpuq| “ | detprΣq| “ 1 pour tout u P V . D’après le Lemme simplificateur, il
suffit donc vérifier qu’on a λdpΣpAqq “ λdpAq pour tout borélien A Ď V ;. Comme
l’application A ÞÑ λdpΣpAqq est une mesure borélienne sur V (exo), il suffit de vérifier
qu’on a λdpΣpP qq “ |P | pour tout pavé P Ď V . On écrit P “ I1ˆ¨ ¨ ¨ˆ Id : alors ΣpP q
est le pavé Pσ :“ Iσp1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Iσpdq, et donc |σpP q| “ |P |. □

Preuve de (CV). On va le faire par récurrence sur la dimension d.

(1) Cas où d “ 1.

Soit Φ : Ω Ñ Ω1 un difféomorphisme entre deux ouverts de R. Pour tout point
a P Ω, on peut trouver un intervalle ouvert I tel que a P I Ď Ω. Alors Φ est strictement
monotone sur I. Pour tout borélien A Ď I, on a d’après la Proposition 4.1 :

λ1pΦpAqq “

ż

ΦpIq

1ΦpAqpxq dx “

ż

I
1ΦpAqpΦpuqq |Φ

1puq| du “

ż

A
|Φ1puq| du .

Donc (CV) est vraie pour Φ d’après le Lemme simplificateur.

(2) Passage de d à d` 1

Supposons avoir montré que (CV) est vraie en dimension d, et soit Φ : ΩÑ Ω1 un
difféomorphisme entre deux ouvert de Rd`1.

D’après le Lemme simplificateur, il suffit de vérifier que pour tout point a P Ω, on
peut trouver un voisinage ouvert Ua de a tel que

(4.4) λd`1pAq “

ż

A
|JΦpuq| du pour tout borélien A Ď Ua.

On fixe donc un point a P Ω.
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Par le Fait 1, on peut trouver un voisinage ouvert U “ Ua de a sur lequel Φ peut se
“décomposer” sous la forme Φ “ Φ2˝Φ1˝Σ, où Σ est une permutation de coordonnées,
Φ1 est un difféo préservant la dernère coordonnée, et Φ2 est un difféo préservant la
première coordonnée. Par les Faits 2 et 3, on voit donc qu’il suffit de montrer que
(CV) est vraie pour Φ1 et Φ2. Donc : on s’est ramené au cas où Φ préserve la première
ou la dernière coordonnée.

Supposons par exemple que Φ préserve la dernière coordonnée. Dans la suite, on
écrit un point u P Rd`1 sous la forme u “ pv, tq où v P Rd et t P R. Alors
(4.5) Φpuq “ Φpv, tq “ pΨpv, tq, tq

pour tout u “ pv, tq P U , où Ψ : U Ñ Rd est de classe C1.

Notations. Pour A Ď Rd`1 et t P R, on pose

At :“ tv P Rd; pv, tq P Au .

Et pour tout t P R tel que U t ‰ H, on note Ψt : U
t Ñ Rd l’application définie par

Ψtpvq “ Ψpv, tq .

Par définition de Φ et comme Φ est injective, chaque application Ψt est injective
(exo). De plus, on a (autre exo)

JΨtpvq “ JΦpv, tq pour tout v P U t.

En particulier JΨtpvq ‰ 0 pour tout v P U t. Donc ΨtpU
tq est un ouvert de Rd et Ψt est

un difféomorphisme de U t sur ΨtpU
tq.

Maintenant, soit A un borélien quelconque de U . D’après le principe de Cavalieri,
on a

λd`1pΦpAqq “

ż

R
λdpΦpAq

tq dt.

De plus, par (4.5) on peut écrire

ΦpAqt “ tv1 P Rd; Dpv, sq P A : Φpv, sq “ pv1, tqu

“ tv1 P Rd; Dpv, sq P A : pΨpv, sq, sq “ pv1, tqu

“ tv1 P Rd; Dv P At : v1 “ Ψpv, tqu

“ ΨtpA
tq.

Donc

λd`1pΦpAqq “

ż

R
λdpΨtpA

tqq dt

“

ż

R

ˆ
ż

At

|JΨtpvq| dv

˙

dt ,

où on a appliqué l’hypothèse de récurrence aux difféomorphismes Ψt.
Comme JΨtpvq “ JΦpv, tq pour tout pv, tq P U , on obtient donc finalement

λd`1pΦpAqq “

ż

R

ˆ
ż

At

|JΦpv, tq| dv

˙

dt

“

ż

A
|JΦpuq| du par Fubini .

Conclusion : on a fini ! □



Chapitre 8

Espaces Lp

pΩ,B, µq fixé une fois pour toutes.

‚ “Intégrable” veut dire “intégrable par rapport à µ”.

‚ “Presque partout” ou “pp” veut dire “µ-presque partout”.

1. Semi-normes } ¨ }p et espaces Lp

1.1. Le cas 1 ď p ă 8. On fixe un nombre p tel que 1 ď p ă 8.

Définition 1.1. Pour toute fonction mesurable f : ΩÑ C ou r0,8s, on pose

}f}p :“

ˆ
ż

Ω
|fptq|p dµptq

˙1{p

,

avec la convention 81{p “ 8. On pose aussi

LppΩ,B, µq :“
␣

f : ΩÑ C mesurable; }f}p ă 8
(

“

"

f : ΩÑ C mesurable;

ż

Ω
|f |p dµ ă 8

*

.

Remarque 1. On écrira souvent Lp au lieu de LppΩ,B, µq. Mais on pourra aussi
écrire } ¨ }LppΩ,B,µq au lieu de } ¨ }p.

Remarque 2. Par définition, si f : ΩÑ C est mesurable, alors

f P Lp ðñ |f |p P L1 .

Remarque 3. “f P L1” signifie que f est intégrable sur Ω.

Cas particuliers. (1) Si Ω est un borélien de Rd, la notation LppΩq signi-
fiera toujours LppΩ,BpΩq, λdq.

(2) Pour tout ensemble I ‰ H, l’espace LppI,PpIq, µcq se notera ℓppIq. Pour toute
fonction f : I Ñ C ou r0,8s, on a

}f}p “

˜

ÿ

iPI

|fpiq|p

¸1{p

,

et donc

ℓppIq “

#

f : I Ñ C;
ÿ

iPI

|fpiq|p ă 8

+

.

(3) Si I “ t1, . . . , du, alors ℓppIq s’identifie à Cd ; et pour x “ px1, . . . , xdq P CN

on a

}x}p “

˜

d
ÿ

i“1

|xi|
p

¸1{p

;

107



108 8. ESPACES Lp

(4) si I “ N, alors ℓppNq est l’ensemble de toutes les suites x “ pxiqiPN P CN

vérifiant
8
ÿ

i“0

|xi|
p ă 8 .

Définition 1.2. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C. Une semi-norme
sur X est une application x ÞÑ }x} de X dans R vérifiant

‚ }x} ě 0 pour tout x P X ;

‚ }λx} “ |λ| }x} pour x P X et λ P K ;

‚ }x` y} ď }x} ` }y} pour x, y P X.

Proposition 1.3. Lp “ LppΩ,B, µq est un espace vectoriel et } ¨ }p est une semi-
norme sur Lp. De plus, pour f P Lp on a l’équivalence }f}p “ 0 ðñ fptq “ 0 presque
partout.

Démonstration. (i) Comme }f}pp “
ş

Ω |f |
p dµ et |f |p ě 0, on a }f}p “ 0 si et

seulement si |fptq|p “ 0 presque partout, i.e. fptq “ 0 presque partout.

(ii) Il est évident que }f}p ě 0 pour toute f P Lp, et aussi que }λf}p “ |λ| }f}p
pour λ P C :

}λf}p “

ˆ
ż

Ω
|λfptq|p dµptq

˙1{p

“

ˆ

|λ|p
ż

Ω
|f |p dµ

˙1{p

“ |λ| }f}p .

(iii) Inégalité triangulaire : moins évident.

Fait. L’ensemble B :“ tu P Lp; }u}p ď 1u est convexe : si u, v P B et λ P r0, 1s,
alors p1´ λqu` λv P B.

Preuve du Fait. Point clé : la fonction z ÞÑ |z|p est convexe sur C, car z ÞÑ |z| est
convexe et x ÞÑ xp est convexe croissante sur R` (puisque p ě 1).

Si u, v P B et λ P r0, 1s, alors on a par convexité de z ÞÑ |z|p :
ˇ

ˇp1´ λquptq ` λvptq
ˇ

ˇ

p
ď p1´ λq |uptq|p ` λ |vptq|p pour tout t P Ω.

Donc, en intégrant :
ż

Ω

ˇ

ˇp1´ λquptq ` λvptq
ˇ

ˇ

p
dµptq ď p1´ λq

ż

Ω
|uptq|p dµptq ` λ

ż

Ω
|vptq|p dµptq

ď p1´ λq ` λ car u, v P B .

Ainsi
›

›p1´ λqu` λv
›

›

p

p
ď 1 et donc p1´ λqu` λv P B. □

Soient maintenant f, g P Lp : on veut montrer que }f ` g}p ď }f}p ` }g}p.
Si }f}p “ 0, alors f “ 0 presque partout, donc f ` g “ g presque partout et donc

}f ` g}p “ }g}p ď }f}p ` }g}p. De même si }g}p “ 0.
Supposons }f}p ą 0 et }g}p ą 0. Alors les fonctions

u :“
f

}f}p
et v :“

g

}g}p
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sont bien définies, et par (ii) on a }u}p “ 1 “ }v}p “ 1. De plus,

f ` g

}f}p ` }g}p
“

}f}p
}f}p ` }g}p

u`
}g}p

}f}p ` }g}p
v

“ p1´ λqu` λv avec λ :“
}g}p

}f}p`}g}p
P r0, 1s .

Par le Fait, on en déduit que f`g
}f}p`}g}p

P B, i.e.
›

›

›

›

f ` g

}f}p ` }g}p

›

›

›

›

p

ď 1.

Donc OK par (ii).

(iv) Par (iii), si f, g P Lp alors }f ` g}p ď }f}p`}g}p ă 8, donc f ` g P Lp. Et par
(ii), si f P Lp, alors λf P Lp pour tout λ P C. Donc Lp est un ev. □

Remarque 1. L’inégalité triangulaire }f ` g}p ď }f}p ` }g}p s’appelle l’inégalité
de Minkowski. Elle est en fait valable pour toutes fonctions mesurables f, g : ΩÑ C
ou r0,8s, appartenant ou non à Lp (car évidente si }f}p “ 8 ou }g}p “ 8). Écriture
explicite :

ˆ
ż

Ω
|f ` g|p dµ

˙1{p

ď

ˆ
ż

Ω
|f |p dµ

˙1{p

`

ˆ
ż

Ω
|g|p dµ

˙1{p

.

Cas particulier : inégalité de Minkowski pour les sommes : si pxiqiPI et pyiqiPI sont
deux familles de nombres complexes indexées par le même ensemble I, alors

˜

ÿ

iPI

|xi ` yi|
p

¸1{p

ď

˜

ÿ

iPI

|xi|
p

¸1{p

`

˜

ÿ

iPI

|yi|
p

¸1{p

.

Remarque 2. Pour p “ 1, l’inégalité de Minkowski est évidente car |f`g| ď |f |`|g|.

Exercice. Montrer que Lp est un espace vectoriel sans utiliser l’inégalité de Min-
kowski. (Montrer d’abord que si f, g P Lp, alors maxp|f |, |g|q P Lp.)

1.2. Le cas p “ 8.

Lemme 1.4. Pour toute fonction f : Ω Ñ C ou r0,8s, il existe une plus petite
constante C ď 8 telle que |fptq| ď C presque partout.

Démonstration. Il existe au moins une constante C ď 8 telle que |fptq| ď C
presque partout, à savoir C :“ 8. Donc

K :“ inftC ď 8; |fptq| ď C presque partoutu

est un nombre positif bien défini, éventuellement égal à 8. Il suffit de montrer qu’on
a |fptq| ď K presque partout.

Par définition de K, on peut trouver une suite pCnq Ď r0,8s telle que

Cn Ñ K et @n P N :
´

|fptq| ď Cn pp
¯

.

Comme une conjection dénombrable de propriétés vraies presque partout est encore
vraie presque partout, on a

´

@n P N : |fptq| ď Cn

¯

pp ;

et donc |fptq| ď K pp puisque Cn Ñ K. □
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Définition 1.5. Pour toute fonction mesurable f : ΩÑ C ou r0,8s, on note }f}8
la plus petite constante C ď 8 telle que |fptq| ď C presque partout ; et on pose

L8 “ L8pΩ,B, µq :“ tf : ΩÑ C mesurable; }f}8 ă 8u .

Reformulation. Pour une fonction mesurable f : ΩÑ C, on a l’équivalence

f P L8 ðñ DC ă 8 telle que |fptq| ď C presque partout ;

et pour toute constante C ď 8, on a l’équivalence

}f}8 ď C ðñ |fptq| ď C pp .

En particulier, si f : ΩÑ C est mesurable et bornée, alors f P L8 et

}f}8 ď sup t|fptq|; t P Ωu .

Remarque. Les fonctions de L8pΩ,B, µq sont dites essentiellement bornées (re-
lativement à la mesure µ).

Exercice. Montrer qu’une fonction mesurable f : Ω Ñ C appartient à L8 si et
seulement si elle est presque partout égale à une fonction mesurable bornée.

Cas particuliers. (1) Si Ω est un borélien de Rd, la notation L8pΩq est
synonyme de L8pΩ,BpΩq, λdq.

(2) Si I est un ensemble non vide, l’espace L8pI,PpIq, µcq se note ℓ8pIq. Comme
“presque partout relativement à µc” veut simplement dire “partout”, ℓ8pIq
est l’ensemble de toutes les fonctions bornées f : I Ñ C, et on a pour toute
fonction f : I Ñ C :

}f}8 “ supt|fptq|; t P Iu .

(3) Si I “ t1, . . . , du alors ℓ8pIq s’identifie à Cd, et pour x “ px1, . . . , xdq P Cd on
a

}x}8 “ max
`

|x1|, . . . , |xN |
˘

.

(4) Si I “ N, alors ℓ8pNq est l’ensemble de toutes les suites bornées x “ pxiq P CN,
et pour toute suite x “ pxiq P CN on a

}x}8 “ sup
iPN
|xi| .

Exemple 1. Soit Ω “s0, 1s muni de la mesure µ “ δ1{2. La fonction f : s0, 1s Ñ R
définie par fptq “ 1

t n’est pas bornée ( !), mais elle est dans L8ps0, 1s,Pps0, 1sq, δ1{2q

avec }f}L8 “ |fp1{2q| “ 2.

Démonstration. C’est clair car “pour δ1{2-presque tout t P s0, 1s” est synonyme de
“pour t “ 1{2”. □

Exemple 2. Soit I un intervalle de R non trivial. Si f : I Ñ C est une fonction
continue, alors }f}8 “ sup t|fptq|; t P Iu. Donc f P L8pIq si et seulement si f est
bornée, et }f}8 a son sens “habituel”.

Démonstration. On a vu que }f}8 ď supt|fptq|; t P Iu. Inversement, on a |fptq| ď
}f}8 presque partout par définition de }f}8. Donc l’ensemble E :“ tt P I; |fptq| ď
}f}8u est tel que λ1pIzEq “ 0, et donc E est dense dans I (exo déjà posé). Mais E
est également fermé dans I car f est supposée continue. Donc E “ I, autrement dit
|fptq| ď }f}8 pour tout t P I, et ainsi supt|fptq|; t P Iu ď }f}8. □
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Proposition 1.6. L8 “ L8pΩ,B, µq est un espace vectoriel et } ¨ }8 est une
semi-norme sur L8. De plus, pour f P L8 on a l’équivalence }f}8 “ 0 ðñ fptq “ 0
presque partout.

Démonstration. Exo pas difficile. □

2. Les espaces Lp, 1 ď p ď 8

2.1. Définition des Lp. Pour p P r1,8s, on définit l’espace Lp “ LppΩ, µq par

LppΩ, µq “ . . . LppΩ,B, µq,

en convenant que le symbole d’égalité ““” doit être interprété au sens suivant :

f “ g dans Lp ðñ fptq “ gptq presque partout .

Donc, si f P Lp, alors

}f}p “ 0 ðñ f “ 0 dans Lp.

Fait 2.1. Lp “ LppΩ, µq est un espace vectoriel, et } ¨ }p est une norme sur Lp.

Démonstration. Évident avec la convention sur le symbole ““”. □

2.2. Complétude.

Théorème 2.2. Pour tout p P r1,8s, l’espace vectoriel normé pLp, } ¨ }pq est
complet. Autrement dit : Lp est un espace de Banach.

Rappel. Soit pZ, } ¨ }q un espace vectoriel normé. On suppose que pour toute suite
pzkq Ď Z telle que

ř8
0 }zk} ă 8, la série

ř

zk converge dans Z. Alors Z est complet.

Remarque. Il est encore mieux connu que la réciproque est vraie... et beaucoup
plus importante.

Preuve du “rappel”. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy dans Z. On veut montrer
que pxnq converge dans Z

Pour tout k P N, on peut trouver un entier nk tel que

@p, q ě nk : }xp ´ xq} ď 2´k.

De plus, on peut supposer que la suite pnkq est strictement croissante (micro-exo).

Si on pose z0 :“ xn0 et zk :“ xnk
´ xnk´1

pour k ě 1, alors }zk} ď 2´pk´1q pour

tout k ě 1, et donc
ř8

0 }zk} ă 8. Par hypothèse sur Z, on en déduit que la série
ř

zk
converge dans Z ; et comme

řk
i“0 zi “ xnk

pour tout k P N, cela signifie que la suite
pxnk

q est convergente. Ainsi, la suite pxnq possède une sous-suite convergente, et donc
pxnq converge dans Z car elle est de Cauchy (exo). □

Preuve du Théorème 2.2.

Fait. Si pukqkPN est une suite de fonctions mesurables positives sur Ω, alors
›

›

›

›

›

8
ÿ

k“0

uk

›

›

›

›

›

p

ď

8
ÿ

k“0

}uk}p .
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Preuve du Fait. (i) Supposons d’abord que p ă 8. Si on pose U :“
ř8

k“0 uk et
Un :“

řn
k“0 uk pour n P N, alors la suite ppUnq

pqnPN est croissante et tend vers Up en
tout point. Par convergence monotone, on a donc

ż

Ω

˜

8
ÿ

k“0

uk

¸p

“ lim
nÑ8

ż

Ω

˜

n
ÿ

k“0

uk

¸p

;

d’où, en prenant les “puissances 1{p-ièmes” :
›

›

›

›

›

8
ÿ

k“0

uk

›

›

›

›

›

p

“ lim
nÑ8

›

›

›

›

›

n
ÿ

k“0

uk

›

›

›

›

›

p

“ lim

›

›

›

›

›

n
ÿ

k“0

uk

›

›

›

›

›

p

ď lim
n
ÿ

k“0

}uk}p “
8
ÿ

k“0

}uk}p par Minkowski .

(ii) Maintenant, supposons que p “ 8. Par définition de } ¨ }8, on a

@k P N :
´

ukptq ď }uk}8 presque partout
¯

.

Donc, par l’argument habituel de “déplacement de parenthèses” :
´

@k P N : ukptq ď }uk}8

¯

presque partout .

On en déduit

0 ď
8
ÿ

k“0

ukptq ď
8
ÿ

k“0

}uk}8 presque partout ,

et donc
›

›

ř8
0 uk

›

›

8
ď
ř8

0 }uk}8.
□

Montrons maintenant que Lp est complet en utilisant le “rappel”.

Soit pfkqkPN une suite d’éléments de Lp telle que
ř8

0 }fk}p ă 8. Il s’agit de montrer
que la série

ř

fk converge dans Lp.

Par le Fait appliqué aux fonctions uk :“ |fk|, on a
›

›

›

›

›

8
ÿ

k“0

|fk|

›

›

›

›

›

p

ď

8
ÿ

k“0

›

›|fk|
›

›

p
“

8
ÿ

k“0

}fk}p ă 8 .

En particulier :
8
ÿ

k“0

|fkptq| ă 8 presque partout .

Soit alors F : Ω Ñ C la fonction définie par F ptq :“
ř8

k“0 fkptq si la série
ř

fkptq
converge, et F ptq :“ 0 sinon.

La fonction F est mesurable car les fk le sont. On a |F ptq| ď
ř8

0 |fkptq| pour tout
t P Ω, donc }F }p ď

›

›

ř8
0 |fk|

›

›

p
ă 8, et donc F P Lp.
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Si n P N, alors F ptq ´
řn

k“0 fkptq “
ř8

k“n`1 fkptq presque partout. Donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F ptq ´
n
ÿ

k“0

fkptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

k“n`1

fkptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

k“n`1

|fkptq| presque partout ,

et donc
›

›

›

›

›

F ´
n
ÿ

k“0

fk

›

›

›

›

›

p

ď

›

›

›

›

›

8
ÿ

k“n`1

|fk|

›

›

›

›

›

p

ď

8
ÿ

k“n`1

}fk}p par le Fait .

Donc }F ´
řn

k“0 fk}p Ñ 0 quand n Ñ 8, autrement dit la série
ř

fk converge

dans Lp et a pour somme F . □

Exercice. Montrer directement que les espaces ℓ8pNq et ℓ1pNq sont complets.

2.3. Le cas “hilbertien” p “ 2.

Rappels. ‚ On dit qu’un C-espace vectoriel normé pH, } ¨ }q est une espace
préhilbertien si la norme } ¨ } dérive d’un produit scalaire, i.e. il existe un produit
scalaire x ¨ , ¨ y sur H tel que

@x P H : }x}2 “ xx, xy .

‚ Produit scalaire : xx, yy est linéaire par rapport à x et anti-linéaire par rapport

à y (ou le contraire...), et xx, xy P R` pour tout x P H. On a alors xy, xy “ xx, yy pour
tous x, y P H (exo).

‚ Dans toute espace préhilbertien pH, } ¨ }q, on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|xx, yy| ď }x} }y} pour tous x, y P H .

‚ Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

Lemme 2.3. Si u, v P L2, alors uv P L1.

Démonstration. On a |uv| ď 1
2p|u|

2`|v|2q car |u|2`|v|2´2|u| |v| “ p|u|´|v|q2 ě 0 ;

donc
ş

Ω |uv| ď
1
2

`ş

Ω |u|
2 `

ş

Ω |v|
2
˘

ă 8. □

Remarque. Le lemme montre en particulier que : si punq et pvnq sont deux suites de
nombres complexes telles que

ř8
0 |un|

2 ă 8 et
ř8

0 |vn|
2 ă 8, alors

ř8
0 |unvn| ă 8.

Théorème 2.4. L’espace L2 “ L2pΩ,B, µqest un espace de Hilbert, dont le produit
scalaire est défini par

xf, gyL2 :“

ż

Ω
f g dµ pour f, g P L2 .

Démonstration. Par le lemme, xf, gy est bien défini pour toutes f, g P L2 ; et il est
évident que x ¨ , ¨ yL2 est un produit scalaire et qu’on a xf, fyL2 “ }f}2L2 pour toute

f P L2. □

Corollaire 2.5. (Cauchy-Schwarz)
Si f, g P L2, alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
fptqgptq dµptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż

Ω
|fptq|2 dµptq

˙1{2ˆż

Ω
|gptq|2 dµptq

˙1{2

;
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et en fait
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
|fptqgptq| dµptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż

Ω
|fptq|2 dµptq

˙1{2ˆż

Ω
|gptq|2 dµptq

˙1{2

.

Démonstration. La première inégalité est Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
x ¨ , ¨ yL2 ; et la deuxième est C-S appliqué aux fonctions |f | et |g|, qui sont dans L2. □

Corollaire 2.6. Si puiqiPI et pviqiPI sont deux familles de nombres complexes,
alors

ÿ

iPI

|uivi| ď

˜

ÿ

iPI

|ui|
2

¸1{2˜
ÿ

iPI

|vi|
2

¸1{2

.

Exercice. Soit H un espace préhilbertien, et soient x, y P H avec y ‰ 0. Montrer
que si on pose u :“

@

x, y
}y}

D

y
}y}

, alors u´x est orthogonal à y, et donc à u. En déduire

l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour x et y.

2.4. Convergence dans Lp et convergence presque partout.

Proposition 2.7. (convergence dominée dans Lp)

Supposons que p ă 8. Soit pfnq une suite de fonctions de Lp, et soit f : Ω Ñ C
mesurable. On suppose que fnptq Ñ fptq presque partout et qu’il existe une fonction
g P Lp telle que @n P N : |fnptq| ď gptq presque partout. Alors f P Lp et fn Ñ f en
norme Lp.

Démonstration. On a |fptq|p “ lim |fnptq|
p ď gptqp pp, donc |f |p est intégrable (car

gp l’est) i.e. f P Lp. Ensuite, on a |fn ´ f | ď |fn| ` |f | ď 2g et donc |f ´ fn|
p ď 2pgp

pour tout n. Donc, comme la fonction 2pgp est intégrable, }fn´f}
p
p “

ş

Ω |fn´f |
p Ñ 0

par le TCD appliqué aux fonctions rfn “ |fn ´ f |
p. □

Remarque. Il n’y a pas de théorème de convergence dominée dans L8.

Proposition 2.8. Soit pfnq Ď Lp une suite convergeant en norme Lp vers une
fonction f P Lp.

(1) Si p “ 8, alors fn Ñ f pp.

(2) Si p ă 8, alors pfnq admet une sous-suite pfnk
q qui tend vers f presque

partout.

Démonstration. (1) Pour tout n P N, on a |fnptq´qfptq| ď |fn´ f}8 pp. Donc, par
“déplacement de parenthèses”, on peut dire que p@n P N : |fnptq ´ fptq| ď }fn ´ f}8q
pp ; et donc |fnptq ´ fptq| Ñ 0 pp puisque }fn ´ f}8 Ñ 0.

(2) Comme fn Ñ f en norme Lp, on peut trouver une suite strictement croissante
d’entiers pnkq telle que }fnk

´ f}p ď 2´k pour tout k P N. On a alors
ż

Ω

˜

8
ÿ

k“0

|fnk
´ f |p

¸

“

8
ÿ

k“0

ż

Ω
|fnk

´ f |p “
8
ÿ

k“0

}fnk
´ f}pp ď

8
ÿ

k“0

2´pk ă 8 .

En particulier,
ř8

0 |fnk
ptq´fptq|p ă 8 presque partout, et donc |fnk

ptq´fptq| Ñ 0
presque partout. □

Remarque. En général, la convergence en norme Lp n’entraine pas la convergence
presque partout. Exo non évident : le montrer.
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3. L’inégalité de Hölder

3.1. L’inégalité et quelques conséquences.

Définition 3.1. Si p P r1,8s, on appelle exposant conjugué de p l’unique q P
r1,8s tel que

1

p
`

1

q
“ 1 .

Exemples : si p “ 1 alors q “ 8 ; si p “ 8 alors q “ 1 ; et si p “ 2 alors q “ 2.

Exercice. Montrer que si p, q sont des exposants conjugués avec 1 ă p, q ă 8, alors

pq ´ 1qp “ q et pp´ 1qq “ p .

Théorème 3.2. (inégalité de Hölder)
Soit p P r1,8s, et soit q l’exposant conjugué. Pour toutes fonctions mesurables f, g :
ΩÑ r0,8s ou C, on a

}fg}1 ď }f}p }g}q .

Si 1 ă p, q ă 8, cette inégalité s’écrit

ż

Ω
|fg| dµ ď

ˆ
ż

Ω
|f |p dµ

˙1{pˆż

Ω
|g|q dµ

˙1{q

.

Remarque. Pour p “ 2 “ q, on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Preuve du Théorème 3.2. Si p “ 1, q “ 8, on a |fptqgptq| ď |fptq| ˆ }g}8 presque
partout, et donc }fg}1 “

ş

Ω |fptqgptq| dµptq ď }g}8
ş

Ω |f | dµ “ }g}8 }f}1. De même si
p “ 8, q “ 1.

Supposons maintenant 1 ă p, q ă 8. On a besoin du fait suivant.

Fait. Si a, b P r0,8s, alors ab ď 1
p a

p ` 1
q b

q .

Preuve du Fait. L’inégalité est évidente si a “ 8 ou b “ 8 (car 1
p a

p ` 1
q b

q “ 8

dans ce cas), et également si a “ 0 ou b “ 0 (car ab “ 0 dans ce cas). On suppose donc
qu’on a 0 ă a, b ă 8, ce qui permet de “passer aux logarithmes”. Par concavité de la
fonction logarithme et comme 1

p `
1
q “ 1, on a

log

ˆ

1

p
ap `

1

q
bq
˙

ě
1

p
logpapq `

1

q
logpbqq “ logpaq ` logpbq “ logpabq ;

ce qui est l’inégalité souhaitée. □

Soient maintenant f, g deux fonctions mesurables sur Ω (à valeurs dans C ou r0,8s).
Si }f}p “ 0 ou }g}q “ 0, l’inégalité de Hölder est évidente car on a dans ce cas

fptq “ 0 presque partout ou gptq “ 0 presque partout, et donc fg “ 0 presque partout.
On suppose donc qu’on a }f}p ą 0 et }g}q ą 0.

Les fonctions u :“ f
}f}p

et v :“ g
}g}q

vérifient }u}p “ 1 “ }v}q. Par le fait, on a

|uptqvptq| ď
1

p
|uptq|p `

1

q
|vptq|q pour tout t P Ω ;
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d’où en intégrant :
ż

Ω
|uv| dµ ď

1

p

ż

Ω
|u|p dµ`

1

q

ż

Ω
|v|q dµ

“
1

p
}u}pp `

1

q
}v}qq

“
1

p
`

1

q
“ 1 .

Par définition de u et v, cela s’écrit
ş

Ω
|fg|

}f}p}g}q
dµ ď 1 ; d’où

}fg}1 “

ż

Ω
|fg| dµ ď }f}p}g}q .

□

Exercice. Déduire l’inégalité de Minkowski }f ` g}p ď }f}p ` }g}p de l’inégalité de
Hölder. (En supposant 1 ă p ă 8, écrire |f ` g| “ |f ` g|p´1|f ` g|, puis majorer |f ` g| et

utiliser deux fois Hölder.)

Corollaire 3.3. Si f P Lp et g P Lq, alors fg P L1.

Corollaire 3.4. Si u “ puiqiPI et v “ pviqiPI sont deux familles de nombres
complexes, alors

ÿ

iPI

|uivi| ď

˜

ÿ

iPI

|ui|
p

¸1{p˜
ÿ

iPI

|vi|
q

¸1{q

.

Corollaire 3.5. On suppose que la mesure µ est finie, i.e. µpΩq ă 8.

(1) La famille des espaces Lp est décroissante : si 1 ď p1 ď p2 ď 8, alors
Lp2 Ď Lp1. En particulier, on a L8 Ď Lp Ď L1 pour tout p P r1,8s.

(2) Si de plus µpΩq “ 1, alors la famille des normes Lp est croissante : si 1 ď
p1 ď p2 ď 8, alors } ¨ }p1 ď } ¨ }p2. En particulier, on a } ¨ }1 ď } ¨ }p ď } ¨ }8
pour tout p P r1,8s.

Démonstration. (1) Supposons p1 ă p2 ă 8. Pour toute fonction mesurable f :
ΩÑ C, l’inégalité de Hölder appliquée avec p :“ p2

p1
donne

ż

Ω
|f |p1 dµ “

ż

Ω
|f |p1 ˆ 1 dµ

ď

ˆ
ż

Ω

`

|f |p1
˘p
dµ

˙1{pˆż

Ω
1q dµ

˙1{q

“

ˆ
ż

Ω
|f |p2 dµ

˙p1{p2

µpΩq
1´

p1
p2 .

En élevant à la puissance 1{p1, on obtient

(3.1) }f}p1 ď }f}p2 ˆ µpΩq
1
p1

´ 1
p2 .

Comme µpΩq ă 8, on en déduit que si }f}p2 ă 8 alors }f}p1 ă 8 ; autrement dit :
f P Lp2 ùñ f P Lp1 .

Supposons maintenant p1 ă p2 “ 8. Dans ce cas, on a

(3.2) }f}p1 “

ˆ
ż

Ω
|fptq|p dµptq

˙1{p

ď }f}8 ˆ µpΩq
1{p1 ;
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et donc f P L8 ùñ f P Lp1 .

(2) Clair par (3.1) et (3.2). □

Remarque. Pour les espaces ℓppNq, la situation est exactement inverse : la famille
des normes } ¨ }ℓppNq est décroissante (si p1 ď p2, alors } ¨ }ℓp1 ě } ¨ }ℓp2 ), et donc la
suite des espaces ℓppNq est croissante. En particulier, on a } ¨ }8 ď } ¨ }p ď } ¨ }1 et
ℓ1pNq Ď ℓppNq Ď ℓ8pNq pour tout p P r1,8s.

Démonstration. D’abord, on a } ¨ }8 ď } ¨ }p pour tout p ă 8 (exo). Donc, il
suffit de montrer que } ¨ }ℓp1 ě } ¨ }ℓp2 si p1 ď p2 ă 8. Et par homogénéité, il suffit
en fait de montrer que si x “ pxnq P CN vérifie }x}p1 ď 1, alors }x}p2 ď 1 (exo).

Comme |xn| “ p|xn|
p1q1{p1 ď }x}p1 ď 1, on a |xn|

p2 ď |xn|
p1 pour tout n P N et donc

}x}p2p2 “
ř8

0 |xn|
p2 ď

ř8
0 |xn|

p1 “ }x}p1p1 ď 1. □

Exercice 1. Montrer qu’il n’y a aucune inclusion entre espaces LppRq. (Considérer
des fonctions de la forme fptq :“ 1

tα 1r1,8rptq ou fptq :“
1
tα 1s0,1sptq.)

Exercice 2. On suppose que µpΩq “ 1. Montrer que si f P L8, alors }f}8 “

limpÑ8 }f}p. (Observer que pour tout ε ą 0, l’ensemble Bε :“ t|f | ě p1 ´ εq}f}8u est de

mesure strictement positive, puis minorer
ş

Bε
|f |p dµ pour tout p ă 8.)

Corollaire 3.6. Soit I un intervalle de R. Si f : I Ñ C appartient à LppIq
pour un certain p P r1,8s, alors f est intégrable sur tout intervalle borné J Ď I. En
particulier, f est localement intégrable.

Démonstration. Si J Ď I est un intervalle borné, alors f|J P L
ppJq Ď L1pJq ; donc

f est intégrable sur J . □

Exercice. Soit I un intervalle de R, et soit a P I. Montrer que si f P LppIq pour
un certain p ą 1, alors la fonction F pxq :“

şx
a fptq dt est uniformément continue sur I.

(Montrer qu’en fait |F pyq ´ F pxq| ď C |y ´ x|α pour certaines constantes C ă 8 et α ą 0.)

Corollaire 3.7. Si g P Lq, alors la formule Φgpfq :“
ş

Ω fg dµ définit une forme
linéaire continue sur Lp, avec }Φg} ď }g}q.

Démonstration. Par l’inégalité de Hölder, la forme linéaire Φg est bien définie et
on a |Φgpfq| ď

ş

Ω |fg| ď }g}q }f}p pour toute f P Lp ; autrement dit, Φg est continue
avec }Φg} ď }g}q. □

Remarque 1. Si p ą 1, on a en fait }Φg} “ }g}q pour toute fonction g P Lq. C’est
encore vrai si p “ 1 et si l’espace mesuré pΩ,B, µq est “raisonnable”.

Remarque 2. On peut montrer que si 1 ă p ă 8, alors toute forme linéaire
continue sur Lp est de la forme Φg. Autrement dit : “le dual de Lp, c’est Lq”. C’est
encore vrai si p “ 1 et si l’espace pΩ,B, µq est “raisonnable”.
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4. Résultats de densité

4.1. Fonctions étagées. On note EpΩq l’ensemble des fonctions étagées sur Ω, à
valeurs complexes. Donc, une fonction φ : ΩÑ C appartient à EpΩq si et seulement si
elle est de la forme

φ “
N
ÿ

i“1

αi 1Ai ,

où les Ai sont des ensembles mesurables et αi P C, et si on veut on peut supposer que
les Ai sont disjoints et que αi ‰ 0 pour tout i.

Remarque 1. Toute fonction étagée est bornée, et donc EpΩq Ď L8. De plus, si

φ P EpΩq s’écrit φ “
řN

1 αi1Ai avec des Ai deux à deux disjoints vérifiant µpAiq ą 0,
alors }φ}L8 “ maxp|α1|, . . . , |αN |q.

Démonstration. Exo. □

Remarque 2. Soit p tel que 1 ď p ă 8. Si φ P EpΩq s’écrit φ “
řN

i“1 αi1Ai avec

des Ai deux à deux disjoint et des αi ‰ 0, alors }φ}pp “
řN

i“1 |αi|
p µpAiq. Donc : φ P Lp

si et seulement si µpAiq ă 8 pour tout i.

Démonstration. Comme les Ai sont disjoints, on a |φ|p “
řN

i“1 |αi|
p1Ai . Donc tout

est clair. □

Lemme 4.1. Pour toute fonction mesurable f : Ω Ñ C, on peut trouver une suite
pφnq de fonctions étagées telle que

(i) φnptq Ñ fptq pour tout t P Ω ;

(ii) |φnptq| ď |fptq| pour tout n et pour tout t P Ω.

Si de plus la fonction f est bornée, on peut faire en sorte que pφnq converge uni-
formément vers f .

Démonstration. Si f ě 0, on a déjà démontré ce résultat, avec même des φn ě 0
et une suite pφnq croissante.

Supposons f à valeurs réelles, et écrivons f “ f` ´ f´. Par le cas “positif”, on
peut trouver des suites pφn,`q et pφn,´q convenant pour f

` et f´. On a alors φn,` ” 0
sur Ω´ :“ tf ď 0u car 0 ď φn,` ď f` et f` ” 0 sur Ω´ ; et de même φn,´ ” 0
sur Ω` :“ tf ě 0u. Donc φn,`φn,´ “ 0. Donc, si on pose φn :“ φn,` ´ φn,´, alors
pφnq

˘ “ φn,˘ (cf un exo ancien). Donc |φn| “ φ`
n`φ

`
n “ φn,``φn,´ ď f``f´ “ |f | ;

et φn Ñ f` ´ f´ “ f , avec convergence uniforme si f est bornée (car f` et f´ sont
alors bornées).

Si f à valeurs complexes, on applique le cas “réel” aux fonctions Repfq et Impfq.
Les détails sont laissés en exercice. □

Théorème 4.2. Les fonctions étagées appartenant à Lp sont denses dans Lp, pour
tout p P r1,8s.

Démonstration. (i) Supposons p ă 8. Soit f P Lp quelconque, et soit pφnq une
“suite approximante” de fonctions étagées pour f comme dans le lemme. Comme |φn| ď

|f | P Lp, les fonctions φn sont dans Lp ; et la suite pφnq converge vers f en norme Lp

par convergence dominée dans Lp.

(ii) Supposons maintenant p “ 8. Soit f P L8 quelconque. Il existe alors une

fonction mesurable bornée rf : ΩÑ C telle que rf “ f presque partout.
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Soit pφnq une suite de fonctions étagées (donnée par le lemme) convergeant uni-

formément vers rf sur Ω. On pose εn :“ supt|φnptq ´ rfptq|; t P Ωu (donc εn Ñ 0).

Comme f “ rf presque partout, on a |φnptq ´ fptq| “ |φnptq ´ rfptq| ď εn presque
partout. Donc }φn ´ f}8 ď εn, et donc φn Ñ f pour la norme L8. □

4.2. Fonctions continues à support compact.

Définition 4.3. Soit Ω est un ouvert de Rd. On dit qu’une fonction φ : Ω Ñ C
est à support compact s’il existe un compact K Ď Ω tel que φptq ” 0 en dehors
de K. On note C00pΩq l’ensemble de toutes les fonctions continues à support compact
φ : ΩÑ C.

Remarque 1. Attention : le compact K dans la définition dépend de la fonction φ,
et K doit être entièrement contenu dans Ω. Par exemple, la fonction φ : s ´ 1, 1rÑ R
définie par φptq :“ 1´t2 n’appartient pas à C00p s´1, 1r q ; mais elle appartient à C00pRq
si on la prolonge par 0 en dehors de s ´ 1, 1r.

Remarque 2. On a C00pΩq Ď LppΩq pour tout p P r1,8s.

Démonstration. Soit φ P C00pΩq, et soit K Ď Ω un compact tel que φptq ” 0 en
dehors de K. Comme φ est continue, elle est bornée sur le compact K, donc bornée
sur Ω puisqu’elle est nulle en dehors de K ; donc φ P L8pΩq. Si p ă 8, alors

ż

Ω
|φ|p “

ż

K
|φ|p dλd ď }φ}

p
8 ˆ λdpKq ă 8 car K est borné ,

donc φ P LppΩq. □

Exercice. Montrer que C00pΩq est un espace vectoriel.

Théorème 4.4. Si p ă 8, alors C00pΩq est dense dans LppΩq.

Lemme 4.5. (régularité de la mesure de Lebesgue)
Pour tout borélien A Ď Rd tel que λdpAq ă 8 et pour tout ε ą 0, on peut trouver un
compact E et un ouvert U tels que

E Ď A Ď U et λdpUzEq ă ε .

Démonstration. On la fera plus tard.
□

Lemme 4.6. Si U est un ouvert de Rd et si E Ď Ω est un compact tel que E Ď U ,
alors on peut trouver une fonction φ P C00pΩq telle que φptq ” 1 sur E et φptq ” 0 en
dehors de U , avec de plus 0 ď φ ď 1.

Démonstration. Quitte à remplacer U par U XΩ (qui est ouvert et contient E), on
peut supposer que U Ď Ω.

Comme E est compact et U ouvert, on peut trouver un ouvert borné W tel que

E ĎW et W Ď U .

(Il suffit de prendre W :“ tx P Rd; distpx,Eq ă εu pour ε ą 0 assez petit.)
On a alors

distpx,Eq ` distpx,RdzW q ą 0 pour tout x P Rd .

En effet : comme E Ď W , on a ou bien x R E ou bien x R RdzW , donc ou bien
distpx,Eq ą 0 ou bien distpx,RdzW q ą 0 car E et RdzW sont des fermés de Rd.
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On peut donc définir φ : ΩÑ R par

φpxq :“
distpx,RdzW q

distpx,Eq ` distpx,RdzW q
¨

La fonction φ est continue, avec 0 ď φ ď 1. On a φpxq “ 1 si x P E car distpx,Eq “
0 ; et φpxq “ 0 si x R W , donc φ ” 0 en dehors de U car W Ď U . Enfin, φ est
nulle en dehors de K :“ W qui est compact et contenu dans U , donc dans Ω ; donc
φ P C00pΩq. □

Preuve du Théorème 4.4. Comme on sait que les fonctions étagées sont denses dans
LppΩq, il suffit de montrer que l’adhérence de C00pΩq contient toutes les fonctions

étagées appartenant à Lp. De plus, C00pΩq est un espace vectoriel, donc C00pΩq
Lp

aussi

(exo). Il suffit donc de montrer que C00pΩq
Lp

contient toutes les fonctions indicatrices
appartenant à LppΩq ; autrement dit (comme p ă 8) toutes les fonctions de la forme
1A avec A Ď Ω et λdpAq ă 8.

On fixe donc un borélien A Ď Ω vérifiant λdpAq ă 8, et ε ą 0. Il s’agit de trouver
une fonction φ P C00pΩq telle que }φ´ 1A}p ă ε.

Par le Lemme 4.5, on peut trouver un compact E et un ouvert U tels que E Ď

A Ď U et λdpUzEq ă ε ; et par le Lemme 4.6, on peut trouver une fonction φ P C00pΩq
telle que φ ” 1 sur E et φ ” 0 en dehors de U , avec 0 ď φ ď 1. Quitte à remplacer U
par U X Ω, on peut aussi supposer que U Ď Ω.

Par définition de φ, on a 1E ď φ ď 1U ; et on a aussi 1E ď 1A ď 1U car E Ď A Ď U .
Donc |φ´ 1A| ď 1U ´ 1E . Mais 1U ´ 1E “ 1UzE car E Ď U , donc

|φ´ 1A| ď 1UzE .

On en déduit

}φ´ 1A}
p
p “

ż

Ω
|φ´ 1A|

p dλd

ď

ż

Ω
1pUzE dλd

“ λdpUzEq ă ε .

C’est ce qu’on voulait, avec ε1{p au lieu de ε. □

Exercice. Montrer que C00pΩq n’est pas dense dans L8pΩq.



Chapitre 9

Produit de convolution

1. Définition et exemples

1.1. Définition. Soient f, g : ΩÑ C deux fonctions boréliennes. Pour tout x P R
tel que la fonction t ÞÑ fpx´ tqgptq est intégrable sur R, on pose

f ˚ g pxq :“

ż

R
fpx´ tqgptq dt .

La fonction f ˚ g s’appelle la convolée des fonctions f et g.

Remarque 1. Soit f´ : RÑ C la fonction définie par

f´puq “ fp´uq.

Comme fpx´ tq “ fp´pt´ xqq “ f´pt´ xq “
`

τxf´

˘

ptq, on a

f ˚ g pxq “

ż

R

`

τxf´

˘

ptqgptq dt

en tout point x où f ˚ g pxq est bien défini.

Remarque 2. Si f ˚ g est bien définie en un certain point x, alors g ˚ f aussi et

f ˚ g pxq “ g ˚ f pxq .

Démonstration. Pour tout x P R, on a
ş

R |fpx ´ tqgptq| dt “
ş

R |fpuqgpu ´ xq| du
par changement de variable ; donc f ˚ g pxq est bien défini si et seulement si g ˚ f pxq
l’est, et dans ce cas le même calcul donne f ˚ g pxq “ g ˚ f pxq. □

1.2. Quelques cas où f ˚g est bien définie. Soient f, g : RÑ C deux fonctions
boréliennes.

Proposition 1.1. Si f est localement intégrable et si g est dans L8 et à support
compact, alors f ˚ g pxq est bien défini pour tout x P R.

Démonstration. Soit A ă 8 tel que g ” 0 en dehors de r´A,As. Si x P R est
donné, alors fpx ´ tqgptq “ 0 si t R r´A,As, et |fpx ´ tqgptq| ď }g}8 |fpx ´ tq| pour
presque tout t P R. Donc

ż

R
|fpx´ tqgptq| dt “

ż A

´A
|fpx´ tqgptq| dt

ď }g}8

ż A

´A
|fpx´ tq| dt

“ }g}8

ż x`A

x´A
|fpuq| du

ă 8 car f est localement intégrable.

□

121
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Exercice. Montrer que si f et g sont toutes les deux à support compact, alors
f ˚ g est à support compact.

Exemple. Soient a, b P R vérifiant 0 ă a ď b. La convolée 1r´a,as ˚ 1r´b,bs est une
fonction “trapèze”, donnée par la formule suivante :

1r´a,as ˚ 1r´b,bs pxq “

$

’

’

&

’

’

%

x` a` b si ´pa` bq ď x ď a´ b
2a si a´ b ď x ď b´ a

a` b´ x si b´ a ď x ď a` b
0 si |x| ě a` b

(Si a “ b, le trapèze devient un triangle...)

Démonstration. Par définition, on a

1r´a,as ˚ 1r´b,bs pxq “

ż

R
1r´a,asptq1r´b,bspx´ tq dt

“

ż

R
1r´a,asptq1rx´b,x`bsptq

“
ˇ

ˇr´a, as X rx´ b, x` bs
ˇ

ˇ .

Et c’est bien ça. □

Proposition 1.2. Si f P LppRq et g P LqpRq, où p, q P r1,8s sont des exposants
conjugués, alors f ˚ g pxq est bien défini partout, et f ˚ g est une fonction continue
bornée, avec

}f ˚ g}8 ď }f}p }g}q .

Démonstration. Pour x P R donné, on a fpx ´ tqgptq “ τxf´ptqgptq, où f´puq “
fp´uq. Comme τxf´ P L

p et g P Lq, on a
`

τxf´

˘

g P L1 par Hölder ; donc f ˚ g pxq est
bien défini en tout point x P R. De plus, on a (toujours par Hölder)

|f ˚ g pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R

`

τxf´

˘

ptqgptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
|
`

τxf´

˘

ptqgptq| dt “ }
`

τxf´

˘

g}1 ď }τxf´}p }g}q .

Donc f ˚ g est bornée, avec }f ˚ g}8 ď }f}p }g}q.
Pour la continuité, on introduit la forme linéaire Φg : Lp Ñ C définie par

Φgphq :“

ż

R
hptqgptq dt .

Par Hölder, cette forme linéaire est continue (avec }Φg} ď }g}q) ; et on a par définition :

f ˚ g pxq “

ż

R

`

τxf´

˘

ptqgptq dt “ Φg

`

τxf´

˘

.

Comme l’application x ÞÑ τxf´ est continue de R dans Lp (continuité des translations),
on en déduit par composition que f ˚ g est continue. □

Corollaire 1.3. Si f est localement intégrable et si g est dans L8 et à support
compact, alors f ˚ g est continue.

Démonstration. Par la Proposition 1.1, f ˚ g est bien définie en tout point. Pour
la continuité, il suffit de montrer que f ˚ g est continue sur tout intervalle r´B,Bs,
B ą 0. On fixe donc B ą 0 ; et on fixe également A ă 8 tel que g ” 0 en dehors de
r´A,As.



1. DÉFINITION ET EXEMPLES 123

On a pour tout x P R :

f ˚ g pxq “

ż A

´A
fpx´ tqgptq dt .

Si de plus x P r´B,Bs, alors t´x P r´pA`Bq, A`Bs :“ K pour tout t P r´A,As,
et donc on peut écrire fpx´ tq “

`

1Kf
˘

pt´ xq. Donc

f ˚ g pxq “

ż A

´A

`

1Kf
˘

pt´ xqgptq dt

“

ż

R

`

1Kf
˘

pt´ xqgptq dt

“
`

1Kf
˘

˚ g pxq .

Ainsi, on a f ˚ g ”
`

1Kf
˘

˚ g sur r´B,Bs. Mais comme 1Kf P L
1 (car f est

localement intégrable et K est compact) et g P L8, la fonction
`

1Kf
˘

˚ g est continue
sur R par la Proposition 1.2 ; donc f ˚ g est continue sur r´B,Bs. □

Exercice. Soient p, q des exposants conjugués tels que 1 ă p, q ă 8. Montrer que
si f P LppRq et g P LqpRq, alors f ˚ g tend vers 0 à l’infini. (Commencer par le cas où f

et g sont continues à support compact.)

Théorème 1.4. Si f P L1pRq et si g P LppRq, 1 ď p ă 8, alors f ˚ g est bien
définie presque partout et appartient à LppRq, avec

}f ˚ g}p ď }f}1 }g}p .

Démonstration. On la fait seulement pour p “ 1. Pour p quelconque, cf poly.
Soit h la fonction borélienne positive définie par

hpxq :“

ż

R
|fpx´ tqgptq| dt .

Par Fubini, on a
ż

R
hpxq dx “

ż

R

ˆ
ż

R
|fpx´ tqgptq| dt

˙

dx

“

ż

R
|gptq|

ˆ
ż

R
|fpx´ tq| dx

˙

loooooooooomoooooooooon

}f}1

dt

“ }f}1

ż

R
|gptq| dt

“ }f}1 }g}1 .

En particulier,
ş

R hpxq dx ă 8. Donc hpxq ă 8 presque partout ; autrement dit
f ˚ g pxq est bien défini presque partout.

On vérifie que la fonction f ˚ g est λ1-mesurable (exo ; commencer par le cas où f
et g sont ě 0, puis f et g réelles, puis...). De plus, on a

|f ˚ g pxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
fpx´ tqgptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
|fpx´ tqgptq| dt “ hpxq presque partout;

donc f ˚ g P L1 avec }f ˚ g}1 ď }h}1 “ }f}1 }g}1. □

Exercice. Montrer que si f, g, h P L1pRq, alors pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq. (Expliquer
d’abord pourquoi ceci a un sens, et quel sens.)
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2. Propriété “régularisante”

Théorème 2.1. Soit N P N˚. Si f : RÑ C est localement intégrable et si g : RÑ
C est de classe CN à support compact, alors f ˚ g est de classe CN sur R, avec pour
k “ 1, . . . , N :

pf ˚ gqpkq “ f ˚ pgpkqq .

Démonstration. ll suffit de traiter le cas N “ 1 (ensuite : récurrence). Donc, on
suppose que f est localement intégrable et que g de classe C1 à support compact.

Idée : écrire

f ˚ g pxq “ g ˚ f pxq “

ż

R
fptqgpx´ tq dt ,

pour faire apparaitre le x dans la fonction “gentille” g.
Maintenant, on applique le théorème de dérivabilité pour les intégrales à pa-

ramètres. Si on pose F px, tq :“ fptqgpx´ tq, alors F px, tq est intégrable par rapport à
t pour tout x fixé (car f est localement intégrable et g est bornée à support compact),
et de classe C1 par rapport à x, avec

BF

Bx
px, tq “ fptqg1px´ tq .

Pour vérifier l’hypothèse de domination, on fixe un compact K Ď R, et BK ą 0 tel
que K Ď r´BK , BKs. Soit également A ą 0 tel que g ” 0 en dehors de r´A,As.

On a g1puq ” 0 en dehors de r´A,As. Donc, si x P K Ď r´BK , BKs, alors g
1px´tq “

0 pour tout t R r´pA`BKq, A`BKs :“ JK . On en déduit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BF

Bx
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gKptq pour tout x P K ,

où la fonction gK est définie par

gKptq :“

"

0 si t R JK ,
}g1}8 |fptq| si t P JK .

La fonction gK est intégrable sur R car f est intégrable sur l’intervalle compact
JK . Donc le théorème de dérivabilité s’applique : la fonction f ˚g est de classe C1, avec

pf ˚ gq1pxq “

ż

R
fptqg1px´ tq dt “ g ˚ f 1pxq “ f ˚ g1pxq .

□

Remarque. Le théorème n’est pas vide : il existe bien des fonctions non nulles, de
classe CN et à support compact. Plus précisément, pour tout intervalle ouvert borné
non trivial I Ď R, on peut trouver une fonction χ P C8pRq positive, nulle en dehors de
I et vérifiant χptq ą 0 sur I.

Démonstration. Soit θ : R Ñ R la fonction définie par θptq :“ 0 si t ď 0 et

θptq :“ e´1{t si t ą 0. La fonction θ est de classe C8 sur Rzt0u, et on vérifie très

facilement que les dérivées θpkqptq pour t ą 0 sont de la forme θpkqptq “ Pkp1{tqe
´1{t,

où Pk est un polynôme. Donc θpkqptq Ñ 0 quand t Ñ 0` pour tout k P N, et par

conséquent θ est de classe C8 sur R avec θpkqp0q “ 0 pour tout k P N.
Si on maintenant on écrit I “sa, br et si on pose χptq :“ θpt ´ aqθpb ´ tq, alors χ

est de classe C8, identiquement nulle en dehors de I “sa, br, car θpt´ aq “ 0 si t ď a
et θpb´ tq “ 0 si t ě b, et on a χptq ą 0 sur I car θpsq ą 0 pour tout s ą 0. □
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Exercice. Montrer que pour tout intervalle non trivial I Ď R de centrem, on peut
trouver une fonction χ P C8pRq positive, nulle en dehors de I et vérifiant χptq ” 1
au voisinage de m. (Indications : (i) En primitivant une fonction C8 à support compact

convenable, montrer qu’il existe une fonction ϕ P C8pRq telle que ϕptq “ 0 pour tout t ď 0 et

ϕptq “ 1 pour tout t ě 1. (ii) Montrer qu’il existe une fonction ψ P C8pRq identiquement nulle

en dehors de s0, 4r telle que ψptq ” 1 sur r1, 3s. (iii) Conclure.)

3. Approximation par convolution

Définition 3.1. Soit pknqnPN une suite dans L1pRq. On dit que pknq est une suite
de Dirac si elle vérifie les propriétés suivantes.

(i)
ş

R knptq dt “ 1 pour tout n P N.
(ii) pknq est bornée dans L1, i.e. il existe une constante M telle que }kn}1 ďM

pour tout n P N ;

(iii) Pour tout δ ą 0, on a lim
nÑ8

ż

t|t|ěδu

|knptq| dt “ 0.

Remarque. La condition (iii) signifie que “kn se concentre autour de 0” quand
nÑ8.

Exemple. Soit k P L1pRq vérifiant
ş

R kptq dt “ 1. Si pλnq est une suite de nombre
réels strictement positifs tendant vers 8, alors la suite pknq définie par

knptq :“ λn kpλntq

est une suite de Dirac.

Démonstration. On a
ż

R
|knptq| dt “

ż

R
|kpλnuq|λndt “

ż

R
|kpuq| du “ }k}1 .

Donc kn P L
1pRq avec }kn}1 “ }k}1 pour tout n P N ; en particulier, (ii) est vérifiée. De

même
ş

R knptq dt “
ş

R kpλnuqλnd “
ş

R kpuq du “ 1 pour tout n P N, i.e. (i) est vérifiée.
Pour vérifier (iii), on fixe δ ą 0. Alors

ż

t|t|ěδu

|knptq| dt “

ż

t|t|ěδu

|knpλntq|λndt “

ż

t|u|ěλnδu

|kpuq| du .

Comme λnδ Ñ8 et comme k est intégrable sur R, l’intégrale
ż

t|u|ěλnδu

|kpuq| du “

ż

R
|kpuq| du´

ż λnδ

´λnδ
|kpuq| du

tend vers 0 quand nÑ8 ; donc (iii) est vérifiée. □

Théorème 3.2. Soit pknq Ď L1pRq une suite de Dirac, et soit f : R Ñ C
borélienne.

(1) Si f est bornée et continue en un point x0 P R, alors kn ˚ fpx0q Ñ fpx0q
quand nÑ8.

(2) Si f est bornée et uniformément continue, alors kn ˚ f Ñ f uniformément.

(3) Si f P LppRq avec 1 ď p ă 8, alors kn ˚ f Ñ f en norme Lp.
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Remarque 1. Notons CbpRq l’espace des fonctions continues bornées sur R, muni
de la norme } ¨ }8. Toute mesure borélienne finie µ sur R définit une forme linéaire
continue sur CbpRq, notée f ÞÑ xµ, fy, par la formule

xµ, fy :“

ż

R
f dµ .

Par ailleurs, toute fonction g P L1pRq définit également une forme linéaire continue sur
CbpRq, notée f ÞÑ xg, fy, par la formule

xg, fy :“

ż

R
fptq gptqdt .

Avec cette notation, on a g ˚ fp0q “
ş

R gptqfp´tq dt “ xg, f´ y pour toute f P CbpRq.
Donc, la partie (1) du théorème, appliquée avec x0 :“ 0 et f´ au lieu de f , dit que

xkn, fy Ñ xδ0, fy pour toute f P CbpRq .
Ainsi, la suite pknq “tend vers la masse de Dirac δ0”.

Remarque 2. En raison de (3), les suites de Dirac s’appellent souvent des unités
approchées pour la convolution.

Exercice. Montrer que L1pRq n’a pas d’unité pour la convolution ; autrement dit,
qu’il n’existe pas de fonction k P L1pRq telle que k ˚ f “ f pour toute f P L1pRq.
(Montrer qu’une telle fonction k devrait vérifier

şx`1

x´1
kpuq dt “ 1r´1,1spxq presque partout, et

utiliser le fait que la fonction x ÞÑ
şx`1

x´1
kpuq du est continue sur R.)

Preuve du Théorème 3.2.

Fait. Si φ : RÑ R` est borélienne bornée et vérifie lim
tÑ0

φptq “ 0, alors

ż

R
|knptq|φptq dtÑ 0 quand nÑ8 .

Preuve du Fait. Pour pouvoir utiliser la propriété (iii) dans la définition d’une suite
de Dirac, on coupe l’intégrale en deux : pour tout δ ą 0 et pour tout n P N, on a

ż

R
|knptq|φptq dt “

ż

t|t|ăδu

|knptq|φptq dt`

ż

t|t|ěδu

|knptq|φptq dt

ď sup
|t|ăδ

φptq

ż

t|t|ăδu

|knptq| dt` }φ}8

ż

t|t|ěδu

|knptq| dt

ď M sup
|t|ăδ

φptq ` }φ}8

ż

t|t|ěδu

|knptq| dt ,

où la constante M est donnée par la propriété (ii) dans la définition d’une suite de
Dirac. Comme

ş

t|t|ěδu
|knptq| dtÑ 0 par (iii), on en déduit

lim

ż

R
|knptq|φptq dt ďM sup

|t|ăδ
φptq pour tout δ ą 0 ;

et donc
ş

R |knptq|φptq dtÑ 0 puisque φptq Ñ 0 quand tÑ 0. □

Maintenant, on retourne à la preuve du théorème.

(1) Comme f P L8 et kn P L
1, la convolée kn ˚ f est bien définie partout, donc

l’énoncé a un sens !
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Idée clé : comme
ş

R kn “ 1, on peut écrire

fpx0q “ fpx0q ˆ

ż

R
knptq dt ,

et donc

kn ˚ fpx0q ´ fpx0q “

ż

R
knptqfpx0 ´ tq dt´ fpx0q ˆ

ż

R
knptq dt

“

ż

R
knptq

`

fpx0 ´ tq ´ fpx0q
˘

dt .

On en déduit

|kn ˚ fpx0q ´ fpx0q| ď

ż

R
|knptq| |fpx0 ´ tq ´ fpx0q|

looooooooooomooooooooooon

φptq

dt .

Le fonction φ est bornée car f l’est, et φptq Ñ 0 quand tÑ 0 puisque f est continue
en x0. Donc kn ˚ fpx0q Ñ fpx0q par le Fait.

(2) La preuve est la même. Pour tout x P R, on a comme plus haut

|kn ˚ fpxq ´ fpxq| ď

ż

R
|knptq| |fpx´ tq ´ fpxq| dt

ď

ż

R
|knptq| ˆ sup

␣

|fpvq ´ fpuq|; |v ´ u| ď |t|
(

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

φptq

dt .

Le fonction φ est bornée car f l’est, et φptq Ñ 0 quand tÑ 0 car f est uniformément
continue. Donc l’intégrale de droite tend vers 0 par le Fait, et donc kn˚fpxq´fpxq Ñ 0
uniformément puisque la majoration ne dépend pas de x.

(3) On la fait seulement pour p “ 1. Il faut faire un peu attention car kn ˚ f n’est
définie que presque partout.

On a pour presque tout x P R :

|kn ˚ fpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R

`

fpx´ tq ´ fpxq
˘

knptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

R
|fpx´ tq ´ fpxq| |knptq| dt

“

ż

R
|knptq| |τtfpxq ´ fpxq| dt

:“

ż

R
Φtpxq dt .

Donc, en intégrant :

}kn ˚ f ´ f}1 ď

ż

R

ˆ
ż

R
Φtpxq dt

˙

dx

“

ż

R
|knptq|

ˆ
ż

R
|τtfpxq ´ fpxq| dx

˙

dt

“

ż

R
|knptq| }τtf ´ f}1

loooomoooon

φptq

dt
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La fonction φ est bornée sur R car φptq ď 2}f}1, et φptq Ñ 0 quand t Ñ 0 par
continuité des translations dans L1pRq. Donc }kn ˚ f ´ f}1 Ñ 0 par le Fait. □

Corollaire 3.3. Pour tout p P r1,8r, les fonctions de classe C8 à support com-
pact sont denses dans LppRq.

Démonstration. Comme les fonctions continues à support compact sont denses
dans LppRq (car p ă 8), il suffit de montrer que l’adhérence de C8

00pRq dans Lp contient
C00pRq. On fixe donc une fonction f P C00pRq, et on cherche une suite pφnq Ď C8

00pRq
qui converge vers f en norme Lp.

Soit χ P C8
00pRq positive et non identiquement nulle. Alors

ş

R χ ‰ 0, donc on

peut définir kptq :“ 1
ş

R χ
χptq. La fonction k est de classe C8 à support compact avec

ş

R kptq dt “ 1. Donc, si on pose knptq :“ nkpntq, alors pknq est une suite de Dirac
formée de fonctions C8 à support compact.

Par le Théorème 3.2, φn :“ kn ˚ f tend vers f en norme Lp. De plus, les φn sont
de classe C8 par le Théorème 2.1. Enfin, chaque φn est à support compact car kn et
f le sont. (Si on choisit A et An tels que f ” 0 en dehors de r´A,As et φn ” 0

en dehors de r´An, Ans, alors kn ˚ fpxq “
şA

´A knpx ´ tqfptq dt vaut 0 en dehors de

r´A´An, A`Ans.) □

Corollaire 3.4. Pour toute fonction φ P C00pRq, on peut trouver une suite
pφnq ĎP C8

00pRq telle que φn Ñ φ uniformément sur R.

Démonstration. Exo. □

4. Transformation de Fourier

4.1. Généralités.

Rappel. Si f P L1pRq, la transformée de Fourier de f est la fonction pf : RÑ C
définie par

pfpxq “

ż

R
fptqe´ixtdt.

Exemple. Si g est la fonction définie par gptq “ e´t2{2, alors pgpxq “
?
2π e´x2{2

pour tout x P R.

Remarque. Si f P L1pRq, alors pf est une fonction continue bornée, avec } pf}8 ď

}f}1.

Démonstration. Exo □

Proposition 4.1. Si f P L1pRq, alors pfpxq Ñ 0 quand x Ñ ˘8 (Lemme de
Riemann-Lebesgue).

Démonstration. Exo non trivial. Commencer par le cas où f est de classe C1 et à
support compact. □

Proposition 4.2. Si f, g P L1pRq, alors zf ˚ g “ pf pg.

Démonstration. □

Exercice. Montrer qu’il n’existe pas de fonction k P L1pRq telle que @f P L1pRq :
k ˚ f “ f .
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4.2. Formule d’inversion de Fourier.

Théorème 4.3. Si f P L1pRq et si de plus pf est intégrable sur R, alors

fptq “
1

2π

ż

R
pfpxqeitxdx presque partout

Démonstration.

Fait 1. Il existe une fonction g intégrable sur R et bornée telle que : g continue
en 0 avec gp0q “ 1 et pg est intégrable sur R avec

ş

R pg “ 2π.

Preuve du Fait 1. La gaussienne. □

Notation. Si g P L1pRq, on note qg la fonction définie par

qgptq “

ż

R
gpxqeitxdx.

Fait 2. Soit f P L1pRq telle que pf P L1pRq. Si g P L1pRq X L8pRq est telle que
pg P L1pRq, alors

@ε ą 0 @t P R :

ż

R
pfpxqgpεxqeitxdx “ f ˚ hεptq,

où hε est la fonction définie par

hεpuq :“
1

ε
qg
´u

ε

¯

.

Preuve du Fait 2. Fubini. □

Soit maintenant f P L1pRq telle que pf P L1. Soit aussi pεnq une suite de nombre
réells strictement positifs tendant vers 0. Si g est comme dans le Fait 1 et si on pose
k :“ 1

2π qg, alors on a par le Fait 2 :

@t P R :
1

2π

ż

R
pfpxqgpεnxqe

itxdx “ f ˚ knptq,

où knpuq :“
1
εn
k
´

u
εn

¯

.

De plus, par définition de k, on a
ş

R k “ 1 car
ş

R qg “
ş

R pg “ 2π. Donc la suite

pknqnPN est une suite de Dirac dans L1pRq. Etc
□

Corollaire 4.4. Si f P L1pRq est continue et si pf P L1pRq, alors

fptq “
1

2π

ż

R
pfpxqeitxdx pour tout t P R.

Démonstration. Les fonctions f et t ÞÑ 1
2π

ş

R
pfpxqeitxdx sont continues et égales

presque partout, donc égales partout. □

Remarque. L’hypothèse “ pf P L1pRq” est satisfaite en particulier si f P L1pRq est
de classe C2 et telle que f 1 et f2 sont intégrables sur R.

Démonstration. □
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Exercice. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par fptq “ e´|t|,
et en déduire que pour tout t P R, on a

ż

R

eitx

1` x2
dx “ π e´|t|.

4.3. Formule de Plancherel.

Théorème 4.5. Si f P L1pRq X L2pRq, alors pf P L2pRq et on a la formule de
Plancherel

ż

R
| pfpxq |2 dx “ 2π

ż

R
|fptq|2 dt .

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.6. Si f P L1pRq X L2pRq, alors il existe une suite pφnq de fonctions de
classe C2 à support compact telle que φn Ñ f en norme L1 et en norme L2.

Démonstration. Posons d’abord fn :“ 1r´n,ns f . Alors fnptq Ñ fptq presque par-

tout, et |fn| ď |f | pour tout n P N. Comme f P L1XL2, on en déduit par convergence
dominée (dans L1 et dans L2) que fn Ñ f en norme L1 et en norme L2.

Maintenant, soit pkrqrPN Ď L1pRq une suite de Dirac formée de fonctions de classe
C2 à support compact. Pour n P N fixé, on sait que kr ˚ fn Ñ fn en norme L1 et en
norme L2 quand r Ñ 8 ; donc on peut trouver un entier rn tel que }krn ˚ fn}p ď 2´n

pour p “ 1, 2.
Comme }krn ˚ fn ´ f}p ď }krn ˚ fn ´ fn}p ` }fn ´ f}p, on voit que φn :“ krn ˚ fn

tend vers f en norme L1 et en norme L2 quand n Ñ 8. De plus, chaque φn est de
classe C2 à support compact car krn est de classe C2 à support compact et fn est à
support compact. □

Preuve du Théorème 4.5. Soit f P L1pRq X L2pRq. On va distinguer 2 cas.

Cas 1. On supose que pf P L1pRq.

Dans ce cas, c’est un calcul direct utilisant la formule d’inversion et Fubini :
ż

R
| pfpxq|2dx “

ż

R
pfpxq pfpxq dx

“

ż

R
pfpxq

´

fptqeitxdt
¯

“

ż

R
fptq

ˆ
ż

R
pfpxqeitxdx

˙

dt

“ 2π

ż

R
|fptq|2dt.

Cas 2. Cas général.

Soit pφnq une suite de fonctions de classe C2 à support compact convergeant vers
f en norme L1 et en norme L2. (La suite pφnq est donnée par le Lemme 4.6.)

On sait que xφn P L
1pRq pour tout n P N. D’après le Cas 1, on a donc

}xφn}
2
2 “ 2π }φn}

2
2 .

Comme de plus }φn}
2 Ñ }f}22 puisque φn Ñ f en norme L2, on en déduit que

(4.1) }xφn}
2
2 Ñ 2π }f}2 .
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Par ailleurs, on a }xφq ´ xφp}
2
2 “ } {φp ´ φq}

2
2 “ }φq ´ φp}

2
2 pour tous p, q P N,

d’après le Cas 1 appliqué à φq ´ φp. Donc la suite pxφnq est de Cauchy dans L2 car
pφnq est de Cauchy. Comme L2 est complet, la suite xφn converge donc dans L2 vers
une certaine fonction g ; et par conséquent, pxφnq admet une sous-suite qui tend vers

g presque partout. Mais xφnpxq Ñ pfpxq en tout point (et même uniformément) car

φn Ñ f en norme L1 et |xφnpxq ´ pfpxq| “ | {pφn ´ fqpxq| ď }φn ´ f}1 pour tout x P R.
Donc gpxq “ pfpxq presque partout ; et donc xφn Ñ pf en norme L2. En particulier :

(4.2) }xφn}
2
2 Ñ } pf}22 .

En comparant (4.1) et (4.2), on obtient immédiatement la formule de Plancherel.
□





Chapitre 10

Classes monotones et applications

1. Théorème des classes monotones

Définition 1.1. Soit Ω un ensemble non vide, et soit M une famille de parties
de Ω. On dit que M est une classe monotone si elle vérifie les propriétés suivantes.

(o) Ω PM.

(i) Stabilité par différences propres : si A,A1 PM et A Ď A1, alors A1zA PM.

(ii) Stabilité par réunions dénombrables croissantes : si pAnqnPN est une
suite croissante d’éléments de M, alors

Ť8
n“0An PM.

Exemple 0. Toute tribu est une classe monotone.

Exemple 1. Soit B une tribu de parties de Ω. Si µ1 et µ2 sont deux mesures finies
sur pΩ,Bq telles que µ1pΩq “ µ2pΩq, alors M :“ tA P B; µ1pAq “ µ2pAqu est une
classe monotone.

Démonstration. On a Ω PM par hypothèse. La stabilité par réunions dénombrables
croissantes vient de la continuité par en dessous des mesures µ1 et µ2 ; et si A,A

1 PM
avec A Ď A1, alors µ1pA

1zAq “ µ1pA
1q ´ µ1pAq “ µ2pA

1q ´ µ2pAq “ µ2pA
1zAq, donc

A1zA PM. (On a besoin de savoir que les mesures sont finies pour pouvoir soustraire
µ1pAq et µ2pAq.) □

Exemple 2. Soient Ω1 et Ω2 deux espaces métriques. Pour A Ď Ω1 ˆΩ2 et x P Ω1,
notons Ax la coupe de A à l’abscisse x. Si µ est une mesure borélienne finie sur Ω2,
alors la famille

M :“
␣

A P BpΩ1 ˆ Ω2q; la fonction x ÞÑ µpAxq est borélienne sur Ω1

(

est une classe monotone.

Démonstration. Si pAnq est une suite croissante d’éléments deM et si on pose A :“
Ť8

n“0An, alors µpAxq “ limnÑ8 µ
`

pAnqx
˘

car Ax est la réunion croissante des pAnqx ;

donc la fonction x ÞÑ µpAxq est borélienne car les fonctions x ÞÑ µ
`

pAnqx
˘

le sont. Si

A,A1 PM avec A Ď A1, alors on peut écrire µ
`

pA1zAqx
˘

“ µpA1
xzAxq “ µpA1

xq´µpAxq

car la mesure µ est finie ; donc la fonction x ÞÑ µ
`

pA1zAqx
˘

est borélienne. □

Définition 1.2. Soit C une famille de parties de Ω. On dit que C est un π-système
si C est stable par intersections finies.

Exemple 1. Soit Ω un ouvert de Rd. La famille des pavés compacts contenus dans
Ω est un π-système de parties de Ω.

Exemple 2. Soient Ω1 et Ω2 deux espaces métriques, et soit Ω “ Ω1ˆΩ2. La famille
C “ tC1 ˆ C2; C1 P BpΩ1q, C2 P BpΩ2qu est un π-système de parties de Ω.
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Théorème des classes monotones. Soit C un π-système de parties de Ω. Si
M Ď PpΩq est une classe monotone contenant C, alors M contient la tribu σpCq
engendrée par C.

Démonstration. Notons M0 la classe monotone engendrée par C, i.e. l’inter-
section de toutes les classes monotones contenant C, ou encore la plus petite classe
monotone contenant C. On a par définition C Ď M0 Ď M ; donc il suffit de montrer
que M0 est en fait une tribu : on aura alors σpCq ĎM0, et donc σpCq ĎM.

Comme Ω PM0, on a H “ ΩzΩ PM0 car M0 est une classe monotone. De même,
si A PM0, alors ΩzA PM0 car Ω PM0.

La stabilité par réunions dénombrables va se prouver en 3 étapes.

Fait. Si E PM0, alors ME :“ tM Ď Ω; M X E PM0u est une classe monotone.

Preuve du Fait. On a Ω PME puisque Ω X E “ E. Si M,M 1 PME et M Ď M 1,
alors

pM 1zMq X E “ pM 1 X Eq
loooomoooon

PM0

z pM X Eq
loooomoooon

PM0

PM0

car M0 est une classe monotone ; donc M 1zM PME . De même, si pMnq est une suite
croissante d’éléments de ME , alors

`
Ť8

0 Mn

˘

X E “
Ť8

0 pMn X Eq PM0 car M0 est

une classe monotone ; donc
Ť8

0 Mn PME . □

Étape 1. Si B P C, alors AXB PM0 pour tout A PM0.

Démonstration. Par le Fait, la famille MB “ tA Ď Ω; AXB PM0u est une classe
monotone. De plus, MB contient C car C est stable par intersections finies : si A P C,
alors AXB P C ĎM0. Donc MB contient M0, ce qui est le résultat souhaité. □

Étape 2. M0 est stable par intersections finies.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’on a A X B P M0 pour tous A,B P M0.
Pour cela, on fixe A P M0 et on considère la famille MA “ tB Ď Ω; A X B P M0u.

Par le Fait, MA est une classe monotone. De plus MA contient C par l’Étape 1. Donc
MA contient M0. □

Étape 3. M0 est stable par réunions dénombrables.

Démonstration. Soit pAnqnPN une suite quelconque d’éléments de M0. Si on pose

Bn :“ A0Y¨ ¨ ¨YAn, alors Bn PM0 d’après l’Étape 2 car Bn “
`
Şn

k“0A
c
k

˘c
et M0 est

stable par complémentation. De plus, la suite pBnq est croissante et
Ť8

0 Bn “
Ť8

0 An ;
donc

Ť8
0 An PM0 car M0 est une classe monotone. □

Maintenant qu’on sait que M0 est une tribu, la preuve du théorème des classes
monotones est achevée. □

2. Application 1 : unicité des mesures

Théorème 2.1. Soit pΩ,Bq un espace mesurable, et soit C une famille de parties
de Ω, avec C Ď B. On fait les hypothèses suivantes.

(i) C est un π-système.

(ii) σpCq “ B.

(iii) Il existe une suite pEkqkPN d’éléments de C telle que Ω “
8
Ť

k“0

Ek.
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Si µ1 et µ2 sont deux mesures sur pΩ,Bq vérifiant µ1pCq “ µ2pCq ă 8 pour tout
C P C, alors µ1 “ µ2.

Démonstration.

Cas 1. On suppose que Ω P C.
Dans ce cas, µ1pΩq “ µ2pΩq ă 8, i.e. µ1 et µ2 sont des mesures finies telles que

µ1pΩq “ µ2pΩq. Donc la famille

M :“ tA P B; µ1pAq “ µ2pAqu

est une classe monotone. Comme C est un π-système et comme C ĎM par hypothèse
sur µ1 et µ2, le théorème des classes monotones dit que M contient la tribu σpCq, qui
est égale à B ; donc M “ B, i.e. µ1 “ µ2.

Cas 2. Cas général.

On peut appliquer le cas précédent pour tout k P N aux restrictions µ1,k et µ2,k de
µ1 et µ2 à Ek, où les Ek sont donnés par (iii).

Les mesures µ1,k et µ2,k sont définies sur Bk :“ B X PpEkq, et elles cöıncident sur
Ck :“ CXPpEkq. De plus, on a σpCkq “ Bk (exo ; poser T “ tB Ď Ω; BXEk P σpCkqu).
Par le Cas 1, on a donc µ1,k “ µ2,k ; autrement dit

µ1pAq “ µ2pAq pour tout A P B vérifiant A Ď Ek .

Soit maintenant A P B quelconque. Si on pose Ω0 :“ E0 et

Ωk :“ Ekz
`

E0 Y ¨ ¨ ¨ Y Ek´1

˘

pour k ě 1,

alors Ω “
Ť8

0 Ωk car
Ť8

0 Ek “ Ω, et les Ωk sont deux à deux disjoints. Donc A est la
réunion disjointe des Ak :“ AX Ωk. De plus, comme Ak Ď Ek, on a µ1pAkq “ µ2pAkq

pour tout k et donc

µ1pAq “
8
ÿ

k“0

µ1pAkq “

8
ÿ

k“0

µ2pAkq “ µ2pAq .

□

Corollaire 2.2. Soit Ω un ouvert de Rd. Si µ1, µ2 sont deux mesures boréliennes
sur Ω vérifiant µ1pP q “ µ2pP q ă 8 pour tout pavé compact P Ď Ω, alors µ1 “ µ2.

Démonstration. Soit C “ tpavés compacts contenus dans Ωu Ď PpΩq. La famille C
est un π-système de parties de Ω, et σpCq “ PpΩq. De plus, l’ouvert Ω est réunion
dénombrable de pavés compacts, autrement dit (iii) est vérifiée. Donc OK par le
théorème. □

3. Application 2 : un lemme de mesurabilité

Lemme 3.1. Pour tout borélien A Ď Rp ˆ Rq, les fonctions x ÞÑ λqpAxq et y ÞÑ
λppA

yq sont boréliennes, respectivement sur Rp et sur Rq.

Démonstration. On montre seulement que la fonction x ÞÑ λqpAxq est borélienne,
pour tout borélien A Ď Rp ˆ Rq.

Soit pEnqnPN une suite croissante de boréliens de Rq telle que λqpEnq ă 8 pour
tout n et

Ť8
n“0En “ Rq. Si A P BpRpˆRqq, alors λqpAxq “ limnÑ8 λqpAxXEnq ; donc

il suffit de montrer que pour tout n P N, la fonction x ÞÑ λqpAx X Enq est borélienne.
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Soit n P N fixé, et soit µ la mesure borélienne sur Rq définie par

µpBq :“ λqpB X Enq .

Il s’agit de montrer que pour tout A P BpRpˆRqq, la fonction x ÞÑ µpAxq est borélienne.
Autrement dit, si on pose

M :“ tA P BpRp ˆ Rqq; la fonction x ÞÑ µpAxq est borélienneu ,

il s’agit de montrer que M “ BpRp ˆ Rqq.
Comme λqpEnq ă 8, la mesure µ est finie ; donc la famille M est une classe

monotone. De plus M contient la famille

C :“
␣

C1 ˆ C2; C1 P BpRpq , C2 P BpRqq
(

.

En effet, si C “ C1 ˆ C2 P C, alors µpCxq “ µpC2q si x P C1 et µpCxq “ 0 si x R C1,
donc la fonction x ÞÑ µpCxq est borélienne par recollement. Comme C est un π-système
(micro-exo) et σpCq “ BpRp ˆ Rqq (car C contient tous les pavés), le théorème des
classes monotones permet de conclure que M “ BpRp ˆ Rqq. □



Chapitre 11

Construction de mesures

1. Un théorème général

Définition 1.1. Soit Ω un ensemble non vide, et soit C une famille de parties de
Ω. On dit que la famille C est un semi-anneau si elle vérifie les propriétés suivantes :

(a) C contient H et est stable par intersections finies ;

(b) Si C,C 1 P C, alors C 1zC est réunion finie d’éléments de C deux à deux dis-
joints.

Exemple. On prend Ω “ Rd. Alors la famille de tous les pavés de Rd est un
semi-anneau.

Démonstration. (a) Si P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ IN et Q “ J1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ JN , alors P X Q “

pI1 X J1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pIN X JN q.

(b) On montre par récurrence sur d que si P et P 1 sont des pavés de Rd, alors P 1zP
est réunion d’au plus 2d pavés disjoints.

Pour d “ 1, c’est clair : si I, I 1 sont des intervalles bornés, alors I 1zI est bien
réunion d’au plus 2 intervalles bornés disjoints (faire un dessin).

Supposons le résultat démontré pour un certain d ě 1. Soient P et P 1 deux pavés
de Rd`1. Alors P “ Q ˆ I et P 1 “ Q1 ˆ I 1, où Q,Q1 sont des pavés de Rd et I, I 1 des
intervalles bornés. Donc

P 1zP “
`

pQ1zQq ˆ I
˘

ğ

`

pQ1 XQq ˆ pI 1zIq
˘

.

Comme Q1zQ est réunion d’au plus 2d pavés disjoints par hypothèse de récurrence et
comme I 1zI est réunion d’au plus 2 intervalles bornés disjoints, on en déduit que P 1zP
est réunion d’au plus 2d` 2 “ 2pd` 1q pavés disjoints. □

Théorème 1.2. Soit Ω un ensemble non vide, et soit C un semi-anneau de parties
de Ω. Soit également α : C Ñ r0,8s une “fonction d’ensembles” définie sur C. On fait
les hypothèses suivantes.

(i) αpHq “ 0, et α est finiment additive sur C : si C0, . . . , Cn P C sont deux
à deux disjoints et si C0 Y ¨ ¨ ¨ Y Cn appartient à C, alors αpC0 Y ¨ ¨ ¨ YCnq “

αpC0q ` ¨ ¨ ¨ ` αpCnq.

(ii) Si C P C et si pCkqkPN est une suite d’éléments de C telle que C Ď
Ť8

k“0Ck,
alors

αpCq ď
8
ÿ

k“0

αpCkq .

Alors il existe une mesure µ sur pΩ, σpCqq telle que µpCq “ αpCq pour tout C P C.
Cette mesure µ est donnée par la formule

µpAq :“ inf
8
ÿ

k“0

αpCkq ,
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où la borne inférieure est prise sur toutes les suites pCkq d’éléments de C telle que
A Ď

Ť8
k“0Ck (avec la convention infH “ 8).

Démonstration. Cf poly ! □

2. La mesure de Lebesgue

Soit d P N˚, soit C Ď PpRdq le semi-anneau constitué par tous les pavés de Rd, et
soit α : C Ñ R` la fonction d’ensembles définie par

αpP q :“ |P | pour tout pavé P Ď Rd .

On sait que σpCq “ BpRdq. Pour montrer que la mesure de Lebesgue existe, il suffit
donc de vérifier que α vérifie les propriétés (i) et (ii) du Théorème 1.2, autrement dit :

(i) si P0, . . . , Pn sont des pavés deux à deux disjoints et si P0 Y ¨ ¨ ¨ Y Pn est un
pavé, alors |P0 Y ¨ ¨ ¨ Y Pn| “ |P0| ` ¨ ¨ ¨ ` |Pn| ;

(ii) si P est un pavé et si pPkqkPN est une suite de pavés telle que P Ď
Ť8

k“0 Pk,
alors

|P | ď
8
ÿ

k“0

|Pk|.

Lemme 2.1. Soient I0, . . . , Im, J0, . . . , Jn des intervalles bornés de R, et soient
α0, . . . , αm, β0, . . . , βn P R. Si on a

m
ÿ

l“0

αl 1Il ď
n
ÿ

k“0

βk 1Jk ,

alors
m
ÿ

l“0

αl |Il| ď
n
ÿ

k“0

βk |Jk| .

(Par conséquent, si
ř

l αl 1Il “
ř

k βk 1Jk alors
ř

l αl |Il| “
ř

k βk |Jk|.)

Preuve du lemme 2.1. Choisissons un intervalle ra, bs contenant tous les Ik et tous
les Jl. Alors φ :“

řm
l“0 αl 1Il et ψ :“

řn
k“0 βk 1Jk sont des fonctions en escaliers sur

ra, bs, et φ ď ψ. Donc
şb
a φptq dt ď

şb
a ψptq dt, ce qui est la conclusion souhaitée. □

Lemme 2.2. (propriété de Borel-Lebesgue)
Soit K un compact de Rd. Si pOiqiPI est une famille d’ouverts de Rd telle que K Ď
Ť

iPI Oi, alors on peut trouver i1, . . . , iN P I tels que K Ď Oi1 Y ¨ ¨ ¨ YOiN .

Preuve 1. On dira qu’un compact L Ď K est gentil s’il peut être recouvert par un
nombre fini de Oi. Par exemple : tout singleton txu Ď K est gentil. But : montrer que
K est gentil. Par l’absurde, on suppose que K est méchant.

Soit ε1 “ 2´1. Comme K est borné, il est contenu dans un pavé compact P , et
P peut se subdiviser en un nombre fini de pavés compacts P 1, . . . , PM de diamètres
inférieurs à ε1. (On a fixé une norme sur Rd.) Donc, K est réunion d’un nombre fini
de compacts K1, . . .KM de diamètres inférieurs à ε1. Comme K est méchant, l’un au
moins des Kj est méchant (micro-exo), disons Kj1 . On pose K1 “ Kj1 . Alors K1 Ď K,
diampK1q ď 2´1 et K1 est méchant.

On recommence avec K1, etc : par récurrence, on construit une suite décroissante
de compacts pKnqně1 avec Kn Ď K, tels que diampKnq ď 2´n et Kn est méchant.
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Par le théorème des fermés emboités,
Ş

ně1Kn est non vide, et réduite à un point
tau. Comme a P K, on peut trouver un i P I tel que a P Oi ; et come Oi est un ouvert
de Rd, on peut trouver ε ą 0 tel que Bpa, εq Ď Oi. Soit alors n tel que diampKnq ă ε.
Comme a P Kn, on a alors Kn Ď Bpa, εq, et donc Kn Ď Oi. Mais c’est impossible car
Kn est méchant. □

Preuve 2. Par la propriété de Lindelöf, il existe un ensemble dénombrable rI Ď I
tel que

Ť

iPrI
Oi “

Ť

iPI Oi, et donc K Ď
Ť

iPrI
Oi.

On écrit rI “ tin; n ě 1u. Pour n P N˚, posons Ωn “
Ťn

k“1Oik . Alors pΩnq est
une suite décroissante d’ouverts, et K Ď

Ť8
n“0Ωn. Donc, si on pose Kn “ KzΩn, alors

pKnq est une suite décroissante de compacts et
Ş8

n“1Kn “ H. D’après le héorème
des compacts emboités, il existe un entier N tel que KN “ H. Ainsi K Ď ΩN “

Oi1 Y ¨ ¨ ¨ YOiN .
□

Preuve de la propriété (i). Soient P0, . . . , Pn des pavés de Rd deux à deux disjoints
tels que P :“ P0 Y ¨ ¨ ¨ Y Pn soit un pavé. On a par hypothèse

1P “
n
ÿ

k“0

1Pk
.

Si d “ 1, le Lemme 2.1 donne

|P | “
n
ÿ

k“0

|Pk| .

Si d “ 2, écrivons P “ I1 ˆ I2 et Pk “ Ik,1 ˆ Ik,2 pour k “ 0, . . . n. Alors

1I1pt1q1I2pt2q “
n
ÿ

k“0

1Ik,1pt1q1Ik,2pt2q pour tous t1, t2 P R .

En appliquant le Lemme 2.1 avec m :“ 0, α0 :“ 1I1pt1q et n :“ n, βk :“ 1Ik,1pt1q,
on obtient

1I1pt1q |I2| “
n
ÿ

k“0

1Ik,1pt1q|Ik,2| pour tout t1 P R ;

d’où en appliquant à nouveau le Lemme 2.1 :

|I2| |I1| “
n
ÿ

k“0

|Ik,2| |Ik,1| ,

ce qui est le résultat souhaité.
Pour un entier d ě 1 quelconque, idem en appliquant d fois le Lemme 2.1. □

Preuve de la propriété (ii). Soit P un pavé de Rd, et soit pPkqkPN une suite de pavés
telle que P Ď

Ť8
k“0 Pk.

Cas 1. P est compact et les Pk sont ouverts.

Dans ce cas, d’après le Lemme 2.2, le pavé compact P est recouvert par un nombre
fini des pavés ouverts Pk : on peut trouver un entier n tel que P Ď P0 Y ¨ ¨ ¨ Y Pn. On
a alors

1P ď 1P0Y¨¨¨YPn ď

n
ÿ

k“0

1Pk
.
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et en raisonnant exactement comme dans la preuve de (i), on en déduit

|P | ď
n
ÿ

k“0

|Pk| ď

8
ÿ

k“0

|Pk| .

Cas 2. Cas général.

Soit ε ą 0 quelconque. On peut trouver un pavé compact Q tel que Q Ď P et
|Q| ě |P | ´ ε ; et pour tout k P N, on peut trouver un pavé ouvert Qk tel que Pk Ď Qk

et |Qk| ď |Pk| ` 2´kε. Alors Q Ď
Ť8

k“0Qk ; donc d’après le Cas 1 :

|Q| ď
8
ÿ

k“0

|Qk| .

On obtient ainsi

|P | ´ ε ď
8
ÿ

k“0

`

|Pk| ` 2´kε
˘

“

8
ÿ

k“0

|Pk| ` 2ε

pour tout ε ą 0, et donc |P | ď
ř8

0 |Pk|. □

3. Mesures produits et Théorème de Fubini “général”

3.1. Tribus produits.

Définition 3.1. Soient pΩ1,B1q, . . . , pΩd,Bdq des espaces mesurables, et soit Ω :“
Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωd.

(1) Un pavé mesurable est ensemble A Ď Ω de la forme

A “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAd , avec Aj P Bj pour j “ 1, . . . , d .

(2) La tribu produit sur Ω “ Ω1ˆ¨ ¨ ¨ˆΩd est la tribu de parties de Ω engendrée
par les pavés mesurables. Cette tribu se note B1 b ¨ ¨ ¨ b Bd.

Exemple. Si Ω1, . . . ,Ωd sont des espaces métriques séparables, alors la tribu BpΩ1qb

¨ ¨ ¨bBpΩdq est la tribu borélienne de Ω1ˆ¨ ¨ ¨ˆΩd. En particulier, la tribu BpRqb¨ ¨ ¨b
BpRq est la tribu borélienne de Rd ; et si p, q P N˚, alors BpRpq b BpRqq “ BpRp`qq.

Démonstration. Vu en exo. □

Convention. Chaque fois qu’on aura affaire à des espaces mesurables pΩ1B1q, ...
,pΩd,Bdq, on considérera que Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆΩd est “par défaut” muni de la tribu produit.

Exercice. Soit pΩ,Bq un espace mesurable, et soit f : Ω Ñ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωd. On
écrit fpxq “ pf1pxq, . . . , fdpxqq. Montrer que f est mesurable si et seulement si ses
composantes f1, . . . , fd le sont.

3.2. Mesure produit.

Définition 3.2. Une mesure µ sur un espace mesurable pΩ,Bq est dite σ-finie s’il
existe une suite pEnq d’ensembles mesurables telle que Ω “

Ť8
0 En et µpEnq ă 8 pour

tout n P N.

Remarque. On peut toujours supposer que la suite pEnq est croissante, quitte à
remplacer En par E0 Y ¨ ¨ ¨ Y En.

Exemple. La mesure de Lebesgue sur Rd est σ-finie.
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Théorème 3.3. Si µ1 et µ2 sont deux mesures σ-finies sur pΩ1,B1q et pΩ2,B2q

respectivement, alors il existe une unique mesure µ sur pΩ1 ˆ Ω2,B1 b B2q telle que

µpA1 ˆA2q “ µ1pA1qµ2pA2q

pour tout rectangle mesurable A1 ˆ A2 Ď Ω1 ˆ Ω2. La mesure µ s’appelle la mesure
produit des mesures µ1 et µ2, et se note µ1 b µ2.

Exemple. Si p, q P N˚, alors λp`q “ λp b λq.

Preuve du théorème. Comme on n’a que deux espaces Ω1 et Ω2, on parlera de
rectangles mesurables plutôt que de pavés mesurables.

On note R la famille de tous les rectangles mesurables R “ A1 ˆ A2 Ď Ω1 ˆ Ω2 ;
et pour tout R “ A1 ˆA2 P R, on pose

|R| “ |A1 ˆA2| :“ µ1pA1qµ2pA2q .

(1) Unicité de la mesure produit : on applique le “théorème d’unicité des mesures”
à la famille

C :“ tC P R; |C| ă 8u .

Exo : écrire les détails.

(2) Existence de la mesure produit : on va utiliser le Théorème 1.2, en prenant
cette fois pour C la famille R de tous les rectangles mesurables et pour α : C Ñ r0,8s
la fonction définie par αpRq :“ |R| pour tout R P R.

On vérifie que C est un semi-anneau. (En fait, si C,C 1 P C, alors C 1zC est réunion
de 2 éléments de C disjoints : exo.) Il s’agit de voir que les propriétés (i) et (ii) du
Théorème 1.2 sont satisfaites.

(i) Soient R0, . . . , Rn P R deux à deux disjoints tels que R :“ R0 Y ¨ ¨ ¨ Y Rn

appartienne encore à R. On écrit R “ A1 ˆA2 et Rk “ Ak,1 ˆAk,2 pour k “ 0, . . . , n.
Comme les Rk sont deux à deux disjoints, on a 1R “

řn
k“0 1Rk

; autrement dit

1A1pxq1A2pyq “
n
ÿ

k“0

1Ak,1
pxq1Ak,2

pyq pour tout px, yq P Ω1 ˆ Ω2 .

En fixant x P Ω1 et en intégrant en y P Ω2 par rapport à µ2, on en déduit

1A1pxqµ2pA2q “

n
ÿ

k“0

1Ak,1
pxqµ2pAk,2q pour tout x P Ω1 ;

d’où en intégrant par rapport à µ1 :

µ2pA2qµ1pA1q “

n
ÿ

k“0

µ2pAk,2qµ1pAk,1q ,

autrement dit |R| “
řn

0 |Rk|.

(ii) Soit R P R, et soit pRkq une suite de rectangles mesurables telle que R Ď
Ť8

0 Rk. On a cette fois 1R ď
ř8

k“0 1Rk
. Autrement dit, en écrivant R “ A1 ˆ A2 et

Rk “ Ak,1 ˆAk,2 :

1A1pxq1A2pyq ď
8
ÿ

k“0

1Ak,1
pxq1Ak,2

pyq pour tout px, yq P Ω1 ˆ Ω2 .
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En intégrant en y par rapport à µ2 et en utilisant le théorème de convergence monotone
(sous la forme “interversion série-intégrale”), on en déduit

1A1pxqµ2pA2q ď

ż

Ω2

˜

8
ÿ

k“0

1Ak,1
pxq1Ak,2

pyq

¸

dµ2pyq

“

8
ÿ

k“0

1Ak,1
pxqµ2pAk,2q pour tout x P Ω1 ;

et donc, en intégrant maintenant par rapport à µ1 :

µ2pA2qµ1pA1q ď

8
ÿ

k“0

µ2pAk,2qµ1pAk,1q ,

autrement dit |R| ď
ř8

0 |Rk|. □

Remarque. On montrerait de la même façon l’existence et l’unicité de la mesure
produit de d mesures σ-finies µ1, . . . , µd, notée µ1 b ¨ ¨ ¨ b µN .

Exercice. Montrer que si pΩ1,B1q, pΩ2,B2q, pΩ3,B3q sont 3 espaces mesurables,
alors pB1 b B2q b B3 “ B1 b B2 b B3 “ B1 b pB2 b B3q ; et que si µ1, µ2, µ3 sont 3
mesures σ-finies, alors pµ1 b µ2q b µ3 “ µ1 b µ2 b µ3 “ µ1 b pµ2 b µ3q.

3.3. Cavalieri et Fubini. Soient pΩ1,B1, µ1q et pΩ2,B2, µ2q deux espaces mesurés
σ-finis.

Notations. pour tout ensemble A Ď Ω1 ˆ Ω2 on note Ax et Ay les coupes de de
A respctivement à l’abscisse x P Ω1 et à l’ordonnée y P Ω2 :

Ax :“ ty P Ω2; px, yq P Au pour x P Ω1 ,

Ay :“ tx P Ω1; px, yq P Au pour y P Ω2 .

Lemme 3.4. Si A Ď Ω1 ˆ Ω2 appartient à la tribu produit B1 b B2, alors Ax P B2

pour tout x P Ω1 et Ay P B1 pour tout y P Ω2.

Démonstration. Pour x P Ω1 fixé, l’application Φx : Ω2 Ñ Ω1 ˆ Ω2 définie par
Φxpyq :“ px, yq est mesurable car ses composantes le sont (exo déjà posé). Donc Ax “

Φ´1
x pAq est mesurable, i.e. appartient à B2. De même, Ay P B1 pour tout y P Ω2. □

Lemme 3.5. Pour tout A P B1 b B2, les fonctions x ÞÑ µ2pAxq et y ÞÑ µ1pA
yq sont

mesurables, respectivement sur Ω1 et sur Ω2.

Démonstration. Non-triviale, mais identique à celle du Lemme 3.1. Exo : écrire les
détails. □

Principe de Cavalieri. Pour tout ensemble mesurable A Ď Ω1 ˆ Ω2, on a

pµ1 b µ2qpAq “

ż

Ω1

µ2pAxq dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1pA
yq dµ2pyq .

Démonstration. Identique à celle faite pour Rp ˆ Rq. □
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Remarque. Si on ne suppose pas que les mesures µ1 et µ2 sont σ-finies, on peut
très bien avoir

ş

Ω1
µ2pAxq dµ1pxq ‰

ş

Ω2
µ1pA

yq dµ2pyq. Par exemple, soit Ω1 “ R “ Ω2

avec B1 :“ BpRq “ B2 et les mesures µ1 :“ λ1 (la mesure de Lebesgue) et µ2 :“ µc (la
mesure de comptage). Soit

∆ :“ tpx, yq P Rˆ R; x “ yu

la “diagonale” de RˆR. Comme ∆ est fermée dans RˆR, c’est un ensemble borélien.
Pour tous x, y P R, on a ∆x “ txu et ∆

y “ tyu. Donc µ2p∆xq “ µcptxuq “ 1 pour tout
x P R et µ1p∆

yq “ λ1ptyuq “ 0 pour tout y P R. Donc :
ż

R
µ2p∆xq dµ1pxq “

ż

R
1 dλ1 “ 8 et

ż

R
µ1p∆

yq dµ2pyq “

ż

R
0 dµc “ 0 .

Théorème de Fubini. Soit f une fonction mesurable sur Ω1 ˆ Ω2, positive ou à
valeurs complexes.

(1) Si f est positive, alors
ż

Ω1ˆΩ2

f dpµ1 b µ2q “

ż

Ω1

ˆ
ż

Ω2

fpx, yq dµ2pyq

˙

dµ1pxq

“

ż

Ω2

ˆ
ż

Ω1

fpx, yq dµ1pxq

˙

dµ2pyq .

(2) Si f est intégrable par rapport à µ1 b µ2, alors on a le droit d’écrire
ż

Ω1ˆΩ2

f dpµ1 b µ2q “

ż

Ω1

ˆ
ż

Ω2

fpx, yq dµ2pyq

˙

dµ1pxq

“

ż

Ω2

ˆ
ż

Ω1

fpx, yq dµ1pxq

˙

dµ2pyq .

Remarque. Le Théorème de Fubini “général” contient à la fois le théorème de Fubini
“classique” dans RpˆRq et les théorèmes d’interversion série-intégrale (à condition de
supposer qu’on a affaire à un espace mesuré σ-fini).

Exercice. Soit pΩ,B, µq un espace mesuré σ-fini. Montrer que pour toute fonction
mesurable f : ΩÑ R` et pour toute fonction ϕ : R` Ñ R` continue sur R`, de classe
C1 sur s0,8r et vérifiant ϕp0q “ 0, on a

ż

Ω
ϕpfpxqq dµpxq “

ż 8

0
ϕ1ptqµ

`

tf ą tu
˘

dt .





Chapitre 12

Régularité

Théorème 0.1. Soit Ω un ouvert de Rd, et soit µ une mesure borélienne sur Ω.
On suppose qu’on a µpKq ă 8 pour tout compact K Ď Ω. Alors, pour tout borélien
A Ď Ω vérifiant µpAq ă 8 et pour tout ε ą 0, on peut trouver un compact E Ď Ω et
un ouvert U Ď Ω tels que E Ď A Ď U et µpUzEq ă ε.

Démonstration. On dira qu’un ensemble A Ď Ω est régulier pour µ s’il vérifie
la conclusion du théorème : pour tout ε ą 0, on peut trouver un compact E Ď Ω et
un ouvert U Ď Ω tels que E Ď A Ď U et µpUzEq ă ε. Il s’agit de montrer que tout
borélien A Ď Ω tel que µpAq ă 8 est régulier pour µ. On aura besoin de trois faits
préliminaires.

Fait 1. Si H Ď Rd vérifiant µpHq ă 8 est réunion dénombrable de compacts,
alors H est intérieurement régulier pour µ : pour tout ε ą 0, on peut trouver un
compact E Ď H tel que µpHzEq ă ε.

Preuve du Fait 1. Écrivons H “
Ť8

n“0Kn, où les Kn sont compacts. Quitte à
remplacerKn parK0Y¨ ¨ ¨YKn, on peut supposer que la suite pKnq est croissante. Alors
la suite pHzKnq est décroissante et

Ş

npHzKnq “ H. Donc µpHzKnq Ñ 0 puisqu’on
suppose que µpHq ă 8, et donc on peut trouver un entier n0 tel que E :“ Kn0 vérifie
µpHzEq ă ε. □

Fait 2. Tout ouvert V de Ω vérifiant µpV q ă 8 est régulier pour µ, et tout fermé
H de Ω vérifiant µpHq ă 8 est intérieurement régulier pour µ.

Preuve du Fait 2. Montrons d’abord que si H Ď Ω vérifiant µpHq ă 8 est l’inter-
section d’un ouvert et d’un fermé de Ω, alors H est intérieurement régulier.

D’après le Fait 1, il suffit de vérifier que H est réunion dénombrable de compacts.
Comme tout ouvert de Ω est un ouvert de Rd et tout fermé de Ω est l’intersection d’un
fermé de Rd avec l’ouvert Ω, on peut écrire H “ V XF , où V et F sont respectivement
ouvert et fermé dans Rd. Fixons une norme quelconque sur Rd. Si on pose

Kn :“ tx P F ; }x} ď n et distpx,RdzV q ě 2´nu ,

on vérifie très facilement que les Kn sont compacts et qu’on a
Ť8

0 Kn “ V X F .

On sait à présent que tout fermé H de Ω de mesure finie est intérieurement régulier.
Soit maintenant V un ouvert de Ω tel que µpV q ă 8. Alors V est intérieurement
régulier par ce qui précède. Pour ε ą 0 donné, on peut donc trouver un compact
E Ď V tel que µpV zEq ă ε ; et comme V est un ouvert de Rd, il suffit alors de prendre
U :“ V pour voir que V est régulier pour µ. □

Fait 3. Soit pAnq une suite de boréliens réguliers pour µ, et soit A :“
Ť8

0 An. Si
µpAq ă 8, alors A est régulier pour µ.
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Preuve du Fait 3. Fixons ε ą 0. Comme les An sont réguliers pour µ, on peut pour
tout n P N trouver un compact En et un ouvert Un tels que

En Ď An Ď Un et µpUnzEnq ă 2´n ε .

Si on pose H :“
Ť8

0 En et U :“
Ť8

0 Un, alors U est ouvert, H Ď A Ď U et

UzH “

˜

8
ď

n“0

Un

¸

z

˜

8
ď

n“0

Hn

¸

Ď

8
ď

n“0

pUnzEnq .

On a donc

µpUzHq ď
8
ÿ

n“0

µpUnzEnq ă

8
ÿ

n“0

2´n ε “ 2ε .

L’ensemble H n’est pas compact ; mais il est réunion dénombrable de compacts, et
donc intérieurement régulier pour µ d’après le Fait 1 car µpHq ď µpAq ă 8. On peut
ainsi trouver un compact E Ď H tel que µpHzEq ă ε. Alors E Ď A Ď U , et

µpUzEq “ µ
`

pUzHq Y pHzHN q
˘

ď µpUzHq ` µpHzHN q ă 2ε` ε “ 3ε ;

donc A est régulier pour µ. □

On peut maintenant démontrer le théorème, en distinguant deux cas.

Cas 1. On suppose que µpΩq ă 8.

Dans ce cas, il s’agit de montrer que tout borélien A Ď Ω est régulier pour µ ;
autrement dit, en posant

Rµ :“ tA P BpΩq; A est régulier pour µu ,

on veut montrer que Rµ “ BpΩq. Pour cela, il suffit de vérifier que Rµ est une tribu
de parties de Ω et contient tous les ouverts.

Le fait que Rµ contienne tous les ouverts découle du Fait 2, puisqu’on suppose que
µpΩq ă 8 Il reste donc à montrer que Rµ est une tribu.

Il est clair que H est régulier (pour tout ε ą 0, on peut prendre E “ H “ U),
et le Fait 3 dit que Rµ est stable par réunions dénombrables (puisqu’on suppose que
µpΩq ă 8) ; donc il faut juste vérifier que si A P Rµ, alors ΩzA P Rµ. Fixons A P Rµ,
et soit ε ą 0.

Comme A est régulier pour µ, on peut trouver un compact E Ď Ω et un ouvert
U Ď Ω tels que E Ď A Ď U et µpUzEq ă ε. Alors

ΩzU
loomoon

H

Ď ΩzA Ď ΩzE
loomoon

rU

.

De plus, on a rUzH “ pΩzEqzpΩzUq “ UzE, et donc

µprUzHq ă ε .

Comme rU “ Ω X pRdzEq est ouvert, tout serait donc pour le mieux si H était
compact. Il ne l’est pas ; mais H “ ΩzU est tout de même un fermé de Ω, donc il est
intérieurement régulier pour µ d’après le Fait 2. On peut ainsi trouver un compact
rE Ď H tel que µpHz rEq ă ε. Alors

rE Ď ΩzA Ď rU et µprUz rEq ď µprUzHq ` µpHz rEq ă 2ε ;

ce qui prouve que ΩzA est régulier pour µ.
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Cas 2. Cas général.

On peut trouver une suite de pavés ouverts pΩnq telle que Ωn Ď Ω pour tout n et
Ω “

Ť8
0 Ωn. Alors µpΩnq ď µpΩnq ă 8 pour tout n P N car Ωn est compact ; donc on

sait par le Cas 1 que tout borélien A Ď Ωn est régulier pour µ. Si maintenant A est un
borélien quelconque de Ω tel que µpAq ă 8, alors A “

Ť8
0 An où An :“ AXΩn, donc

A est régulier pour µ d’après le Fait 2. □
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