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Chapitre 1

“Rappels”

1. Dénombrabilité

DEFINITION 1.1. Un ensemble D est dit dénombrable si ou bien D = @, ou
bien on peut énumérer les éléments de D comme les termes d’une suite, i.e. écrire
D = {xg,x1,22,...} = {xn; neN}.

Exemple 0. Par définition, N est dénombrable.

Exemple 1. Tout ensemble fini est dénombrable : si D = {a1,...,an}, on peut
écrire D = {ay,...,an,an,an,...}.

Exemple 2. Z est dénombrable car Z = {0,1,—1,2,—2,...}.

Remarque 1. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Démonstration. Soit D un ensemble dénombrable, D = {xg,z1,22...}, et soit
D'c D.SiD' # (&, fixons a € D'. Alors D' = {z(, 2], 2,...},oua, = x;six; € D et
i =asiz ¢ D. O

Remarque 2. Si on peut écrire D = {x;; i € I} avec un ensemble d’indices I

dénombrable, alors D est dénombrable.

Démonstration. On écrit I = {ig,i1,1i2,...}. Alors D = {ag, a1,az,...}, ol a = z;,
pour tout k € N. O

PROPOSITION 1.2. L’ensemble N x N est dénombrable.

Démonstration. On fait un dessin, qui permet de voir que N x N = {xg, x1,x2, ...}
ou zg = (0,0), 1 = (0,1), zo = (1,0), x3 = (2,0), z4 = (1,1), x5 = (0,2), z¢ = (0, 3),
x7 = (1,2), etc. O

COROLLAIRE 1.3. St D1,...,Dpn sont dénombrables, alors D1 x --- x Dy est
dénombrable.

Démonstration. La proposition donne le résultat pour N = 2 car Dy x Dy est
énuméré par N x N; et le résultat pour N quelconque s’en déduit par récurrence. [

COROLLAIRE 1.4. Q est dénombrable.
Démonstration. Enuméré par Z x N*, O

COROLLAIRE 1.5. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable : si (A;)ier est une famille d’ensembles dénombrables indexée
par un ensemble I lui méme dénombrable, alors A = | J,.; Ai est dénombrable.

5



6 1. “RAPPELS”

Démonstration. Pour tout ¢ € I, on choisit une énumération de A; par N, disons
A; = {xipn; ne N} Alors A = {z;,; (i,n) € I x N}, donc A est dénombrable car I x N
I’est. O

Exemple 3. L’ensemble {0,1}" de toutes les suites infinies de 0 et de 1 n’est pas
dénombrable.

Démonstration. Par 1'absurde, on suppose que {0,1} = {z,; n € N}. On écrit
Tp = (2,(0),2,(1),...) et on définit = € {0,1}" par z(i) = 1 — x;(i) pour tout i € N.
Alors (i) # z;(i) donc = # x;, pour tout i € N; ce qui est absurde puisque tout
élément de {0, 1} est censé étre un ;. O

Remarque. La méthode employée dans la preuve de ce dernier exemple s’appelle
la méthode de la diagonale.

Exemple 4. R n’est pas dénombrable.

Démonstration. Soit E Pensemble des nombres x € [0, 1] dont le développement
décimal ne comporte que des 0 ou des 1. L’ensemble E est en bijection avec {0, 1},
Donc E n’est pas dénombrable par 'Exemple 3; et donc R non plus. U

2. La “droite numérique achevée”
Par définition, la droite numérique achevée est I’ensemble R obtenu en rajoutant &
R deux points notés oo et —o0 :
R={-0} URU {w0}.
2.1. Extension &4 R de l’ordre de R. On étend l'ordre usuel de R & R en

décrétant qu’on a
—0 < x < © pour tout z € R.

Intérét : tout ensemble non vide A < R posséde une borne supérieure et une borne
inférieure dans R. Pour un ensemble (non vide) A € R, on a sup A < o si et seulement
si A est majoré, et inf A > —o0 si et seulement si A est minoré.

Intervalles : si a,b e R, on pose
[a,b] = {z €R; a < x < b},
et de méme pour tous les autres types d’intervalles. En particulier,
R = [—o0,0].

FExercice. Soit I < R. Montrer que I est un intervalle si et seulement si la propriété
suivante a lieu : pour tous u,v € I vérifiant u < v, on a |u,v[ < I.

2.2. Convergence des suites. On dit qu’une suite (z,)pen d’éléments de R
converge dans R si

e ou bien z, € R & partir d’un certain rang et (z,) converge dans R au sens
usuel ;

* ou bien x, — o, ce qui s’écrit VA€ ]0,00[ INVR =N : z, > A;

e ou bien z, — —, ce qui s’écrit YA €]0,00[ ANV = N : z, < —A.

Ezercice. Soit (z,)nen S R et soit [ € R. Montrer que x,, — [ si et seulement si

Va, B tels que a <l < f ona «a<ux,</papartir d'un certain rang.
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THEOREME 2.1. Toute suite croissante (z,) € R converge dans R wvers sa borne
supérieure, et tout suite décroissante converge vers sa borne inférieure.

Démonstration. Exo. OJ

Remarque. Comme pour les suites de nombres réels, les inégalités larges se conservent
a la limite : si z, — [ et si z,, < B a partir d’un certain rang, alors [ < 3; et de méme,
si x, — [ et si x, = « a partir d’un certain rang, alors [ > a.

THEOREME 2.2. Toute suite (x,)neny © R posséde une sous-suite convergente.

Démonstration. Soit (z,,) une suite quelconque d’éléments de R. Alors ou bien (z;,)
admet une sous-suite qui tend vers oo, ou bien (z,,) admet une sous-suite qui tend vers
—o0, ou bien z,, € R & partir d'un certain rang ng et la suite (2,)n>n, est bornée,
auquel cas (z,) posséde une sous-suite convergente d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass. Dans tous les cas, () admet une sous-suite qui converge dans R. n

2.3. Limites supérieures et limites inférieures. Si (z,)neny est une suite
d’éléments de R, on note lim x,, et lim x,, les éléments de R définis par
limz, := inf sup x, et limxz,, = sup inf x, .
meN n>m meN =M

On dit que lim z,, est la limite supérieure de la suite (z,), et que lim z,, est sa
limite inférieure.

Remarque 1. Supposons que (z,) < R. Alors limx,, < o si et seulement si (z,,)
est majorée par un nombre réel, et lim x, > —oo si et seulement si (x,) est minorée.
Donc lim z,, et lim z,, appartiennent tous les deux & R si et seulement si la suite (z,,)
est bornée.

Remarque 2. On a toujours lim z,, < limx,,.

Démonstration. Si on pose Ly, := Sup,>,, Tn et b, := inf,>,, x,, alors L,, décroit
vers lim x,, et [, croit vers [ := lim z,,. D’ou le résultat puisque [,, < L,, pour tout

m € N. O

DEFINITION 2.3. Soit (z,) une suite d’éléments de R, et soit £ € R. On dit que &
est une valeur d’adhérence de (xy,) s’il existe une sous-suite (xy,) de (z,) telle que

Ezxercice 1. Montrer que & est une valeur d’adhérence si et seulement si : pour tous
a, B e R tels que a < £ < (3, il existe une infinité d’entiers n tels que a < z,, < 5.

Ezercice 2. Montrer qu'une suite (z,) € R converge dans R si et seulement si elle
possede exactement une valeur d’adhérence.

LEMME 2.4. Si (xy)nen est une suite d’éléments de R, alors limz,, et limz,, sont
des valeurs d’adhérence de an) dans R. Plus précisément, L est la plus grande valeur
d’adhérence de (x,) dans R, et limx,, est la plus petite valeur d’adhérence de (x,,)
dans R.
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Démonstration. Montrons que L := lim z,, est une valeur d’adhérence de (). Par
I’Exo 1, il suffit de montrer que pour tous «, 3 € R tels que o < L < f, il existe une
infinité d’entiers n tels que o < x, < 3. Pour m € N, posons Ly, := sup,,~,, Tn. Alors
L,, — L par définition de L. Comme o < L < 3, on peut donc trouver mg tel que
Ym >=mg : a < L, < (. Alors, par définition des L,,, on voit d’'une part que L, < 3
pour tout n = myg; et d’autre part que pour tout m = mg, on peut trouver n = m tel
que « < L,. En particulier, on peut trouver une infinité de n tels que a < L,, < 5.

Montrons maintenant que L est la plus grande valeur d’adhérence de (z,,). Soit £
une valeur d’adhérence quelconque de (x,,) dans R, et soit (n;) une suite strictement
croissante d’entiers telle que x,, — £. Si m € N* est fixé, alors ny > m pour k assez
grand, et donc x,, < L,, = sup,>,, T,. En faisant tendre k vers l'infini, on obtient
¢ < Ly, pour tout m e N, et donc ¢ < inf,, L, = L.

On montre de méme que [ := lim z,, est une valeur d’adhérence de (z,), et que
c’est la plus petite. O

COROLLAIRE 2.5. Une suite (z,) € R converge dans R si et seulement si lim z,, =
lim x,,.

Démonstration. Par le lemme, dire que limz,, = lim ,, signifie que (z,,) posséde
exactement une valeur d’adhérence ; d’ou le résultat par ’'Exo 2. O

_Ezercice. Démontrer le Corollaire[2.5|directement, en utilisant uniquement la définition
de lim z,, et lim x,,.

2.4. Extension des opérations de R & R. Pour I’addition, on convient que :

a+0=00+a=0 siaeR U {w},
a+(—0)=-0=—-w+a siaeRuU{—w}.

De plus :

0+ (—0) et—ow+ 00 ne sont pas définis .

Pour la multiplication, on convient que

axX0=0=0mxa et ax(—w)=-0=(-0)Xa sia>0,

axow=—-0w=0wxa et ax(—0w)=0w=(-0)xa sia<0.
De plus, on convient que
Oxow=0=0wx0.

Ezercice 1. Montrer que l’addition est “continue” sur [0, 0] x [0, c0], mais que la
multiplication n’est pas continue.

Ezercice 2. Montrer que si (x,,) est une suite d’éléments de R, alors

lim(—z,) = —limz, et lim(-x,) = —limz,.

3. Somme d’une famille de nombres positifs

CONVENTION. On appellera nombre positif tout élément de [0, 0].
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3.1. Somme d’une série. Si (z;);en est une suite de nombres positifs, on pose

n

e}
Exi ;= lim sz
=0

1=0

Remarque 1. Ca a un sens car les sommes partielles S, = > ;x; forment une
suite croissante de nombres > 0, donc admettent une limite dans [0, 00].

Remarque 2. Si les x; sont des nombres réels positifs, alors

[o0]
Z x; < 0 <= la série Y, x; converge au sens usuel.
i=0

3.2. Somme d’une famille quelconque. Si (x;);; est une famille de nombres
positifs indexée par un ensemble I # & quelconque, on pose

in = sup{in; Fcrl, Fﬁni}.

el el

Remarque. C’est bien défini dans [0, o0].
0 n
EXEMPLE. Si] =N, alors > x; = ), z; = lim ), z;.
ieN i=0 0 i=0

Démonstration. Exo. O

Ezercice 1. Montrer que si o : I — I est une permutation de I, i.e. une bijection
de I sur I, alors D) To) = Dies Ti-

Ezxercice 2. Montrer que si A et B sont deux parties de [ telles que A n B = (F,
alors ZieAuB Ty = ZieA x; + ZiEB Li-

LEMME 3.1. (additivité)
Si (zi)ier et (yi)ier sont deux familles de nombres positifs indexées par le méme en-

semble I, alors Y ;(xi + yi) = Dlicy Ti + ey Yi-
Démonstration. On a pour tout ensemble fini ' < [ :
Z(l’l-l-yz) = Z:L‘z-l-Zyl <in+2yi;
el el el el el
dott D (@i + yi) < Dep @i + 2es Yi €n prenant le “sup en F7.
Inversement, si F, F' I sont des ensembles finis quelconques, alors
Mawit Du< D mi+ Y owi= Y, (@ituy) <) (@i+u);
1eF ieF’ wEeFFUF! i€eFUF! wEeFFUF! el

dolt D i+ Dier ¥i < Diep(@i + yi) par “double passage au sup”. O
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3.3. Convergence monotone, convergence dominée.

PROPOSITION 3.2. (Théoréme de convergence monotone pour les sommes)
Soit (fn)neny une suite de fonctions positives, fy, : I — [0,00]. On suppose que la suite
(fn) est croissante (i.e. fn(i) < fni1(2) pour tout n et pour tout i € I), et pourie I
on pose f(i) :=limy, o frn(i) (qui existe dans [0,00]). Alors

2, F(0) = lim > fu(i)
1el iel

Autrement dit : pour une suite croissante de fonctions positives, on a toujours le droit

d’écrire
2 lim (i) = lim > f(i)

el el

Démonstration. D’abord, lim, o > ,;c; fn(i) existe dans [0, 00] car uy, := >,.; fn(i)
est une suite croissante de nombres positifs.
Comme la suite (fy,) croit vers f, on a f, < f et donc

an(z) < Z f(@) pour tout n € N;
el el
d’ott limy o0 Dy fr(3) < Dy f(0)-
Inversement, on a pour tout ensemble fini F' < I :
D f(@) = lim D7 (i) < lim Y fali);
el el el
dott Y, f(i) < limy oo Dy fn(4) en prenant le sup en F'. O

COROLLAIRE 3.3. (interversion série-somme)
Si (i k) (ik)erxn est une famille double de nombres positifs indexée par I x N, alors

S(E) S5

el \k=0 el

Démonstration. On applique la proposition aux fonctions f, définies par f,(i) =
Dh_oTik- Les f, forment une suite croissante de fonctions > 0, et f,(i) — f(i) =
> nlo @ik pour tout i € I. Par la proposition, on a donc

o0 n
PIPIE RN SIPIL
n—o0

iel k=0 iel k=0
De plus, on a par le Lemme

Z i Lk = i fokz pour tout n € N;

i€l k=0 k=01iel
d’ou le résultat. O

Q0
FEzercice 1. Pour s > 1, on pose ((s) := & Déterminer lim, ,;+ ((s).
k=1

FEzercice 2. Montrer que si (fy,) est une suite de fonctions positives sur un ensemble

1, alors
S lim £ (i) < lim Y £ (0)

el el
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PROPOSITION 3.4. (Théoreéme de convergence dominée pour les séries)
Soit (fn)nen une suite de fonctions, f, : N — C, telle que pour tout n € N, la série
> fn(i) est absolument convergente. Soit également f : N — C. On suppose que

o fn(i) = f(i) quand n — oo, pour tout i € N;
o il existe une fonction g : N — [0, 00] telle que
digli)<owo et UnVieN: |f,(i)] < g(i).
eN
Alors on peut conclure que la série Y f(i) est absolument convergente, et qu’on a
o0 e}
2, f(0) = lim > fu(0).
i=0 i=0
Démonstration. Pour tout i € N, on a |f(4)| = limy e | fn ()] < g(7) ; donc la série
>, f(i) est absolument convergente puisque ),y g(i) < 0.

Pour montrer que >,;2 fn(i) = D2, f(i) quand n — o0, on commence par obser-
ver que

D Ia(D) = Y @] = D (Fai) = F@))] < D 1fali) = FG)I-
=0 =0 =0 =0

1l suffit donc de montrer que Y2 | (i) — f(i)] = 0 quand n — oo.
Soit € > 0. On cherche un N tel que

V=Nt Y[ fali) = f(0)] <e.
1=0

Comme la série Y g(i) est convergente, on peut trouver un entier K tel que

o0]

> 9() <5
i=K+1
et comme |f, (i) — f(3)| < |fu(?)] + | f(9)] < 2¢(i), on a alors
WneN: > [fu(i) = f(D) < D 2g(i) < 2e.
i=K+1 i=K+1

Ensuite, comme f,, (i) — f(i) pouri = 0,..., K, on sait que Zfio |fn(i)—f(0)] =0
quand n — o0 ; donc on peut trouver N tel que

K
V=N Y |fa(i) — f()| <e.
=0

On voit ainsi que pour tout n = N, on a

0 K a0
Sl = F) =Y+ D) <e+2e =35
i=0 i=0  i=K+1

ce qui est la conclusion souhaitée si on a pris soin de démarrer le raisonnement avec

/3 au lieu de ¢.
([l
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COROLLAIRE 3.5. (séries doubles absolument convergentes)
Soit (fUi,k)(i,k:)eNxN une “suite double” de nombres complexes. Si on a

o0 o0
> lzik| | < oo,
i=0 \k=0

alors on a le droit d’écrire

k=0 i=0
Démonstration. On applique la proposition avec fn(i1) = D _oxik et g(i) =
2120:0 |zk,i|. Exo : Vérifier les détails. O

n
EXEMPLE 3.6. Pour rout z € C, on a lim (1 + i) =e°
n

n—o0

Démonstration. Fixons z € C. Par la formule du binéme, on a pour tout n € N* :
( AN Zn] n\ 2" i
DWW S WAC!
" izo \R/ 0t =

o fu(k) = (1) 2 sik <net folk) =0si k> n.
Si k € N est fixé, alors

nkF o (n—k)nk ko nk k!’

Vn?k:fn(k):<z>zk n! Sk n(n—l)...(n_k_i_l)zk'

et donc f, (k) — %If =: f(k) quand n — 0.
De plus,
nn—1)-(n—k+1) [z|F _|z/*
Vn =k [fo(k)| = ok E < o g(k),
et 'inégalité est vraie aussi pour n < k puisque f,(k) = 0. Comme la série >, g(k) est
convergente, on peut appliquer le Théoreme de convergence dominée pour les séries ;
et on obtient ainsi

© © -k
lim > falk) = 3 o5 =€
k=0 k=0

4. Notations et terminologie “ensemblistes”

» Pour tout ensemble 2, on note P(£2) ou 29 ’ensemble des parties de €. Donc,
“AeP(Q)” est synonyme de “A < .

« On note A° ou Q\A le complémentaire d’une partie A de .
*Si A,B < Q, on pose B\A:=Bn A°= B n (2\A). Pas besoin d’avoir A C B.

e Si (A;)ier est une famille de parties de €2, on note | J;.; A; la réunion de tous les
A; et (,ey Ai leur intersection. Lorsque I = N, on écrit aussi U?io A; et ﬂ?ozo A;.
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REMARQUE IMPORTANTE. Par définition, “(J” correspond au quantificateur “3”,
et “ ) correspond & “V” :
erAi — diel : x€ A;,
el
xeﬂAi = Viel : xe A;.
iel
Ezercice. Soit (f,) une suite de fonctions, f, : Q — R. Ecrire avec des unions et
des intersections l’ensemble A := {z € Q; f,(x) — 0 quand n — o0}.

e Si f:Q — € est une application d’'un ensemble Q dans un ensemble €2, on pose
pour tout A < ' :
FUA) = {oe O f(z)e A}
Attention : pas la peine que f soit bijective. On dit que f~!(A) est 'image réciproque
de A par Iapplication f.

REMARQUE IMPORTANTE. Les images réciproques se comportent bien par rapport
aux opérations ensemblistes :

FHAY) = FHA),

7 (U Ai> =Jr ),
i€l el
f1<ﬂ&>=ﬂf%&%

el el
e Soit © un ensemble. Pour tout ensemble A € €, on note 14 : Q@ — {0,1} la
fonction indicatrice de A, qui est définie par
1 sizeA,
1AW)_{0 siz ¢ A

REMARQUE. L’application A — 1,4 est une bijection de P(Q) sur {0,1}%, I’en-
semble de toutes les applications de €2 dans {0, 1}. En particulier, P(N) est en bijection
avec {0,1}; et donc P(N) n’est pas dénombrable.

Ezercice 1. Soit €2 un ensemble. Montrer que si A, B < €2, alors
lanp =14a1p,
laop=14+15—141p.
Montrer également que si (A;)er est une famille de parties de Q deuz 4 deux disjointes,

alors
1Uie] Ai T Z 1Ai'

el

Ezercice 2. Soit 2 un ensemble, et soit (A,) une suite de parties de 2. On pose

HM;HU&M*@M:UHM'

meNn=zm meNn=m
Montrer qu’on a
1HA" =lim1ly, et Liima, = lim1, .






Chapitre 2

Tribus et mesures

1. Définitions

1.1. Tribus.

DEFINITION 1.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit B une famille de parties de
Q. On dit que la famille B est une tribu (de parties de 2), ou encore une o-algébre,
st elle vérifie les propriétés de stabilité suivantes.

(o) B eB;
(=) B est stable par complémentation : si E € B alors E€ € B.

(o) B est stable par réunions dénombrables : pour toute famille dénombrable
(Ei)ier d’éléments de B (i.e. l'ensemble d’indices I est dénombrable), ’en-
semble | J;c; Ei appartient a B.

Remarque 1. Toute tribu B < P(£2) contient ¢ et Q = .

Remarque 2. En raison de (—), on peut remplacer la condition (o) par

(0) B est stable par intersections dénombrables.

Remarque 3. On peut énoncer (o) sous la forme suivante : pour toute suite (Ep,)neN
d’éléments de B, on a | J, . En € B.

neN

Exemple 1. B := P () est une tribu. C’est la plus grande tribu de parties de .
Exemple 2. B := {(,Q} est une tribu. C’est la plus petite tribu de parties de €.

Exemple 3. Supposons que Q2 = R, et soit B < P(R) la famille de tous les ouverts
de R. Alors B vérifie (o), mais ce n’est pas une tribu.

Ezercice. Supposons que () soit dénombrable. Montrer que si B < P(2) est une
tribu contenant tous les singletons, alors B = P(€2).

DEFINITION 1.2. Un espace mesurable est une paire (2, B), ot Q) est un ensemble
non vide et B une tribu de parties de ).

Remarque. Si l’espace mesurable (2, B) est clairement spécifié par le contexte, on
appelera ensemble mesurable tout élément de la tribu B.

15
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1.2. Mesures.

DEFINITION 1.3. Soit (Q, B) un espace mesurable. Une mesure sur (Q, B) est une
application p : B — [0, 00] vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Non trivialité : u(g) = 0.

(ii) Additivité dénombrable : pour toute suite (Ay)ken d’éléments de B deux a
deux disjoints, on a

M( Ak) = > u(Ag).
k=0 k=0

Donc : une mesure p est par définition une fonction qui & un ensemble A < Q
(supposé mesurable) associe un nombre positif u(A), éventuellement égal a co.

Remarque. Les propriétés (i) et (ii) entrainent 'additivité finie : si Ag,..., A, € B
sont deux & deux disjoints, alors pu(Ag U -+ U A,) = u(Ag) + -+ + u(4y,).

Démonstration. Si on pose Ay := & pour k > n, alors Ag U --- U A, = i, Ak,
done p(Ao -+ U Ap) = 3570 u(Ar) = p(Ao) + -+ + u(An) car u(Ay) = p() =0
pour k > n. O

Exemple 1. Soit a € Q. On définit une mesure &, sur (2, P(2)) en posant pour
tout A Q:

1 siA>a,
0a(4) = {0 si A3a.

La mesure §, s’appelle la masse de Dirac au point a.

Démonstration. Par définition, on a ,(A) = 14(a) pour tout A < Q. Il est évident
que 6(F) = 0. Si (Ak)keny < P(N) est une suite d’ensembles deux a deux disjoints,
alors

ba (U Ak) =1z a,(a) = ), 1a,(a) = D] dalAr).
k=0 k=0

Donc J, est une mesure. [l
Exemple 2. On définit une mesure p. sur sur (2, P(€2)) en posant pour tout A < 2 :

(A) = o0 si A est infini,
R\ =1 4#A  si A est fini.

La mesure . s’appelle la mesure de comptage sur §2.

Démonstration. Cela repose sur le fait évident suivant.

FAIT. On a puc(A) = >, 9(A) pour tout A < .

e
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Il est évident que p.(F) = 0. Si (Ag)reny © P(2) est une suite d’ensembles deux a
deux disjoints, alors

(422

k=0

= Z Z 0z (Ag) par 'Exemple 1

0
= Z Z 0z (Ak) par convergence monotone

0

Ezercice. Soit (u;)ier une famille quelconque de mesures sur (2, B). Montrer qu’on
définit une mesure sur (£2,3) en posant pour tout A € B :

u(A) = il 4).
el
Exemple 3. Soit 2 un ensemble dénombrable. Par définition, une loi de proba-

bilité sur  est une mesure P sur (2, P(2)) telle que P(2) = 1.
Si P est une loi de probabilité sur €2 et si on pose p(z) = P({z}) pour tout x € 2,

alors >, o p(x) =1 et

VA< Q: P(A) = ) pla) = ). p(x)da(A).

€A e

Inversement, pour toute fonction p : @ — R™ telle que >}, . p(z) = 1, la formule
précédente définit une loi de probabilité sur 2.

Démonstration. Comme €) est dénombrable, on a pour A < Q :

P(A) — P (U{x}) _ S () = 3 ple)

€A €A €A

et donc Y o p(z) = P(?) = 1. La réciproque vient de I'exercice précédent. O

Exemple 4. Intuitivement, on définit une “mesure sur R?” en posant pour A < R? :
u(A) = aire (A).
De méme, on définit une “mesure sur R3” en posant pour A < R3 :
p(A) = volume (A).

Probleme : Ca ne veut rien dire.

DEFINITION 1.4. Un espace mesuré est la donnée d’un espace mesurable (2, B)
et d’une mesure j sur (2, 5).
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2. Propriétés élémentaires des mesures
2.1. Reformulation de la définition.
LEMME 2.1. Soit (2, B) un espace mesurable, et soit u : B — [0,00]. Alors u est
une mesure si et seulement si elle posséde les propriétés suivantes.
(i) Non trivialité : u() = 0.
(ii’) Additivité finie : pour tous Ao, ..., A, € B deuzx a deuz disjoints, on a
(Ao U -+ Ap) = p(Ao) + -+ + p(An).

(iii) Continuité par en dessous : pour toute suite croissante (By,)nen d’éléments
de B (i.e. By, € Bp41 pour tout n), on a

H <U Bn) = nlgrololu(Bn) :

n=0
Démonstration. Supposons que p soit une mesure. Alors (i) et (ii’) sont vraies et
il faut vérifier (iii). Soit (B )nen une suite d’éléments de B. Posons Aj := By, et
Ay := Bp\(Bouv ---uU Bj_1) pour k>1.
Les Aj sont mesurables et deux a deux disjoints, et on a pour tout n € N :
(2.1) Aju---UA, = Bpu---uB,
(2.2) = B, par croissance de la suite (By,).

Donc, comme p est une mesure :

m <U Bn) = p (U Ak) = > u(Ap)  par
k=0 k=0

n=0
n

= lim kZO 1(Ag)

= lim pu(Bn)  par (2.2).

Inversement, supposons que p vérifie (i), (ii’) et (iii). Soit (Ag)ren une suite d’en-
sembles mesurables deux & deux disjoints. Pour n € N, on pose

B, =Aju---uUA,.

Alors les B, sont mesurables et la suite (B),) est croissante. De plus, on a par (ii’)

n
w(By) = Z w(Ag) pour tout n € N.
k=0

A(04) - (1)

= lim p(B,) par (iii)

n—ao0
o0

= 1(Ag).
k=0

Donc p est une mesure. O

Donc
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2.2. Autres propriétés importantes. (2, B) espace mesurable.

PROPOSITION 2.2. Toute mesure p sur (2, B) posséde les propriétés suivantes.
(1) Croissance : si A,Be B et A< B, alors u(A) < pu(B).
(2) Propriété de valuation : (AU B) + u(A n B) = u(A) + pu(B) pour tous
A,B € B; et donc p(Avu B) = u(A) + u(B) — u(A n B) si on sait que
w(An B) < 0.

(3) Sous-additivité dénombrable : pour toute famille dénombrable (E;);er d’en-
sembles mesurables (pas forcément disjoints), on a

M (U Ez> <D u(E;).

i€l i€l
Démonstration. (1) On a B = A 1 (B\A), union disjointe, donc p(B) = u(A) +
wu(B\A) par additivité finie, et donc u(B) = u(A).
(2)Ona AuB = Au(B\(BnA))et B=(BnA)u(B\(BnA)), unions disjointes,
donc
WA U B) = pu(A) + u(B\(B A A)) et u(B\(B  A)) + u(B 0 A) = pu(B):
et donc
WA U B) + u(A 0 B) = u(A) + u(B\(B n A)) + u(B 0 A) = p(4) + u(B).
Enfin, si u(A n B) < o0, on peut soustraire (A n B).
(3) Par (2), on a u(Au B) < u(A) + p(B) pour tous A, B € B; d'ou p (|
Dies 1(E;) pour toute famille finie d’ensembles mesurables E; (récurrence).
Maintenant, soit (F;);eny une suite infinie d’ensembles mesurables. D’apres ce qui

précede, on a p (Ui Ei) < X o w(E;) pour tout n € N; d’oli, par la propriété de
continuité par en dessous :

% (U Ez) = lim p (U Ez) < ) u(E).
i=0

=0 1=0

E;) <

el

COROLLAIRE 2.3. Si A, B € B vérifient u(A n B) = 0, alors u(A v B) = u(A) +
1(B).

Démonstration. Evident par (2). O

PROPOSITION 2.4. Soit yu une mesure sur (2, B). Si A, B € B vérifient A < B et
si de plus p(A) < o, alors p(B\A) = u(B) — pu(A).

Démonstration. Comme B = A 1 (B\A), union disjointe, on a pu(B) = u(A) +
w(B\A); et on peut soustraire u(A) car u(A) < oo. O

PROPOSITION 2.5. Soit 1 une mesure sur (Q, B). Si (Cy,) est une suite décroissante
d’ensembles mesurables et si de plus u(C),) < 00 pour au moins un n € N (par ezemple
st u(Cp) < ), alors
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Démonstration. Soit ng € N tel que pu(Ch,) < 0. Comme la suite d’ensembles (C},)
est décroissante, on a ﬂnZO Crn =) , Cn ; donc on peut en fait supposer que ng = 0,
i.e. u(Cp) < o00. Soit C := "), Ch.

Si on pose By, := Cp\Cy, alors la suite (By,) est croissante et | J, By, = Co\C. Par
la propriété de continuité par en dessous, on a donc

p(Co\C) = lim p(Co\Cy) -

De plus, comme p(C) < pu(Co) < 0 et u(Cy) < p(Co) < 0, on a le droit d’écrire

1(Co\C) = u(Co) —p(C) et u(Co\Crn) = u(Co) —p(Ch). Done pu(Co) —p(Cn) — p(Co)—
w(C); d’ou le résultat en simplifiant par u(Cp), ce qui est possible car u(Cp) < 0. O

nz=n

COROLLAIRE 2.6. Si (Cy,) est une suite décroissante d’ensembles mesurables telle
que 1(Co) < 0 et (g Crn = &, alors p(Cp) — 0 quand n — oo.

Attention : C’est faux si on ne suppose pas que les C,, sont de mesure finie.
Exemple : = p. sur N et C), = [n, ol.

DEFINITION 2.7. Une mesure p sur (2, B) est dite finie si u(Q2) < 00, i.e. u(A) <
0 pour tout A € B.

Donc, pour une mesure p finie, on a (ﬂf:o Cn) = limy, o p(Cy) pour toute suite
décroissante d’ensemble mesurables (Cy,).

3. Ensembles boréliens
3.1. Tribu engendrée par une famille d’ensemble.

LEMME-DEFINITION 3.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit C une famille de
parties de ). Il existe une plus petite tribu de parties de §2 contenant C. Cette tribu
s’appelle la tribu engendrée par C, et se note o(C).

Démonstration. 1l y a au moins une tribu de parties de € contenant C, a savoir
P(Q). De plus, une intersection quelconque de tribus est encore une tribu (exo). Donc,
si on note o(C) l'intersection de toutes les tribus de parties de Q contenant C, alors
o(C) est bien définie, est une tribu, et convient par définition. O

REFORMULATION. o(C) est caractérisée par les 2 propriétés suivantes :
e 0(C) est une tribu contenant C;

e pour toute tribu B < P(f2) contenant C, on a o(C) < B.
Remarque. Etant donné deux familles C; et Cy de parties de €,
si C1 € o(Cq), alors o(C1) € o(Ca).

Démonstration. Evident puisque B = ¢(Cs) est une tribu. O

3.2. Tribu borélienne. Dans cette section, on prend Q = R? ot d € N*; mais
on pourrait prendre pour {2 n’importe quel espace métrique (cf le cours ’EVNT).

RAPPEL. On sait ce qu’est un ouvert ou un fermé de ; et on sait des petites
choses sur les ouverts et les fermés...
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DEFINITION 3.2. La tribu borélienne de Q) est la tribu engendrée par les ouverts
de Q ; autrement dit, la plus petite tribu de parties de ) contenant tous les ouverts de
Q. Cette tribu sera notée B(Q). En notant O(Q) la famille de tous les ouverts de 2,
on a ainst

B(Q) = o(0(Q)).

Les éléments de la tribu B(2) sont appelés les boréliens de ’espace métrique ).

Remarque. B(Q) est également la tribu engendrée par les fermés.

Démonstration. En notant F(£2) la famille de tous les fermés de €, on a F(2) <
o(O(Q)) car tout fermé C' < Q est le complémentaire d’un ouvert. Donc o (F(Q2)) <
c(0(Q)) = B(Q). De méme, on a O(Q) < o(F()) et donc B(Q) = o(O(Q)) <
o (F()). O

Exemple 1. Les ouverts et les fermés sont boréliens.

Exemple 2. Tout ensemble dénombrable D < €) est borélien.

Démonstration. Soit D < Q un ensemble dénombrable. On écrit D = {zg, x1, x2, ... }.
Alors D = |J,en{zi}, et les singletons {z;} sont fermés, donc boréliens. Donc D est
borélien, car réunion dénombrable de boréliens. ]

Exemple 3. Tout intervalle de R est un ensemble borélien.

Démonstration. Un intervalle I est soit ouvert, soit fermé borné, soit de la forme
[a,b] ou ]a,b]. Dans les 2 premiers cas, on sait déja que I est borélien. Si I = [a, b],
alors on peut écrire I = [a,0[n] — 00, b[, donc I est l'intersection d’un ouvert et d’'un
fermé, et donc est borélien. Le cas I = |a, b| est identique. O

REMARQUE 3.3. On peut construire des ensembles non boréliens dans R ou dans
R? ; mais il faut se fatiguer assez sérieusement.

DEFINITION 3.4. Une mesure borélienne sur Q est une mesure sur (2, B()).
3.3. Produits de boréliens. Soient p,q € N*.
FaiT 3.5. SiU c RP et V < R? sont ouverts, alors U x V est ouvert dans RP x RY.

Démonstration. En notant w1 : RP x R? — RP et my : RP x R? — RY? les deux
“projections canoniques”, on a U x V =y H(U) nmy (V) ; et donc U x V est ouvert
car m; et mo sont des applications continues. O

PROPOSITION 3.6. Si A c RP et B < RY sont boréliens, alors A x B est borélien
dans RP x RY.

Démonstration. Comme A x B = (A x R?) n (RP x B), il suffit de montrer que si
A c RP et B < R? sont boréliens, alors A x R? et RP x B sont boréliens dans RP x RY.

Soit A = {A c RP; A x R? e B(RP x R?)}. Alors A est une tribu de parties de R?
(exo) car B(RP x RY) est une tribu. De plus A contient tous les ouverts par le Fait
car si A € RP est ouvert alors A x R? est ouvert dans RP x R? et donc borélien. Donc
A contient B(RP) ; autrement dit, A x R? est borélien dans RP x R? pour tout borélien
A < RP. De méme, RP x B est borélien pour tout borélien B < RY. O
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3.4. Intervalles, pavés et boréliens.

DEFINITION 3.7. Soit d € N*. Un pavé de R? est un ensemble P < R? de la forme
P=1 x---x1g4,

ou I, ..., 1; sont des intervalles bornés de R. Un pavé P = I x --- X I est dit ouvert
si les intervalles I; sont tous ouverts, et compact si les I sont tous compacts (=
fermés bornés).

Exemples. Dans R, “pavé”= “intervalle borné” ; dans R? “pavé” =“rectangle & cotés
paralleles aux axes de coordonnées” ; dans R3, “pavé” =“parallélépipede rectangle dont
les arétes sont paralleles aux axes de coordonnées”.

REMARQUE 3.8. Tout pavé de R? est un ensemble borélien.

Démonstration. C’est un produit fini d’intervalles, qui sont des boréliens de R. [

LEMME 3.9. Tout ouvert de R% est réunion dénombrable de pavés ouverts.

Démonstration. Soit O un ouvert de R%. Notons Z la famille de tous les pavés
ouverts de la forme P = I; x --- x Iy, ou Iq,...,I; sont des intervalles a extrémités
rationnelles. Comme O est ouvert, pour tout z € O, on peut trouver un pavé P € 7 tel
que z € P et P < O (exo0). On voit donc que O = |Jpcy P. De plus, la famille 7 est
dénombrable car elle est énumérée par une partie de Q? x - - - x Q?, qui est dénombrable
(un intervalle ouvert est défini par ses extrémités). Donc on a le résultat souhaité. O

PROPOSITION 3.10. Les intervalles de R engendrent la tribu borélienne de R. Plus
précisément, B(R) est engendrée par l'une quelconque des familles suivantes :

(i) la famille Z, des intervalles ouverts bornés;
la famille Ts des intervalles compacts ;
la famille Iy des intervalles semi-ouverts de la forme [a, B[, a, B € R;

la famille T des intervalles semi-ouverts de la forme |, 5], o, 6 € R ;

)
)
)

(iv) la famille Ty des intervalles de la forme |a, 0|, a € R;
) la famille Ty des intervalles de la forme [co,0[, a € R;
)

la famille T des intervalles de la forme | — o0, B[, BeR;
(V') la famille I des intervalles de la forme | — 0, 5], B € R.

Démonstration. (i) Par le Lemme tout ouvert de R est réunion dénombrable
d’intervalles ouverts bornés. Donc o(Z;) contient tous les ouverts, et donc o(Z;) =
B(R).

(ii) Par (i), il suffit de montrer que tout intervalle ouvert borné ]a,b[ appartient
& 0(Z). Si on choisit une suite strictement décroissante (o) et une suite strictement
croissante (/3,,) telles que oy, — a et 3, — b, alors |a, b[ = |, [an, Br]; donc OK.

(iii) Par (i), il suffit de montrer que tout intervalle ouvert borné |a, b| appartient &
o(Z3). On a Ja,b[ = |, [an, b[, out est une suite strictement décroissante tendant vers
a, donc OK. Idem pour (iii’)

(iv) Par (iii’), il suffit de montrer que tout intervalle semi-ouvert |a,b] appartient
a 0(Zy). On a Ja,b] =]a, o[ n(R\ ]b, 0[), donc OK.

(iii"), (iv’), (v) et (v’) : idem. O
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PROPOSITION 3.11. Les pavés de R? engendrent la tribu borélienne de R%. Plus
précisément, B(Rd) est engendrée par la famille des pavés ouverts, et aussi par la
famille des pavés compacts.

Démonstration. Notons P la famille des pavés ouverts. Par le Lemme tout
ouvert de R? est réunion dénombrables de pavés ouverts ; donc o(P;) contient tous les
ouverts, et donc o(P;) = B(R?).

Maintenant, notons P» la famille des pavés compacts. On a vu que tout intervalle
ouvert I € R est réunion dénombrable d’intervalles compacts J,, (¢f la preuve de la
Proposition . Donc, tout pavé ouvert P = I; X --- x Iz est réunion dénombrable
de pavés compacts : en écrivant

IkZUJk,n pour k=1,...,d

ou les Jj , sont des intervalles compacts, on a

P=DLx--xIg= ) i XX Jin,

ni,...,nqg€N
Donc o(Ps) contient tous les pavés ouverts, et donc o(Ps) = B(R?). O

3.5. Boréliens d’une partie de R?. Dans cette section, { est une partie (non
vide) de R,

DEFINITION 3.12. On dit qu’un ensemble O < ) est un ouvert de ) si, pour tout
point x € O, on peut trouver r > 0 tel que B(z,r) n Q < O, ot B(x,r) est la bvoule
ouvert (euclidienne) de centre c et de rayon r.

Par exemple, si Q = [0,1] < R, alors O =0, 1] est un ouvert de 2 (exo).

FAIT 3.13. Un ensemble O < § est un owvert de ) si et seulement si O = O Q,
ot O est un ouvert de R%.

Démonstration. Supposons que O soit un ouvert de €. Pour tout = € O, on peut
choisir 7, > 0 tel que B(z,r;) n Q < O. Alors (micro-exo) O = |J,co B(x,72) N Q =
(Uzeo B(x,rm)) N Q; donc O := J,.o B(x,r) convient. La réciproque est laissée en
€xo. ]

Par exemple, si Q = [0,1] c R et O =]0, 1], alors O =]0,00] n Q.

DEFINITION 3.14. La tribu borélienne de ) est la tribu de parties de Q) engendrée

par la famille des ouverts de Q. On note cette tribu B(QY), et on dit que les éléments
de B(Q2) sont les boréliens de .

PROPOSITION 3.15. Un ensemble A < Q est un borélien de Q si et seulement si
A=AnQ, o A est un borélien de R?.

Démonstration. Soit A := {A nQ; A e B(R%)}. On veut montrer que A = B(Q);
et pour cela on va montrer que B(Q2) ¢ A et A < B().

Comme B(R?) est une tribu, on vérifie que A est une tribu de parties de Q (exo).
De plus, par le Fait la famille A contient tous les ouverts de €2. Donc A contient
B(Q).

Pour montrer que A < B(£2), on introduit la famille B := {B < R%; BnQ e B(Q)}.
Montrer que A < B(f) revient a4 montrer que tout borélien de R? appartient & B,
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autrement dit que B contient B(R%). Comme B(Q) est une tribu de parties de €, on
vérifie que B est une tribu de parties de R¢ (ex0). De plus, B contient tous les ouverts
de RY par le Fait [3.13]; et donc B contient B(R?). O

COROLLAIRE 3.16. Si © est un borélien de RY, alors B(Q) = B(RY) n P(Q). Au-
trement dit : les boréliens de Q0 sont exactement les boréliens de R% contenus dans
Q.

Démonstration. Exo. O

3.6. Boréliens de R.

DEFINITION 3.17. On dit qu’un ensemble A < R est un borélien de RsiAnR
est un borélien de R. On note B(R) la famille des boréliens de R.

REFORMULATION. Un ensemble A R est un borélien de R si et seulement si
- ou bien Ac Ret Ae B(R);

ou bien A = B u {00} ou B e B(R);

ou bien A = Bu {—w} ou B € B(R);

ou bien A = B u {—m, 0} ou B € B(R).

FAIT 3.18. La famille B(R) est une tribu de parties de R.

Démonstration. Exo. O

PROPOSITION 3.19. La tribu B(R) est engendrée par la famille d’intervalles T :=
{[ajoo]; a€ ]R}, et aussi par la famille T := {]a,oo]; a€ ]R}.

Démonstration. Faisons la preuve pour Z. Par la “reformulation” ci-dessus, il suffit
de montrer que la tribu ¢(Z) = P(R) contient B(R), {0} et {—co0}. D’abord, {0} =
(Mpenlns 0], done {0} € o(Z). On en déduit que o(Z) contient tous les intervalles de
la forme [a, o[ puisque [a, o[ = [a,0]\{o}; et donc que o(Z) contient B(R). Enfin,
{—o0} = R\(R U {o0}), donc {—w} € o(T). O

REMARQUE 3.20. On montre de la méme fagcon que B(R) est engendrée par J :=

{[~0,B]; BeR} et par J':= {[~,B[; B eR]}.

4. La mesure de Lebesgue sur R?¢

4.1. Un résultat d’unicité. Dans cette section et les suivante, on fixe d € N*.
On rappelle qu'une mesure borélienne sur R% est une mesure sur (Rd, B(Rd)).

LEMME 4.1. (“Lemme d’unicité”)

Si uy et pg sont deur mesures boréliennes sur R? telles que p1(P) = pa(P)< o0
pour tout pavé compact P < R?, alors py = po. Idem si on remplace “pavé compact”
par “pavé ouvert”.

Démonstration. C’est non-trivial, et on I’admettra pour le moment ; mais on fera
peut-étre la preuve plus tard. Cependant, le résultat est “plausible” car les pavés
engendrent la tribu borélienne. O
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Remarque. Le lemme devient faux si on ne suppose pas que les mesures pp et
1o prennent des valeurs finies sur les pavés. Exemple : soient p; et po les mesures
(boréliennes) sur R définies par

0 si A=¢, 0 si A est dénombrable,
p(A) = {oo si A#Y; et pz(d) = {oo si A n’est pas dénombrable.

(Exo : ce sont effectivement des mesures...)
On a p1 # pg car par exemple 1 ({0}) = oo et p2({0}) = 0; mais py(I) = puo(I) pour
tout intervalle ouvert I < R, car un intervalle ouvert non vide est non dénombrable.

FEzercice. Soient p; et p2 deux mesures boréliennes sur R telles que 1 (1) = po(I)
pour tout intervalle compact I < R. Montrer qu’on a p1(J) = ua(J) pour tout intervalle
ouvert J, et en déduire que u1(0O) = p2(0) pour tout ouvert O < R. (Utiliser une
description “bien connue” des ouverts de R.)

4.2. Définition de la mesure de Lebesgue.

NOTATIONS. Pour tout intervalle I € R, on note |I| la longueur de I.

Si P =1Iy x---x I est un pavé de R?, on note |P| le volume (d-dimensionnel) de
P

1P| = || % - x |L].

REMARQUE IMPORTANTE. Si P € RP et Q < R? sont des pavés, alors P x @) est
un pavé de R? x R? = RPT4, et on a

[P x Q| =[P||Q].

THEOREME-DEFINITION. Il existe une unique mesure borélienne \g sur R telle
que \g(P) = |P| pour tout pavé P < R, On dit que Ay est la mesure de Lebesgue
sur RV,

Démonstration. Unicité : évident par le Lemme Ezistence : Beaucoup plus
délicat ; peut-étre a la fin du cours, s’il y a le temps. O

Remarque 1. L’intuition est que la mesure de Lebesgue Ay mesure les aires, que As
mesure les volumes, et que A; mesure les longueurs.

Remarque 2. On peut tout de suite donner une formaule pour A4 : pour tout borélien
AcR% on a

a0
Aa(A) = inf Y|Pyl
k=0
ou la borne inférieure est prise sur toutes les suites de pavés (Py) telles que A <

UkeN By.

Remarque 3. Lamesure de Lebesgue n’est pas finie puisque Ag(RY) = A\g([-n,n]?) =
(2n)¢ pour tout n € N. Mais elle est sigma-finie : il existe une suite (B,,) de boréliens
telle que RY = |,y Bn, et Ag(By) < o0 pour tout n € N (par exemple B, = [—n,n]?).

4.3. Deux propriétés fondamentales.
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4.3.1. Invariance par translations. Pour tout ensemble A € R et pour tout u € RY,
on pose
A+u={z+u; veA}.

FAIT 4.2. SiueR?, alors A+ u est borélien pour tout borélien A < RY.

Démonstration. Soit B = {A € R% A+ u € B(RY)}. En notant 7 : R — R? la
translation définie par 7(z) =  —u, on a B = {A < R% 771(A) € B(RY)}. On en
déduit que B est une tribu (exo), et que B contient tous les ouverts de R? car 7 est
continue (autre exo). Donc B contient B(R?). O

LEMME 4.3. La mesure de Lebesque Ny est invariante par translations : pour
tout borélien A < R? et pour tout u € R%, on a

)\d(A + u) = )\d(A)
Démonstration. Soit u € R?, et soit u : B(R?) — [0, 00] définie par
u(A) = Ma(A + u).

Alors p est une mesure : si (Ag) est une suite de boréliens deux a deux disjoints,
alors les Ay, + u sont disjoints et (|, Ax) + u = |, (Ak + u), donc... (terminer).

On veut : g = Ag. Il suffit : de vérifier qu’on a u(P) = |P| pour tout pavé P < R?
(par définition de \g).
On écrit P =11 x -+ x Ij et u = (uj,...,uq). Alors P + u est aussi un pavé :

Ptu=1I x - x1Ig ol I; = I; + uj. Comme |I~]| = |I;| pour tout j, on a donc
p(P) = |P +ul = |L]---[la] = [IL]---[1a] = [P].
O

Ezercice 1. Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante par symétries cen-
trales. Pour cela, raisonner comme dans la preuve du Lemme

Exercice 2. Soit h : R? — R? une homothétie de rapport c¢. Montrer que pour tout

borélien A € R2, on a A2(h(A)) = 2\ (A4).

4.3.2. Propriété de produit.

LEMME 4.4. Si A€ B(RP) et B € B(RY), alors A x B € B(RP*Y) et

Ap+q(A x B) = Ap(A) Ag(B) .

Démonstration. On a déja vu que A x B € B(RP x R?) = B(RP1Y) si A € B(RP) et
B € B(R?). Donc la formule a un sens (Ap14(A x B) est bien défini).

ETAPE 1. On a Ay q(A x B) = A\,(A) \,(B) pour tout pavé B < R? et pour tout
borélien A < RP.

Démonstration. On fixe un pavé B < RY, et on définit p; : B(RP) — [0, 0] et
2 - BR?) — [0,] par
H1(A) = Apq(A x B) et pa(A) = Ap(A) A(B).

Alors 11 et po sont des mesures : évident pour pe (multiple de A,); exo pour p;.
De plus, si A est un pavé, alors A x B est un pavé; donc

p1(A) = [Ax Bl = [A[[B] = Ap(A) Ag(B) = pa(A) < 0.

D’aprés le Lemme d’unicité [£.T] on a donc pq = p2, ce qu’on voulait. O
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ETAPE 2. On a Ay q(A x B) = A\y(A) Ay (B) pour tout borélien A < R” tel que
Ap(A) < o et pour tout borélien B < RY.

Démonstration. Cette fois, on fixe un borélien A < R? tel que A\,(A) < o0, et on
définit deux mesures 1, g : B(R?) — [0, 0] par

p1(B) = Apsq(A x B) et pz(B) = Ap(A) A(B).

Par UEtape 1, on a p1(B) = pg(B) < 0 pour tout pavé B < R?; donc py = pg d’aprés
le Lemme d’unicité, ce qu’on voulait. ]

Soient maintenant A € B(RP) et B € B(RY) quelconques. Si on pose E,, := [—n, n]?
et A, = An E,, alors la suite (A,)nen est croissante et A = J,, A, ; donc A x B est
la réunion croissante des A, x B. De plus, on a A\,(Ay) < A\p(E,) < 00 pour tout n,

donc A\pig(An x B) = A\p(An) \y(B) d’apres I'Etape 2. Ainsi,
Ap+q(A x B) = lingo Ap+q(An x B) = hI%O Ap(An) Ag(B) = Ap(A) Ag(B) .
O

Ezercice. Montrer soigneusement que si (ay) est une suite croissante de nombres
positifs de limite a € [0, 0] et si b € [0, 0] est fixé, alors a,b — ab.

4.4. Aire d’un rectangle quelconque. On a dit plus haut qu’intuitivement,
la mesure de Lebesgue Ao “mesure les aires”, car la mesure d’un rectangle a cotés
paralleles aux axes de coordonnés est égale a ce qu’on est en droit d’attendre. Pour
étayer un peu plus cette affirmation, la moindre des choses est maintenant de montrer
que cela reste vrai pour un rectangle quelconque. C’est ce que dit le lemme suivant.

LEMME 4.5. Si R = R? est un rectangle de cotés a et b, alors \a(R) = ab.

Ce résultat n’est absolument pas évident. Pour la preuve, on va avoir besoin des
deux faits suivants.

FAIT 4.6. Pour tout segment I' = R?, on a \y(T') = 0.

Démonstration. Elle sera faite plus tard dans le chapitre (ol on montrera un
résultat plus général). O

FAIT 4.7. Si A c R? est un triangle rectangle dont les “cétés de Uangle droit” sont
paralléles aux azes de coordonnées, alors Ao(A) est ce qu’on imagine.

Démonstration. Notons A’ le triangle rectangle symétrique de A par rapport au
milieu de I’hypoténuse de A. Notons également a et b les longueurs des “cotés de 'angle
droit” de A. Alors A U A’ est un rectangle a cotés paralléles aux axes de coordonnés,
de longueurs a et b. Donc Ay(A UA’) = ab. De plus, on a A2(A’) = A\2(A) car la mesure
de Lebesgue Ao est invariante par les symétries centrales (un exo posé plus haut); et
A2(ANnA) =0 d’apres le Fait [4.6/car A n A’ est un segment. Donc ab = (AU A') =
A2(A) + Xa(A") = 2X5(A), et donc Aa(A) = £ ab, comme attendu. O

Preuve du Lemme [{.5. On peut compléter le rectangle R en un grand rectangle @ &
cotés paralleles aux axes de coordonnées, en construisant sur les cotés de R des triangles
rectangles Aq,..., Ay a cOtés de I'angle droit paralléles aux axes de coordonnées. Par

le Fait on a
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4
(4.1) 22(Q) = Xa(R) + D Aa(Ay) .
i=1

Les triangles A; vont par paires. Notons xz,y les longueurs des cotés de angle
droit pour les 2 triangles dont I’hypoténuse est de longueur a, et u,v pour ceux dont
I’hypoténuse est de longueur b. Quitte a permuter z,y et u, v, les longueurs des cotés
du grand rectangle @ sont alors z + u et y + v. Il faut évidemment faire un dessin.

Comme @ et les A; ont des cotés paralleles aux axes de coordonnées, on a A2(Q) =
(z + u)(y + v) par définition de o, et A2(A;) = F ou & d’apres le Fait Donc
I’équation devient

Ty uv)

Xo(R) = (m+u)(y—|—v)—2<?+7

= v+ yu.
Par ailleurs, on a d’apres le Théoreme de Pythagore :
(4.2) 2y =a® et u+0i=07.

Enfin, en considérant les angles des triangles A;, on voit qu’on a aussi
r v

(4.3) =

y
En élevant au carré l'identité Ao(R) = xv + yu et en utilisant (4.3)) et (4.2), on
obtient

Ao(R)? = 2%0® + 2zuyv + y*u®
2?0? + (zu)? + (yv)? + y?u?
= 22(u® + %) + y* (v + u?)
= (2% + )b = a®b?.

Donc A\y(R) = ab, comme annoncé. O

COROLLAIRE 4.8. La mesure de Lebesque Ao est invariante par toutes les isométries
euclidiennes de R?.

Démonstration. Soit J : R? — R? une isométrie euclidienne. Comme J~! est aussi
une isométrie euclidienne et est donc continue, on montre comme dans la preuve du
Fait que J(A) = (J71)71(A) est un ensemble borélien pour tout borélien A = R2.
Ensuite, on vérifie (exo) que la fonction p : B(R?) — [0,00] définie par p(A) :=
A2(J(A)) est une mesure. Si P < R? est un pavé de cotés a et b, alors R := J(P)
est un rectangle de cotés a et b puisque J est une isométrie; donc \o(R) = ab par le
Lemme autrement dit u(P) = |P|. Cela étant vrai pour tout pavé P < R? on en
déduit que p = Ag, ce qui est le résultat annoncé. O

Ezercice. Montrer que si A < R? est un triangle quelconque, alors Ay(A) est ce
qu’on imagine.
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5. Ensembles négligeables; propriétés vraies presque partout
5.1. Définitions. Dans tout cette section, (€2, B, 1) est un espace mesuré.

DEFINITION 5.1. On dit qu’'un ensemble N < B est u-négligeable s’il existe un
ensemble mesurable B tel que N < B et u(B) = 0.

Remarque 1. La définition n’impose pas que N soit mesurable.

Remarque 2. Un ensemble mesurable N est u-négligeable si et seulement si pu(N) =
0. (Evident par la propriété de croissance.)

Remarque 3. Si N est u-négligeable, alors tout ensemble N’ € N est p-négligeable.

Remarque 4. La p-négligeabilité dépend de la mesure p.

Exemple 1. Soit a € €, et soit d, la masse de Dirac au point a. Alors un ensemble
N < Q) est d,-négligeable si et seulement si N % a.

Exemple 2. Le seul ensemble négligeable pour la mesure de comptage . est N = 7.

DEFINITION 5.2. Soit P(x) une propriété dépendant de x € Q. On dit que P(x) a
lieu p-presque partout si l’ensemble des x € § ne vérifiant pas P(x) est pu-négligeable.

Exemple 1. Etant donné a € Q, on a “r=a’ j,-presque partout.

Exemple 2. “u.-presque partout” veut dire “partout”.

ProrosITION 5.3. Toute réunion dénombrable d’ensembles p-négligeables est pi-
négligeable.

Démonstration. Soit (N;)ier une famille dénombrable d’ensembles négligeables, et
soit N := [ J,.; N;. Pour tout i € I, on peut trouver B; € B tel que N; < B; et u(B;) = 0.
Alors B := ;. € B et u(B) < X },c; (B;) = 0 par sous-additivité dénombrable ; donc
w(B) =0, et donc N est p-négligeable puisque N € B. d

COROLLAIRE 5.4. Toute conjonction dénombrable de propriétés vraies p-presque
partout est encore vraie p-presque partout : si (P;)er est une famille dénombrable de
propriétés vraies p-presque partout, alors la propriété “Nie I : Pi(x)” est elle aussi
vrate p-presque partout.

Démonstration. C’est évident : si on pose N; := {z € Q ne vérifiant pas P;(z)} et
N := {z € Q ne vérifiant pas “Vie I : P;j(x)”}, alors les N; sont p-négligeables et on
aN =, N O

Ezxercice 1. Montrer que tout ensemble \g-négligeable dans R? est d’intérieur vide.

Ezercice 2. Soit I < R un intervalle non trivial. Montrer que si deux fonction
continues f,g: I — R sont égales Aj-presque partout, alors elles sont égales partout.
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5.2. Exemples d’ensembles )\;-négligeables.

Exemple 1. Tout ensemble dénombrable D < R est Aj-négligeable.

Démonstration. Par la Proposition il suffit de montrer que tout singleton {a}
est A\j-négligeable. Et c’est évident : {a} = [a,a] et donc Ai({a}) = |[a,a]| = 0. O

Remarque 1. Comme R n’est pas Ai-négligeable, on en déduit que R n’est pas
dénombrable !

Remarque 2. 1l existe des parties A;-négligeables de R qui ne sont pas dénombrables.

Exemple 2. Soit d = 2. Si~ : I — R? est une application de classe C* d’un intervalle
I € R dans R?, alors T := ~(I) est Ag-négligeable.

Démonstration. Cette preuve suppose une certaine aisance avec le contenu du cours
d’EVNT.

On sait que l'intervalle I est réunion dénombrable d’intervalles compacts I,,, n € N.
Alors v(I) = |J,, 7(I,), donc il suffit de montrer que les y(I,,) sont négligeables. Donc
on s’est ramené au cas ou l'intervalle I est compact ; disons I = [a, b]. Dans ce cas, T’
est compact (par continuité de ), donc borélien.

Comme 7 : [a,b] — R est de classe C', sa dérivée v est bornée sur le compact
[a,b] ; donc v est lipschitzienne (pour n’importe quelle norme sur R?), d’apres I'inégalité
des accroissements finis. Soit K une constante telle que

Vs, t € [a,b] « |v(t) = y(s)]eo < K[t — .

Soit R € N* quelconque, et soit a = sp < $1 < -+ < sg = b la subdivision de [a, b]

obtenue en découpant [a,b] en R intervalles de longueur 7 := %o On a

Sit € [si, sit1] alors [y(t) —v(si)[0 < K[t — s;| < K'n. Donc (t) appartient a la
boule By .| (v(si), K1) pour tout t € [s;, s;4+1], autrement dit

T; € By, (v(si), Kn) := P

Mais comme on utilise la norme || - ||, les P; sont des “pavés cubiques” de coté 2K71).
(En écrivant y(s;) = (z1,...,2q), on a P, = [xt1 —n, 21 +n] X -+ X [£g — 0,24 + 7].)
En particulier, A\g(P;) = (2Kn)?. Comme I'; € P;, on a donc \g(I';) < (2n)? pour

i=0,...,R—1, don
R—1
Ad(U Fi)
=0

< Rx (2Kn)t.
b—a

Comme 1 = 7%, on obtient donc

Aa(T)

IN
oM

<

5

C C

Rl ~ R

ou C' est une constante indépendante de R. C’est vrai pour tout entier R > 1, donc
Aa(T") = 0 puisque d = 2. 0

M) < R x
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CAS PARTICULIER. Si d > 2, alors toute droite L < R% est \g-négligeable.
Démonstration. Si W est un vecteur directeur de L et si on fixe un point p € L,
alors on peut écrire L = v(R) ol 7 : R — R? est définie par v(t) = p +t @ (elle est
bien C1). O

Ezercice. Montrer que si A € R? est un polygone ou un disque fermé, alors \o(A) =

o

A2(A).

Exemple 3. Soient d,p € N avec p < d. Si U est un ouvert de RP et si ® : U — R¢
est une application de classe C!, alors ¥ = ®(U) est A\g-négligeable.

Démonstration. Semblable a celle de I’Exemple 2. O

CAS PARTICULIER. Tout sous espace affine E < RY de dimension p < d est
négligeable.

Démonstration. Exo. O






Chapitre 3

Applications mesurables

1. Définition et critéres de mesurabilité

DEFINITION 1.1. Soient (Q,B) et (¥, B') deuz espaces mesurables. On dit qu’une
application f : Q — Q' est (B, B')-mesurable si

VAeB : f (A eB.

Remarque 1. Si les tribus B et B’ sont clairement spécifiées, on dira simplement
“mesurable” au lieu de “(B, B')-mesurable”. Donc : une application f est mesurable si
et seulement si f~1(A) est mesurable pour tout ensemble mesurable A = (V.

Remarque 2. Si ' = R” ou R, on munit “par défaut” €’ de sa tribu borélienne.
Donc, pour une application f : Q — @/, “mesurable” veut dire “(B, B(£)’))-mesurable”.

Remarque 3. Si Q < R™ et ' = R™ ou R, on dit qu'une application f : Q —
est borélienne si elle est (B(f2), B(€)'))-mesurable.

Remarque 4. Si B = P(Q), alors toute application f : Q — Q' est mesurable.

Ezxercice 1. Montrer qu’une application f : (©2,8) — R est mesurable si et seule-
ment si elle est mesurable quand on la considere comme application de €2 dans R.

Ezercice 2. Soit (2, B,P) un espace de probabilité, et soit X : Q@ — R. Par
définition, X est une variable aléatoire discrete si A := X (Q) est dénombrable
et si, pour tout a € A, I'ensemble {X € a} := {w e Q; X (w) = a} appartient a 5. Mon-
trer que X est une variable aléatoire discrete si et seulement si X est une application
mesurable telle que X () est dénombrable.

Exemple 1. Toute application constante est mesurable, quelles que soient les tribus
au départ et a arrivée.

Démonstration. Si f : Q — Q' est constante, f(x) = «, alors, pour tout ensemble
A c V, 'ensemble f~1(A) est soit vide (si a ¢ A), soit égal & Q (si a € A). Dans les
deux cas, f~1(A) est mesurable. O

Exemple 2. Soit E < €, et soit 1g sa fonction indicatrice, considérée comme une
fonction de €2 dans R. Alors 15 est mesurable si et seulement si E est mesurable.

Démonstration. Si 1p est mesurable, alors E' = 1;'({1}) est mesurable car {1} est
un borélien de R. Inversement, supposons F mesurable. Pour tout A € R, I’ensemble
(1g) (A) est égal soit 4 Q (si0e Aet 1€ A), soit & E (si0¢ Aet1e A), soit a
E¢(si0eAet1¢ A),soita & (si0¢ Aet1¢ A); dans tous les cas (1) 1(A) est
mesurable. O

33
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FEzercice. Soit (f,) une suite d’applications mesurables de (€2, B) dans R. On note
E Pensemble des points x € € tels que la suite (f,(x)) converge dans R. Montrer que
FE est mesurable.

PROPOSITION 1.2. Soient (Q,B) et (', B') deur espaces mesurables, et soit f :
Q — Q. On suppose qu’il existe une famille C = B’ telle que o(C) = B’ et VC € C :
f~HC) e B. Alors f est mesurable.

Démonstration. Soit By := {A < Q'; f~1(A) € B}. Comme B est une tribu, on
vérifie que By est une tribu de parties de Q' (exo; on dit que By est la tribu image de
B par f). Comme C < By par hypothese, on a donc B’ = ¢(C) < By ; autrement dit :
f~Y(A) € B pour tout A e B'. O

COROLLAIRE 1.3. Si © < R™, alors toute application continue f : @ — R” est
borélienne.

Démonstration. On applique la proposition en prenant pour C la famille de tous
les ouverts de R9. Comme f est continue, on sait que f~1(O) est ouvert dans € (donc
borélien) pour tout O € C, d’ou le résultat puisque o(C) = B(') par définition de la
tribu borélienne. O

Exemple. Soit u € R?. L’application 7, : R — R définie par 7,(z) = = — u est
continue, donc borélienne; et si A € R, alors 7, 1(A) = A + u. On en déduit que si
A < R? est borélien, alors A + u aussi; ce qu’on avait déja démontré.

Exercice. Montrer en utilisant le Corollaire[I.3 que si Ay, ..., Ag sont des boréliens
de R, alors A; x - - - x Ag est un borélien de R?. (Considérer les “projections canoniques”
7R - R)

NOTATIONS. Pour toute fonction f : 2 — R et pour «, 3 € R, on pose

{(f>a:={ze® f(z)>a} et {f<f}:={re flz)<p}.

COROLLAIRE 1.4. Soit (Q, B) un espace mesurable. Pour une fonction f : ) — R,
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) f est mesurable ;

(2) {f > a} € B pour tout « e R;

(2") {f < B} € B pour tout B € R.

Démonstration. Comme {f < o} = f~1(Ja,0]) et {f < B} = f~1([~,H]), on

peut appliquer la proposition avec C := {]a, ®0]; a € R} ou C = {[~c0, 8[; 8 € R}. (On
a vu au Chapitre 2 que C engendre B(R).) O

COROLLAIRE 1.5. Si I est un intervalle de R, toute fonction monotone f: I — R
est borélienne.

Démonstration. Comme f est monotone, les ensembles {f > a} sont des intervalles
(ex0), donc des boréliens de 1. O

COROLLAIRE 1.6. Soit (2, B) un espace mesurable, soient my,...,mg € N*, et soit
f:Q—>R™ x ... x R™. On écrit f(z) = (fi(z),..., fa(x)), avec fj(x) € R™ pour
j=1,....d. Alors [ est mesurable si et seulement f1,..., fq le sont.
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Démonstration. Suposons que f soit mesurable. Pour j € [1,d] et pour A < R
borélien, on a

fj_l(A):f_l(le X oo X AX - x R

donc fj_l(A) € B puisque f est mesurable et R™ X .-+ x A x -+ x R™d est borélien
dans R x .- x R™ x --- x R™4. C’est vrai pour tout borélien A < R"J, donc f; est
mesurable, pour tout j € [1,d].

Inversement, supposons que fi,..., fq soient mesurables, et montrons que f est
mesurable. Par la Proposition il suffit de vérifier qu'on a f~1(P) € B pour tout

pavé P < R™ x ... x RMd = R™M*+Md_car les pavés engendrent la tribu borélienne
de RMait-+mq

Soit P un pavé quelconque de R™! x --- x R™d, On peut écrire P = P; x --- X Py, ou
P; est un pavé de R™ pour j = 1,...,d. Alors f(x) € P si et seulement f;(z) € P;
pour j =1,...,d; autrement dit

FHPY = fH (P oo fy H(Pa).
Donc f~1(P) € B puisque les f; sont mesurables. O

COROLLAIRE 1.7. Une fonction f : Q — C est mesurable si et seulement si Re(f)
et Im(f) le sont.

Démonstration. Tmmédiat en identifiant C 4 R2 = R x R. OJ

NOTATION. Si (2,8) est un espace mesurable et si £ € ) est mesurable, on pose
Br =B nP(E)={BeB; Bc E}, qui est une tribu de parties de E (micro-exo), et
on munit F de la tribu Bg.

Remarque. Si 2 est une partie de R? (et donc B = B(2)), alors B = B(E).

Démonstration. Par définition, un ensemble A appartient & Bg si et seulement si
A€ B(Q) et Ac E. Par ce qu’on a vu au Chapitre 2, il revient au méme de dire que
Ac Eectque A=AnQon AeBRY; autrement dit que A = A n E ot A € B(R?),
ce qui signifie que A € B(E). O

LEMME 1.8. (Lemme de recollement)
Soient (2, B) et (', B') deux espaces mesurables, et soit (;);cr une famille dénombrable
d’éléments de B telle que | J,c; Qi = Q. Une fonction f : Q — Q' est mesurable si et
seulement si sa restriction o chaque ); est mesurable.

Démonstration. Supposons que f soit mesurable. Pour tout ensemble A < Q' et
pour tout 7 € I, on a (f‘Qi)_l (A) = f~1(A) n Q;. Donc (fmi)_l (A) e Bg, si Ae BB,
car f~1(A) e B; autrement dit, fio, est mesurable.

Inversement, si fo, est mesurable pour tout i € I alors, comme € = | J,c; € et que
I est dénombrable, on a pour tout A€ B’ :
_ _ -1
A =J@in 71 A) = (i)~ (A) e B.
el el ———~——"
EBQiEB
O

COROLLAIRE 1.9. Soit Q < R™ et soit f : Q — R” ou R. S’il existe une parti-
tion dénombrable de Q en boréliens §; telle que la restriction de f a chaque £; est
borélienne, alors f est borélienne.
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COROLLAIRE 1.10. Soient (Q,B) et (,B') deuzx espaces mesurables, et soit f :
Q — Q. Sl existe une partition dénombrable (;);cr de 2 en ensembles mesurables
telle que f soit constante sur chaque €;, alors f est mesurable.

Démonstration. C’est évident par la proposition : la restriction de f a chaque €;
est constante, donc mesurable. O

COROLLAIRE 1.11. Soit 2 < R™, et soit f : Q — R™. Si l’ensemble des points de
discontinuité de f est dénombrable, alors f est borélienne.

Démonstration. On note D = {a;; i € N*} 'ensemble des points de discontinuité de
f- Soit aussi Qp = Q\D. Alors Qg est borélien car D l'est (tout ensemble dénombrable
dans un espace métrique est borélien), et la restriction de f & € est continue (donc
borélienne) puisque Qg est 'ensemble des points de continuité de f. De plus, si on pose
Q; = {a;} pour i > 1, alors les €; sont boréliens (!) et la restriction de f & chaque §;
est constante (donc borélienne!!). On peut donc appliquer le corollaire U

Remarque. En particulier, on voit que si I est un intervalle de R, alors toute fonction
f I — C continue par morceaux est borélienne.

Ezercice. Soient Q et € deux espaces métriques, et soit (€2;);c; une famille de
parties de € telle que | J;c; € = 2. On suppose ou bien que tous les €; sont ouverts,
ou bien que tous les €2; sont fermés et que la famille (€2;) est finie. Montrer qu’'une
application f : Q — € est continue si et seulement si sa restriction & chaque §; est
continue.

2. Propriétés de stabilité

PROPOSITION 2.1. Si f : (,B) — (U,B) et g : (V,B) — (Q",B") sont mesu-
rables, alors go f: (Q,B) — (", B") est mesurable. Avec des mots : la composée de
deux fonctions mesurables est une application mesurable.

Démonstration. Si B € B”, alors

(gof) MB)=f"(9"(B)) eB.
Hl_/
BEB

0

COROLLAIRE 2.2. Si f,g : (Q,B) — C sont mesurables, alors f + g et fg sont
mesurables, et f/g est mesurable si g ne s’annule pas.

Démonstration. Soient & : @ — C x Cet §: C x C — C définies par ®(z) :=
(f(x),g9(z)) et S(u,v) = u+ v. Alors ® est B-mesurable d’apres le Corollaire et
S est continue donc borélienne. Donc f 4+ g = S o ® est B-mesurable par composition.
On montre de méme que fg et f/g sont mesurables. ([l

REMARQUE 2.3. C’est vrai aussi pour des fonctions a valeurs dans R:sifetg
sont mesurables a valeurs dans R, alors f + g est mesurable si elle est bien définie en
tout point, et fg est mesurable.

Démonstration. Exo. O

COROLLAIRE 2.4. Les fonctions mesurables o valeurs dans C forment un espace
vectoriel (et méme une algebre).
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Démonstration. C’est immédiat par le corollaire O

NOTATION. Si (f;)ier est une famille de fonctions définies sur un méme ensemble

Q, a valeurs dans R, on note sup,c; f; et inf;er f; les fonctions définies par
(sup i) (@) :=sup fila) et (int fi)(2) := inf fi().
iel iel el el
PROPOSITION 2.5. Si (f;)ier est une famille dénombrable de fonctions mesurables,
fi : (2,B) — R, alors les fonctions sup;ey fi et infier fi sont mesurables.

Démonstration. Soit f := sup,er f;- Par définition, si o € R, alors on a pour tout
reN:
flx)>a<==3Jiel : fi(x)>a.
Donc
{f>ab =1 > al.
el
Ainsi, tous les ensembles {f > «} sont mesurables, car ce sont des réunions

dénombrables d’ensembles mesurables; et donc f = sup,.; f; est mesurable d’apres
le Corollaire Preuve analogue pour infes f; (exo). O

Ezercice. Montrer que si (f;)ier est une famille quelconque de fonctions continues
sur un espace métrique €2, a valeurs dans R, alors les fonctions sup,c; f; et inf;er f; sont
boréliennes.

COROLLAIRE 2.6. Si f,g : Q0 — R sont mesurables, alors les fonctions max(f, g)
et min(f,g) sont mesurables

COROLLAIRE 2.7. Si (fn)nen est une suite d’applications mesurables, fr, : (2, B8) —
R, alors les fonctions lim f,, et lim f,, sont mesurables.

Démonstration. C’est évident d’apres la proposition puisqu’on a

lim f, = inf sup f, et lim f, = sup inf f,.

neNm>n neN m=n

O

COROLLAIRE 2.8. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables sur (2,B), a
valeurs dans R ou dans C. On suppose que la suite (f,) converge simplement vers une
fonction f:Q — RouC. Alors f est mesurable. Avec des mots : toute limite simple
d’une suite de fonctions mesurables est une fonction mesurable.

Démonstration. Lorsque les f,, sont a valeurs dans R, le résultat est évident par le
corollaire précédent puisqu’on a f = lim f,. Pour des fonctions f,, a valeurs dans C,
on applique le “cas R” aux fonctions Re(f,) et Im(f,). O

REMARQUE 2.9. En fait, toute limite simple d’une suite d’applications mesurables
frn 1 — Q' & valeurs dans un espace métrique ' quelconque est mesurable.

Démonstration. Exo non évident. O

FEzercice. Trouver une suite (f,,) de fonctions continues sur R qui converge simple-
ment vers une fonction non continue.
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3. Fonctions étagées

3.1. Définition et caractérisations. Dans tout ce qui suit (€2, B) est un espace
mesurable.

DEFINITION 3.1. Une fonction ¢ : Q — C est dite étagée si elle est mesurable et
ne prend qu’un nombre fini de valeurs. On note £(S2), l’ensemble de toutes les fonctions
étagées v : Q) — C.

Remarque 0. On devrait écrire £(€2, B).

Remarque 1. Si Q < R%, une fonction étagée sur § est par définition une fonction
borélienne (a valeurs complexes) ne prenant qu’un nombre fini de valeurs.

Remarque 2. Les fonctions étagées sont par définition a valeurs numériques : elles
ne prennent pas les valeurs oo et —oo.

Exemple 1. Si [a,b] est un intervalle compact de R, alors toute fonction en escalier
sur [a,b] est étagée.

Démonstration. Une fonction ¢ : [a,b] — R est en escalier s’il existe une subdivi-
sion (sg,...,sn) de [a,b] (i.e. a = 59 < -+ < sy = b) telle que ¢ soit constante sur
chaque intervalle |z;,x;11[, 0 < @ < N — 1. Une telle ¢ est continue par morceaux,
donc borélienne ; et comme ¢ ne prend qu'un nombre fini de valeurs, elle est donc
étagée. O

Exemple 2. La fonction 1g est étagée sur R, mais elle n’est en escalier sur aucun
intervalle non trivial [a, b].

Démonstration. Comme Q est un borélien de R, la fonction 1g est borélienne, donc
étagée puisqu’elle ne prend que deux valeurs. Mais comme tout intervalle non trivial
contient des rationnels et des irrationnels, 1g n’est constante sur aucun intervalle
ouvert non vide, donc ne peut pas étre en escalier sur un intervalle [a, b] non trivial. [

LEMME 3.2. Pour une fonction ¢ : Q — C, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) ¢ est étagée;
(2) il existe une partition finie (Q1,...,Qn) de Q en ensembles mesurables telle
que @ est constante sur chaque €; ;

(3) il existe B, ..., E, € B deuzx a deuz disjoints et ay, ..., ap € C tels que
n
P = Z a;lpg,;
i=1

n
(4) il existe Ey,...,E,eB et a,...,an € C tels que p = >, o; 1.
i=1

Démonstration. (1) = (2) supposons ¢ étagée, et notons «q,...,ay les valeurs
prises par ¢ (les a; étantt supposés deux a deux #). Pour i = 1,..., N, soit §; :=
{o=a;} ={xeQ; p(x) = a;}. Les Q; forment une partition de €2, ils sont mesurables
car ¢ est mesurable, et par définition ¢ est constante sur chaque £2;.

(2) = (3) est évident : si (2) est vérifié, on peut prendre n := N, E; := §; pour
i=1,...,n et o; = la valeur constante de ¢ sur E; = ;.

(3) = (4) : évident.

(4) = (1) : évident aussi! (Si ¢ = > | a; 15, alors ¢ est mesurable car les 1g,
le sont, et ¢ ne prend qu’un nombre fini de valeurs.) ]
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COROLLAIRE 3.3. £(Q) est l’espace vectoriel engendré par les fonctions indicatrices
d’ensembles mesurables.

Démonstration. Par définition £(2) est un espace vectoriel, car les fonctions me-
surables & valeurs dans C forment un espace vectoriel. Et par (4), £(2) est engendré
par les fonctions indicatrices. O

Remarque. En général, il y a plusieurs fagons d’écrire une fonction étagée sous la
forme Y} a; 1p,. Par exemple, si on prend 2 = R, alors lio,1) = Ljo,120 + L1/2,1) =
2111 — 1j01) — 21[_1,0[- Cependant, il y a une écriture canonique : en notant
Qi, ..., 0, les valeurs distinctes prises par ¢, on a

n
Y= Z (673 1{90:041'} .
=1

3.2. Approximation par des fonctions étagées.

THEOREME 3.4. Soit (Q,B) un espace mesurable. Pour toute fonction mesurable
f:Q — [0,0], on peut trouver une suite croissante de fonctions étagées positives ()
qui converge simplement vers f (i.e. pp(z) — f(x) pour tout x € Q). On dit qu’une
telle suite (¢n,) est une suite approximante pour f.

Démonstration. On définit d’abord des fonctions v, n € N* de la fagon suivante :

0 si O<f(1‘)<%,

1 : 1

n 51 ﬁgf(x)<ﬁ7
s <)<,
1 si 1< f(z)<1+31
1+12 st 1+1<flr)<1+2,

Yn(z) =

1+ i 1+ 2L < f(a) <2,
2 si 2< fx) <

Autrement dit :
wale) = {

Les 1, ne prennent qu'un nombre fini de valeurs, et elles sont mesurables “par
recollement” car pour n € N* fixé, tous les ensembles

k k+1 k k+1
Qi,k3: {xEQ;i+<f(;p)<i++}:fl <[i+,’i—|— + [)
n n n

n s f(z) = n,
i+E s i+ E<f@)<i+ B avec 0<ik<n—1.

n

sont mesurables et 1, est constante sur chacun de ces ensembles; donc les 1, sont
étagées. De plus, on a 0 < ¢, (z) < f(z) pour tout n et pour tout x € Q; et f(x) <
Yn(z) + L si f(2) <n.

Montrons que 1, (x) tend vers f(z) quand n — o0, pour tout z €  : si f(x) =
alors ¢, (z) = n pour tout n = 1, et donc ¥, (z) — 00 = f(x); et si f(x) < o0, on peut
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trouver un entier N(z) tel que f(z) < N(z), et on a alors 0 < f(x) — un(z) <  pour
tout n = N(z).
Maintenant, on pose

(pn(x) = maX(¢1(ZL'>, ceey ¢n(x)) )
alors les ¢, sont toujours étagées, la suite (¢,,) est croissante, et elle converge également

vers f car ¥, < ¢, < f pour tout n = 1. U

REMARQUE 3.5. Si la fonction f est a valeurs réelles et bornée, alors la suite (¢y,)
définie dans la preuve du théoreme converge en fait uniformément vers f.

Démonstration. Avec les notations de la preuve du théoreme, 'entier N (z) peut
étre choisi indépendant de = € . Donc (¢,) converge uniformément ver f, et donc

(¢on) aussi puisque ¥, < ¢y < f. O



Chapitre 4

Intégration “abstraite”

Dans ce chapitre, (€2, B, 1) est un espace mesuré fixé une fois pour toutes.

1. Intégrale des fonctions étagées
1.1. Fonctions étagées positives.
NOTATION. On pose £T(Q) := {p: Q —> R; ¢ étagée = 0}.
DEFINITION 1.1. Soit p € ET(Q), d’écriture canonique
N
Y= Z il {pma,y -
i=1

L’intégrale de ¢ sur Q par rapport & p est le nombre §.,  dp € [0,00] défini par

N
f ol = (e = a}).
Q i=1

AUTRES NOTATIONS. On peut aussi écrire §, p(z) du(z); ou ¢ si on veut une
notation la plus courte possible.

EXEMPLE. Supposons que 2 soit un ensemble fini, et soit u. la mesure de comptage
sur . Alors toute fonction ¢ : Q — R™ est étagée, et on a

L@duc = > o).

€S
Autrement dit : si ¢1,...,cy sont des nombres réels positifs, alors

N
Z Ci = J SOdIUC)
i=1 {1,...,N}

ou¢:{l,...,N} - R" est la fonction définie par ¢(i) = ¢; pour i = 1,..., N.

Démonstration. Soient a,...,an les valeurs distinctes prises par ¢, et pour ¢ =
1,..., N, posons Q; := {¢ = «;}. Alors ’écriture canonique de ¢ est p = Ziv a;lq,, et

donc
N
L pdpe = )i #
1

Par ailleurs, comme les 2; forment une partition de €2, on a

OECESIDS

p(z)
ze 1=1 xEQi o

7

41
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Donc on obtient

N
2 o(x) = 1_21 o #8Y = JQ @ dpc.

el

0

Interprétation. Sion veut compter les sous qu’on a dans son porte-monnaie, on peut
additionner une a une les valeurs des differentes pieces ; mais on peut aussi commencer
par regrouper les pieces selon leur valeur, puis compter le nombre de pieces ayant une
valeur donnée, multiplier par la valeur en question, et tout ajouter.

Remarque 1. Pour tout ensemble mesurable A < Q, on a {14 dp = u(A).
Remarque 2. A cause de la convention 0 x co =0, on a SQ 0dp = 0.

Remarque 3. On peut tres bien avoir SQ pdu = o0 ; et on peut aussi avoir SQ pdu =
0 méme si ¢ # 0. Par exemple, si @ = R et u = Ay, alors {p1dA\; = \(R) = w0 et
fz Lo dA1 = A1 (Q) = 0.

Ezercice. Montrer qu'on a {, ¢ dp < o0 si et seulement si p ({25 ¢(x) # 0}) < o0,
et §o@du =0 si et seulement si pu ({z; p(z) # 0}) = 0.

LEMME 1.2. L’intégrale des fonctions étagées positives posséde les propriétés sui-
vantes.

(1) Homogénéité : si pe ET(Q) et si \e RT, alors {,(Ap) = A .
(2) Additivité : si o, € EX(Q), alors (¢ + ) = §o + (.
Démonstration. (1) est évident (exo). Montrons (2).

Vocabulaire : si ¢ € £7(Q), on appellera partition adaptée a ¢ toute partition
finie (2x)aen de £ en ensembles mesurables telle que ¢ soit constante sur chaque €,.

FAIT 1. Soit ¢ € ET(Q). Si (2x)aren est une partition adaptée & ¢ et si on note ¢y
la valeur constante de ¢ sur Qy, alors { @ du = 35y e p(2).

Preuve du Fait 1. Soient aq,...,an les valeurs distinctes prises par ¢. Pour i =
1,..., N, posons A; = {\ € A; c¢) = «;}. Alors Iécriture canonique de ¢ est

N
<P=20411Ei, ou k; = U Q.
i=1

)\EAZ'
Oéiu( U QA)
)\EAZ‘

«; Z w(Q2y) car les Q) sont disjoints
)\EAZ'

2 ?
S
,
=
I
=

-
Il
—

I
.MZ

-
I
—

N
= Z Z ex () cara; =cysiAeN;
i=1 Xel;

= Z ex () car (Ag,...,An) est une partition de A.
AeA
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g

FAIT 2. Si ¢,7 € £ET(Q), on peut trouver une partition (2))xea adaptée a la fois
apetaa.

Preuve du Fait 2. Soient (A;);er une partition adaptée a ¢, et (Bj) ey une partition
adaptée a 1. Si on pose {); ; := A; n By, alors les €); ; sont mesurables, deux-a-deux
disjoints, et on a (J; ; €%i; = €. Donc les ; ; non vides forment une partition de (2,
qui est adaptée a ¢ et a ¢ par définition. O

Maintenant, on peut montrer (2). Soient o, 9 € ET(Q), et soit (2))xea une partition
adaptée a la fois a ¢ et a 1 donnée par le Fait 2. Pour A € A, notons c) et d) les valeurs
constantes de ¢ et 1) sur Q). Alors ¢ + 1 = ¢\ + dy sur Qy, A € A, donc on a d’apres
le Fait 1 :

JQ(SO +) = Dllea+dy) p()

AEA
= Do)+ Y] dyp()
AEA AEA

ks

O
COROLLAIRE 1.3. Si p € £T(Q), alors, quelle que soit la maniére d’écrire
n
QPZEOzilEi avec E; € B et a; € RT,
i=1
on a
n
J pdyp = Z a; (W(Ey)
Q i=1
Démonstration. Par le lemme, on a {0 =3 (o ailp, = >0 oy u(E;). O

COROLLAIRE 1.4. L’intégrale (¢ est croissante par rapport & ¢ : Si ¢1,p2 €
ET(Q) et sip1 < @2, alors §o o1 < {02

Démonstration. La fonction ¢ := pg — 7 est étagée (les fonctions étagées forment
un espace vectoriel), et elle est positive par hypothese; autrement dit ¢ € £7(Q).

Comme @3 = 1 + @, on a donc {2 = {01+ {50 = {01 O

DEFINITION 1.5. (intégrale sur un sous-ensemble)
Si e ET(Q), on pose pour tout ensemble mesurable E < ) :

J pdu :=J 1z pdu.
E Q

Ezercice 1. Montrer que si ¢ € £7(Q), alors l'intégrale SE<p est croissante par
rapport & E : si By € B, alors {, ¢ < (g «.

FEzercice 2. Montrer que si A, B € B vérifient A~ B = J et si p € ET(Q), alors

Jowo= Lot le
AuB A B
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1.2. Fonctions étagées quelconques.

DEFINITION 1.6. Supposons que la mesure p soit finie, i.e. u(2) < co. Pour toute
fonction étagée ¢ : Q — C, d’écriture canonique @ = le\il @il{,—q,;},0n pose

N
L pdp =Y aip({e = as}).

i=1
Remarque. La définition a bien un sens : comme u({go = ai}) < o0 pour tout ¢, les
o p({e = a;}) sont des nombres complexes bien définis.

ProposITION 1.7. L’application @ — SQ pdp est une forme linéaire sur £(Q2). De
plus, pour toute p € E(Q), on a |§oedu| <, |¢| dp.

Démonstration. La linéarité (qui n’est pas évidente) se démontre exactement de la
mépme facon que pour les fonctions étagées > 0.

Si=3",clg, avec des E; € B deux & deux disjoints, alors || = >3 | |¢i| 15,
donc {, [ dp = 37" | |¢i| pw(E;) par linéarité, et donc

IRh
Q

COROLLAIRE 1.8. Si ¢ € £(Q), alors, quelle que soit la maniere d’écrire ¢ =
Do lp, avec E;eBeta;eCona

fQ pdu = Z a; 1W(Ey)
i=1

n

> cin(E;)

=1

<3 el () = fﬂ ol di.
=1

g

EXEMPLE. Soit (2, B,[P) un espace de probabilité, et soit X : Q@ — R une variable
alétatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Alors (d’apres un exo déja posé),
X est une fonction étagée; et par définition, on a

J X dP =E(X).
Q

Démonstration. Si on note ai,...,ayn les valeurs prises par X, alors E(X) =
Zﬁil a; P(X = a;), qui est bien égal & {, X dP puisque X = Zfil a; 1x—q,. O

FEzercice. Soit [a,b] un segment de R. Montrer que si ¢ : [a,b] — R est en escalier,
alors

b
J pdA\ = J o(z)dz (intégrale au sens “usuel”).
[a,b]

a
2. Intégrale des fonctions mesurables positives
2.1. Définitions, remarques et exemples.

DEFINITION 2.1. Une fonction mesurable positive sur Q est une fonction me-
surable f: Q — [0,00]. Attention : la valeur oo est autorisée.

NOTATION. 9T (Q) = {fonctions mesurables positives sur }.
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DEFINITION 2.2. Pour toute fonction f € 9T (Q), on pose

J fdu:=sup{f pdu; peET(Q), 0<s0<f}-
Q Q

On peut aussi écrire §¢, f(x) du(z), ou §g, f.

Remarque 1. Par définition, {, f est un nombre positif, i.e. §, f € [0, o).

Remarque 2. Si f est étagée positive, on retrouve la définition donnée dans la
section précédente.

Démonstration. C’est clair par croissance de I'intégrale pour les fonctions étagées

positives (Corollaire [1.4). O

Remarque 3. L’intégrale {, f est croissante par rapport a f : si f,g € M*(Q) et
si f <g,alors §, f < {9

Démonstration. Si f < g, alors il y a plus de fonctions étagés positives minorant
g que de fonctions étagées positives minorant f, donc le sup apparaissant dans la
définition est plus grand pour g que pour f. O

EXEMPLE 1. Soit 2 un ensemble quelconque, et soit p. la mesure de comptage sur
Q. Pour toute fonction f: Q — [0,00], on a

| sine= % 1.

TeN

Démonstration. O

EXEMPLE 2. Soit [a,b] un intervalle compact de R, et soit f : [a,b] — R une
fonction borélienne > 0. Si f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b], alors

f[a’b] Fdr = L ’ f(z) da.

Démonstration. OJ

EXERCICE 2.3. Montrer que si f € 9™ (Q), alors {,(Af) = A {,, f pour tout A e RF.
2.2. Le “Théoreme de convergence monotone”.

THEOREME 2.4. (convergence monotone)
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives, f, : (,B8) — [0,0]. On
suppose que la suite (fy,) est croissante, i.e. fp(z) < fni1(x) pour tout n et pour tout
x € Q. Alors, en posant f(x) := lim, o fn(x) (qui existe dans [0,0]), la fonction
f:Q —[0,0] est mesurable et on a

de;z: lim | fodu.
Q n—=w0Jo

Autrement dit, on peut toujours permuter la limite et l'intégrale deés lors qu’on a affaire
a une suite croissante de fonctions positives :

|| g =t | g
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Démonstration.

FAIT. Soit ¢ une fonction étagée positive sur Q. Si (B),) est une suite croissante
d’ensembles mesurables telle que | Ji By, = €, alors SBn pdu — SQ pdp quand n — o0.

Preuve du Fait. On écrit ¢ = Zf\; 1 @i 1g,, ot les F; sont mesurables et «; € RT.
Alors {,@dp = SV aiu(E;). De plus, on a Sp,edp = §o1p,0du, et 1p,¢p =
Zij\il a;1p, ~E, ; donc

N
f pdu = Z a;ipu(By N E;) .

n i=1
Mais pour i € {1, ..., N} fixé, la suite (B,, n E;) croit vers E;. Donc u(B, nE;) — u(E;)
pour i = 1,..., N quand n — o0, et donc SBn pdu — Zfil aip(E;) = §o o dp. O

Maintenant, on peut démontrer le théoreme de convergence monotone.
La fonction f = lim f,, est mesurable car les f,, le sont, et f = 0.

Comme la suite (f,,) est croissante, la suite des intégrales (SQ fn) est croissante,
donc lim SQ fn existe dans [0, 0]. De plus, on a f, < f pour tout n puisque (f,,) croit
vers f, donc SQ fn < SQ f pour tout n et donc

lim fnduéffdu.

Dnc il faut juste montrer I'inégalité §o, f du < lim, o §o fr dp.
Par définition de I'intégrale SQ fdu, il s’agit de vérifier qu’on a

J pdp < lim J fndu
Q n—=% Jo

pour toute fonction ¢ étagée vérifiant 0 < p < f. On fixe ¢.
Soit € €10, 1] quelconque. Pour n € N, posons
By :={fn=1-¢c)p}={ze fulz) > (1 —¢)p(z)}.

Les B, sont des ensembles mesurables car B, = { In = 0}, ot gn:=fn—(1—¢)gp
est une fonction mesurable bien définie a valeurs dans R. De plus, la suite (B,,) est
croissante car la suite (fy,) l'est. Enfin, on a

o0
Uang.
n=0

En effet : soit x € Q quelconque. Si p(x) = 0 alors x € By car fo = 0. Si p(z) > 0,
alors p(z) > (1 — ) p(x), donc f(z) > (1 —¢) p(z) puisque f = ¢, et donc on peut
trouver un entier n tel que f,(x) > (1 —¢) p(z) (d’ou = € By) puisque f,(x) — f(x).

D’apres le Fait, on en déduit qu’on a

J pdp = limf wdpu.
Q n—aoo B,

Mais par définition de B, on a 1, ¢ < ﬁ 1p, fn < (1%) fn; et donc

1 1
IR R e e Y
" Q Q].—E 1—¢ Q
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pour tout n € N. En faisant tendre n vers l’inﬁni, on obtient ainsi

f pdp < lim f Indp

Q — & N—®©

pour tout € €]0,1[; d’ou SQ pdp < limy,—q SQ fndp en faisant maintenant tendre e
vers 0. 0

COROLLAIRE 2.5. Si f € MT(Q), alors §, f = limyo §g on, quelle que soit la
suite approzimante (pn) S E1T(Q) pour f.

COROLLAIRE 2.6. L’intégrale des fonctions mesurables positives posséde les pro-
priétés suivantes.

(1) Homogénéité : si f € M (Q), alors §o(Af) = A §, f pour tout X € [0, 0].
(2) Additivité : si f,g € M (Q), alors §,(f +9) = §o f + §q 9-

Démonstration. (1) On a déja vu que le résultat est vrai si A < oo (Exercice ;
il reste donc & traiter le cas A = o0. Pour n € N, posons f, := n f. La suite (fy,)
est croissante car f est positive, et f,(z) — © x f(z) pour tout x € Q, grace a la
convention o0 x 0 = 0. Par convergence monotone et le cas A < o0, on a donc

JQ(ooxf)zlim (nf) — hmnff oofo,

n—o0 Q n—0o0

ol on a a nouveau utilisé la convention oo x 0 = 0.

(2) Soient (), (1) € £T(Q) des suites approximantes pour f et g. Alors (¢, +1y)
est une suite approximante pour f + g, donc

f<f+g> = i [ ()
Q

(e )
- [ le

ol on a utilisé a la deuxieme ligne 'additivité de l'intégrale pour les fonctions étagées.
O

REMARQUE. Il est tres important de retenir le principe de la démonstration précédente :

si on veut démontrer une certaine propriété concernant l'intégrale d’une fonction posi-
tive quelconque, il suffit de le faire pour une fonction étagée; la conclusion sera alors
“gratuite” par approximation et convergence monotone.

COROLLAIRE 2.7. Si (ug)ren est une suite quelconque de fonctions mesurables po-

sitives, alors
J (oo ) o0
Zuk dquJukd,u.
2 \k=0 k=0 V<
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Démonstration. La fonction f := Y7 uy est bien définie (& valeurs dans [0, 0]),
et on a f = lim, o fr OU fr 1= D30_,ug. La suite (fy,) est croissante car les uy sont
positives, donc on a par convergence monotone et additivité de l'intégrale :

n 0
RETS KA M RIS R
k=0 k=0
O

2.3. Intégrale sur un sous-ensemble. Comme pour les fonctions étagées > 0,
si f e MT(Q), on pose pour tout ensemble mesurable F < ) :

fEfdu=LlEfdu.

Remarque 1. Si f € MT(Q), alors V'intégrale SE f du est croissante par rapport a

E :si By € Es, alors SEl f< SE2 f
Démonstration. On a 1g, f < 1g,f car f > 0; d’ou le résultat par croissance de
I'intégrale par rapport a la fonction. ]

Remarque 2. Soient f,g € M (Q), et soit E € B. Si f < g sur E, alors {, fdu <
$pgdup; et done, si f = g sur E alors §, fdu = §gdp.

Démonstration. Micro-exo. O

LEMME 2.8. Si f € MT(Q), on définit une mesure sur (Q,B) en posant

A) —Lfd,u.

On dit que vy est la mesure de densité f par rapport a la mesure p.

Démonstration. On a vy(J) = 0 car 1gf = 0. Si (Ag)ken est une suite d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints, alors

0
1U120:0 A T Z lAk;
k=0

(G LG S-S

donc

0

COROLLAIRE 2.9. Si f € MT(Q) et si A, B < Q sont des ensembles mesurables tels

An B =, alors
fAuBf:fAf—i_JBf'

Ezercice. Soit f € 9T (). Montrer que pour toute fonction g € M (), on a
Sogdvy =g 9f dp.
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LEMME 2.10. (inégalité de Markov)
Si feMT(Q), on a pour tout nombre réel o > 0 :

w((fza)) <> Lf}a}fdu <o | fan.

Démonstration. Posons A = {f > «}. Par définition de A, on a f > a1 sur A, et
donc (par croissance de l'intégrale)

LfduZLaldu=au(A);

d’ou la premiere inégalité. La seconde est évidente par croissance de p | par rapport
a k. O

Ezxercice. On suppose que u(€2) < 0. Soit (a,) une suite de réels positifs telle
que, pour une certaine constante C' > 0, la série Ze‘ca" est convergente. Montrer
que si u : © — R est une fonction mesurable bornée, alors > 0" pu({|u| = an}) < oo,

(Commencer par observer qu’on a {, el dpy < o0.)
2.4. Role des ensembles de mesure nulle.

RapPPEL. La plupart du temps, on écrit “presque partout”, ou simplement “pp”,
au lieu de “p-presque partout”.

LEMME 2.11. Pour toute fonction f € M1 (Q), on a I"équivalence
f fdu=0 < f(x) =0 presque partout.
Q

Démonstration. Supposons qu’on ait f(x) = 0 pp, et posons E := {f = 0} =
{z; f(x) = 0}. Alors E est mesurable, et 1z f = 0 par définition. Donc f = 1q\g f, et
donc

L f= L logfdu < (L 00 X 1Q\E> dp =00 x p(\E) = 0.

Inversement, supposons qu’on ait SQ fdu = 0. Pour tout n € N*, on a par Markov
avec a = 1/n :

M({f?l/n}) <nxjﬂfdu:0.

Donc ,u({f > 1/n}> = 0 pour tout n € N* autrement dit f(z) < 1/n pp. Comme
f(z)=0 < VneN* : f(z) <1/n (puisque f = 0), on a donc f(z) = 0 pp. O

Remarque 1. Attention : le lemme ne marche que pour une fonction f = 0.

Remarque 2. On ne peut pas espérer avoir f(x) = 0 partout si SQ fdu =0 : par
exemple, {p 1gdA; = 0.

Ezercice. Soit I un intervalle (non trivial) de R. Montrer que si f : [ — R" est
une fonction continue positive telle que XI fdX =0, alors f =0.

COROLLAIRE 2.12. Si N € B vérifie n(N) = 0, alors §y fdu = 0 pour toute
feMT(Q), et donc §, fdp = SQ\N fdu.
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Démonstration. On a §y fdu = §o1n fdp = 0 car 15 f = 0 pp. Donc §, f =
v +Hlaw £ =Taw £ O

COROLLAIRE 2.13. Si f,g € M (Q) vérifient f(x) = g(x) presque partout, alors
So fdn={ggdu.

Démonstration. Soit E := {x € Q; f(x) = g(x)}. Alors E est mesurable car f et
g le sont (exo0), et on a u(Q\E) = 0. Donc §, f = { f et {9 = § g par le corollaire
précédent, d’ou le résultat puisque f = g sur E et donc 1gf = 1gg. U

COROLLAIRE 2.14. Si [a,b] est un segment de R, alors on a pour toute fonction
borélienne f : [a,b] — [0, 0] :

fd\ = fda = fdax = fdxr.
[a,b] ]a,b] [a,b[ ]a,b[
Démonstration. Comme A\ ({a}) =0 = A1 ({b}), on a
fd\ = fdx + fd)\1+J fda = fdAr.
[a,b] {a} Ja,b[ {v} lab
Idem pour les autres égalités. O

Ezercice. Montrer que si f,g e M (Q) et si f(z) < g(x) pp, alors §, f < §, g.

LEMME 2.15. Si f € M*(Q) vérifie §, f du < oo, alors f(x) < o0 p-presque partout.

Démonstration. Soit N := {f = oo} = {x; f(x) = 0}. L’ensemble N est mesurable
et on a

OO>J fdu?f fduzf 00 x 1ndp =00 x pu(N);
Q N Q
donc la seule possibilité pour p(N) est de valoir 0. O

Remarque 1. Le “presque partout” est indispensable : il n’y a aucune raison qu’on
ait f(xz) < oo partout.

[43

Remarque 2. Le lemme dit “si... alors”, et pas “si et seulement si” : on peut
évidemment avoir f(x) < oo partout et cependant SQ fdp = co. Par exemple, XR 1d\ =
0.

3. Intégrale des fonctions a valeurs réelles ou complexes
3.1. Fonctions intégrables et définition de 1’intégrale.

3.1.1. Fonction a valeurs réelles.

NOTATION. Pour toute fonction f :  — R, on définit deux fonctions f* et f~ par

_ Jf(=@) sif(x) =0, [0 sif(x)=0,
f+(x)—{ 0 sif(x)<0; ct f (x)_{—f(x) si f(z) <O.

Autrement dit :
fH =max(f,0) et f~ =max(—f,0)=—min(f,0).

FAIT 3.1. ftet f~ sont des fonctions positives & valeurs finies, et on a

F=1"—f et Ifl=f"+f".
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EXERCICE 3.2. Montrer qu’on a f x f~ =0, et que I'écriture f = f* — f~ est la
seule écriture possible de f sous la forme f = v — u avec u,v > 0 vérifiant uv = 0.

Remarque. Si f : © — R est mesurable, alors f* | f~ et |f| sont des fonctions
mesurables positives, donc {, f*du, §o, f~ du et §, | f] sont des nombres positifs bien
définis, éventuellement égaux a oo.

Démonstration. On a f* = max(f,0). La fonction (u,v) — max(u,v) est continue
(ex0), donc borélienne de R x R dans R, et la fonction « — (f(x),0) est mesurable car
f et 0 sont mesurables; donc f* est mesurable par composition. On montre de méme
que f~ est mesurable. O

DEFINITION 3.3. Soit f: (2, B) — R mesurable. On dit que f est intégrable sur
Q par rapport & p si on a S, frdu < oo et §o f~du < 0. Dans ce cas, on pose

T

On peut aussi écrire §¢, f(x) du(z), ou §g, f

Remarque 1. Si f est intégrable, alors SQ fdu est un nombre réel bien défini. Au-
trement dit : I'intégrale d’une fonction intégrable ne peut pas valoir co ou —o0

Remarque 2. Si f est une fonction positive, alors f = f* et f~ = 0, donc f est
intégrable au sens précédent si et seulement si on a SQ fdup < o0, et dans ce cas SQ fdu
au sens de la définition est bien égal a SQ fdp au sens de la section précédente.

EXEMPLE. La fonction constante 1 est intégrable par rapport a u si et seulement
si la mesure p est finie, i.e. u(Q2) < oo.

Démonstration. C’est évident puisque §o, 1 dp = pu(Q). O
3.1.2. Fonctions a valeurs complexes.

DEFINITION 3.4. On dit qu’une fonction mesurable f : Q — C est intégrable sur Q
par rapport a p si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont. Dans ce cas, on pose

| £an= | Re®dn+i | 1ty an

On peut aussi écrire §¢, f(x) du(z) ou {, f

REFORMULATION. Si f = u + iv avec u, v a valeurs réelles, alors

f Ju+zv fuﬂf
() [ m(]5) -

On a donc
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3.1.3. Caractérisation de l'intégrabilité.

PROPOSITION 3.5. Une fonction mesurable f : 0 — C est intégrable par rapport a
st et seulement si on a

L\f\du<oo-

Démonstration. Supposons d’abord f a valeurs réelles. Dans ce cas, f est intégrable
si et seulement si §, f*+{, [~ < o car {, fT et {, fT sont des nombres positifs. Mais
comme |f| = f*+ f~, ona §, T+, f~ = {,|f] par additivité de I'intégrale des
fonctions positives, d’ou le résultat dans ce cas.

Si f est a valeurs complexes, on écrit f = u + iv avec u et v a valeurs réelles. On
a alors |u| < |f] et [v] < [f]; donc {, [u] < {, |f] et { v] < §q|f| par croissance de
l'intégrale des fonctions positives, et donc u et v sont intégrables (i.e. f est intégrable) si
§o | f] < co. Inversement, si f est intégrable alors §, | f| < §o(Jul+[v]) = §q [u]+{, Jv] <
o0, ou on a utilisé la croissance et ’additivité de I'intégrale des fonctions positives.

O

COROLLAIRE 3.6. Si la mesure p est finie, i.e. u(Q) < oo, alors toute fonction
mesurable bornée f : Q) — C est intégrable par rapport o .

Démonstration. On a o [fldu < §q | fllo die = | flloo x p(22) < 0. O

COROLLAIRE 3.7. Si I < R est un intervalle borné de R, alors toute fonction
borélienne bornée f : I — C est intégrable par rapport a (la restriction de) la mesure
de Lebesgue 1.

Démonstration. C’est évident puisque A\ ([) = |I| < 0. O

COROLLAIRE 3.8. Une fonction étagée ¢ : Q0 — C est intégrable sur Q) si et seule-
ment si elle est de la forme p = Zfil a;1p, avec u(E;) < o pouri=1,...,N.

Démonstration. Exo. O

3.2. Intégrabilité sur un sous-ensemble. Soit £ < ) un ensemble mesurable.
On dit qu’'une fonction mesurable f : Q — C est intégrable sur E par rapport a u si la
fonction 1gf est intégrable sur 2 ; et dans ce cas on pose

JE fdp = L 1gf dp.

REMARQUE 1. (f intégrable sur E) <= §.|f|dp < 0.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE 2. Si f: Q — C est intégrable sur €2, alors elle est intégrable sur tout
ensemble mesurable E < ().

Démonstration. Evident puisque SelfI < $o1fl- O
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3.3. Propriétés de l’intégrale.

NOTATION. On note £1(£2, B, i) 'ensemble de toutes les fonctions mesurables f :
Q) — C intégrables par rapport & p. Pour abréger, on écrira souvent £ au lieu de
LY(Q, B, 11). Donc

£ =LY, B, p) = {f : (92, B) — C mesurables; f |f] du < oo}.
Q

FAIT 3.9. L' est un espace vectoriel.

Démonstration. Si f,g e L et X € C, alors les fonctions f-+g et Af sont mesurables.
Par croissance et additivité de I'intégrale des fonctions positives, on a

| iral< | an+iah = | i1+ 1ol <o

donc f + g € £'. De méme, on a par homogénéité : {,, INf| = |A] x {,|f| < o0, donc
Afe Ll
]
THEOREME 3.10. Lintégrale posséde les propriétés suivantes.
(1) Linéarité : si f,ge L' et Ae C, alors

en=lrefo o [an=als

(2) Croissance : si f,g€ L' sont & valeurs réelles et si f < g, alors o, f < § 9.

(3) Majoration du module : si f € L', alors

Lfdu <L|f|-

Démonstration. (1) (i) Montrons que {o(f +¢g) = §o, f + {5 9-
Si f et g sont réelles, on écrit f = fT — f~ et g = g — ¢~. On a alors deux facons
d’écrire f + g, asavoir (fT+¢g")—(f"+9 )=f+g=(f+9)" —(f+g)". Donc
(f+9)" +f +g =(f+9) +f +g"

Par additivité de I'intégrale pour les fonctions positives, on en déduit

I R K K N

et on obtient ainsi

S O N (P ORIV
(L) (L)
[

Si f et g sont a valeurs complexes, on applique le “cas réel” aux parties réelles et
imaginaires de f et g (exo).

(ii) Montrons qu’on a {o(Af) = A {, f pour tout X e C.

-Si f>0etsi AeR", on le sait.
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- Si f est réelle et A € R, alors (A\f)* = Af* et (A\f)™ = Af~; donc {(A\f) =
SoMT =S A =2 =5 f7) =A S, f, ot a utilisé le “cas positif”.

- Si f est réelle et A € R™, alors o Af + {o(=Af) = {o((Af) + (=Af)) = 0 par
additivité; donc {(Af) = — {5 (=Af), et donc §,(Af) = A{, f puisque {(=\f) =
(=) § f par le cas précédent.

- Si f est a valeurs complexes et A € R : on applique le “cas réel” en écrivant
f=u+iv (exo).

- Pour conclure : il suffit de montrer que si f est a valeurs complexes, alors SQ (if) =
i § f- On écrit f = w4+ iv. Alors if = —v + iu, donc §,(if) = §o(—v) +i §qu =
—Sqv+ifqu=i(fqu+ifquv) =ifo f.

(2) Onag— f=0,donc {,g9—,f="S,(9—f)=0ouon a utilisé¢ la linéarité.

(3) (i) Si f est a valeurs réelles, c’est “immédiat” : on a —|f| < f < |f|, donc

s <]

par croissance et linéarité ; autrement dit |{, f| < ;.

(ii) Pour une fonction f a valeurs complexes, ce n’est pas immédiat. Idée : choisir
un nombre complexe w tel que [w| =1 et [{, f| = w §, f. Comme [{, f| est un nombre
réel, on a alors (par linéarité de I'intégrale)

[ (o) (1) - [

d’ou ’SQ f ‘ < SQ |f| par croissance de l'intégrale des fonctions & valeurs réelles, car
Re(wf) < |wf| = [f]. O

COROLLAIRE 3.11. Si ¢ :  — C est une fonction étagée intégrable, alors, quelle
que soit la fagon d’écrire p = 3" | a; 1, avec E; € B vérifiant p(E;) < © et oy € C,

on a
n
J o= aiu(E).
Q i=1

Démonstration. Comme pu(E;) < oo pour tout i, les fonctions 1g, sont dans L.
Donc OK par linéarité. O

COROLLAIRE 3.12. Si f € L' et si A, B < Q sont deux ensembles mesurables tels
que An B =, alors SAuBf:SAf—’_SBf'

Démonstration. Comme AN B = ¢, ona la,pf =14af+ 1pf, donc SAuBf =
Solavnf = $o(Qaf +1pf) =5, f + 5 f par linéarité.

3.4. Roéle du “presque partout”.

LEMME 3.13. Soient fi,fo : Q@ — C ou [0,0] deuz fonctions mesurables. On
suppose qu’on a f1(x) = fa(x) p-presque partout.
(1) Si f1 et fo sont positives, alors §o fidp = o f2dpu.

(2) f1 est intégrable par rapport a p si et seulement si fa Uest; et dans ce cas, on
a SQfld,U« = SQdeﬂ-
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Démonstration. (1) a déja été vu.

Comme |f1| = | f2| presque partout, on a {, [ f1| di = §, | f2| dp, donc (f1 intégrable)
— (fa intégrable). Ensuite, |§q, f1du — o, f2dp| = |§o(f1 — f2) du| < §q |fr—fol dp =
0 car |f1 - f2| =0 Pp. Donc SQ fl = SQ fQ. ]

LEMME 3.14. Soit f : Q — C une fonction mesurable. S’il existe une fonction
mesurable g : @ — [0, wo]telle que §o, g du < oo et | f(x)] < g(x) pp, alors f est intégrable
sur §2.

Démonstration. Par un exo posé plus haut, on a {, [f] < §, g, et donc {, |f| <
0.

4. Exemples concrets

4.1. Masse de Dirac. Dans cette section, {2 est un ensemble non vide quel-
conque, a € Q est fixé, B =P(Q) et u = d,, la masse de Dirac au point a :

1 siAd>sa
0q(A) = {0 S Ada pour tout ensemble A < €.

PROPOSITION 4.1. Pour toute fonction f:Q — [0,00], on a
| gas. = 1.
Q

Démonstration. Comme “z = a” §,-presque partout, on a f(x) = f(a) d4-presque
partout, i.e. f = f(a)1 d4-presque partout, donc §, fdd, = {, f(a)1dd, = f(a) x
da(€2) = f(a). 0

COROLLAIRE 4.2. Toute fonction f : Q — C est intégrable par rapport a o4, et on

fﬂfdaa - f(a).

Démonstration. Par la proposition appliqué & la fonction positive | f|, on a {, | f| dd, =
|f(a)| < oo; donc f est intégrable par rapport a d,.

Soit F(€2) 'espace vectoriel de toutes les fonctions f : © — C. Les applications
[ §q fdéaet f— f(a)sont des formes linéaires sur F(S2) ; et par la proposition, ces
formes linéaires coincident sur les fonctions positives. Comme les fonctions positives
engendrent Iespace vectoriel F(£2), on a donc bien {(, f d6, = f(a) pour toute fonction
f:Q5C. 0

4.2. Mesure de comptage. Dans cette section, ) est ensemble non vide quel-
conque, B = P(Q) et p = p. la mesure de comptage sur €.
On a vu que

te(A) = Z 0:(A) pour tout ensemble A < Q).

ze)
PROPOSITION 4.3. Pour toute fonction f:Q — [0,0], on a
| rdue=3 @),
Q2 €S

Démonstration.
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Cas 1. f étagée.
On écrit
N
f = Z (073 1Ez‘ avec o € RT.
i=1
Alors

=

@
Il
fu

(67} Mc(Ei)

a; ( ac(Ez>>
ze

- 3 (ese)

L fdupe =

I
.MZ

s
Il
—

g

zeQ2 \i=1

= 2| e
zeQ V$

= Z ¢(z) par la Proposition [A.1] .
e

CAS GENERAL. f:Q — [0, 0] quelconque.

Soit (¢n)neN une suite approximante pour f (i.e. une suite croissante de fonctions
étagées positives tendant vers f). On a

J fdu. = lim | @,du. par convergence monotone
Q n=90 Jo

= nh_{;go Z{:ngn(x) par le “cas étagé”
xe

= Z f(x) par convergence monotone pour les sommes .
z€e$)

g

COROLLAIRE 4.4. Une fonction f : N — C est intégrable sur N par rapport a la

mesure de comptage p. si et seulement si la série . f(n) est absolument convergente,
et on a alors

Lm%=;ﬂm.

Démonstration. Par la Proposition appliquée a la fonction positive |f]|, on a

[ 171 = 3 1001 = X 1)
N neN n=0

donc f est intégrable par rapport a p. si et seulement si >_ f(n) est absolument conver-
gente. La formule souhaitée se déduit alors du “cas positif” et de la linéarité des ap-

plications f — >0 f(n) et f— § f dpe. O
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4.3. Variables aléatoires discrétes. Dans cette section, (2, B,P) est un espace
de probabilité.

PROPOSITION 4.5. Soit X : Q@ — R une variable aléatoire discrete, et écrivons
X(Q) = {x;; i € I}, ou I est un ensemble dénombrable et les x; sont deux a deux
différents.

(1) Si X est positive, alors §o, X dP = >, ; z; P(X = z;) = E(X).
(2) X est intégrable par rapport a P si et seulement si Y, ; |x;| P(X = x;) < o0,
ce qui signifie que X admet une espérance ; et dans ce cas on a G NoOUvVEaU

f XdP =) 2;P(X = z;) = B(X).
2 iel

Démonstration. Si X ne prend qu’'un nombre fini de valeurs, on le sait déja. On
suppose donc que X prend une infinité de valeurs, qui permet de noter {z;;i € N}
I’ensemble des valeurs prises par X.

(1) Ona X = X2 = 1{x—s,}- Donc, par “interversion série intégrale dans le cas

positif”,
0 0
J XdP = Zf i lix—py dP = Y 2, P(X = ;).
Q i=0v$ i=0

(2) On a X = 372 1ix_y,, donc [X| = 377 |2, 1{x_s,) car les ensembles
{X = x;} sont deux & deux disjoints, et donc {, | X[dP = >° x| P(X = z;). Par
conséquent, X est intégrable si et seulement si },_; |2;| P(X = ;) < co. Ensuite, on a
Xt =202 Lix_py et Xt =322 1(x_,., & nouveau car les ensembles {X =
x;} sont deux & deux disjoints. Par (1), on en déduit §o, Xt dP = Y, (2 P(X = ;)
et o XTdP =3, o P(X = x;); et donc

e} ee}
J XdP:J X*dp—f X—dP =Y (a) —2)P(X = ;) = Y 2 P(X = ;).
Q Q Q i=0 i=0
O

4.4. Intégrale au sens de Riemann. Dans cette section, {2 est un intervalle
fermé borné [a,b] = R, et p est la restriction de la mesure de Lebesgue A1 a B([a, b]).

NOTATION. Si f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann, on note SZ f(z)dx
son intégrale au sens de Riemann. Si f : [a,b] — R est intégrable par rapport & A;, on
note (comme il se doit) S[a b] f d\1 son intégrale.

PROPOSITION 4.6. Si f : [a,b] — R est une fonction borélienne intégrable au sens
de Riemann, alors f est intégrable par rapport a A1 sur [a,b], et on a

f[a,b] Fdr = f ’ () da.

Démonstration. Comme f est intégrable au sens de Riemann, elle est bornée sur
[a, b], donc intégrable par rapport & A; car elle est supposée borélienne et que A ([a,b]) <

%. Toute la difficulté est de montrer que §, , fdA1 = §, f(x) dz.

FAIT. Si ¢ : [a,b] — R est une fonction en escalier, alors S[a b PN = SZ o(x)dx.
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Preuve du Fait. Exo déja posé. O

Comme f est intégrable au sens de Riemann, on peut trouver deux suites (¢y,) et
(1) de fonctions en escalier avec ¢, < f < 1, pour tout n € N, telles que

b b b
lim | pu(x)de = J f(x)de = nh_r)rgof () dz;

—
nOOa

et donc, par le Fait :

b
(4.1) lim O dA\ = f f(z)dx = lim Y dA1

=0 Jla,b] =0 Jla,b]

Posons alors ¢ := sup,,5 ¢n et ¢ := inf, >0 1. Les fonctions ¢ et 1 sont boréliennes
d’apres la Proposition du Chapitre [3| De plus, on a g < ¢ < f < 9 < 9, donc ¢
et ¢ sont (a valeurs finies et) bornées sur [a, b]. En particulier ¢ et v sont intégrables
sur [a,b] par rapport & A1 ; et on garde en téte que

p< f<Y.

Par croissance de l'intégrale de Lebesgue et comme ¢, < ¢ < 9 < ¥, on a

andxlq cin< [ wan< | wndn
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

pour tout n € N. Comme S[a b Pn d\1 et S[a b] Y dA1 tendent toutes les deux vers

SZ f(x)dx par 1) on en déduit
b
J cpd)\l—f f(z)dx = Pd .
[a,b] a [a,b]

Par linéarité de l'intégrale, on a donc S[a b (Y — ¢)dA; = 0; et comme ¢ — ¢ = 0,
cela entraine que ¥ — ¢ = 0 Aj-presque partout. Donc f = ¢ = ¢ Aj-presque partout
puisque ¢ < f < ; et donc

Lbfd)q:f[a

b
. pd\ = L f(z)dz.

)

0

REMARQUE. Une fonction intégrable au sens de Riemann n’est pas nécessairement
borélienne. Cependant, la preuve de la proposition montre ceci : si f : [a,b] = R est

intégrable au sens de Riemann, alors il existe une fonction borélienne bornée f telle
~ b ~
que f(z) = F(x) pp. et on a 0 f(2)de, = §p, y F(@) dx = §, 5 FdAs.

CONSEQUENCE. Soit I un intervalle de R quelconque. Si f : I — C est une fonction
intégrable par rapport & Ay, on écrira {; f(x) dz au lieu de §; f d\;. (Autres notations :
§,ft)at, §; f(u)du...) Si I = (a,b), on écrira méme souvent SZf(a:) dr au lieu de
S(mb) f(z)dz.
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FEzercice. Soit (2,8, u un espace mesuré, avec u(2) < oo, et soit f : @ — R une
fonction mesurable bornée. On pose m := infq f et M := supq f. A toute subdivision
pointée ¥ = ((Jo,¥0),---,(Jn,,yn—1)) de lintervalle [m, M| (i.e. (Jo,...,J n—1) est
un découpage de [m, M| en intervalles fermés et yi € Ji), on associe la somme de

Lebesgue
N—1

L(f,%) = >, u({f € Je}) u.
k=0
Montrer que L(f, %) tend vers {,, f du quand le “pas” de la subdivision ¥ tend vers 0.






Chapitre 5

Intégration sur un intervalle de R

1. Cadre et notations

e [ = un intervalle de R, de nature quelconque.

e “Intégrable” veut dire “intégrable” par rapport a la mesure de Lebesgue A;.

e On écrit §; f(x) dr au lieu de §; f dA;.

e Si I = (a,b) avec —o0 < a < b < o0, on écrit en fait le plus souvent SZ f(z)dx, et
parfois méme SZ f

e On dit qu’une fonction f : I — C est localement intégrable sur [ si elle est
intégrable sur tout intervalle compact [«, 5] € I. Par exemple, toute fonction continue

f I — C est localement intégrable sur I : en effet, f est borélienne, et bornée sur
tout intervalle compact [«, 5] < I. De méme, toute fonction monotone f : I — R est

localement intégrable (exo).
w v w
Jor=La=]s
u u v

est valable pour toute fonction f : I — C borélienne positive ou localement intégrable,
et pour u,v,w € I vérifiant u < v < w. En effet : ona § f = S[u w = S[u o] § =

S[u,v] f + S]v,’w] f = Sz f + S:}U f

e Siu,v el avec u < v, on pose

Luf(a:) dx = —f:f(a:) dx.

Alors : la relation de Chasles est valable pour tous u, v, w € I, quel que soit I'ordre dans
lequels les points sont rangés, a condition que la fonction f soit localement intégrable
sur 1.

e La “relation de Chasles”

Ezxercice. Soit f : I — C une fonction borélienne. Montrer que f est localement
intégrable si et seulement si, pour tout ¢ € I, on peut trouver un voisinage V' de ¢ dans
I tel que f est intégrable sur V.

2. Choses a ne surtout pas oublier

e Théoréme fondamental de 1’analyse :

(i) Si f: I — C est continue, zg € I et F(z) = Sio f(t)dt, alors F est de classe
Clet F' = f.
(ii) Si f : [a,b] — C est continue, alors SZ ft)dt = F(b) — F(a) = [F]Z, ou F est
n’importe quelle primitive de f sur [a,b].
(ili) Si F: I — C est de classe C! et si u,v € I, alors F(v) = F(u) + §. F'(t) dt.

61
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e Formule d’intégration par partie : S u'v = [uv]® S uv’, valable pour u et
v de classe C* sur [a,b].

FEzercice 1. Déterminer les primitives de f(¢) = In(¢) sur ]0, cof.

Ezxercice 2. Calculer par partzes SO T +t2 en écrivant 1= tg =1x H%’ et en déduire
la valeur de I'intégrale So e t2)2
e Formule de changement de variable : SZ F(o(t)) &' (t) dt = S ola) | () dx, va-

lable pour ¢ : [a,b] — R de classe C' sur [a,b] et f continue sur un mtervalle I
contenant ¢([a, b]).

Exemple. Calcul de I := S£1 V1 — z2dz.
On pose x = cost, et donc de = —sintdt. On a x = —1 pour t = w et x = 1 pour
t=0;etv1—22=1+/1-cos?t =+sin?t =sint si t e [0,7], car sint > 0 sur [0, 7].

Donc . o
f \/1—x2da:=f sintx(—sintdt)zf sin? ¢ dt .
-1 s

0

Ensuite, on se souvient que sin®t = 17#5(2” Donc
1 — 2t 1 1 T
0 2 2 2 0 2

Remarque. On aurait pu dire que z = cost vaut —1 pour ¢t = 217 et 1 pour ¢t = 48.
Dans ce cas, il aurait fallu écrire

1
J V1—22du=
-1

et faire bien attention au signe de sint...

487 487

Vsin?t sint dt = f |sint| sintdt,

21m 21w

Ezercice 1. Expliquer la valeur de I en faisant un dessin.

Ezercice 2. Calculer I := S;rg Sffft en posant x = tan(t/2).

Exzxercice 3. Calculer S(l) ﬁ en posant x = tant.

3. Passage a la limite dans les bornes d’intégration

PROPOSITION 3.1. Soit I un intervalle de la forme [a,b], avec a < b < o0. Si
f:[a,b] = C est une fonction borélienne ou bien positive, ou bien intégrable sur [a,b],

alors
ff it — limfﬁf(t)dt

ot la limite existe dans [0,00] si f est positive, et dans C si f est intégrable sur [a,b].
Démonstration.

Casl. f=0

Dans ce cas, Sf J est une fonction croissante de 3, donc limg_, ;- Sg f existe dans [0, o0].
Soit () € [a, B[ une suite croissante tendant vers 3. On a

fnf - Lblwn[f - Lbfn.
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Les fonctions f,, forment une suite croissante car la suite (f,) est croissante et f = 0
et de plus f,,(t) — f(t) pour tout ¢ € [a, b[, car tout point ¢ € [a, b] appartient & [a, B,
pour n assez grand. Par convergence monotone, on en déduit que Sf " f— SZ f, et donc

b .
o f =limg 1S
CAs 2. f intégrable.

On écrit f = u+iv = (v —u”) +i(vt —v7) et on applique le “cas positif’ aux

fonctions u™,u”, v, v7. (Exo : écrire les détails.) O

REMARQUE 3.2. Tout marche de la méme fagon pour un intervalle de la forme
I =]a,b]. Et donc, ¢ga marche encore pour un intervalle ouvert I =]a,b[, en faisant
deuz passages a la limite.

COROLLAIRE 3.3. Soit I un intervalle ouvert Ja,b[, avec —o0 << b < 00. Si f :
Ja,b[— C est une fonction continue, ou bien positive ou bien intégrable sur |a, b, alors

on a le droit d’écrire
b
| e =rry:

ou F est une primitive quelconque de f sur |a,b[, a condition d’interpréter F(b) comme
limg_,,- F(B), qui existe dans | — o0, 00] si f est positive et dans C si f est intégrable,
et F(a) comme lim,_,,+ F(«), qui eziste dans [—o0, 0| si f est positive et dans C si
f est intégrable.

Démonstration. Supposons d’abord f > 0. Si on fixe « tel que ¢ < a < b, on a
Sﬁ )dt = | ]ng(ﬁ)—F( ) pour tout a < 8 < b, etgﬁ dttendverss f(t)
quand S — b~. Donc F(f3) a une limite F(b) € |—00,00] quand  — b, & savoir
F(b) = F(a) + Sb f(t) dt. De méme, on montre que F(«) a une limite F'(a) € [—o0, 0]
quand o — a™. On peut donc faire « — a™ et 8 — b~ dans la formule Sﬁ )dt =

[F]5 = F(B) — F(a) pour obtenir le résultat souhaité. (Il n’y a pas d’ mdetermmatlon
pour [F]® = F(b) — F(a) car F(b) > —0 et F(a) < .
La preuve est la méme dans le cas “intégrable. ([l

Exemple. Soit a > 0. Pour tout A > 0, on a SA < o si et seulement si a > 1

€ dt

0 3a < o0 si et seulement si o < 1.

et pour tout € > 0, on a §

Démonstration. Si o > 1, alors

foodt_ 11 .
At | a—-1ltl], a—1 A1 ’
At (P dt
| =] T = mog -
1t Ja it

Idem pour . O

si a =1, alors

et si a < 1, alors
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COROLLAIRE 3.4. Soit ¢ :]a,b[ — R une fonction de classe C! et monotone. Si
f: I — C est une fonction continue sur un intervalle J contenant ¢(Ja,b[), et si f est
ou bien positive ou bien intégrable sur ¢(]a,b|), alors on a le droit d’écrire

¢(b) b
| @y = | o) oy,
(a) a

en interprétant ¢(a) et ¢(b) comme limg_,,+ ¢() et limg_,,— ¢(B), qui existent dans
R.

Démonstration. Les limites lim,_,,+ ¢(53) et limg ;- ¢(3) existent dans R par mo-
notonie de ¢.

(i) Supposons f = 0 et ¢ croissante. Par la formule de changement de variable
“classique”, on a

#(8) B
J f(z)dz = f f(o(t)) ¢’ (t)dt pour tous a < a < B < b;
d(e) a
et comme f et (f o ¢)¢’ sont des fonctions positives, on en déduit immédiatement le
résultat par la Proposition.

(i’) Si f est = 0 et ¢ décroissante : idem en mettant des signes
endroits.

“—” aux bons

(ii) Si f est intégrable sur ¢(]a,b[), on commence par appliquer le “cas positif’ a
| f| pour montrer que (f o ¢) est intégrable sur ]a, b[; puis on réapplique le cas positif
aux parties positives et négatives de Re(f) et Im(f). O

Ezxercice 1. Calculer I := SSO \/i(dltth) en posant x = /1.

Ezxercice 2. Montrer que pour tout A > 0 et pour tout n € N, on a

o0 AL 1
no— = —
L the”Mdt = il

4. Criteres d’intégrabilité
FarT 4.1. (“Principe de comparaison”)

Soit f : I — C une fonction borélienne. S’il existe une fonction borélienne g : I — R*
telle que §, g(t) dt < oo et | f(t)] < g(t) pour tout t € I (ou seulement presque partout),
alors f est intégrable sur I.

Démonstration. C’est évident. O

ExXEMPLE 4.2. Si lintervalle I est borné, alors toute fonction borélienne bornée
f: I — C est intégrable sur I.

Démonstration. Si |f(t)] < M sur I, on peut prendre g(t) = M dans le critere de
comparaison. O

Fair 4.3. Soit f : I — C une fonction borélienne localement intégrable sur un
intervalle I de la forme I = [a,b[, ot a < b < 0. On suppose qu’il existe une fonction
borélienne positive g, intégrable sur un certain intervalle [B,b] avec 5 < b, telle que
lf(t)] = O(g(t)) quand t — b~. Alors f est intégrable sur [a,b].
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Démonstration. Par hypotheése, on peut trouver By avec 8 < [y < b et une
constante C' < o tels que |f(t)| < C g(t) sur [Bo, b[. On a donc

b Bo b
j|f<t>|dt j |f<t>|dt+f ()] dt

a Bo

N

Bo b
f oldeC | gty

< ® car f est intégrable sur [a, By] et SZO g(t)dt < oo.
]

Remarque 1. Enoncé analogue pour un intervalle I de la forme I =]a,b], avec
—o<a<hb

Remarque 2. Pour un intervalle ouvert I = ]a,b[, on peut montrer qu'une fonction
f :]a,b[— C est intégrable sur |a,b[ en fixant xg € |a, b| et en appliquant deux fois le
critere précédent, sur |a, zg] et sur [zo, b].

EXEMPLE 4.4. (Critere d’intégrabilité “de Riemann”)

(1) Soit A < o0, et soit f : [A,o0] — C une fonction localement intégrable (par
exemple continue). S'il existe o > 1 tel que |f(¢)] = o (t%) quand ¢t — o0, alors
f est intégrable sur [A, .

(2) Soit € > 0, et soit f :]0,e] — C une fonction localement intégrable. S’il existe
a < 1tel que [f(t)] = o (%) quand t — 0%, alors f est intégrable sur ]0, £].

Démonstration. On a vu que la fonction ¢ — L est intégrable sur [4, o0[ si o > 1,

et intégrable sur ]0,¢] si o < 1. O

FEzercice 1. Montrer que f(t) := % est intégrable sur |0, 1], et que f(t) := et

est intégrable sur [0, oo[.

Ezercice 2. Déterminer pour quelles valeurs de 5 > 0 la fonction f(x) = m

est intégrable sur [2, oo[, et pour quelles valeurs de /3 cette fonction est intégrable sur

10,1/2].

5. Intégrales “généralisées”

DEFINITION 5.1. Soit I un intervalle de la forme [a,b] avec —o0 < a < b < 0,
et soit f : [a,b[— C localement intégrable. Si la limite limg_;- Sff(t) dt existe dans
C, on note cette limite SZ f(t)dt et on dit que SZ f(t)dt existe en tant qu’intégrale

généralisée, ou bien que l'intégrale SZ f(t)dt est convergente.

Remarque 1. Définition analogue pour une fonction f :]a,b] — C, ou —0 < a <
b < o0.

Remarque 2. On peut définir l'intégrale généralisée d’une fonction f (localement
intégrable) définie sur un intervalle ouvert |a,b[, avec —00 < a < b < o : on fixe un

point zg € |a, b[, et on dit que SZ f(t) dt existe si §° et SZO f(t) dt existent séparément.
(Exo : ¢a ne dépend pas du point zg.)
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Remarque 3. Analogie avec les séries : le role des sommes partielles > uj est
joué par les “intégrales partielles” Sf f(t)dt.

FAUX EXEMPLE. Si la fonction f est intégrable sur [a, b[, alors I'intégrale SZ f(t)dt
est convergente, par la Proposition Mais on n’a pas du tout affaire a une intégrale

“généralisée” : SZ f(t)dt est une intégrale “ordinaire”, par rapport & la mesure de
Lebesgue.

Remarque. Si on suppose que f est (borélienne et) intégrable au sens de Riemann
sur [a, §] pour tout 5 < b, alors f est intégrable sur [a, b[ si et seulement si “l'intégrale

SZ f(t) dt est absolument convergente”, au sens du cours de 2¢ année.

CRITERE DE CAUCHY. Soit f : [a,b[— C une fonction localement intégrable.
L’intégrale SZ f(t) dt existe en tant qu’intégrale généralisée si et seulement si

Y
(5.1) f f(t)dt -0 quand X,Y — b .
X

Démonstration. Sion pose F(z) := §* f(t)dt, alors dire que SZ f(t) dt existe signifie
que F(z) admet une limite quand = — b~. D’apres le critere de Cauchy pour les
fonctions, il revient au méme de dire que F(Y) — F(X) — 0 quand X,Y — b7 ;
autrement dit que est vérifiée. O

PROPOSITION 5.2. (Criteres d’Abel)
Soient f,g : [a,0[— C, avec f continue et g de classe C*. On suppose de plus que la
fonction ¢ est intégrable sur [a, 0|, i.e.

o0

j lg'(t)] dt < 0.

a

Dans chacun des deuz cas suivants, Uintégrale §° f(t)g(t) dt est convergente.
(1) L’intégrale §° f(t)dt existe.

(2) g(t) — 0 quand t — oo, et il existe une constante C telle que

X
VX >a : J f(t)dt‘éC’.

Remarque 1. Ce sont des critéres “subtils” : la fonction fg n’est en général pas
L . e s o0 R
intégrable sur [a, 00| (i.e. Iintégrale {~ f(t)g(t) dt n’est pas absolument convergente).

Remarque 2. L'hypothese que ¢’ est intégrable sur [a, 00| est satisfaite en particulier
dans le cas ou g est positive et décroissante.

Démonstration. On a |g/| = —g/, donc {7 |g'(t)|dt = {7 —g'(t)dt = [—g]oo <
g(a) < o0. O

Remarque 3. La proposition est en fait valable en supposant seulement f localement
intégrable (pas forcément continue).
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Preuve d’Abel. Remarque préliminaire : comme ¢’ est intégrable sur [a, oo[, la fonc-
tion g est bornée sur [a,oo[. En effet, on a

9(z)]| = \g<a> +[ g dt\ <lot) + [ 19 O1de < 2= lg(a)| + 10 at

a a

pour tout z € [a, o0[.

(1) Supposons que S f(t) dt existe. Soit F : [a, 0| — C définie par
f £t dt—J it dt—ff
Comme f est continue, F est C' avec F' = —f. De plus, F(z) — 0 quand 2 — o0
car F(z) = {7 f(t)dt — § f(t) dt. En particulier, la fonction F est bornée sur [a, o],

comme toute fonction continue sur [a, oo[ admettant une limite a 'infini.
Sia< X <Y < oo, alors (intégration par parties)

Y Y
j fHgt)dt = [~Fgl} + f F(t)g/ (1) dt
X

X
Y
— F(X)g(X) — F(Y)g(Y) + jX F(t) g/ (t) dt

Donc
[ soawa] < (#0011 loke + 151 < [ 1o 01ar

Comme F(z) — 0 quand =z — o et comme S;‘? l¢'| — 0 quand X — oo d’apres

la Proposition (puisque §% |¢'| = §|g'| — Sf |4’]), on voit donc que le critere de
Cauchy est vérifié.

(2) On intégre & nouveau par parties, mais cette fois avec

:J ft)dt
qui est de classe C! avec F’ = f. L’hypothese sur f dit que la fonction F est bornée
sur [a, o0.
Sia< X <Y < oo, alors
Y v Y
| roama — ok~ | Fo)g@
X X
Y
= F(¥)g(V)~ PX)g(X) - [ P50t

Donc
[ st < (1000 + 1900 171+ 171 ¢ [ 101

et donc le critere de Cauchy est vérifié, car g(t) — 0 quand t — o0 et S; lg'| — 0 quand
X — oo par la Proposition

EXEMPLE 5.3. Pour tout o > 0, l'intégrale Sio i—;t dt est convergente; et donc les

intégrales Sio Cfit dt et SOO S“;t dt le sont aussi.
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Démonstration. On applique“Abel 27 avec f(t) := e et g(t) := tia, qui est bien
= 0 et décroit vers 0 quand ¢ — co. Pour tout X > 0, on a

X
. 1
f et dt' =
1

donc le critere s’applique. O

7

Ezercice. Montrer que s‘Tnt n’est pas intégrable sur [1, 00[. (Suggestions : observer que

|sint| > sin?¢t et utiliser une formule trigonométrique ; ou bien découper [, o[ en intervalles
de longueur 7.)

6. Comparaison série-intégrale

PROPOSITION 6.1. Soit a € N, et soit f : [a,0[— R une fonction positive et
décroissante.

(1) Si on pose uy := Y, f(k)=S§" f(t)dt pourn > a, alors u, admet une limite
finie I quand Uentier n tend vers Uinfini, et on al > f(a) — SZH f(t)dt = 0.
(2) La série Y, f(k) est convergente si et seulement si §; f(t)dt < oo.
(3) En cas de divergence, on a Y., f(k) ~ §"' f(t)dt quand n — oo,
Démonstration. Remarquons d’abord que la fonction f est localement intégrable

car elle est monotone, donc borélienne et bornée sur tout intervalle compact [«, 5] S
[a, of.

(1) On éerit " f(t)dt = nil S:H f(t)dt (relation de Chasles), et donc
k=a
n—1 k+1
(6.) w= 3 (10 = [ s0at) 0.
k=a Y

Ck
Pour tout entier k = a, on a f(k+1) < f(t) < f(k) si k <t < k+ 1 car la fonction
f est décroissante ; d’ou en intégrant entre k et k + 1 :

k+1

f(k+1)<L ft)dt < f(k) pour tout k> a.

On en déduit :

(i) que ¢ = 0 pour tout k = a, et donc

(ii) que
n+1

Uit — tn — f(n+1) —f F(t)dt <0.
n
Ainsi, la suite (uy,) est décroissante et minorée par ¢, = f(a) — SZH f(t)dt; donc
u, admet une limite [ > ¢, = 0 quand n — 0.
(2) D’aprés (1), la série Y f(k) converge si et seulement si §" f(¢)dt admet une

limite finie quand Dentier n tend vers l'infini; et comme f > 0, c’est équivalent a
§0 f(t)dt < oo
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(3) Si la série Y, f(k) diverge, alors oy, := Y1, f(k) et By := § f(t)dt tendent
tous les deux vers oo car f = 0, donc o, ~ B, car o, — Bn reste borné d’ apres (1). O

COROLLAIRE 6.2. Pour n € N*, posons H, = >'_, + Alors H, —In(n) admet
une limite finie v > 0 quand n — 0. (Le nombre 7y s’appelle la constante d’Euler.)
En particulier, H, ~ In(n) quand n — .

Démonstration. On applique la proposition avec a := 1 et f(t) := % On a bien

v >0, et méme v > 1—2@—1—ln() O

Ezxercice 1. Déterminer pour quelles valeurs de « > 0 la série > W est conver-
gente.

Ezercice 2. Soit a tel que 0 < o < 1. Déterminer un équivalent de S, = >3;'_; k%
quand n — 0.

PROPOSITION 6.3. Soit a € N et soit f : [a,00[— C. On suppose que f est de classe
avec S |f/(t)|dt < oo, et que f(t) — 0 quand t — oo. Alors la série Y. f(k) est

conveTgente st et seulement si l'intégrale SZO f(t)dt est convergente.
Démonstration.

FarT. L'intégrale §° f(t) dt est convergente si et seulement si " f(¢) dt a une limite
dans C quand I'entier n € N tend vers 'infini.

Prewve du Fait. Pour tout nombre réel X > a, on a (en notant F(X) la partie
entiere de X)

X E(X) X
(%) f f(t)dt =J £(t) dt+j £(t) dt.

E(X)
De plus
X X
f F(t)dt <f |f(t)dt < sup |f(t)];
B(X) E(X) t=>E(X)

et donc Sg(x) f(t)dt - 0 quand X — oo car f tend vers 0 a l'infini. Donc, par (),
(X)

X o . B
§.; f a une limite si et seulement si { "’ en a une. O

Par le Fait, il suffit maintenant de voir que

n n—1
- [ rwae- Y s
a k=a

admet une limite dans C quand l’entier n tend vers 'infini.

On écrit
n—1 k+1 n—1
w= 2 ([ 0@ 109) = X o
k=a k=a

k
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Sl on pose F(x) := S f(t)dt, alors la fonction F' est de classe C? car f est C!, avec
=fet F' = f’ D’apres la formule de Taylor, on a donc
k+1

v = ft)dt — f (k)

= Flk+1)—F(k)—F'(k) x ((k+1)—k)
k+1 E+1
= f (k+1—¢t)F"(t)dt _J (k+1—1t)f'(t)dt.
k k
On en déduit
k+1 k+1
|vk]<j (k+1—10t)f(t)]dt < f |f'(t)|dt pour tout k > a
k k
et donc
o 0 rktl
Sl < | Il
k=a k=a vk
= Z f ()] dt
[k,k+1[

_ j F(8)] dt < oo,

ol on a utilisé la fait que application A — §,|f'(t)|dt est une mesure (borélienne)
sur [a,0[. Ainsi, la série > vi est (absolument) convergente; autrement dit la suite
(up,) est convergente. O

Ezercice. Déterminer la nature des séries >~ COS(IE (k) ot D1 sm(k\/E ).

7. Une formule de changement de variable “générale”

PROPOSITION 7.1. Soit ¢ : I — R une fonction de classe C' strictement mo-
notone sur un intervalle ouvert I =]a,b[. On pose ¢(a) := lim,_,,+ ¢(t) et ¢(b) =
limg - ¢(1).

(1) Pour toute fonction borélienne positive f sur I' :== ¢(I), on a

¢(b) b
(7.1) L( ) f F(6(0) (1) dt

(2) Sif:I' — C est borélienne, alors f est intégrable sur I' = ¢(I) si et seulement
si la fonction (f o @) @' est intégrable sur I, et dans ce cas la formule (7.1)) est
encore valable.

Remarque. La subtilité est qu’on ne suppose pas que f est continue.

Preuve de la proposition. Comme d’habitude, le cas “

“positif” ; donc on va juste montrer (1).

intégrable” se déduit du cas

L’hypothese faite sur ¢ entraine que ¢ est une bijection de I sur I’, ce qui sera
utile. On suppose par exemple que ¢ est (strictement ) croissante, et donc que I’ =

16(a), ¢(b)[ et &' = 0.

Farr 1. 11 suffit de démontrer ([7.1) dans le cas ou la fonction f est une fonction
indicatrice.
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Preuve du Fait 1. Si la formule est vraie pour toutes les fonctions indicatrices, elle

est vraie pour toutes les fonctions étagées positives, par “linéarité” ; et donc pour toute
fonction borélienne f > 0 “par convergence mononotone” (exo). U

Ainsi, on s’est ramené a montrer (|7.1)) pour toute fonction f de la forme 14, ou A
est un borélien de I’ = |¢(a), ¢(b)[; autrement dit, on veut montrer qu’'on a

o(b) b
J' 1A<x>dx:=‘[ 14(6()) /() dt
¢(a) a

Comme SZ?Z)) la(x)de = M\i(A) pour tout A < I’ =]¢p(a),(d)[, il s’agit donc de

montrer que

b
(7.2) f 14(p(t)) ¢/ (t) dt = X1 (A) pour tout borélien A < I'.

a

Soit u : B(I") — [0, 00] la fonction d’ensembles définie par

b
mmzflammwwﬁ.

a

FAIT 2. p est une mesure.

Preuve du Fait 2. On a évidemment p(J) = 0. Pour additivité dénombrable, soit
(Ag)ken une suite de boréliens de I’ deux & deux disjoints. On a

o0
ypa, = Z Lay
k=0

;

b
flhwwwwﬁ

a

et on en déduit

18

=
F
LC_s
N
e
~—
|
e =

lAk(¢(t))¢’(f)> dt

0

I
18

i
o

[
18

1(Ag) -

e
I

0

A la deuxieme ligne, on a appliqué le théoreme d’interversion série-intégrale aux fonc-
tions uk(t) := 14, (¢(t))¢'(t), qui sont = 0 car ¢' > 0. O

On veut montrer que p(A) = A\i(A) pour tout borélien A = I'. Par le Fait 2 et
le lemme d’unicité, il suffit de vérifier que p(J) = |J| pour tout intervalle compact
J < I', d’apres le lemme d’unicité du Chapitre
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Soit J = [¢,d] = I' =]¢(a), (b

u(J) =

~—

[ quelconque. On a

b
Lieay(o(t) ¢'(t) dt

N —

b
= f Lig-1(0),6-1(a)) (t) &' (8) dt
61(d)

= f @' (t) dt

¢~1(e)
= 0(¢7'(d) — $(¢7(0))
= d—c=|J|.

g

Ezercice 1. Soit I < R un intervalle de milieu m. Pour x € I, on note z* le
symétrique de x par rapport a m. Montrer que si f : I — C est une fonction intégrable
“impaire”, i.e. vérifiant f(z*) = —f(z) pour tout x € I, alors {, f(x)dx = 0.

FEzercice 2. Soit f : R — C une fonction localement intégrable et T-périodique,
pour un certain 7" > 0. Montrer que la valeur de I'intégrale SI f(t) dt est la méme pour
tous les intervalles I vérifiant |I| = T.



Chapitre 6

Théoremes de convergence et applications

1. Les deux résultats principaux

Dans ce qui suit, (2,8, ) est un espace mesuré et le mot “intégrable” signifie
“intégrable par rapport a u.

1.1. Convergence “monotone”.

THEOREME 1.1. (Théoréme de convergence monotone)
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives, f, : (,8) — [0,0]. On
suppose que la suite (fy,) est croissante, i.e. fp(z) < fnir1(x) pour tout n et pour tout
x € Q. Alors, en posant f(x) := limy o fn(x) (qui existe dans [0,0]), la fonction
f:Q —[0,0] est mesurable et on a

deuz limf fndu.
Q n=90Jo

COROLLAIRE 1.2. (interversion série-intégrale, cas “positif”)
Si (ug)ken est une suite quelconque de fonctions mesurables positives, alors

[ (2) du_gfgum.

Démonstration. On applique le théoreme aux fonctions f,, := >3 ug. O
In(z 1
Exemple 1. On a = —
b L T — 1 g n?

Démonstration. Si0 <z <1,on a

In(z) _ —In(z) _ i _ ok In(z).

r—1 1—=x =

Comme tout est = 0, on en déduit

Jx—l JOM .):]if;—xkln(x)dx

Ensuite, on integre par parties pour trouver que Sé —zF In(z) =

(k+1)2 pour tout k = 0.

(Exo : faire soigneusement le calcul.) O

FEzercice. Calculer Ji, := Sé (—xIn(x))* dz pour tout k € N, puis établir la formule

1 o0
f z %dx = Z n~".
0 n=1

73
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6—/\t

Exemple 2. On a limy_,q+ Sio E—dt = 0.

Démonstration. L’intégrale I(\) := SC{O e?t dt est une fonction décroissante de A

(micro-exo) et est toujours = 0; donc limy_,o+ I(\) existe dans [0,00. Soit (Ap)nen
une suite décroissante tendant vers 0 (avec A, > 0). Pour tout n € N, on a I(\,) =
§, =0 fn(t)dt, olt f,(t) = e~*'. Lasuite (f,) est croissante car (\,) est décroissante, et
fa(t) = 1 pour tout ¢ € [1,00[. Donc, par convergence monontone, I(\,) — §° 1dt = o
quand n — o0, et donc limy_,q+ I(\) = c0. O

COROLLAIRE 1.3. (Lemme de Fatou)
Si (hy) est une suite quelconque de fonctions mesurables positives sur ), alors

J(limhn)d,uélimf o dpt.
Q Q

Démonstration. Par définition,

lim h, = sup inf h,, = lim inf h,, := lim f,.
neN m=n n— m=n n—0oo

La suite (f,,) est croissante, donc on a par convergence monotone

J(hmhn)d,u = lim | f.du
Q

n—ao0

Q
= sup | fadp
neN JQ

N

sup inf f hom dp car f, < hy, pour tout m = n
Q

neN m=n

N

hrnf o .
Q
]

Ezercice. Soit (fy,) une suite de fonctions intégrables par rapport & p. On suppose
que ( fy,) converge simplement vers une fonction f :  — C, et qu’il existe une constante
M < oo telle SQ | fnldp < M pour tout n € N. Montrer que f est intégrable par rapport

a .
1.2. Convergence ‘“dominée”. Le théoreme suivant est un résultat de “passage

a la limite sous le signe intégrale” extraordinairement efficace.

THEOREME 1.4. (Théoréme de convergence dominée)
Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables, fn : Q@ — C, et soit f : Q@ — C une
fonction mesurable. On fait les hypotheses suivantes.

(i) fu(x) = f(x) presque partout.
(ii) Hypothése de domination : il existe une fonction mesurable g : Q — R*,
indépendante de n, telle que

J gdp < oo et VneN @ |fu(x)] <g(t) presque partout.
Q

Alors la fonction f est intégrable, et § | fn — fldp — 0 quand n — co. En particulier :

ffduz limf fndu.
Q n=90 Jo
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Démonstration. Comme |§g, fr — § f| < §o|fn — f|, il suffit de montrer que f est
intégrable et que {q|fn — f| — 0

CAs 1. On suppose que les f, convergent partout vers f, et qu'on a [f,| < g
partout.

Comme |f,(z)| < g(x) et fn(z) = f(z), on a |f(z)| < g(x) pour tout x € Q; donc
f est intégrable sur €.

Pour n € N, on pose
hn () := 2g(x) — [ fu — f(2)].

Les h,, sont mesurables car les f, le sont, et hy, = 0 car |f, — f| < |fn| + |f] < 2g.
De plus hy,(z) — 2g(z) pour tout x € 2, et donc lim h,, = 2¢g. Par le Lemme de Fatou,
on a donc

J 2gdp < hmj hy, dp
Q Q

lim Uﬂ2gdu—fﬂ|fn —fldu]
L2gdu+lim (—L\fn—f\du>

~ | 20du—Ta | 1fo - fldu.
Q Q

Comme SQ 2g du < oo, on peut simplifier par SQ 2g du, et on obtient

I

i [ 1= fldn <0,
Q
autrement dit lim, e {;, [fn — fdp = 0.

Cas 2. Cas général.

On se rameéne au Cas 1 en jouant avec le “presque partout”. Soit P(z) la propriété
(dépendant de z € Q) définie comme suit :

P(z) est vrale <= VneN : |fy(2)] < g(z)
et fo(z) — f(z) quand n — oo.
La propriété (P) est la conjonction d’une famille dénombrable de propriétés vraies
presque partout ; donc P(x) est vraie presque partout. Soit {2 un ensemble mesurable
tel que p(2\Q) = 0 et P(x) est vraie pour tout z € €. Si on pose f, := fuly et
[ := flg, alors on peut appliquer le Cas 1 a la suite (fy,) et & f (micro-exo). On en
déduit que fest intégrable et que {, |fn — f| — 0. Donc f est intégrable car f = f pD,
etSQ|fn_f|_)OC&rfn_f:fn_fpp' O

Exemple. Si f est une fonction intégrable sur ]0, o[, alors e f(t) est intégrable
sur ]0, oo pour tout A > 0 et

JOO e Mf(t) — f B f(t)dt  quand A — 07,
0

0
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et
Q0
J e Mf(t)dt — 0 quand A — 0.
0

Démonstration. On a |e ™ f(t)] < |f(t)] si t €]0,00[ et A > 0, donc e M f(t) est
intégrable sur |0, cof.

Soit (\,) une suite quelconque tendant vers 0F. Alors f,(t) = e i f(t) — f(t)
pour tout ¢ € ]0, o[, et |fn( )| < |f(¢)], intégrable sur |0, o[ et indépendant de n. Donc

oo e Mtf(t)dt — So t)dt par le TCD, pour toute suite (\,) tendant vers 07 ; et
donc OK.
Idem pour A — c0. O]

COROLLAIRE 1.5. (Théoreme de convergence bornée)
Suposons que la mesure p soit finie, i.e. p(Q2) < 0. Si (f,) est une suite de fonctions
intégrables convergeant presque partout vers une fonction f : Q — C et s’il existe une
constante M < oo indépendante de n telle que Vn € N : |f,(z)] < M presque partout,
alors f est intégrable et \, f dp = lim, o §¢, fr dpe.

Démonstration. On applique le TCD avec g(x) := M (intégrable car p(2) < ).
O

CAS PARTICULIER. Si (fy,) est une suite de fonctions A\j-mesurables partout définies
et bornées sur un segment [a,b] et si (f,) converge uniformément vers une fonction

f:[a,b] = C, alors f est intégrable et §” f,, — {" f.

Démonstration. Comme les f, sont bornées et convergent uniformément, la suite
(fn) est uniformément bornée; doncon peut appliquer le théoréeme de convergence
bornée car \i([a,b]) < o0. O

FEzxercice. Démontrer directement ce cas particulier.

_1)k
E le. Mont ’ = In(2).
xemple onronsquonaz_] 1 n(2)
Si0o<z <1, alors
a0
1+x k:O

En integrant formellement, on en déduit

1n(2):L1+x—2 f i

Justification du calcul formel. Pour n € N, soit f, : [0,1[—

+1

k
définie par

n

fu(z) = Z (—1)kzk

k=0

Alors f(z) — 1-&-7&: pour tout x € [0, 1], avec de plus

0< fo(z) <1 pour tout n € N.
En effet, on a fo,(z) = fom—1(x) + %™ > fo,,_1(x) pour tout m > 1; et en écrivant

fom(z) = 1—(z— 2>_ — (@™ —z?™) et fop_1(x) = (1—2)+ +(x om-2 g2m=1),
on voit qu'on a 0 < fom-1 < fom(z) < 1.
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Par “convergence bornée” (appliquable puisqu’on est sur un intervalle de longueur

finie), on en déduit
1
JO l+x n—>00j Julz

ce qui donne la conclusion souhaitée.

COROLLAIRE 1.6. (interversion série-intégrale, cas “sommable”)
Soit (ug) une suite de fonctions mesurables, ug : Q@ — C, et soit f : @ — C une
fonction mesurable. On suppose que la série Y uy converge presque partout, et que

Y ouk(z) = f(z) pp. Siona

o0
k=0

alors on peut affirmer que f est intégrable et que SQ fdu = Zkoozo SQ ug dy ; autrement

dit on a le droit d’écrire
f (Z uk> dp = ZJ ug dp.
2 \g=0

Démonstration. Soit g : @ — [0, 00] la fonction (mesurable) définie par

= > Juk(x)
k=0

Par interversion série-intégrale (cas “positif”), on a {,gdu = 37 §q luldp <

0. Donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominé aux fonctions f,, :=
Dho Uk, car | fr(z)] < 20 g luk(z)] < g(x) pour tout z € Q.

O

Remarque. Les hypotheses du théoréeme d’interversion série-intégrale sont un peu
redondantes : en fait, I'hypothese Y,” o {(, lux| diw < o0 entraine que la série Y uy, est
presque partout absolument convergente.

Démonstration. La fonction g : Q — [0, 00] définie par g(x) := D37 |ug(z)| vérifie
So9du =23 o luk| di < 005 done g(x) < oo presque partout, autrement dit la série
> ug(z) est presque partout absolument convergente. O

1 ln k+1

Exemple. Onaf0 1~|—3:2 Z 2k+1

Si0<xz<1, alors
In(z) = i (=1)k22% In(z)
5 .
1+z =
En intégrant formellement, on en déduit

1 In(z 0 1 © 1)+
J 1 +x2 f Z(—l)’“f P In(a)de = Y ((%11)2

k=0 0 k=0

Justification de l’interversion de { et Y. Il suffit de vérifier qu’on a

0 1
Zf |(=1)F2?* In(z)| dz < oo;
k=00
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_1
(2k+1)2

ce qui est clair puisque Sé |(—=1)F 2k In(x)| dx = Sé —2% In(z) dr =

Remarque. 11 arrive parfois qu'on puisse intervertir un § et un Y, mais que le
théoreme d’interversion série-intégrale ne s’applique pas. Exemple : uy(z) = (—1)F2*
sur [0, 1].

Ezercice 1. Soit F' : R — R une fonction dérivable en tout point. On suppose que

la fonction F” est bornée sur R. Montrer que pour tous a,b € R, on a SZ F'(t)dt =
F(b) — F(a).

FEzercice 2. En considérant les fonctions ug : [0,1[ — R définies par ug(x) :=
(=1)kz?#(1 — ), établir la formule

< (-1)F ™ log(2)
];)(2k+1)(2k+2):4 2

2. Fonctions définies par des intégrales

2.1. Cadre. On s’intéresse a des fonctions de la forme
f@) = | Plo.0) dut),

ol z appartient & un certain “espace de parametres” X et F est une fonction de 2
variables, F': X x Q — C.

2.2. Continuité.

THEOREME 2.1. Soit F : X xQ — C, ou X est un espace métrique. Soit également
a € X. On fait les hypothéses suivantes.

(i) Pour tout x € X fixé, la fonction t — F(x,t) est intégrable sur Q.

(ii) Pour presque tout t € 2, la fonction x — F(x,t) est continue au point a.

(iii) Hypothése de domination : pour tout compact K < X, on peut majorer
|F'(z,t)| pour x € K de la fagon suivante : |F(x,t)] < gr(t), ot gk (t) est
indépendant de x € K et la fonction gi :  — R est intégrable sur €.

Alors la fonction f: X — C définie par

fla) = | Pla.t)du(t)
est continue au point a.

Démonstration. La fonction f est bien définie par (i). Soit (2, )neny S X une suite
tendant vers a, et montrons que f(z,) — f(a).

Par (ii), on sait que F(z,,t) tend vers F'(a,t) presque partout. De plus, K :=
{a} U {zp; n € N} est un compact de X car z,, — a. Donc, par (iii), on peut trouver
une fonction gi intégrable sur Q telle que Vn YVt € Q : |F(zy,t)| < gk (t). Par le
Théoréeme de convergence dominée appliqué a la suite de fonctions F,,(t) := F(xy,t),
on en déduit que §, F(xzy,t) du(t) — §o, F(a,t) du(t), ie. f(zn) — f(a). O

Remarque. Dans (i), il suffit en fait de supposer que la fonction ¢t — F(z,t) est
mesurable (pour tout x € X fixé), car si on applique (iii) avec K := {z}, on obtient
|F'(x,t)] < g(z3(t), d’ott Vintégrabilité de t — F(x,t).



2. FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES 79

COROLLAIRE 2.2. Soit F': X x Q — C, ou X est un espace métrigue. On suppose
que F(x,t) est mesurable par rapport a t € Q (pour tout x € X fixé) et continu par
rapport ¢ x € X (pour tout t € ) ﬁxé) et de plus que ’hypothése de domination (iii)
est satisfaite. Alors la formule f(x) := (o, F(x,t)du(t) définit une fonction continue
sur X.

CAS PARTICULIER. Soit F': X x[a,b] — C, o X est un espace métrique et [a, b] est
un intervalle compact de R. On suppose que la fonction F' est continue sur [a,b] x X.

Alors la formule f(x) = SZ F(x,t)dt définit une fonction continue sur X.

Démonstration. Comme F(x,t) est évidemment continu par rapport & x € X et
borélien par rapport a ¢ € [a, b], il suffit de vérifier 'hypothése de domination. Si K est
un compact de X, alors K X [a,b] est compact, donc la fonction continue F est bornée
sur K x [a,b], disons |F(z,t)| < M. La constante M est intégrable sur [a, b] car [a, b]
est de longueur finie, donc on peut prendre gx (t) := M. O

FExercice. Démontrer directement ce résultat.

Exemple. Soit o : X — R une fonction continue telle que a(z) > 1 pour tout

x € X. Alors la formule f(z définit une fonction continue sur X.

52 t+smt a(z)

Démonstration. Soit x € X fixé. On a |t + sint| > ¢t — 1, donc ¢ + sint # 0 pour

1 1 . 1
tout t > 2 et ’(t+sint)a(:v) < T Comme «(z) > 1, la fonction t — (EnEo) est

intégrable sur [2, 0 car continue sur [2,0[ et ~ ta%x) quand ¢t — 00. Donc : f(x) est
bien défini, pour tout m e X.

On a f(z S2 (x,t)dt, ou F(z,t) = m est continu par rapport a z,
avec |F(3:,t)| < W Si K est un compact de X, il existe une constante ¢ > 1
telle que a(x) = ¢ pour tout = € K, car la fonction continue o posséde un minimum

sur K et a(x) > 1 pour tout z € K. Comme t —1 > 1 sit € [2,0[, on a donc
|F(x,t)] < |F(x,t)] < ﬁ := gk (t) pour tout x € K et t € [2,00[. La fonction gx
ne dépend pas de z € K, et elle est intégrable sur [2, 00| car ¢ > 1. Conclusion : f est
continue sur X par le “théoreme de continuité”. ]

2.3. Dérivabilité.

THEOREME 2.3. Soit F : I x Q — C, ou I est un intervalle de R. On fait les
hypotheses suivantes.

(i) Pour tout x € I, la fonction t — F(x,t) est intégrable sur Q) ;

(ii) Pour tout t € 2, la fonction x — F(x,t) est dérivable sur I ;

(iii) Hypothése de domination : pour tout compact K < X, on peut majorer
oL (2,)] pour x € K de la facon suivante : |5 (z,1)| < gi(t), ot gi(t) est
indépendant de x € K et la fonction gx : Q — R est intégrable sur SQ.

Alors la fonction f: I — C définie par

ﬂw:ﬁfmwww

est dérivable sur I, et on peut dériver sous lintégrale :

- | S,
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Remarque 1. Si dans (ii) on suppose que la fonction z — F(z,t) est de classe C?
sur I (pour tout t € ), alors on peut conclure que la fonction f est de classe C! :
cela découle de la formule pour f/(x) et du théoréme de continuité des intégrales a
parametres.

Remarque 2. Différence avec le théoréme de continuité : dans ’hypothese de domi-
nation, ce n’est pas |F(z,t)| qu’on majore mais |%—1;(x,t)|

Preuve du Théoréme[2.3. La fonction f est bien définie par (i). De plus, si x € T
alors, en appliquant (iii) au compact K := {x}, on voit que la fonction ¢ — %—F(ZL‘ t)
est intégrable sur €.

Soit a € I fixé. Pour montrer que f est dérivable en a avec la bonne formule pour

f'(a), il suffit de vérifier que pour toute suite (x,) S I tendant vers a (avec z,, # a),

o fa) ~ fla) [0
Tn) — fla F
J 7z ——(a,t)dpu(t).
Par définition de f, on a

f(xn)_f(a) :J F(xmt) _F(a7t>
Q

Tn — G Tn —a

du(t) .

Par (ii), 7F<x”£:5(a’t)
limite et une intégrale.

%F (a,t) pour tout ¢ € Q. Donc : il s’agit d’intervertir une

Comme z,, — a, on peut trouver un intervalle compact K < I contenant a et
tous les z,. Comme |g—§(m,t)| < g (t) pour tout x € K, on a par 'inégalité des
accroissements finis appliquée a la fonction x — F(x,t) :

F($n7t) — F(aat)
Tp — @

‘ < gk (t)

pour tout n et pour tout t € 2. Par convergence dominée, on obtient donc

) F(xp,t) — F(a,t) J oF
1 - & .
Jim . pra— dpu(t) e (a,t) du(t)

O

CAS PARTICULIER. Soit [a, b] un intervalle compact de R, et soit F': I x [a,b] — C.
On suppose que la fonction F est continue sur I X [a,b], que F' possede en tout point
(x,t) une dérivée partielle —(:L‘ t) par rapport a la lere varlable et que la fonction

(z,t) — %F (x,t) est continue sur I x [a, b]. Alors la formule f(x S F(z,t)dt définit
une fonction de classe C! sur I, avec f'(x) = SZ %5 (x,t)dt.

Démonstration. Pour tout x € I, la fonction ¢ — F'(x,t) est continue sur I'intervalle
compact [a,b], donc intégrable sur [a,b]. Pour tout ¢ € [a,b], la fonction x — F(z,t)
est dérivable sur I par hypothese. Enfin, si K est un compact de I, alors la fonction
continue a est bornée sur le compact K X [a, b], disons ‘aF (z,t) ‘ < M ; et comme les
constantes sont intégrables sur U'intervalle borné [a,b], on en déduit que la condition
de domination (iii) est satisfaite avec gx(t) := M. Donc le théoréme de dérivation
s’applique (c¢f la Remarque 1 plus haut). ]

COROLLAIRE 2.4. Soit F: U x Q — C, ot U est un ouvert de R%. On suppose que
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(1) F(x,t) est intégrable par rapport a t € Q (pour x € U firé) et de classe C* par
rapport a x € U (pour t € Q fixé) ;

(2) pour tout compact K < U, il existe des fonctions gk.1,...,Jk,d intégrables
sur € telles que pour j =1,...,d on ait

F
Vee KVteQ : ‘a(:):,t)‘ < gk ;(t).
ox;j ’

Alors f(x) := §o F(z,t)du(t) est de classe C* sur U, avec pour j =1,...,d :

of o[ OF
@ = | S,

Démonstmtion Par le théoreme, on voit que % existe sur U pour j = 1,...,d,
J
avec ﬁ = SQ (x,t) du(t). Par le théoréme de continuité, cette formule montre
que les fonctlons % sont continues sur U ; donc f est de classe C!. U
J

Exercice 1. Soit U un ouvert de R%, et soit o : U — R une fonction de classe C! sur

U telle que a(z) > 1 pour tout x € U. Montrer que la formule f(z) = Sgo (t-FSiIdIW

définit une fonction de classe C' sur U.
Ezercice 2. Pour z > 0, on pose I'(z) := § t*~le~*dt. Montrer que la fonction I'
est de classe C* sur |0, oo[.
3. Deux exemples d’utilisation des théorémes
3.1. Transformée de Fourier d’une gaussienne.

DEFINITION 3.1. Si f : R — C est une fonction intégrable sur R, sa transformée
de Fourier est la fonction f: R — C définie par

= J f(t)e ™,
R

Remarque. La définition a un sens car |f(t)e”"*| = |f(t), donc la fonction ¢ —
f(t)e %t est intégrable sur R (pour tout = € R).

Ezxercice. Montrer que f est une fonction continue.

PROPOSITION 3.2. Si g : R — R est la fonction définie par g(t) := e /2, alors
g = /27 g ; autrement dit,

ee}
f e 2= gt — \or e 2 pour tout z € R.
—®

Démonstration. Comme ¢ est continue (donc localement intégrable) et g(t) =
0(1/t?) en oo, la fonction g est intégrable sur R. Donc § est bien définie.

On a g(x) = { F(x,t)dt, ou F(x,t) = e~t*/2e~i7t gt de classe C par rapport &
(pour tout ¢ e R fixé), avec

F ‘
gx(:c,t) — —ite /27t
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On a |0m (z,t)] = |tle™/2 := ¢(t) pour tout = € R et pour tout ¢. La fonction g
est intégrable sur R car elle est continue et g(t) = o(1/t?) en +oo (exo). D’apres le
“théoreme de dérivation” (pas besoin de compact K ici), on en déduit que g est de
classe C! sur R, avec

0
9 () = —i f te " Remiwt gy
—0

Maintenant, on intégre par parties, en remarquant que te=t*/t = —% (e_tZ/ 2). Pour
tout T'> 0, on a

T 29 29 _int]T T ,
f te t e gy = [—e_t / e_wt] + J e 82 x (—ize ™) dt .
_T =T _T

Quand T — o0, le “crochet” tend vers 0 car e=/2 5 0 en +oo et le=t = 1; et
I'intégrale apparaissant au second membre tend vers —iz {* e et = —iz §(x).
On obtient donc

9 (z) = —ix (—izg(z)) = —zg(z).
Donc g est solution de I’équation différentielle y/(x) = —z y(x); et donc

Glz)=Ce™ 2,

pour une certaine constante C. On a C' = g(0) = Siooo et/ 2dt, et “on sait bien” que
cette intégrale vaut 4/27 (on le démontrera plus tard...). O

Ezercice. Pour tout A > 0, déterminer la transformée de Fourier de gy (t) := e’

3.2. Calcul de Pintégrale {; 52 dt.

Farr. L’intégrale SSO SITM dt existe en tant qu’intégrale généralisée.
Démonstration. On sait que STO S‘tﬂ
plus, f(t) := Smt se prolonge par continuité en 0 (avec f(0) = 1) et donc f est intégrable

sur [0, 1]. Donc, I = {7 =2t dt existe également. O

dt existe en tant qu’intégrale généralisée. De

OBJECTIF : calculer {° 2L dt.

PROPOSITION 3.3. Soit f : [0,00[— C une fonction continue bornée. On suppose
que SO t) dt existe en tant qu’intégrale généralisée. Pour \ > 0, on pose

A) :L f(t)e Mdt.

o0
A) — f ft)dt quand X — 0" .
0

Alors

Démonstration. On a |f(t)e ™| < ||f]e e, donc la fonction ¢ +— f(t)e™ est
intégrable sur [0, oo[ pour tout A > 0, i.e. Lf(\) est bien défini.

Dans la suite, on pose I = SSO )dt

Soit F : [0,00[— C définie par F(z) := §; f(t) dt. Comme f est continue, F' est de
classe C! avec F' = f. De plus, F(x) — I quand x — o0. En particulier, la fonction F'
est bornée sur [0, oo[.
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Soit A > 0. Pour tout X > 0, une intégration par parties donne
X be X
j ft)e Mdt = [F(t)e—*t]o +A f F(t)e Mdt
0 0
X
= F(X)e ™M+ J F(t)e Mdt .
0

Comme F est bornée, F(X)e X — 0 quand X — o0 et la fonction ¢ > F(t)e ™
est intégrable sur [0, 00[. En faisant tendre X vers l'infini, on obtient donc

LI = AJOOF(t)e_’\tdt

0
o0
J F <E> e “du,
0 A
pour tout A > 0.

Comme F(z) — I quand z — o0, on a limy_,o+ F(u/\) = I pour tout u > 0.

De plus, |F(u/N)e ™| < |F|we™ pour tout A > 0 et pour tout u. Comme e~ est
intégrable sur |0, 00[, on en déduit, “par convergence dominée”, que
A—0t * —u * —u
L) —— Ixetdu=1| e du=1I.
0 0
O

Remarque. La conclusion “par convergence dominée” est volontairement un peu
rapide. Le raisonnement correct est le suivant : par le TCD, on peut dire que pour
toute suite (\,) tendant vers 07, on a lim,,_,o Lf(A\,) = I; ce qui suffit.

t
COROLLAIRE 3.4. On af Sl%d 72T
0

Démonstration. On va appliquer la proposition avec f(t) := %, qui est continue
sur [0, 0] avec f(0) = 1, et aussi bornée avec < 1 car |sin t| |t| pour tout ¢ € R.

Pour A > 0, on a Lf(A SO (A, t)dt, on F(\,t) = f(t)e M est de classe C' par
rapport a A, avec

oF At
SO0 = 7 (e,
Si K est un compact de ]0,00[, on a une constante ¢ > 0 telle que YA e K : A > c.
Donc, pour A € K et t > 0, on a |’3F()\ t)] < t|f(t)|e~, fonction indépendante de
A € K et intégrable sur [0,00[ car f est bornée et ¢ > 0. Donc Lf est de classe C! sur
10, o[, avec

0 0

(Lf)(t) = —J tf(t)dt = —J e Msintdt.
0 0
Cette derniére intégrale est la partie imaginaire de SSO e Me'tdt = || e~ (A=Dtdt qui

vaut = Donc

, . 1 o 1 )
(Lf)(N) = Im()\—i RISV pour tout A > 0;

et par conséquent
Lf(A) = —arctan(\) + C,

pour une certaine constante C.
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Comme Lf(A) — I quand A — 07 d’apres la proposition et comme arctan(0) = 0,
on voit que C = I.
Mais par ailleurs, on a aussi

lim Lf(\) =0,
A—00
ce qui se voit en appliquant le théoreme de convergence dominée, ou simplement en

éerivant [Lf(N)] < §7|f(t)]e™Mdt < § e Mdt = +- Comme arctan(\) — 5 quand

A — o, on en déduit que C' = 7, d’ou finalement I = 3- U



Chapitre 7

Intégration dans R?

1. Cadre et notations

e On considére des fonctions boréliennes, positives ou a valeurs complexes, définies
sur des parties boréliennes de R?, d > 1.

e “Intégrable” veut dire “intégrable par rapport a A;”.

EXEMPLE. si € R? est un borélien borné, alors toute fonction borélienne bornée
f Q@ — C est intégrable sur Q, car A\g(Q2) < c0. C’est le cas en particulier si f est
continue et si ) est compact.

e Notations pour l'intégrale d’une fonction f sur un borélien Q < R% :

fod)\d, L f(x)dAg(z) ou L f.

e Autres notations :
f f(z)dx ou f fz1,...,xq)dzy - - dxg.
Q Q

e Pour d = 2 et d = 3, on écrit plutot

ff(x,y)dxdy et Jf(:c,y,z)d:ndydz.
Q Q

REMARQUE. Si p,q € N*, on identifie RP*? avec RP x RY.
RAPPEL. Si A € RP et B < RY, alors (propriété de produit)
Ap+q(A X B) = Ap(A) x Ag(B).
2. Coupes et volumes
2.1. Coupes “verticales” et “horizontales”.
NOTATIONS. Soient p, q € N*, et soit € RP x R? = RPH9,
e Pour tout z € RP, on note (), la coupe de (2 a ’abscisse z :
Q :={yeR% (z,y) e Q} <RI,
e Pour tout y € R?, on note 2Y la coupe de €2 a ’ordonnée y :
O = {reRP; (z,y) €N} = RP.
EXEMPLE. Supposons que 2 soit de la forme 2 = A x B, avec A € RP et B < RY.

Alors
_ | B sizeA, y JA siyeB,
Qw_{@ sizgd: b8 _{@ siy ¢ B.

85
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LEMME 2.1. ©Q € RP x R? est borélien, alors toutes les coupes €, et QY sont des
ensembles boréliens.

Démonstration. Si x € RP, alors Q, = ®,1(Q), ot &, : R? — RP x R? est I"appli-
cation y — (z,y); donc €, est borélienne car € est borélien et ®, est continue. Idem
pour QY. ]

LEMME 2.2. §i Q < RP x RY est borélien, alors les applications = — Ay(£) et
y — A\p(QY) sont boréliennes, respectivement de RP dans [0, 0] et de RY dans [0, o0].

Démonstration. Ce n’est pas du tout évident. On la fera plus tard. O

2.2. Principe de Cavalieri.

PROPOSITION 2.3. Soient p,q € N*. Pour tout borélien Q < RP x R?, on a
Apea(Q) = J M) dz = f M () dy
RP Ra

Démonstration. On montre seulement que Ap14() = §z, Ay(Q) dz pour tout
borélien 2 < RPH4.

FAIT. La fonction j : B(RP*9) — [0, 0] définie par pu(A) := §z, Ag(Az) dz est une
mesure (borélienne) sur RPF9.

Prewve du Fait. On a p() = 0 car &, = & pour tout x € RP.

Soit (Ag)ren une suite de boréliens de RPT? deux a deux disjoints. On a pour tout
z e RP:

0] e}
( Ak> = U(Ak)x union disjointe.
k=0 x k=0

Donc

On en déduit

100) - o (Brem)e

g

Il s’agit de montrer qu’en fait 1 = Ap4q; et il suffit pour cela de vérifier qu’on a
wu(P) = |P| pour tout pavé P < RPT4.

Soit P un pavé quelconque de RP™4, On écrit P = A x B, ot A et B sont des pavés
de RP et de RY respectivement. Alors P, = Bsizxe Aet P, = g siz ¢ A; donc

[ XA(B) sizeA,
Aq(Px)_{ 0 sizéA
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On en déduit

uP) = [ ABrae = [ i,
— (B M)
Al1B] = |P|.

O

COROLLAIRE 2.4. Soit Q un borélien de RY, et soit f : Q — [0,0] une fonction
borélienne. Si on pose

SG(f,Q) :={(z,7) eRIxR; zeQ et 0<7T < f(z)},
alors
| f@yds = vasciro.
En particulier : si 0 € R, alors SQ f(x)dx est I'aire sous le graphe de f ; et si Q S R?,
alors §, f(x,y) dzdy est le volume sous le graphe de f.

Démonstration. On laisse en exo la preuve du fait que SG(f, ) est un borélien de
R x R = R¥1L. Si 2 € RY, alors SG(f,Q), = & si x ¢ Q, et SG(f,Q), = [0, f(z)[ si
z € Q. Donc A\ (SG(f,Q)z) = 0siz ¢ Qet A\ (SG(f,Q)z) = f(z) si z € Q; et donc,
par le principe de Cavalieri :

Aot (SG(f, Q) = fRd AL(SC(f, Q).) da = L f(@) da.

Exemple 1. Aire d’un disque (!)
Soit R > 0, et soit D < R? le disque fermé de centre 0 = (0,0) et de rayon R :
D = {(z,y) e R% 2? + y* < R?}.

Ici, on est dans Riz RxRdoncp=1=g¢q.
Siz € R,alors D, = Jsix ¢ [-R,R], et D, = [*\/RQ*xQ,\/RQf:UQ] si
x € [—R, R]; donc

. 0 si x ¢ [-R, R],
M(Dy) = {QW si z € [-R, R].

Par conséquent,

R 1
Ao(D) szQ\/R2—$2d$=2R2J1\/1—u2du,

en posant x = Ru. Comme Sl_l V1—wu?du = 7§ (calcul déja fait au Chapitre , on
obtient donc bien le résultat attendu : \o(D) = mR2.

Exemple 2. Volume d’une boule dans R3.

Soit R > 0, et soit B la boule euclidienne fermée de rayon R (centrée en 0) dans
R3 :
B ={(z,y,2) e R% 2% + 4> + 2° < R?}.

On va montrer que A3(B) = 3 mR? (comme on s’y attend).



88 7. INTEGRATION DANS R
On écrit R? = R? x R, et donc (z,y,2) = ((x,9),2)). Si z € R, alors B* = (J si
z ¢ [-R, R], et B* est un disque de rayon v R?> — 22 si z € [-R, R]; donc

. 0 si z¢ [—-R, R],
M(B7) = {77(1?2 —2%)  size[-RR]

Donc :

\3(B) = fR m(R?* — 2%) dz

Il
3
%,

Exercice 1. Soient R, h > 0. Calculer le volume du cone C' < R? de hauteur h basé
sur le disque de centre 0 et de rayon R dans le plan des xy.

Ezxercice 2. Montrer que si f : R — R est une fonction borélienne, alors le graphe
de f est Ag-négligeable.

Exercice 8. Calculer le volume d’une boule euclidienne de rayon R dans R?.
3. Intégrales itérées; Théoréme de Fubini

NOTATION. Soient p,q € N*. Un point u € RPT? = RP x R? se notera

= (x,y) avec x € RP et y € R?.

LEMME 3.1. Soit Q un borélien de RPT? = RP x R?. Si f : Q — [0,00] est une
fonction borélienne, alors les fonctions x +— SQx flx,y)dy ety — §q, f(z,y)dx sont
boréliennes, respectivement sur RP et sur RY.

Démonstration. On traite seulement le cas de ®¢(x SQ
CAs 1. Cas ou la fonction f est étagée.

On écrit f = ZZJ\L 1a;lp, ot o = 0 et les E; sont des boréliens formant une
partition de . Si z € RP, alors

N
(UE) = | J(E). union disjointe.
=1

Donc

sz(x,wdy - if

- EJ azd)\ car f(z,y) = a; siy € (E;)s

— Nl
izl
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D’apres le lemme , les applications z — )\q(<Ei):c) sont boréliennes; donc @
est borélienne.

Cas 2. Cas général.

Soit (¢y) une suite approximante pour f. Par convergence monotone, on a

f flz,y)dy = hm on(z,y) dy pour tout z € R?;
Qg

donc @ est borélienne par le Cas 1. g

THEOREME DE FUBINI. Soit © un borélien de RPT? = RP x R?, et soit f une
fonction borélienne sur 2, positive ou a valeurs complexes.

(1) Cas “positif” : si f est positive, alors

[ rane -] (JQ fadn)do= [ ([ faac)ay

(2) Cas “intégrable” : si f est intégrable sur 2 (par rapport & \,;4), alors on
a le droit d’écrire

R (fﬂ F.) dy) o= | (  fa) d:c) ay.

Remarque. Signification précise de “on a le droit d’écrire” dans (2) :
e pour presque tout x € RP, la fonction y — f(z,y) est intégrable sur Q, par
rapport a Ag;
e pour presque tout y € RY, la fonction = — f(x,y) est intégrable sur QF par
rapport a A ;
e Les fonctions ® et ¥ définies par

r) = f faydy et W)= fley)de
Qg QY

la ou les intégrales ont un sens, et ®(z) = 0 = ¥(y) autrement, sont intégrables
respectivement sur RP et sur RY, et on a

COROLLAIRE 3.2. Soient A € RP et B € R? des ensembles boréliens. Si f est une
fonction borélienne positive ou intégrable définie sur A x B < RPT4, alors

foB f= L (fB f(@.) dy> dz = JB (L f(z,y) dy> dx .

Démonstration. On applique le théoreme avec 2 := A x B. Comme {2, = J si
x ¢ Aet Q, = Bsixze A, onaSQ f(x,y)dy=OSi:L‘¢AetSQxf(:L‘,y)dy=

SB ,y)dy siz € A. Donc S]RP (SQ (z,9) dy) dr = SA (SB flz,y) dy) dx; et de méme
Spa (Sou Fz,y) dz) dy = §5 (5, fz,y) dy) da. 0

MobDE D’EMPLOI DE FUBINI. Le théoreme de Fubini permet sous certaines hy-
pothéses de permuter des intégrales.
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e Si la fonction f qu’on considere est positive, il n’y a rien a vérifier : tous les
calculs sont permis.

e Si la fonction f n’est pas positive, il faut vérifier qu’elle est intégrable sur
le domaine Q considéré, i.e. qu'on a {, |f| < 0. Comme |f| = 0, on peut le
faire... en appliquant “Fubini positif”.

x

Exemple 1. Calcul de l'intégrale I := J dxdy .

[0,00[x [0,00[ (1 + 2% +y?)?

La fonction a intégrer est borélienne positive sur  := [0, 00[x [0, o[, donc tous les

calculs sont permis. On a
o0 o0 €T
——————dz | d
L (fo (1+ a2+ y2)? ) /

©°r 1 1 L=
[
0 21+ 24y =0

J, 7
o 1492

I

I
Sy Nl —

Exemple 2. Calcul de l'intégrale I := J d dxdy, ou
QY

Q:={(z,y)eR% z>1,1<y<az®et z+y<6}.

En dessinant €2, on voit que

(%) six<loux > 5,
Q, = (1,22 sil<z<2,
[1,6 — z] si2<x<5.

Comme la fonction (x,y) — z/y est borélienne positive sur 2, tous les calculs sont

permis. On a
2 x2 5 6—x
f <J z dy) dx + f <f z dy> dx
1 1 Y 2 1 Y

2 5
= f zlog(z?) dx + f xlog(6 — x) dz
1 2

2 5
QJ xlog(x) dx + f xlog(6 — z) dx
1 2

(IPPs)

1
- ... % log(2) — 18 (a vérifier).

~
Il

Exemple 3. Montrons (& nouveau) qu’on a pour tout A > 0

0
J ST =de gy = g — arctan(\) .
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La fonction x — Si%e”“” dx est intégrable sur |0, o0[ car % est borné (par 1),
donc I(\) := 80 % e~ dx est bien définie pour tout A > 0. Dans la suite, on fixe
A>0.

Point de départ : pour tout x > 0, on a

o0
e =g j e Ydy.
A
Donc S‘% = Sf\o sinz e *¥dy, et donc
a0 0
I(\) = f (J sinxe_xydy> dx .
0 A
En faisant un calcul formel, on obtient
ee} 0
I(\) = J <J sinz eymdas) dy
A 0
e} e} .
= f Im (J e(zy)zdw> dy
A 0
0
d
= f i (calcul déja fait)
x 1+y?

= g — arctan(\) .

Justification du calcul formel : par Fubini, il suffit de vérifier qu’on a

Q0 Q0 ©¢]
J <J | sin x| emydy> dx < oo ou encore f <
0 \Ja A

I ne faut surtout pas majorer |sinz| par 1 (vérifier que ¢a ne mene a rien). On a

0 0 Q0 0
J <J | sin z| e_mydy> dz J | sin z| <J e_ymdy> dz
A 0 A

0
0 1
= J M e~

0 X

e ¢]
f | sin x| exydy) dx < .
0

A
< f e dr < w.
0

Preuve du théoréme de Fubini. Soit f une fonction borélienne sur 2 € RP x R?,
positive ou intégrable par rapport a Ap4.

(1) Supposons f > 0. Par Cavalieri, on a

| 7 ey = Xper (SGU0) = | Ao (SG(F.0) d
Q RP

De plus, on vérifie (exo) que si x € RP, alors
SG(fv Q):Jc = SG(fma Qm)a
ou f, : Q; — [0,0] est la fonction définie par f.(y) = f(z,y).
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Donc, a nouveau par Cavalieri,

| s = [ Ana(56(L ) da
Q Rp

JRP < A )dx
JRP < L f(@y) dy> dz.

(2) Supposons f intégrable.
Par linéarité, on peut supposer que f est & valeurs réelles, donc f = ft — f~.

On doit montrer que pour presque tout x € RP, la fonction y — f (:E y) est

intégrable sur €, et que la fonction presque partout définie ®(x) := SQ (z,y)dy
est intégrable sur RP, avec {p, ®(z) dz = {, f
Par (1), on a

JRP (JT |f(x,y)dy> dz = JQ|f|d)\p+q e

Autrement dit, si on pose O(z) := SQI |f(z,y)|dy, alors la fonction (borélienne)
positive © vérifie {5, ©(x) dz < 0. En particulier, on a ©(z) < o0 presque partout ;
donc

O(x) = f f(z,y)dy est bien défini presque partout .
Qg

De facon précise, ® est bien définie en tout point de I’ensemble borélien
E :={zeRP; O(x) < w0};

et pour tout x € F, on a
o) = | f*(ﬂf:,y)dy—fQ f(z,y)dy

Par le Lemme cette formule montre que la fonction ® est borélienne sur E.
On prolonge ® en une fonction borélienne sur R? tout entier en posant ®(x) = 0 pour
x ¢ E.On a |®(z)] < O(x) pour tout z € RP (évident si x ¢ F; et siz € F on a

|®(z)| = |®(x)] = ‘SQZ f(z,y) dy‘ < {o, |f(z,y)|dy = ©(z)). Donc ® est intégrable sur
RP.

Pour finir, montrons que
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Par (1) appliqué & £+ et /=, et comme Ay (RP\E) = 0, on a

JRP b(x)de — JE@(;U) do
f (f () dy—J (@) dy> dz
[ rema)ic [ (el
pr < e y)dy> dx—Jp ( N f—(x,y)dy> d
[+l o
e

EXERCICE. Soit f :]0,1[x]0, 1] — R la fonction définie par

22 — 2

(3;2 + y2)2

Fz,y) = 0 Yy __0(_ =
Y oy\x2+y2) oz \x2+4y2)’

puis montrer que Sé (Xé flz,y) dy) dx et S(l) (Sé flx,y) dm) dy existent mais ne sont pas

f(x,y) =

Vérifier qu’on a

€gales.

4. Changements de variables
4.1. Ré-écriture de la formule de changement de variable dans R.

PROPOSITION 4.1. Soit ¢ : I — R une fonction de classe C' et strictement mo-
notone sur un intervalle ouvert I < R. Pour toute fonction borélienne f positive ou
intégrable sur ¢(I), on a

(4.1) J f(z)de = J f(o u)|du .

Démonstration. On écrit I =]a,bl.
Si ¢ est croissante, alors ¢(I) =]d(a), d(b)[ et ¢’ = 0; donc

¢(b)
[ o et [ o= [ s@ar= [ g
¢(a) o(I)
Si ¢ est décroissante, alors ¢(I) = (¢(b), ¢(a)) et ¢’ < 0; donc
o(b)
[| o= [ g0 < o=~ [ s@ar= [ sar
é(a) #(I)
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4.2. Enoncé de la formule de changement de variables dans R¢.

DEFINITION 4.2. Un difféomorphisme entre deuz ouverts Q,Q < R? est une
bijection ® : Q — ' telle que ® et @1 sont de classe C'. Par exemple, si I est un
intervalle ouvert de R et si ¢ : I — R est une fonction de classe C' telle que ¢' ne
s’annule jamais, alors ¢ est un difféomorphisme de I sur lintervalle ouvert I' := ¢(I).

NOTATION. Si ® : Q — R? est une application de classe C' sur un ouvert Q < R¢,
on note Jg(u) le déterminant jacobien de ® en un point u € ), i.e. le déterminant
de la matrice jacobienne de ® au point w. En écrivant ®(u) = (®1(u),..., P4(u)), on
a donc

Jo(u) = det (0;P;(u))

1<i,j<d °

FAIT IMPORTANT. Une bijection ® : Q — € entre deux ouverts de R? est un
difféomorphisme si et seulement si ® est de classe C! avec Jg(u) # 0 pour tout u € €.
Plus généralement, si ® : Q — R? est de classe C! et injective, avec Jg(u) # 0 pour
tout u € €, alors € := ®(Q) est un ouvert de R? et ® est un difféomorphisme de Q
sur .

Démonstration. C’est un conséquence du Théoréme d’inversion locale ; ¢f n’im-

porte quel livre de calcul différentiel. O

THEOREME 4.3. (formule de changement de variables)
Soit ® : Q — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts de R®. Pour tout borélien
A < Q et pour toute fonction borélienne f positive ou intégrable sur ®(A4), on a

| r@ds = | @) Tew)]du.
(4) A

Remarque 1. ®(A) est bien un borélien de R? car ®(A) = (CI)*l)fl(A) et lappli-
cation ®~! est continue (donc borélienne).
Remarque 2. Dans le cas “intégrable”, I’énoncé précis est le suivant : si f est

intégrable sur ®(A), alors f(P(u))|Jo(u)| est intégrable sur A et la formule est vraie.

COROLLAIRE 4.4. Si ® : Q — ' est un difféomorphisme entre deuz ouverts de RY,
alors on a pour tout borélien A < :

)\d(@(A)) = JA |Jo(u)| du.
Démonstration. On applique le théoreme avec f :=1:

Aa(®(4)) _f 1(z) do — L1(<1>(u)) T ()| du = JA\J¢(u)ydu.

B(A)
O

MODE D’EMPLOI DE LA FORMULE. Supposons qu’on veuille calculer une intégrale
I:f f(ml,...,xN)dﬂfl"‘d.fCN,
D

ou D < R% On peut procéder comme suit.
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(i) On devine qu’il peut étre avantageux d’introduire de nouvelles variables u1, . . .

(ii) On exprime z = (x1,...,z4) en fonction de u = (uy,...,uq), et on vérifie
qu’on a bien un difffomorphisme z = ®(u) défini sur un ouvert Q tel que
o(Q2) 2 D.

(iii) On écrit x = ®(u) et dz = |Jgp(u)|du, i.e.
dl‘l cee d.%d = \Jq>(u1, e ,ud)|du1 s dud .

(iv) On trouve le domaine D tel que ®(D) = D.

(v) On écrit la formule de changement de variables
f flay,...,xq)dey -+~ dag = J~ flut, ..o ug) |Jo(ug, ... ug)|duy - - - dug ,
D D

en n’oubliant pas de remplacer D par D et de mettre un valeur absolue autour
du déterminant jacobien.

Exemple 1. Soit D = {(z,y) e R* z+1<y<z+2et —1<x+2y<2}. On
veut calculer l'intégrale [ := SD zy dxdy.

On devine qu’il peut étre utile d’introduire les variables
u=y—x et v=z+2y.
Raison : par définition de D,
(z,y) e D «— (u,v)eD:=[1,2] x [-1,2],

et le domaine D est visiblement “plus simple” que D.
Pour exprimer (z,y) en fonction de (u,v), on inverse le systéme

U = y—x
v o= x4+ 2y

(‘T’y):( 3 3

Il est évident que ® est un difféomorphisme (linéaire) de R? sur R? (I'inverse est
q)il(xay) = (u,’u) = (y —T,T+ 2y) ') ;eton a

On trouve

_2 1 1
Jo(u,v) = det ( 13 %) =3 pour tout (u,v) € R2.

3 3
D’apres la formule de changement de variables, on a donc

v—2 u+v 1
xy dxdy f ( ) ( > x —dudv
Jp [1,2]x[-12] \ 3 3 3

1 (2 /2
= 5 (J (v? — uv — 2u?) dv) du par Fubini.
1 \J-1
R . - . 29
Apres calcul, on obtient (vérifier) I = —5g-

Ezxercice. Calculer directement I a ’aide du théoréeme de Fubini, sans utiliser la
formule de changement de variables.
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Exemple 2. Calcul de l'intégrale
I f _dwdy
10,1[x]0,1[ 1 — 22y?

Soit Q@ = {(u,v) e R%; u>0,v >0, utv < 7/2} et soit & = Q — R? Iapplication
définie par

O(u,v) = <

Exo : @ est une bijection de 2 sur D =10, 1[x]0, 1[. De plus, ® est de classe C, et
pour (u,v) € Q, on a (en posant (z,y) = ®(u,v))

sinuw sinv
cosv’ cosu )

cosu sin u sin v
2
_ . COSV cos? u
Jq><’u,,’l)) = det sin v sin u COS v
cos2 v cosu

= 1—tan?utan®v
= 1- x2y2 .
En particulier, Jg(u,v) > 0 pour tout (u,v) € 2, donc ® est un difféomorphisme
de Q sur ]0,1[x]0, 1[. D’apres la formule de changement de variables et I’expression de

Jo(u,v), on a donc
dxdy f
I = f ——— = | dudv = X 3(0);
o) 1 =22y g 2(Y)

autrement dit

="
8

FExercice. Utiliser cet exemple pour calculer ZZO:U m ; puis calculer 220:1 #

REMARQUE 4.5. On peut aussi utiliser la formule de changement de variables “en
sens inverse” : on doit au départ calculer une intégrale SQ g(uy,...,uq)duy - --dug, et
on introduit de nouvelles variables 1, ..., x4 telles que (z1,...,24) = ®(u1,...,uq)
pour une certaine application ®. Dans ce cas, il faut exprimer (uq,...,uq) en fonction
de (x1,...,24), autrement dit déterminer @', et appliquer la formule de changement
de variable & ®~1. En pratique : on doit se débrouiller pour tout exprimer en fonction
de x1,...,xq4 et dxq,...,dxg dans g(uq,...,uq)duy - - - dug.

FEzercice. Calculer I'intégrale [ := S{u>v>0} (ut—vh)e= @) dudy en posant (z,y) =
(u? + v2, 2uv).

4.3. Intégration en coordonnées polaires.

PROPOSITION 4.6. Soit D un borélien de R?, et soit p = (wo,y0) € R2. Pour toute
fonction borélienne f positive ou intégrable sur D, on a

J f(z,y)dedy = JN f(xo + rcosf,yo + rsin 0) rdrdf ,
D D

ou D := {(r,0) eR% r>0,0<6 <27 et (xg+rcosd,yo + rsinf) € D}.
Démonstration. Soit ® :]0, 0 x 0, 2m[— R? I'application définie par
®(r,0) := (zg + rcosb,yy + rsinb).
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Alors @ est une bijection de classe C! de Q :=]0, c0[x ]0, 27[ sur 'ensemble de tous
les (x,y) € R? s’écrivant (xg + 7 cos,yo + rsind) avec 7 > 0 et 6 # 0 [27] ; autrement
dit sur Q' := R?\A, ot A est la demi-droite d’origine (x¢,%o) parallele & l'axe des
abscisses et dirigée vers la droite. En particulier, £’ est un ouvert de R?.

On a

cosf —rsinf
sin@ rcos6

Jo(r,0) = det < ) =r>0 pour tout (r,0) € €.

Donc @ est un difféomorphisme ; et comme CIJ(ﬁ) = D n Q par définition de 75, la
formule de changement de variables s’écrit

f f(z,y) dxdy = JN f(zo + rcosb,yo + rsind) rdrdf .
DY D

Enfin, on a A\y(D\Q') = 0 car D\ est contenu dans la demi-droite A. Donc on
peut écrire §,, au lieu de § .. O

CONCLUSION. Pour intégrer en coordonnées polaires, il faut se souvenir que
dxdy = rdrdf .

Si de plus (z9,y0) = (0,0), alors il faut aussi se souvenir qu’on a
r? = 1‘2 + y2 .

Donc : si on voit apparaitre 2 + 32 dans une intégrale, on doit penser au coordonnées

polaires.

o0
EXEMPLE 4.7. Calcul de I := J et

—00

Idée : calculer I2. On a

rr =

o0
$2/2d> <J e?f/?dy>
-0
1

= f e~ 2@ +y?) dxdy par Fubini “positif”
R2

= J e 2rdrdo
10,00[x]0,27[

21 Q0 )
- J, (fy ) a
0 0

_ 27r 71"2/2 =0 "
0 r=0
= 27.

Donc :
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4.4. Volumes et transformations affines.

RAPPEL. Une application ® : R? — R? est dite affine si elle est de la forme
®(u) =a+ L(u),
ou a € R? est fixé et L : R? — R? est une application linéaire. (On dit que L est
lapplication linéaire associée a ®.) Autrement dit, ® est affine si elle est de la

forme ®(u) = a + Mu, ou M est une matrice d x d. Exemples : translations (L = Id);
applications linéaires (a = 0) ; projections et symétries (pas forcément orthogonales).

NOTATION. Si ® est une application affine, ®(u) = a + L(u), on pose
det(®) = det(L) = det(M).
FaIT. Soit @ : R? une application affine, ®(u) = a + L(u) = a + Mu.

o O est de classe C! avec Jace(u) = M pour tout u € R? et donc Jg(u) = det(®)
pour tout u € R
o & difféo «—= L inversible <= M inversible.

Démonstration. Exo. O

PROPOSITION 4.8. Si ® : RY — R? est un difféomorphisme affine, alors
(4.2) Ad(P(A)) = |det(P)]| x Ag(A) pour tout borélien A < R,

Autrement dit, ® multiplie tous les volumes par le facteur constant | det(®)|.

Démonstration. Evident par le Corollaire :
M) = [ afa)| dhafu) = | det(®)] x Aal).
O

Vu l'importance de ce résultat, on va maintenant en donner une peuve “directe”
n’utilisant la formule de changement de variables générale.

Preuve directe de la Proposition [{.8 Comme la mesure de Lebesgue est invariante
par translations, il suffit de démontrer pour toute transforamtion linéaire ®.
Autrement dit, il s’agit de montrer que pour toute matrice inversible M € GLy(R) et
pour tout borélien A < RV, on a

(4.3) Aw(M - A) = | det(M)| An(A),
ou M-A={Mu; ue A}.
On va pour cela utiliser des matrices particuliéres : les matrices dites de trans-
vection. Par définition, une matrice de transvection est une matrice 17" de la forme
T=1d+aFE;;,

ounaeR,i# jet E;; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui
d’indice (i, j) qui vaut 1. Notons qu’une telle matrice T' est de déterminant 1. L’intérét
de ces matrices tient au fait suivant.

Fart 1. Toute matrice M € GLy(R) de déterminant 1 est produit de matrices de
transvections. Par conséquent, toute matrice M € GLy(R) est produit de matrices de
transvactions et d’'une matrice diagonale.
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Preuve du Fait 1. Le premier point se démontre sans trop de difficultés en uti-
lisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes; c¢f n’importe quel
livre d’algebre linéaire. Pour le deuxieme point, il suffit d’observer que toute matrice
M € GLN(R) peut sécrire M = DS, ou D est diagonale et det(S) = 1; par exemple,
on peut prendre pour D la matrice dont le premier coefficient diagonal vaut 1/det (M)
et tous les autres valent 1 (une matrice ce type est ce qu’on appelle une matrice de
dilatation). O

FarT 2. La formule (4.3)) est vraie pour toute matrice de transvection.

Prewve du Fait 2. Soit T une matrice de transvection. Comme det(7) = 1, on
doit montrer qu'on a An(T - A) = Ay(A) pour tout borélien A < R?. Si on pose
w(A) = Ay (T - A), on voit sans difficulté que p est une mesure borélienne sur RY.
Dong, il s’agit de montrer qu’on a

AN(T - P) = |P| pour tout pavé P < RV,

Pour simplifier les écritures, on va supposer que (N = 2 et)

T = Id + aFs s,
otaeR. Siu=(z,yuz...,uy)eRY, ona donc
T+ ay

Tu = y

un

En écrivant P = I x J x Q ou I, J sont des intervalles et Q est un pavé de RVN=2, on
en déduit que
T-P=AxQ,
ou
A={(z+ayy); (z,y) el x J} < R

D’apres le principe de Cavalieri, on a
Xa(4) = [ ni(ar)dy
J

= f M+ ay)dy
J
= [I]]J];
car A1 (I + ay) = A1 (I) = |I| pour tout y € R. Par conséquent,
AN(T - P) = X2(A) An-2(Q) = |I||T]|Q] = |P|.

FarT 3. La formule (4.3]) est vraie pour toute matrice diagonale.

Preuve du Fait 3. On procede comme pour le Fait 2 en introduisant la mesure pu
définie par p(A) = p(D - A), ou D est la matrice diagonale considérée. Les détails
constituent un bon exercice. ]

FAIT 4. Si la formule (4.3) est vraie pour deux matrices My, My, alors elle est vraie
pour M = M Ms.
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Preuve du Fait 4. Si A < RN, alors
)\N(M . A) = /\N(Ml . (Mg . A)) = det(Ml) /\N(Mg . A) = det(Ml)det(Mg) )\N(A);
d’ou le résultat puisque det(M;) det(Mz) = det(M). O
La Proposition découle immédiatement des faits précédents : si M € GLy(R),
on écrit M = DT} --- Tk ou D est diagonale et les T}, sont des matrices de transvection ;

la formule (4.3) est vraie pour D et chacune des T par les Faits 2 et 3, donc elle est
vraie pour M d’apres le Fait 4. U

Exemple 1. Si ABCD est un parallelogramme dans R?, alors 1’aire de ABCD est
égale & | det(AB, AD) | .

Démonstration. Un point M appartient au parallelogramme ABC D si et seulement

si on peut écrire
AM = NAB + pAD

avec 0 < A<let0< <.
Donc ABCD est I'image du pavé [0, 1] x [0, 1] par Papplication ® : R? — R? définie
par
O\, p) = A+ ANAB + pAD.

L’application ® est un difféomorphisme affine de R? sur R? d’application linéaire
associée L(A\,p) = AAB + pAD. Si on note (e1,e2) la base canonique de R?, i.e.
e1 = (1,0) et ea = (0,1), alors L(e1) = AB et L(ey) = AD. Donc

det(®) = det(AB, AD);
et donc

X2(ABCD) = | det(AB, AD) | x A2([0,1] x [0,1]) = | det(AB, AD) |.

Exemple 2. Aire d’une ellipse “pleine”.

Soient a,b > 0. On veut calculer l'aire de
2 2
_ 2, % Y
6_{($7y)ER7a2 b2<1}
Si on pose u = 7 et v = %, alors

(z,y) € £ = u® +v* < 1.

Autrement dit, si on définit ® : R? — R? par ®(u,v) = (au,bv), alors (® est un
difféo linéaire et) & = ®(D), ot D est le disque unité, D = {(u,v) € R?; u? + v? = 1}.
Comme

0 b
on a donc A\2(€) = ab x \2(D), autrement dit

/\2(5) =mab.

det(®) = det <a 0> = ab,
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4.5. Volumes et isométries.
RAPPEL. Une application ® : R? — R? est une isométrie euclidienne si on a
[®(v) — P(u)l2 = [|[v — ul2 pour tous u,v € RV |

oil || - |2 est la norme euclidienne sur RY. Exemples : translations, les rotations et les
symétries orthogonales

LEMME 4.9. Toute isométrie euclidienne ® : R* — R? est affine.

Démonstration. On va utiliser une voie qui n’est pas la plus courte possible, mais
qui a 'avantage d’étre praticable avec d’autres normes que la norme euclidienne.

FaIT 1. Si ® : R? - R? est une isométrie, alors ® conserve les milieuz : on a

o <u+v> _ B(u) + 2(v)

our tous u, v € R%.
2 2 P

Preuve du Fait 1. De facon générale, le milieu m d’un segment [z,y] < R? est
caractérisé par les égalités purement métriques

1
Im —zl2 = 5 ly = zl2 = |y —ml2.

Maintenant, si u,v € R? et si on pose m’ := ® (“—;“), alors
I = wl = [0 (S52) ~ot0) =57 —u] ==l
et de méme )
[@(0) = mllz = 5 v = ull2;
donc m’ = ® (%) est le milieu de [®(u), ®(v)]. O

FaiT 2. Si f: R? — R? est continue et conserve les milieux, alors f est affine.

Preuve du Fait 2. Quitte a remplacer f par f — f(0) (qui vérifie les mémes hy-
potheses que f), on peut supposer que f(0) = 0. Dans ce cas, on doit montrer que f
est linéaire.

L’hypothese faite sur f est qu’on a

; (u + v) )+ f(w)

pour tous u,v € RY.
2 2
En prenant u := x € R? et v := 0 et comme f(0) = 0, on obtient f(z/2) = f(x)/2

pour tout z € R%. Donc f (“%) =  f(u+ v), et on obtient ainsi

flu+v) = f(u)+ f(v) pour tous u,v € R?.

Autrement dit, I’application f est additive.

Il reste alors & montrer qu'on a f(Au) = Af(u) pour tout u € R? et pour tout
scalaire A € R; ce qui est un exercice tres classique. En utilisant ’additivité, on montre
d’abord que cela est vrai pour A = n € N (récurrence immédiate). Comme de plus
f(=z) = —f(z) pour tout z € R? (car 0 = f(0) = f(z + (~2)) = f(z) + f(~x)),
on en déduit qu’on a f(nu) pour tout n € Z. De la, on montre que f(ru) = rf(u)

pour tout rationnel r = g en écrivant pf(u) = f(pu) = f(qru) = qf(ru). Enfin, on

utilise la continuité de f pour montrer que l'identité f(Au) = Af(u) est vraie pour
tout A € R. 0
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g

THEOREME 4.10. La mesure de Lebesque est invariante par isométries : si ® est
une isométrie euclidienne de R?, alors \g(®(A)) = A\g(A) pour tout borélien A < RY.

Démonstration. Soit ® : R? — R? une isométrie euclidienne. Par le Lemme
® est affine et donc de la forme ®(u) = a + Mu pour une certaine matrice M. La
matrice M vérifie |[Muls = ||®(u) — ®(0)|]2 = ||ul2 pour tout u € R?; donc M est
une matrice orthogonale, et en particulier M est inversible avec det(M) = +1. Donc
® est un difféomorphisme affine avec | det(®)| = 1; et donc le résultat découle de la

Proposition [£.8] O

REMARQUE. Soit n € N*, et soit ' un sous-espace vectoriel de R™, de dimension
d > 1. En choisissant une base orthonormée e = (e, ...,e4) de E, on peut identifier E
aR? et donc définir une “mesure de Lebesgue associée & la base e” sur E. Le Théoreme
montre que cette mesure ne dépend en fait pas de la base orthonormée e. On peut
donc la noter Ag, et appeler la mesure de Lebesgque sur E. Plus généralement, on peut
définir une mesure de Lebesgue sur tout sous-espace affine de R™ (i.e. un translaté d’un
sous-espace vectoriel de R™).

4.6. Preuve de la formule de changement de variables. Comme d’habitude :
il suffit de traiter le cas des fonctions positives.

TERMINOLOGIE. On écrira (CV) au lieu de “formule de changement de variables”,
et on dira que (CV) est vraie pour un difféomorphisme ® : Q@ — ' si on a

f f() de = f F(®(w)) o (u)] du
D(A) A

pour tout borélien A € Q et pour toute fonction borélienne f : ®(A) — [0, ].

But : montrer que (CV) est vraie pour tout difféomorphisme ® : Q — Q' entre
deux ouverts quelconques 2, Q' < R?, quel que soit Pentier d > 1.

LEMME SIMPLIFICATEUR. Pour un difféomorphisme ® : Q — ', les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(1) (CV) est vraie pour @ ;
(2) pour tout borélien A < Q,

Ma(B(A)) = fA o ()| du

(3) pour tout point a € €, on peut trouver un voisinage ouvert U, de a (avec
U, € Q) tel que

A(P(A)) = J |Jo(u)| du  pour tout borélien A < U, .
A

Démonstration. (1) = (2) : évident en prenant f = 1 dans (CV).

(2) = (3) : évident aussi (micro-exo).

(2) = (1) : “déja fait” (si (2) est vraie, alors (CV) est vraie pour les fonctions
étagées positives par “linéarité”, et donc pour toutes les fonctions boréliennes positives
par convergence monotone.)
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(3) = (2). Supposons (3) vérifiée. Pour tout a € 2, soit U, un voisinage ouvert
de a comme dans (3). Quitte a dilminuer U,, on peut supposer que U, est un pavé
ouvert a extrémités rationnelles. On a Q = | J,cq Uas; et comme la famille des pavés
ouverts a extrémités rationnelles est dénombrable, on voit ainsi qu’il existe une suite
d’ouverts (Ug)ken telle que

JUk=Q et YEeNVAC Uy : A(®(4)) _J o ()] dus
keN A
Maintenant, soit A un borélien quelconque de €2. On pose Ag := Uy et

A =U\Up v -+ v Ug_1) pour k> 1.

Les Ay, sont des boréliens deux a deux disjoints, et | oy A = A. Comme @ est
injective, ®(A) est donc la réunion disjointe des ®(Ay) :

m
P(A) = U ®(Ag) wunion disjointe.
k=0

Donc

Aa(A) = D B(A)

o0
= Z J | Jo (u)| du car A, < Uy pour tout k
k=0 4k

= f |Jo (u)| du car les Ay sont disjoints

= | Metwldu.

Donc (2) est vérifiée. 0

DEFINITION 4.11. Soient V et V' deux ouverts de R, d > 1.

(1) On dit qu’un difféomorphisme % : V. — V' est une permutation de coor-
données si X est de la forme X(x1,...,24) = (To1),- - To(d)) , OU O est une
permutation de {1,...,d}.

(2) Etant donné j € {1,...,d}, on dira qu'un difféomorphisme ® : V. — V'
préserve la j-iéme coordoonnée si, pour tout v e V, la j-iéme coordonnée
de ®(v) est égale a celle de v ; autrement dit, si ® est de la forme

Q(v1,...,05,...,04) = (<I>1(v1,...,vd),...,vj,...,q)d(vl,...,vd)).

Par exemple, le difféomorphisme ¥ : R3 — R3 défini par %(z,y,2) = (y,2,7)
est une permutation de coordonnés: et le difféomorphisme ® : R3 — R3? défini par
®(x,y,2) = (z,z +y,y + z) préserve la lére coordonnée.

FAIT 1. Soit ® : Q — ' un difféomorphisme entre deux ouverts de R4+, Pour
tout a € €2, on peut trouver un voisinage ouvert U, de a tel que

VueU, : ®(u)=d%>0d'oX(u),

ol ¥ est une permutation de coordonnées, ®2 est un difféomorphisme préservant les d
premiéres coordonnées (défini sur ¥ (U,)), et ®! est un difféomorphisme préservant la
(d + 1)-iéme coordonnée (défini sur ®! o %(U,)).
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Preuwve pour d = 1. (Pour d quelconque, la preuve est essentiellement la méme, avec
des notations plus lourdes.)

(I’l(l‘,y)
Q2(z,y) ) ’

Soit a € Q fixé. Comme ® est un difféo, la matrice Jace(a) est inversible, donc
(1P2(a), 02P2(a)) # (0,0). On suppose par exemple que 0;Pa(a) # 0. Alors, par
continuité de %, on peut trouver un pavé ouvert U, contenant a tel que 01 Pa(u) # 0
pour tout u € U,.

On est dans R?, donc on écrit u = (z,y) et ®(z,y) = (

Soit ¥ : R? — R? la permutation de coordonnées définie par X(z,y) = (y, ), et
soit V := 3(U,). On définit ¥ : V — R? par

U=pox

autrement dit U(s,t) = ®(¢,s). Alors U(s,t) = (i;gi;) = (&83)7 donc 05Uy (s,t) =
%(@2(75, s)) = 01®2(t, s). En particulier :

YveV : 82\1/2(’1)) # 0.

De plus, ¥ est un difféomorphisme de V' sur ¥ (V).
Soit maintenant ®2 : V' — R? définie par

% (s,1) = (\1/2(1, t))

Alors ®2 est de classe C'. De plus, on a Jg2(s,t) = 0aWa(s,t) pour tout (s,t) € V; et
donc Jg2 (V') # 0 pour tout v e V.

SOUS-FAIT. ®2 est injective sur V.

Prewve du sous-fait. Comme U, est un pavé ouvert, V = {(s,t); (t,s) € Uy} est
aussi un pavé ouvert de R%. On écrit V = J x I, ou J et I sont des intervalles ouverts.
Supposons que (s,t), (s',t') € V vérifient ®%(s,t) = ®%(s',#'). Alors s = s’ vu la forme
de @2, et donc Wy(s,t) = Wy(s,t'). Supposons t # ', par exemple t < t'. Comme la
fonction & — Wo(s, ) est dérivable sur I et ¢,t' € I, il existe ¢ € I (en fait c € [¢t,t]) tel
que 02V¥s(s,c) = 0, par le théoreme de Rolle. Mais c’est absurde car (s,c¢) € J x I =V
et 03Ws(v) # 0 sur V. O

Par le sous-fait, et comme Jg2(V) # 0 pour tout v € V, on sait maintenant que
V' := ®2(V) est un ouvert de R? et que ®? est un difféomorphisme de V sur V'; et
bien stir ®2 préserve la lére coordonnée.

Soit alors ®! := W o (®2)~! qui est un difféomorphisme de V' sur ¥(V) = &(U,).
Si (s',t') = ®%(s,t) € V', alors ®1(s',t') = ®L(D2(s,1)) = U(s,t) = (¥1(s,t), Ya(s,1)).
Mais Wy (s,t) = t’ par définition de ®2, donc ®!(s',#') = (¥1(s,t),t'); donc ®! préserve
la leére coordonnée.

Comme o X! =¥ = ¢l od? sur V = X(U), on voit que ® = ! o d? 0¥ sur U ;
donc on a fini. OJ

FAIT 2. Si (CV) est vraie pour ®! : Q — Q' et &% : O/ — Q7] alors elle est vraie
pour @ := ®? o Pl
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Démonstration. Soit A un borélien quelconque de €. Si (CV) est vraie pour ®! et
®2, on peut écrire

A(®(4)) = Xa(P*(@1(A))
f | Jp2 (v)| dv
31(A)

_ f o2 (B ()] [ o ()] s
A

De plus, comme ® = ®2 0 ®! on a Jace(u) = Jace2(®!(u)) Jace (u) pour tout
u e . Donc
Jg2 (@' (u) Jg1 (u) = Ja(u),

et donc
M(®(A)) = L o (u)] s

Ainsi, (CV) est vraie pour ® d’apres le Lemme simplificateur. O

FarT 3. (CV) est vraie pour toute permutation de coordonnées.

Démonstration. Soit X : V' — V' une permutation de coordonnées, et soit o la per-
mutation de {1,...,d} associée. Alors ¥ est la restriction & V' de I’application linéaire

3 : R? — R? définie par i‘(ej) = eg-1(jypour j = 1,...,d, ol (e1,...,eq) est la base ca-
nonique de RV . La matrice de ¥ est une “matrice de permutation” ; donc det(i) = =+1,

et donc |Jx;(u)| = |det(E)| = 1 pour tout u € V. D’apres le Lemme simplificateur, il
suffit donc vérifier qu'on a Ag(3(A4)) = A4(A) pour tout borélien A < V;. Comme
Papplication A — A\g(X(A)) est une mesure borélienne sur V' (exo), il suffit de vérifier
qu'on a A\g(X(P)) = |P| pour tout pavé P < V. On écrit P = I} x --- x I : alors 3(P)
est le pavé Py := I, 1) x -+ X I,(g), et donc |o(P)| = |P|. O

PREUVE DE (CV). On va le faire par récurrence sur la dimension d.
(1) Casoud = 1.
Soit @ : Q — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts de R. Pour tout point

a € €0, on peut trouver un intervalle ouvert I tel que a € I < ). Alors ® est strictement
monotone sur I. Pour tout borélien A < I, on a d’aprés la Proposition [4.1] :

M(BA) = | Logay(@)de = | Loga) (@) [(0)]du = | 18/(a)|du.
a(I) I A

Donc (CV) est vraie pour & d’aprés le Lemme simplificateur.

(2) Passage de d a d + 1

Supposons avoir montré que (CV) est vraie en dimension d, et soit ® : Q2 — Q' un
difféomorphisme entre deux ouvert de R4*1.

D’apres le Lemme simplificateur, il suffit de vérifier que pour tout point a € €2, on
peut trouver un voisinage ouvert U, de a tel que

(4.4) Aa+1(4) = J |Jo (u)| du pour tout borélien A < U,.
A

On fixe donc un point a € €.
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Par le Fait 1, on peut trouver un voisinage ouvert U = U, de a sur lequel ® peut se
“décomposer” sous la forme ® = ®2odloX, ol ¥ est une permutation de coordonnées,
®! est un difféo préservant la dernére coordonnée, et ®2 est un difféo préservant la
premiere coordonnée. Par les Faits 2 et 3, on voit donc qu’il suffit de montrer que
(CV) est vraie pour ®! et ®2. Donc : on s’est ramené au cas ot ® préserve la premiére
ou la derniere coordonnée.

Supposons par exemple que ® préserve la derniere coordonnée. Dans la suite, on
écrit un point u € R4 sous la forme u = (v,t) olt v € R? et ¢t € R. Alors

(4.5) O(u) = ®(v,t) = (¥(v,t),t)
pour tout u = (v,t) € U, ot ¥ : U — R? est de classe C'.
NOTATIONS. Pour A € R%*! et ¢t € R, on pose
Al = {veR% (v,t) € A}.
Et pour tout ¢ € R tel que Ut # ¢, on note ¥, : Ut — RY 'application définie par
Uy (v) = ¥(v,t).
Par définition de ® et comme ® est injective, chaque application W, est injective
(ex0). De plus, on a (autre exo)
Jy,(v) = Jp(v,t) pour tout v € Ut.

En particulier Jy,(v) # 0 pour tout v € U*. Donc ¥;(U*) est un ouvert de R? et W, est
un difféomorphisme de U? sur ¥, (U?).

Maintenant, soit A un borélien quelconque de U. D’apres le principe de Cavalieri,
on a

Ad+1(P(A)) = JR Aa(®(A)Y) dt.
De plus, par (4.5) on peut écrire
DA = {veR% I(v,s)e A : d(v,s) = (v, 1)}
— {eR% I(v,s)e A (¥(v,s),s) = (V,1)}
= {(VeR% e Al - v = T(v,t)}
U, (AY).

Donc

Aot (B(A) = fRAdm(Af))dt

- JR (Lt ) dv) .

ou on a appliqué 'hypothese de récurrence aux difféomorphismes W;.
Comme Jy, (v) = Jg(v,t) pour tout (v,t) € U, on obtient donc finalement

dan(®A) = | ( [ e dv> "
LJ<1>(u)\du par Fubini.

Conclusion : on a fini! O



Chapitre 8

Espaces L?

(Q, B, ) fixé une fois pour toutes.

e “Intégrable” veut dire “intégrable par rapport a u”.
e “Presque partout” ou “pp” veut dire “u-presque partout”.
1. Semi-normes | - |, et espaces L
1.1. Le cas 1 < p < 00. On fixe un nombre p tel que 1 < p < 0.

DEFINITION 1.1. Pour toute fonction mesurable f : Q — C ou [0,00], on pose

7= (| If(t)lpdu(t)>1/p ,

avec la convention 0P = o0. On pose aussi
LP(Q, B, ) = {f:Q— C mesurable; | f[, < oo}

= {f:Q—»(Cmesurable; J |fpd,u<oo}.
Q

Remarque 1. On écrira souvent £P au lieu de £P(Q, B, ;). Mais on pourra aussi
écrire | - HLP(Q,BJJ/) au lieu de | - [,.
Remarque 2. Par définition, si f : @ — C est mesurable, alors
fell — |flPeLt.
Remarque 3. “f € L7 signifie que f est intégrable sur €.

CAS PARTICULIERS. (1) Si Q est un borélien de R?, la notation £P(Q) signi-
fiera toujours LP(Q, B(2), Ag)-

(2) Pour tout ensemble I # &, espace LP(I,P(I), uc) se notera ¢P(I). Pour toute
fonction f: I — C ou [0,00], on a

1/p
£l = <Z!f(i)\p) ;

el

et donc

(1) = {f TG Y f@)P < oo} :

el

(3) Si I ={1,...,d}, alors ¢P(I) s’identifie & C?; et pour & = (x1,...,zq4) € CV

on a
d 1/p
Izl = (Z |in”) ;
i=1

107
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(4) si I = N, alors ¢?(N) est I’ensemble de toutes les suites © = (x;);eny € CN

vérifiant
ee}
Z |z;|P < 0.
=0

DEFINITION 1.2. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C. Une semi-norme
sur X est une application x — |z| de X dans R vérifiant

e |z| = 0 pour tout v € X ;
o |Az|| = |A||z| pourze X et A\e K;
o [z +yl <zl +ly| pourz,y e X.

PROPOSITION 1.3. LP = LP(Q, B, j1) est un espace vectoriel et | - ||, est une semi-
norme sur LP. De plus, pour f € LP on a Uéquivalence |f|, =0 <= f(t) = 0 presque
partout.

Démonstration. (i) Comme |f[p = §o[f[Pdu et [f|P = 0, on a |f[, = 0 si et
seulement si |f(t)[P = 0 presque partout, i.e. f(t) = 0 presque partout.

ii) Il est évident que [|f|, = O pour toute f € LP, et aussi que |[Af], = |\|||f
P P P
pour A e C :

Wi = (] IAf(t)Ipd#(t)>1/p = (e | 1517 an) RN

(iii) Inégalité triangulaire : moins évident.

Farr. L’ensemble B := {u € LP; |u|, < 1} est conveze : si u,v e B et A € [0,1],
alors (1 — N)u+ v e B.

Prewve du Fait. Point clé : la fonction z — |z|P est convexe sur C, car z — |z| est
convexe et z — zP est convexe croissante sur R* (puisque p > 1).

Siu,ve B et Ae|0,1], alors on a par convexité de z — |z|P :
(1= Nu®) +  @®)]" < (1 =) [u@®)]” + A|ot)[P pour tout ¢ € Q.

Donc, en intégrant :

|0 =X+ 2P due) < 1= [ P dute) + 3 [ Jote)r duco
Q Q Q
< (1-=XN)+2A car u,v € B.
Ainsi H(l—)\)u—i-)\vug < letdonc (1 —ANu+ AveB. O

Soient maintenant f, g € LP : on veut montrer que |f + gll, < [|f]p + [9lp-
Si | flp =0, alors f = 0 presque partout, donc f + g = g presque partout et donc

If + gl = l9lp < [flp + [9lp- De méme si |g], = 0.
Supposons | f[, > 0 et |g|, > 0. Alors les fonctions

_ 1 _ 9
U= — et V= —
1fllp lglp
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sont bien définies, et par (ii) on a |uf, = 1 = [Jv||, = 1. De plus,

fro W,y
11+ Nl 11l + gl 1fllp + gl
= (I1=XNu+Xv avec)\:—we[o,l].

1l +lgll

Par le Fait, on en déduit que It e B, i.e.
1f1o+lglp

H f+yg
1£1lp + gl

p
Donc OK par (ii).

(iv) Par (iii), si f,g € LP alors | f+ g, < |flp+ |9]p < 0, donc f+ g € LP. Et par
(ii), si f € LP, alors Af € LP pour tout A € C. Donc LP est un ev. O

Remarque 1. L'inégalité triangulaire | f + g, < [ f[l, + llg[, s’appelle I'inégalité
de Minkowski. Elle est en fait valable pour toutes fonctions mesurables f,g: 2 — C
ou [0, 0], appartenant ou non a LP (car évidente si | f|, = o ou [|g|, = ). Ecriture

explicite :
1/p 1/p 1/p
(f !f+g\pdu> < (f mw) " (f rgrpdu> .
Q Q Q

Cas particulier : inégalité de Minkowski pour les sommes : si (x;)ier et (yi)ier sont
deux familles de nombres complexes indexées par le méme ensemble I, alors

1/p 1/p 1/p
(Z | +yz'\p> < (Z\$i|p> + <Z !yi1p> -
el el el

Remarque 2. Pour p = 1, 'inégalité de Minkowski est évidente car |f+g| < |f|+]g]-

FEzercice. Montrer que LP est un espace vectoriel sans utiliser 'inégalité de Min-
kowski. (Montrer d’abord que si f, g € £P, alors max(|f|, |g|) € £P.)

1.2. Le cas p = 0.

LEMME 1.4. Pour toute fonction f : Q — C ou [0,00], il existe une plus petite
constante C' < o telle que |f(t)| < C presque partout.

Démonstration. 11 existe au moins une constante C' < oo telle que |f(¢)] < C
presque partout, a savoir C' := 00. Donc

K :=inf{C < o; |f(t)| < C presque partout}

est un nombre positif bien défini, éventuellement égal a co. Il suffit de montrer qu’on
a |f(t)] < K presque partout.
Par définition de K, on peut trouver une suite (C,,) < [0, 0] telle que

Cn— K et VneN : <|f(t)|<0npp).

Comme une conjection dénombrable de propriétés vraies presque partout est encore
vraie presque partout, on a

(¥neN : £ < Cu) pp:
et donc |f(t)] < K pp puisque C;, — K. O
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DEFINITION 1.5. Pour toute fonction mesurable f : Q@ — C ou [0, 0], on note | f|x
la plus petite constante C' < o telle que |f(t)| < C presque partout; et on pose

LP =L, B, p) :={f: Q — C mesurable; |f|o < 0}.
REFORMULATION. Pour une fonction mesurable f : 2 — C, on a I’équivalence
feL® < IC < w telle que |f(t)] < C presque partout ;
et pour toute constante C' < o0, on a ’équivalence
[flo <C = [f()| < C pp.

En particulier, si f : 2 — C est mesurable et bornée, alors f € L® et

[ Flloo < sup{[f(2)]; ¢ €2}

Remarque. Les fonctions de £L(€2, B, 1) sont dites essentiellement bornées (re-
lativement & la mesure p).

Exercice. Montrer qu’'une fonction mesurable f : Q — C appartient & £® si et
seulement si elle est presque partout égale a une fonction mesurable bornée.

CAS PARTICULIERS. (1) Si Q est un borélien de R%, la notation £®(9) est
synonyme de L£°(Q, B(2), A\q).

(2) Si I est un ensemble non vide, 'espace L*(I,P(I), pic) se note £°(I). Comme

“presque partout relativement a p.” veut simplement dire “partout”, £*(I)

est ’ensemble de toutes les fonctions bornées f : I — C, et on a pour toute
fonction f: 1 — C :

[flleo = sup{lf()]; t e I}.

(3) SiI={1,...,d} alors £*(I) s’identifie & C%, et pour z = (z1,...,24) € C? on
a
)0 = max(|a;1|, ol ]a;ND .

(4) Sil = N, alors /*°(N) est I’ensemble de toutes les suites bornées = = (x;) € CV,
et pour toute suite x = (x;) € CY on a
|l = sup [a;] .
1eN
Exemple 1. Soit 2 =]0,1] muni de la mesure y = §; /. La fonction f :]0,1] — R
définie par f(t) = 1 n’est pas bornée (1), mais elle est dans £*(]0,1],P(]0,1]),51/2)

avec | flee = |£(1/2)] = 2.

Démonstration. C’est clair car “pour d; jp-presque tout ¢ € ]0,1]” est synonyme de
“pour t = 1/27. O

Exemple 2. Soit I un intervalle de R non trivial. Si f : I — C est une fonction
continue, alors | fllo = sup{|f(¢)|; t € I}. Donc f € L%(I) si et seulement si f est
bornée, et | f|lo a son sens “habituel”.

Démonstration. On a vu que || f|l < sup{|f(¢)|; ¢ € I}. Inversement, on a |f(t)| <
| fllo presque partout par définition de |f]s. Donc ensemble E := {t € I; |f(t)| <
|flloo} est tel que Ai(I\E) = 0, et donc E est dense dans I (exo déja posé). Mais E
est également fermé dans I car f est supposée continue. Donc F = I, autrement dit
()] < £ pour tout t € I, et ainsi sup{| f(1)]; t € I} < | o

O



2. LES ESPACES L?, 1 <p < © 111

PROPOSITION 1.6. L% = L®(Q, B, ) est un espace vectoriel et || - | est une
semi-norme sur L. De plus, pour f € L% on a I"équivalence ||f|o =0 <= f(t) =0
presque partout.

Démonstration. Exo pas difficile. O

2. Les espaces ILP, 1 <p<
2.1. Définition des LP. Pour p € [1, 0], on définit 'espace LP = LP(Q), 1) par
LP(Quu) = ... LP(Q,B, u),
en convenant que le symbole d’égalité “=" doit étre interprété au sens suivant :
f =g dans [P <= f(t) = g(t) presque partout .
Donc, si f € LP, alors
[fllp =0 < f =0 dans LP.

FarT 2.1. LP = LP(Q, 1) est un espace vectoriel, et || - |, est une norme sur LP.

Démonstration. Evident avec la convention sur le symbole “=". O

2.2. Complétude.

THEOREME 2.2. Pour tout p € [1,00], Uespace vectoriel normé (LP,| - |,) est
complet. Autrement dit : LP est un espace de Banach.

RAPPEL. Soit (Z, | - ||) un espace vectoriel normé. On suppose que pour toute suite
(2) € Z telle que >0 | zx]| < o0, la série Y z;, converge dans Z. Alors Z est complet.

Remarque. 11 est encore mieux connu que la réciproque est vraie... et beaucoup
plus importante.

Preuve du “rappel”. Soit (,)neny une suite de Cauchy dans Z. On veut montrer
que (x,,) converge dans Z

Pour tout k£ € N, on peut trouver un entier n; tel que
Vp,q=np |z, — x| < 27"

De plus, on peut supposer que la suite (ny) est strictement croissante (micro-exo).
Si on pose zg := T, €t 2 = Tp, — Tn,_, pour k = 1, alors |zz| < 2= (k=1 pour
tout k = 1, et donc >0 |2x| < 0. Par hypothése sur Z, on en déduit que la série > 2,

converge dans Z ; et comme Z?:o zi = xp, pour tout k € N, cela signifie que la suite
(xn,) est convergente. Ainsi, la suite (z,) posséde une sous-suite convergente, et donc
() converge dans Z car elle est de Cauchy (exo). O

Preuve du Théoréme[2.2

FAIT. Si (ug)ken est une suite de fonctions mesurables positives sur €2, alors

o0 e0]
Dluk| <D gl
k=0 k=0

p
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Preuve du Fait. (i) Supposons d’abord que p < 0. Si on pose U := > /7 juy et
Upn == Yo ukr pour n € N, alors la suite ((Uy,)P)nen est croissante et tend vers UP en
tout point. Par convergence monotone, on a donc

0 p n p
LE) - (2

d’oli, en prenant les “puissances 1/p-iémes”

n

o)
Z Uk = lim Z U
n—oo
k=0 llp k=0 llp
n
= lim Zuk
k=0 P

n
< lim Z |uklp = Z |uklp par Minkowski.

(ii) Maintenant, supposons que p = co. Par définition de || - ||o, on a
VkeN : (uk(t) < |ugllo presque partout).
Donc, par I'argument habituel de “déplacement de parentheses”
(Vk eN : u(t) < HukHOO) presque partout .

On en déduit

0

e @]
0< Z up(t) < Z |uk|e presque partout,
k= k=0

et done | Y07 uf , < 250 Jureo-

Montrons maintenant que LP est complet en utilisant le “rappel”.

Soit (fx)ken une suite d’éléments de L? telle que Y0 | fx |, < <. I s’agit de montrer
que la série Y. fi converge dans LP.

Par le Fait appliqué aux fonctions u := |fx|, on a
0 o0
< S Iell, = D Il < oo
p k=0 k=0

En particulier :

e}
Z (t)] < o presque partout .

Soit alors F : 2 — C la fonction définie par F(t) := > /7, fx(t) si la série Y fi ()
converge, et F'(t) := 0 sinon.

La fonction F est mesurable car les f; le sont. On a |F(¢)| < >0 | fx(t)| pour tout
t e, donc | Fll, < X |fk|“ < o0, et donc F' € LP.
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SineN, alors F(t) — > _o fr(t) = Zzo:nﬂ fr(t) presque partout. Donc

n 0 ¢] ee]
F(t) - Z fe(t)] < Z fr(t)] < Z |fx(t)] presque partout,
k=0 k=n+1 k=n+1
et donc
n o0
F=>h < | 2 Il
k‘=0 D k=n+1 D
e¢]
< D) |filp parle Fait .
k=n+1

Donc [|[F =3 _, kap — 0 quand n — o0, autrement dit la série )] fi converge
dans LP et a pour somme F. O

Ezercice. Montrer directement que les espaces % (N) et £}(N) sont complets.

2.3. Le cas “hilbertien” p = 2.

RAPPELS. o On dit qu'un C-espace vectoriel normé (H,| - ||) est une espace
préhilbertien si la norme | - || dérive d’un produit scalaire, i.e. il existe un produit
scalaire (-, - ) sur H tel que

Vee H : |z|* = (z,2).
e Produit scalaire : {(z,y) est linéaire par rapport a x et anti-linéaire par rapport
a y (ou le contraire...), et {(x,x) € RT pour tout x € H. On a alors {y,z) = {(z,y) pour

tous z,y € H (exo0).
e Dans toute espace préhilbertien (H, | - ||), on a I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Kz, )l < =] |y| pour tous x,y e H .

¢ Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

LEMME 2.3. Si u,v e L?, alors uv e L'.

Démonstration. On a |uv| < $(Jul?+|v[?) car ul?+|v]? —2u| [v| = (Ju|—|v])? = 0;
donce {, [uv| < & (§, |ul® + §g [v]?) < . O

Remarque. Le lemme montre en particulier que : si (uy,) et (v,) sont deux suites de
nombres complexes telles que Y [un|? < 00 et Y0 [va|? < 00, alors Y5 |unvn| < 0.

THEOREME 2.4. L’espace L? = L?(2, B, pi)est un espace de Hilbert, dont le produit
scalaire est défini par

{fog)re = JQfgd,u pour f,ge L?.

Démonstration. Par le lemme, {f, g) est bien défini pour toutes f,g e L?; et il est
évident que (-, - )2 est un produit scalaire et qu’on a {f, f);2 = ||f||%2 pour toute
felL? O

COROLLAIRE 2.5. (Cauchy-Schwarz)
Si f,ge L?, alors

J;Z F(t)g(t) d“(t)‘ < <L £ (2)]? du(t)> v (L 1g(2)]? du(t)) 1/2 ;
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[ 1rsola] < ([ 170 du(t)>1/2 ([ 1ot auto) "

Démonstration. La premiere inégalité est Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
(-, )2 ; et la deuxieme est C-S appliqué aux fonctions | f| et |g|, qui sont dans L2. 0O

et en fait

COROLLAIRE 2.6. Si (u;)ier et (v;)ier sont deux familles de nombres complezxes,

alors
1/2 1/2
2 uivi] < (Z !uz‘\Q) (Z |Ui!2> :

el el el

Ezxercice. Soit H un espace préhilbertien, et soient x,y € H avec y # 0. Montrer
que si on pose u := <x, HZ—H> HT%H’ alors u — x est orthogonal a y, et donc a u. En déduire
I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour z et y.

2.4. Convergence dans P et convergence presque partout.

PROPOSITION 2.7. (convergence dominée dans LP)

Supposons que p < . Soit (f,) une suite de fonctions de LP, et soit f : @ — C
mesurable. On suppose que f,(t) — f(t) presque partout et qu’il existe une fonction
g € LP telle que Vn € N = |f,(t)| < g(t) presque partout. Alors f € LP et f, — f en
norme LP.

Démonstration. On a |f(t)|P = lim | f,(¢)|? < g(t)P pp, donc | f|P est intégrable (car
gP Vest) i.e. f € LP. Ensuite, on a |f, — f| < |fu| + |f] < 2¢g et donc |f — fu|P < 2PgP
pour tout n. Donc, comme la fonction 2Pg” est intégrable, | f, — f[p = §o [fn — fIP — 0
par le TCD appliqué aux fonctions fn = |fn— fIP. O

REMARQUE. Il n’y a pas de théoréme de convergence dominée dans L.

PROPOSITION 2.8. Soit (f,) < LP une suite convergeant en norme LP wvers une
fonction f e LP.
(1) Sip= o0, alors fr, > f pp.
(2) Sip < oo, alors (f,) admet une sous-suite (fy,) qui tend vers f presque
partout.

Démonstration. (1) Pour tout n € N, on a |f,(t)=)f(t)| < |fn — flo pp. Donc, par
“déplacement de parenthéses”, on peut dire que (Vne N : |f,(t) — f(O)] < | fo — fllo)
pp; et donc |f,(t) — f(t)] — 0 pp puisque | fn — flo — O.

(2) Comme f,, — f en norme LP, on peut trouver une suite strictement croissante
d’entiers (ny) telle que | fn, — flp, < 27% pour tout k € N. On a alors

o0 ee} o0 0
| (Z i —f|p) =3 | M= = D M Al < 27 <o
€ \k=0 k=0 k=0 k=0
En particulier, >, | fn, (t) — f ()| < 0 presque partout, et donc | fp, (t)— f(t)] = 0

presque partout. ]

Remarque. En général, la convergence en norme LP n’entraine pas la convergence
presque partout. Exo non évident : le montrer.
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3. L’inégalité de Holder
3.1. L’inégalité et quelques conséquences.

DEFINITION 3.1. Si p € [1,0], on appelle exposant conjugué de p 'unique q €
[1,00] tel que

S+ =1.
P oq

Exemples : si p =1 alors ¢ = 00; si p =00 alors ¢ = 1; et si p =2 alors ¢ = 2.
Ezercice. Montrer que si p, ¢ sont des exposants conjugués avec 1 < p,q < o0, alors

(g—p=q et (p—1)g=p.

THEOREME 3.2. (inégalité de Holder)
Soit p € [1,00], et soit q l'exposant conjugué. Pour toutes fonctions mesurables f,g :
Q — [0,00] ouC, on a

I£gln <171 lglq-

Si 1 < p,q <o, cette inégalité s’écrit

1/p 1/q
du < P £ .
fQ|fg| u<<L|f| u> (Lm u)

Remarque. Pour p = 2 = q, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Preuve du Théorémel3.4. Sip =1, ¢= o0, ona|f(t)g(t)] < |f(t)] % |9l presque
partout, et donc [ fgl = §o [f(t)g(t)| du(t) < llgle §o [1dp = llglo [ f]1- De méme si
p=o,q=1

Supposons maintenant 1 < p, g < 0. On a besoin du fait suivant.

FAIT. Sia,be [0,00], alors ab < — af + %bq.

1
P

Preuve du Fait. L'inégalité est évidente si a = 00 ou b = o0 (car %ap + %bq =
dans ce cas), et également si a = 0 ou b = 0 (car ab = 0 dans ce cas). On suppose donc
qu’on a 0 < a,b < o, ce qui permet de “passer aux logarithmes”. Par concavité de la
fonction logarithme et comme % + % =1,ona

1 1 1 1
log < al + - bq) > —log(a?) + —log(b?) = log(a) + log(b) = log(abd);
p q p q
ce qui est I'inégalité souhaitée. O

Soient maintenant f, g deux fonctions mesurables sur € (& valeurs dans C ou [0, o0]).

Si |flp = 0 ou |lg|; = 0, I'inégalité de Holder est évidente car on a dans ce cas
f(t) = 0 presque partout ou g(t) = 0 presque partout, et donc fg = 0 presque partout.
On suppose donc qu’on a || f|, > 0 et |g[l; > 0.

Les fonctions u := —L— et v := m vérifient ||[uf, = 1 = |jv||,. Par le fait, on a

171>

1 1
lu(t)v(t)| < » lu(t)|P + p |v(t)|? pour tout t € Q;



116 8. ESPACES LP

d’ol en intégrant :

1 1
f|umdu < f|quu+-f o] dp
Q P Ja qJq

1 1

= —|ul} + =|v|Z
p P oqg 1
1 1

= “4+>=1.

P q
Par définition de u et v, cela s’écrit SQ Miﬁ dp < 1; dou

g

Hf91==J;\nght<J’phﬂq-
J

Ezxercice. Déduire I'inégalité de Minkowski | f + g[, < | f]p + |9/, de 'inégalité de
Holder. (En supposant 1 < p < oo, écrire |f + g| = |f + g|P~t|f + g|, puis majorer |f + g et
utiliser deux fois Holder.)

COROLLAIRE 3.3. Si fe L? et ge L4, alors fge L.

COROLLAIRE 3.4. Si u = (u;)ier et v = (v;)ie; sont deux familles de nombres

complezes, alors
1/p 1/q
D luivi| < (2 \ui|p> (2 |viyq> .

el el el
COROLLAIRE 3.5. On suppose que la mesure u est finie, i.e. p(€2) < oo.

(1) La famille des espaces LP est décroissante : si 1 < p; < pa < 0, alors
LP2 € LP'. En particulier, on a L < LP < L' pour tout p € [1,0].

(2) Si de plus u(2) = 1, alors la famille des normes LP est croissante : si 1 <
p1<p2 <, alors || - |p, < |- lp,- En particulier, ona | - | < |- p < |- o
pour tout p € [1,00].

Démonstration. (1) Supposons p; < py < 0. Pour toute fonction mesurable f :
Q) — C, I'inégalité de Holder appliquée avec p := % donne

J [fPrdp = f [Pt x 1dp
Q Q

(Lrra)” (fes)”

p1/p2 Lr
RO
Q

En élevant & la puissance 1/pj, on obtient

(3.1) 1y < [ £l % ()77 75 .

Comme p(€2) < 00, on en déduit que si || f|,, < o0 alors | f|,, < oo; autrement dit :
fellr — felP,

Supposons maintenant p; < ps = 00. Dans ce cas, on a

1/p
(32) o = ([ 1rOPau)) " < 151 <

N
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et donc fe L*® = fe LP.

(2) Clair par (3.1)) et (3.2)). O

REMARQUE. Pour les espaces ¢P(N), la situation est exactement inverse : la famille
des normes | - |y est décroissante (si p1 < pa, alors | - [ger = | - |lw2), et donc la
suite des espaces (P(N) est croissante. En particulier, on a | - [loo < || - [lp < | - [l1 et
(Y(N) < ¢°(N) < ¢*°(N) pour tout p € [1, o0].

Démonstration. D’abord, on a | - | < || - ||, pour tout p < o (exo). Donc, il
suffit de montrer que | « |[gp1 = | - |2 si p1 < p2 < 00. Et par homogénéité, il suffit
en fait de montrer que si z = (z,) € CN vérifie |z[,, < 1, alors |z, < 1 (exo).
Comme |z,| = (|2, [P)/PY < [2]p, < 1, on a |2,[P2 < |2,[P* pour tout n € N et donc
lzlps = 250 |wnlP2 < 3557 2nfP* = J2]p < 1. 0

FEzercice 1. Montrer qu’il n’y a aucune inclusion entre espaces LP(R). (Considérer
des fonctions de la forme f(t) := 7% 11 oop(t) ou f(t) := & 1j0.1)(£).)

Ezercice 2. On suppose que u(€2) = 1. Montrer que si f € L, alors |f|o =
limy, o0 | f|p. (Observer que pour tout € > 0, Pensemble B, := {|f| = (1 —¢)|f[w} est de
mesure strictement positive, puis minorer {, |f|? du pour tout p < 0.)

COROLLAIRE 3.6. Soit I un intervalle de R. Si f : I — C appartient o LP(I)
pour un certain p € [1,0], alors f est intégrable sur tout intervalle borné J < I. En
particulier, [ est localement intégrable.

Démonstration. Si J < I est un intervalle borné, alors f|; € LP(J) < L'(.J); donc
f est intégrable sur J. O

Ezercice. Soit I un intervalle de R, et soit a € I. Montrer que si f € LP(I) pour
un certain p > 1, alors la fonction F(z) := {7 f(t) dt est uniformément continue sur I.
(Montrer qu’en fait |F(y) — F(z)| < C |y — z|* pour certaines constantes C' < o0 et o > 0.)

COROLLAIRE 3.7. Si g € L9, alors la formule ®4(f) := §¢, fg du définit une forme
linéaire continue sur LP, avec |®4] < |g]q-

Démonstration. Par 'inégalité de Holder, la forme linéaire ®, est bien définie et
on a [Py(f)] < 5o |fgl <lglq |l flp pour toute f € LP; autrement dit, ®, est continue
avec | D[ < [gllq- =

REMARQUE 1. Sip > 1, on a en fait | P4 = |g|, pour toute fonction g € L?. C’est
encore vrai si p = 1 et si 'espace mesuré (€, B, i) est “raisonnable”.

REMARQUE 2. On peut montrer que si 1 < p < oo, alors toute forme linéaire
continue sur LP est de la forme ®,. Autrement dit : “le dual de LP, c’est L9”. C’est
encore vrai si p = 1 et si 'espace (2, B, 1) est “raisonnable”.
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4. Résultats de densité

4.1. Fonctions étagées. On note £(2) 'ensemble des fonctions étagées sur 2, a
valeurs complexes. Donc, une fonction ¢ :  — C appartient a £(2) si et seulement si

elle est de la forme N
Y = Z 673 ]—Ai 5
i=1

ou les A; sont des ensembles mesurables et a; € C, et si on veut on peut supposer que
les A; sont disjoints et que a; # 0 pour tout .

Remarque 1. Toute fonction étagée est bornée, et donc £(Q2) < L*. De plus, si
p € E(Q) s’écrit v = Zf/ a;14, avec des A; deux a deux disjoints vérifiant p(A;) > 0,
alors || e = max(|aq],...,|an])-

Démonstration. Exo. O

Remarque 2. Soit p tel que 1 < p < o0. Si ¢ € E(Q) s’écrit p = Zfil a;ly, avec
des A; deux & deux disjoint et des a; # 0, alors ||} = Zf\il |ai|P p(A;). Done : p € LP
si et seulement si p(A;) < oo pour tout i.

Démonstration. Comme les A; sont disjoints, on a |p|P = ZZ]\LI |ai[P1 4,. Donc tout
est clair. O

LEMME 4.1. Pour toute fonction mesurable f : @ — C, on peut trouver une suite
(pn) de fonctions étagées telle que
(i) on(t) — f(t) pour tout t € Q;
(ii) |en(t)] < |f(t)] pour tout n et pour tout t € 2.
Si de plus la fonction f est bornée, on peut faire en sorte que () converge uni-

formément vers f.

Démonstration. Si f = 0, on a déja démontré ce résultat, avec méme des ¢, = 0
et une suite (p,) croissante.

Supposons f a valeurs réelles, et écrivons f = fT — f~. Par le cas “positif”, on
peut trouver des suites (¢y,+) et (¢n,—) convenant pour f* et f~. On a alors ¢, + =0

sur Q7 = {f <0} car 0 < @p4 < fF et fT =0sur Q ; et de méme ¢, =0
sur Q1 := {f > 0}. Donc ¢p +¢n— = 0. Donc, si on pose ¢, := ¢n 4+ — @n,—, alors
(on)* = ¢n+ (cf un exo ancien). Donc |on| = o+, = pn++on— < fr+f"=|f|;
et o, — ft — f~ = f, avec convergence uniforme si f est bornée (car fT et f~ sont

alors bornées).
Si f a valeurs complexes, on applique le cas “réel” aux fonctions Re(f) et Im(f).
Les détails sont laissés en exercice. ]

THEOREME 4.2. Les fonctions étagées appartenant a LP sont denses dans LP, pour
tout p € [1, ].

Démonstration. (i) Supposons p < oo. Soit f € LP quelconque, et soit (¢,) une
“suite approximante” de fonctions étagées pour f comme dans le lemme. Comme |¢,,| <
|f| € LP, les fonctions ¢, sont dans LP; et la suite (¢,) converge vers f en norme L
par convergence dominée dans LP.

(ii) Supposons maintenant p = 0. Soit f € L* quelconque. Il existe alors une
fonction mesurable bornée f: Q — C telle que .]? = f presque partout.
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Soit (¢y,) une suite de fonctions étagées (donnée par le lemme) convergeant uni-
formément vers f sur Q. On pose &, := sup{|p,(t) — f(t)]; t € Q} (donc &, — 0).
Comme f = f presque partout, on a |p,(t) — f(t)] = |pn(t) — f(t)| < &, presque
partout. Donc |, — f|oo < €n, et donc ¢, — f pour la norme L®. O

4.2. Fonctions continues a support compact.

DEFINITION 4.3. Soit  est un ouvert de R%. On dit qu’une fonction ¢ : Q — C
est a support compact s’il existe un compact K < Q tel que ¢(t) = 0 en dehors
de K. On note Cpp(£2) l'ensemble de toutes les fonctions continues a support compact

p:0Q—C.

Remarque 1. Attention : le compact K dans la définition dépend de la fonction ¢,
et K doit étre entierement contenu dans 2. Par exemple, la fonction ¢ : | — 1,1[ > R
définie par ¢(t) := 1—t2 n’appartient pas & Coo(]—1,1[) ; mais elle appartient & Coo(R)
si on la prolonge par 0 en dehors de | — 1, 1].

Remarque 2. On a Coo(€2) < LP(2) pour tout p € [1, 0.

Démonstration. Soit ¢ € Cpo(f2), et soit K < Q un compact tel que ¢(t) = 0 en
dehors de K. Comme ¢ est continue, elle est bornée sur le compact K, donc bornée
sur  puisqu’elle est nulle en dehors de K ; donc ¢ € L*(2). Si p < o0, alors

f ol = f 0P dha < ol x Aa(K) < o0 car K est borné,
Q K

donc ¢ € LP(Q). O

Ezxercice. Montrer que Cpo(2) est un espace vectoriel.
THEOREME 4.4. Si p < 0, alors Coo(Q2) est dense dans LP(S2).

LEMME 4.5. (régularité de la mesure de Lebesgue)
Pour tout borélien A < R tel que A\g(A) < o et pour tout € > 0, on peut trouver un
compact E et un ouvert U tels que

EcAcU e MNU\E)<e.

Démonstration. On la fera plus tard.
O

LEMME 4.6. Si U est un ouvert de R% et si E < Q est un compact tel que E < U,
alors on peut trouver une fonction ¢ € Coo(S2) telle que p(t) =1 sur E et ¢(t) =0 en
dehors de U, avec de plus 0 < ¢ < 1.

Démonstration. Quitte a remplacer U par U n ) (qui est ouvert et contient E), on
peut supposer que U < €.
Comme FE est compact et U ouvert, on peut trouver un ouvert borné W tel que
EcCcW e WcU.
(Il suffit de prendre W := {2 € R dist(x, E) < &} pour £ > 0 assez petit.)
On a alors
dist(z, E) + dist(z, R\W) > 0 pour tout = € R%.

En effet : comme E € W, on a ou bien = ¢ E ou bien 2 ¢ RA\W, donc ou bien
dist(z, F) > 0 ou bien dist(xz, R\W) > 0 car E et R\ sont des fermés de R,
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On peut donc définir ¢ : @ — R par
dist(z, R\W)
P = e B) + dist(o, ROV
La fonction ¢ est continue, avec 0 < ¢ < 1. On a p(z) = 1 six € F car dist(z, E) =
0; et p(x) = 0si x ¢ W, donc ¢ = 0 en dehors de U car W < U. Enfin, ¢ est

nulle en dehors de K := W qui est compact et contenu dans U, donc dans €2; donc
@Y Ee Coo(Q) O

Prewve du Théoréme[{.4] Comme on sait que les fonctions étagées sont denses dans
LP(Q), il suffit de montrer que 'adhérence de Cpo(§2) contient toutes les fonctions

. S~ LP .
étagées appartenant a LP. De plus, Coo(2) est un espace vectoriel, donc Cpo(2)  aussi
D

(exo). 11 suffit donc de montrer que Cpo(£2)  contient toutes les fonctions indicatrices
appartenant & LP(Q); autrement dit (comme p < o0) toutes les fonctions de la forme
14 avec A S Q et A\g(A) < o0.

On fixe donc un borélien A € Q vérifiant \j(A) < o0, et € > 0. Il s’agit de trouver
une fonction ¢ € Cpo(R2) telle que [ — 14|, < €.

Par le Lemme on peut trouver un compact FE et un ouvert U tels que £ <
Ac U et \y(U\E) < €; et par le Lemme on peut trouver une fonction ¢ € Cop(£2)
telle que p =1 sur F et ¢ =0 en dehors de U, avec 0 < ¢ < 1. Quitte a remplacer U
par U n €2, on peut aussi supposer que U < €.

Par définitionde p,onalp < p < 1ly;etonaaussilp <1y <lycar Ec Ac U.
Donc [¢ — 14| < 1y —1g. Mais 1y — 1g = 1\ g car £ € U, donc

lo—1al < 1pg-
On en déduit

lo— 142 = f o — 147 s
Q

< L 17, 5 d\a
= )\d(U\E) <e.
Cest ce qu’on voulait, avec €M7 au lieu de e. U

FEzercice. Montrer que Coo(2) n’est pas dense dans L*(12).



Chapitre 9

Produit de convolution

1. Définition et exemples

1.1. Définition. Soient f,g: Q — C deux fonctions boréliennes. Pour tout x € R
tel que la fonction t — f(x —t)g(t) est intégrable sur R, on pose

Fro@ = [ se—naar.
La fonction f * g s’appelle la convolée des fonctions f et g.

Remarque 1. Soit f_ : R — C la fonction définie par
f-(u) = f(—u).
Comme f(z 1) = f(—(t—a)) = f-(t—2) = (rf-) (), on &

Fra@) = | (ref-) g i
en tout point x ou f # g (z) est bien défini.
Remarque 2. Si f = g est bien définie en un certain point x, alors g * f aussi et
frg(@)=g=f(z).

Démonstration. Pour tout z € R, on a § |f(z — t)g(t)|dt = {3 |f(u)g(u — x)| du
par changement de variable; donc f * g (z) est bien défini si et seulement si g = f (z)
Pest, et dans ce cas le méme calcul donne f = g (z) = g * f (x). O

1.2. Quelques cas ou f =g est bien définie. Soient f, g : R — C deux fonctions
boréliennes.

PROPOSITION 1.1. Si f est localement intégrable et si g est dans L® et a support
compact, alors f = g (x) est bien défini pour tout x € R.

Démonstration. Soit A < oo tel que g = 0 en dehors de [—A, A]. Si z € R est
douné, alors f(z — )g(t) = 0 si ¢ ¢ [—A, Al et |f(z — 0g(t)] < lgloe |f(x — )] pour
presque tout t € R. Donc

A
fuu—amwwt= f e — Dg(t)] dt
R —A

A
lole | 1= 1)l

<
T+ A
~ oo [ 1)l du
z—A
< @ car f est localement intégrable.

121
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EXERCICE. Montrer que si f et g sont toutes les deux a support compact, alors
f * g est a support compact.

Exemple. Soient a,b € R vérifiant 0 < a < b. La convolée 1[_, ;1 * 1[_}] est une
fonction “trapeze”, donnée par la formule suivante :

r+a+b si —(a+b)<z<a-—0>

. 1 B 2a si a—b<x<b—a
[—a,a] * [*bvb](x)_ a+b—x si b—a<x<a+b
0 si || =a+b

(Si @ = b, le trapeze devient un triangle...)

Démonstration. Par définition, on a

laa) * Loy (#) = | 1 (b (z — ) dt

. -aa) (t)1

= JR U—a,a) ()L z—bats) ()
= |[a,a] n [z — b,z +b]|.
Et c’est bien ca. O

ProposSITION 1.2. Si f € LP(R) et g € LY(R), ot p,q € [1,0] sont des exposants
conjugués, alors f + g (x) est bien défini partout, et f * g est une fonction continue
bornée, avec

1+ gloo < £]plglq -

Démonstration. Pour z € R donné, on a f(z — t)g(t) = 7. f—(t)g(t), ou f_(u) =
f(=u). Comme 7, f_ € LP et g€ L9, on a (Txf, )g € L' par Holder; donc f * g (z) est
bien défini en tout point x € R. De plus, on a (toujours par Holder)

[f#g(@)| = UR(Tzf)(t)g(t) dt‘ < JR (o f= ) O)g@®)]dt = [ (of=)glh < |7af-lplglq-

Donc f * g est bornée, avec || f * g < ||f]p |9q-
Pour la continuité, on introduit la forme linéaire ®, : LP — C définie par

By (h) = JR h(t)g(t) dt.

Par Holder, cette forme linéaire est continue (avec |®4| < |g/4) ; et on a par définition :

frg(z) = fR(Txf )(£)g(t) dt = By (rof_ ) -

Comme l'application x +— 7, f— est continue de R dans L (continuité des translations),
on en déduit par composition que f % g est continue. O

COROLLAIRE 1.3. Si f est localement intégrable et si g est dans L et a support
compact, alors f = g est continue.

Démonstration. Par la Proposition f # g est bien définie en tout point. Pour
la continuité, il suffit de montrer que f % g est continue sur tout intervalle [—B, B],

B > 0. On fixe donc B > 0; et on fixe également A < oo tel que g = 0 en dehors de
[—A, A].
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On a pour tout z € R :

A
fxg(x) = J flx —t)g(t)dt.

A

Side plus z € [-B, B], alors t —z € [— (A B), A+ B] := K pour tout t € [ A, A],
et donc on peut écrire f(x —t) (1Kf) . Donc

frg() f_A(lz«f) (4= 2ol e

_ f (L f)(t — 2)g(t) dt
R

(1xf) *g(2).

Ainsi, on a fxg = (le) % g sur [—B, B]. Mais comme 1xf € L' (car f est
localement intégrable et K est compact) et g € L®, la fonction (1 K f) * g est continue
sur R par la Proposition ; donc f = g est continue sur [—B, B]. O

FEzxercice. Soient p,q des exposants conjugués tels que 1 < p,q < c0. Montrer que
si fe LP(R) et g € LY(R), alors f * g tend vers 0 a l'infini. (Commencer par le cas ou f
et g sont continues a support compact.)

THEOREME 1.4. Si f € L'(R) et si g € LP(R), 1 < p < o0, alors f * g est bien
définie presque partout et appartient a LP(R), avec

I+ glp < 171 lgllp -

Démonstration. On la fait seulement pour p = 1. Pour p quelconque, ¢f poly.
Soit A la fonction borélienne positive définie par

_ j 1l — t)g(t)] dt.
R

[ ([ 11 =atonar) as
J st ([ 150~ 010)

11
d
£ fR lg(®)] dt
1£11 gl

En particulier, SR h(z) dx < o0. Donc h(x) < oo presque partout; autrement dit
f # g (x) est bien défini presque partout.

On vérifie que la fonction f * g est A\j-mesurable (exo; commencer par le cas ou f
et g sont > 0, puis f et g réelles, puis...). De plus, on a

Frg(@) - f f(z—t)g(t)dt]< f [F@ = t)g(t)] dt = h(x) presque partout;

donc fxge L' avec |f+ gl < [hl = |1l .

Ezercice. Montrer que si f,g,h € L'(R), alors (f * g) * h = f % (g = h). (Expliquer
d’abord pourquoi ceci a un sens, et quel sens.)

Par Fubini, on a

JR h(z) dx
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2. Propriété “régularisante”

THEOREME 2.1. Soit N € N*. Si f : R — C est localement intégrable et si g : R —

C est de classe CIV a support compact, alors f = g est de classe CV sur R, avec pour
k=1,...,N :

(fx )™ = fx(g¥)).

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas N = 1 (ensuite : récurrence). Donc, on
suppose que f est localement intégrable et que g de classe C' & support compact.
Idée : écrire

fwﬂ@=g*f@%=£fwﬁx—ﬂﬁ,

pour faire apparaitre le z dans la fonction “gentille” g.

Maintenant, on applique le théoreme de dérivabilité pour les intégrales a pa-
rametres. Si on pose F(x,t) := f(t)g(x —t), alors F'(x,t) est intégrable par rapport a
t pour tout x fixé (car f est localement intégrable et g est bornée & support compact),
et de classe C!' par rapport & z, avec

L) = 1w —1).
Pour vérifier I’hypothese de domination, on fixe un compact K € R, et Bx > 0 tel
que K € [—Bg, Bk]. Soit également A > 0 tel que g = 0 en dehors de [—A, A].
On a ¢'(u) = 0 en dehors de [— A, A]. Done, siz € K < [—Bg, Bk]|, alors ¢'(z—t) =
0 pour tout ¢t ¢ [-(A + Bk), A+ Bk]| := Jx. On en déduit
Iaai(a:,t)' < gk(t) pour tout z € K ,

ou la fonction gx est définie par

L 0 Sit¢JK,
%“”‘ﬂmmvm|atam.

La fonction gx est intégrable sur R car f est intégrable sur Uintervalle compact
Ji . Donc le théoreme de dérivabilité s’applique : la fonction f * g est de classe C!, avec

U*w%ﬂ=Lf@d@—ﬂﬁ=gfﬂm=f*ﬂM-
]

REMARQUE. Le théoréme n’est pas vide : il existe bien des fonctions non nulles, de
classe CV et & support compact. Plus précisément, pour tout intervalle ouvert borné
non trivial I € R, on peut trouver une fonction y € C*(R) positive, nulle en dehors de
I et vérifiant x(¢t) > 0 sur I.

Démonstration. Soit § : R — R la fonction définie par 6(t) := 0 si ¢t < 0 et
O(t) := e M si t > 0. La fonction 6 est de classe C* sur R\{0}, et on vérifie tres
facilement que les dérivées 8%)(t) pour ¢t > 0 sont de la forme %) () = Py(1/t)e~ V¢,
ol P, est un polynome. Donc (k) (t) — 0 quand t — 0" pour tout k € N, et par
conséquent @ est de classe C* sur R avec 8%)(0) = 0 pour tout k € N.

Si on maintenant on écrit I =]a,b[ et si on pose x(t) := 6(t — a)f(b — t), alors x
est de classe C*, identiquement nulle en dehors de I =]a,b[, car §(t —a) =0sit < a
et O(b—t) =0sit>=b,etona x(t)>0sur I car 0(s) > 0 pour tout s > 0. O
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EXERCICE. Montrer que pour tout intervalle non trivial I € R de centre m, on peut
trouver une fonction x € C*(R) positive, nulle en dehors de I et vérifiant x(t) = 1
au voisinage de m. (Indications : (i) En primitivant une fonction C* & support compact
convenable, montrer qu'’il existe une fonction ¢ € C*(R) telle que ¢(¢t) = 0 pour tout t < 0 et
¢(t) = 1 pour tout ¢ > 1. (ii) Montrer qu’il existe une fonction ¢ € C*(R) identiquement nulle
en dehors de ]0,4[ telle que ¢(¢) = 1 sur [1, 3]. (iii) Conclure.)

3. Approximation par convolution

DEFINITION 3.1. Soit (kp)nen une suite dans LY(R). On dit que (ky,) est une suite
de Dirac si elle vérifie les propriétés suivantes.
SR t)dt = 1 pour tout n € N.
(11) (kzn) est bornée dans L', i.e. il existe une constante M telle que |ky||1 < M

pour tout n € N ;

(iii) Pour tout § > 0, on a lim |kn(t)| dt = 0.

O Il =6)
Remarque. La condition (iii) signifie que “k, se concentre autour de 0” quand
n — oo.
EXEMPLE. Soit k € L'(R) vérifiant {; k(¢) dt = 1. Si (An) est une suite de nombre
réels strictement positifs tendant vers oo, alors la suite (k) définie par
kn(t) := A k(Ant)
est une suite de Dirac.

Démonstration. On a

f|k |dt—f\k Ont) A dt—f|k )\ du = |E]l .

Donc k, € L'(R) avec Hk 1= |k|1 pour tout n € N; en particulier, (ii) est vérifiée. De
méme {p &y (t) dt = (5 k(Aqu) And = (g k(u) du = 1 pour tout n € N, i.e. (i) est vérifiée.
Pour vérifier (iii), on fixe § > 0. Alors

f |kn<t>|dt=j o (At)] Andlt = f k()| du
{|t|=0} {|t|=6} {lul=An6}

Comme \,0 — o et comme k est intégrable sur R, I'intégrale

And
f k()| du = f k()| du — j k()| du
{lul=And} R “And

tend vers 0 quand n — 00 ; donc (iii) est vérifiée. O

THEOREME 3.2. Soit (k,) < LY(R) une suite de Dirac, et soit f : R — C
borélienne.

(1) Si f est bornée et continue en un point o € R, alors ky = f(xg) — f(zo)
quand n — 0.

(2) Si f est bornée et uniformément continue, alors ky, * f — f uniformément.

(3) Si feLP(R) avec 1 < p < o0, alors ky * f — f en norme LP.
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Remarque 1. Notons Cp(R) I'espace des fonctions continues bornées sur R, muni
de la norme | - ||o. Toute mesure borélienne finie p sur R définit une forme linéaire
continue sur Cp(R), notée f +— {u, f), par la formule

{py [ o= fRfdu-

Par ailleurs, toute fonction g € L' (R) définit également une forme linéaire continue sur
Cp(R), notée f — (g, f), par la formule

9, )= fR f(t) g(t)dt.

Avec cette notation, on a g f(0) = §z g(t)f(—t)dt = (g, f—) pour toute f € Cy(R).
Donc, la partie (1) du théoréme, appliquée avec zg := 0 et f_ au lieu de f, dit que

(kny £ — (S0, f) pour toute f € Cy(R).

Ainsi, la suite (ky) “tend vers la masse de Dirac dy”.

Remarque 2. En raison de (3), les suites de Dirac s’appellent souvent des unités
approchées pour la convolution.

Ezercice. Montrer que L'(R) n’a pas d’unité pour la convolution ; autrement dit,
qu’il n’existe pas de fonction k € L'(R) telle que k * f = f pour toute f € L!(R).
(Montrer qu’une telle fonction k devrait vérifier Szi k(u)dt = INEERY () presque partout, et

utiliser le fait que la fonction z — S;j k(u) du est continue sur R.)
Preuve du Théoréme [3.2.
FAIT. Si ¢ : R — RT est borélienne bornée et vérifie %ir% o(t) =0, alors

f |kn(t)] @(t)dt - 0 quand n — .
R

Preuve du Fait. Pour pouvoir utiliser la propriété (iii) dans la définition d’une suite
de Dirac, on coupe l'intégrale en deux : pour tout § > 0 et pour tout n € N, on a

f ent) (1)t = f en (1) () i+ j en ()] ()
R {It]<d} {[t|=6}

N

sup (1) f en(D)] it + [0l j ()] d
t]<é {It|<d} {|t|=0}

M sup () + o]0 j e ()] d
[t]|<d {|t|=d}

A

ou la constante M est donnée par la propriété (ii) dans la définition d’une suite de
Dirac. Comme S{|t|>6} |kn (t)| dt — 0 par (iii), on en déduit

lim J |kn () |p(t) dt < M sup p(t) pour tout 6 > 0;
R [t|<d

et donc §g |kn(t)|p(t) dt — 0 puisque ¢(t) — 0 quand t — 0. O

Maintenant, on retourne a la preuve du théoreme.

(1) Comme f € L® et k, € L', la convolée k,, * f est bien définie partout, donc
I’énoncé a un sens !
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Idée clé : comme SR k, = 1, on peut écrire

f(w0) = f(zo) ¥ j Fon(t)

R
et donc

b+ f(20) — flz0) — fR Fon(8)f (0 — £) dt — f () JR (1) dit
- JR () (f (20 — 1) — f(ao)) dt .
On en déduit
[kn # f(z0) — f(20)] < jR kn ()] | f (o — 1) — f(o)| di.
0

Le fonction ¢ est bornée car f l'est, et ¢(t) — 0 quand ¢ — 0 puisque f est continue
en xg. Donc ky, * f(zo) — f(xo) par le Fait.

(2) La preuve est la méme. Pour tout z € R, on a comme plus haut
b 2 = F@] < [ O] =) = f(@)]
< [ halo) > suplr0) = £ fo— ul < I} .

@6)
Le fonction ¢ est bornée car f 'est, et ¢(t) — 0 quand ¢t — 0 car f est uniformément
continue. Donc 'intégrale de droite tend vers 0 par le Fait, et donc ky, * f(z) — f(z) — 0
uniformément puisque la majoration ne dépend pas de .

(3) On la fait seulement pour p = 1. Il faut faire un peu attention car k, * f n’est
définie que presque partout.
On a pour presque tout z € R :

|kn * f(z) = f(2)] =

JR(f(x — 1) — f(x))kn(t) dt

< [ 10 - s@l k0]
R

~ [ IOl s @) - s
R

= J(I)t(l‘)dt
R

fR ( JR By(z) dt) do
[t ([ st = stz ) a

- j e (8)] [f — f1 dt
R ————
()

Dong, en intégrant :

A

lkn # f = £l
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La fonction ¢ est bornée sur R car ¢(t) < 2| f]1, et ¢(t) — 0 quand ¢ — 0 par
continuité des translations dans L'(R). Donc ||k, * f — f|1 — O par le Fait. O

COROLLAIRE 3.3. Pour tout p € [1, [, les fonctions de classe C* & support com-
pact sont denses dans LP(R).

Démonstration. Comme les fonctions continues a support compact sont denses
dans LP(R) (car p < 00), il suffit de montrer que 'adhérence de Cg5(R) dans LP contient
Coo(R). On fixe donc une fonction f € Coo(R), et on cherche une suite (¢,) < Ci(R)
qui converge vers f en norme LP.

Soit x € CgG(R) positive et non identiquement nulle. Alors {p x # 0, donc on
peut définir k(t) := SRLX x(t). La fonction k est de classe C* a support compact avec
§g k(t)dt = 1. Donc, si on pose ky,(t) := nk(nt), alors (k,) est une suite de Dirac
formée de fonctions C* & support compact.

Par le Théoreme [3.2] ¢, := ky, = f tend vers f en norme LP. De plus, les ¢, sont
de classe C* par le Théoreme Enfin, chaque ¢, est a support compact car k, et
f le sont. (Si on choisit A et A, tels que f = 0 en dehors de [—A, A] et ¢, = 0

en dehors de [—A,, A,], alors &, = f(z) = SéA kn(z — t)f(t) dt vaut 0 en dehors de

[A— Ap, A+ Ay)) O

COROLLAIRE 3.4. Pour toute fonction ¢ € Coo(R), on peut trouver une suite
(pn) €€ CH(R) telle que @, — ¢ uniformément sur R.

Démonstration. Exo. O

4. Transformation de Fourier
4.1. Généralités.

RAPPEL. Si f € L'(R), la transformée de Fourier de f est la fonction f: R—-C
définie par

Fla) = me)e-mdt.

EXEMPLE. Si g est la fonction définie par g(t) = e /2, alors j(z) = /2 e *"/2

pour tout x € R.

REMARQUE. Si f € L}(R), alors f est une fonction continue bornée, avec | fllo <

I £

Démonstration. Exo O

PROPOSITION 4.1. Si f € LY(R), alors f(:):) — 0 quand x — too (Lemme de
Riemann-Lebesgue).

Démonstration. Exo non trivial. Commencer par le cas ol f est de classe C! et &
support compact. O

PROPOSITION 4.2. Si f, g€ LY(R), alors f/*\g = 73.
Démonstration. O

Ezercice. Montrer qu’il n’existe pas de fonction k € L*(R) telle que Vf € L'(R) :
kExf=f.
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4.2. Formule d’inversion de Fourier.

THEOREME 4.3. Si f € LY(R) et si de plus f est intégrable sur R, alors
1 ~ .
ft) = 2J f(z)e™dx presque partout
™ JR

Démonstration.

FarT 1. Il existe une fonction g intégrable sur R et bornée telle que : g continue
en 0 avec g(0) = 1 et g est intégrable sur R avec {; § = 2.

Preuve du Fait 1. La gaussienne. O

NOTATION. Si g € L'(R), on note § la fonction définie par
i) = | swretda,
R

FAIT 2. Soit f € L'(R) telle que fe LY(R). Si g € LY(R) n L®(R) est telle que
g € LY(R), alors

Ve>0VteR : J f(x)g(ex)eimdx = [ he(t),
R

ou h. est la fonction définie par

Preuve du Fait 2. Fubini. O

Soit maintenant f € L'(R) telle que f e L. Soit aussi (g,) une suite de nombre
réells strictement positifs tendant vers 0. Si g est comme dans le Fait 1 et si on pose
k= i J, alors on a par le Fait 2 :

VieR : IJ F@)g(ens)e™da = [ % (1),
271' R

ou ky(u) := ik(%)
De plus, par définition de k, on a {zk = 1 car g = (g = 27. Donc la suite
(kn)nen est une suite de Dirac dans L'(R). Etc
]

COROLLAIRE 4.4. Si f € L'(R) est continue et si fe L'(R), alors
1 ~ .
ft) = o= f f(x)e™dx  pour tout t € R.
2w R

Démonstration. Les fonctions f et t — % SR f (x)e"™dz sont continues et égales
presque partout, donc égales partout. O

REMARQUE. L’hypothese “fe L'(R)” est satisfaite en particulier si f € L'(R) est
de classe C? et telle que f’ et f” sont intégrables sur R.

Démonstration. O
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Ezercice. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par f(t) = eI,
et en déduire que pour tout ¢t € R, on a

ezt:L‘
j 5 dr = we It
R 1 +x

4.3. Formule de Plancherel.

THEOREME 4.5. Si f € LY(R) n L2(R), alors f € L%(R) et on a la formule de
Plancherel

IR WO
R R
Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant

LEMME 4.6. Si f € LY(R) n L%(R), alors il existe une suite (¢,) de fonctions de
classe C? a support compact telle que o, — f en norme L' et en norme L?.

Démonstration. Posons d’abord f,, := 1|_, ) f. Alors f,(t) — f(t) presque par-
tout, et |f,| < |f| pour tout n € N. Comme f € L' n L2, on en déduit par convergence
dominée (dans L' et dans L?) que f, — f en norme L' et en norme L2.

Maintenant, soit (k,).eny  L'(R) une suite de Dirac formée de fonctions de classe
C? a support compact. Pour n € N fixé, on sait que k, * f, — f, en norme L! et en
norme L? quand 7 — o0 ; donc on peut trouver un entier 7, tel que [k, * fu|, < 27"
pour p =1, 2.

Comme [ ky, * fn = flp < [kr, * fo = falp + [ fn = flp, on voit que pp := Ky, = fn
tend vers f en norme L' et en norme L? quand n — oo. De plus, chaque ¢, est de
classe C? & support compact car k,, est de classe C? & support compact et f, est &
support compact. ]

Prewve du Théoréme[[.8 Soit f € L'(R) n L?(R). On va distinguer 2 cas.
Cas 1. On supose que fe L'(R).

Dans ce cas, c’est un calcul direct utilisant la formule d’inversion et Fubini :

[ 1F@pds = [ fa) Flayaa

CaAs 2. Cas général.

Soit (¢,) une suite de fonctions de classe C? & support compact convergeant vers
f en norme L' et en norme L?. (La suite (¢,) est donnée par le Lemme [4.6])
On sait que &, € L'(R) pour tout n € N. D’apres le Cas 1, on a donc

|@nl3 = 27 |onl3 -

|> — [ £]3 puisque ¢, — f en norme L2, on en déduit que

Comme de plus |y,

(4.1) |@nl3 — 27 [ £
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Par ailleurs, on a |p; — &pll3 = [vp — @4ll3 = |pg — ©pl3 pour tous p,q € N,
d’apres le Cas 1 appliqué & ¢, — @,. Donc la suite () est de Cauchy dans L? car
(¢n) est de Cauchy. Comme L? est complet, la suite %, converge donc dans L? vers
une certaine fonction ¢; et par conséquent, ($,) admet une sous-suite qui tend vers
g presque partout. Mais o, (x) — 1 (x) en tout point (et méme uniformément) car
n — £ on norme L1 et |Fa(z) — ()] = |(n — £)(#)] < lpn — fl1 pour tout o < R
Donc g(x) = f(z) presque partout; et donc o, — f en norme L?. En particulier :

(4.2) |@nl3 — 1£13.

En comparant (4.1) et (4.2), on obtient immédiatement la formule de Plancherel.
O






Chapitre 10

Classes monotones et applications

1. Théoréme des classes monotones

DEFINITION 1.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit M une famille de parties
de 2. On dit que M est une classe monotone si elle vérifie les propriétés suivantes.

(0) Qe M.
(i) Stabilité par différences propres : si A, A’ e M et A< A, alors A\A e M.

(ii) Stabilité par réunions dénombrables croissantes : si (Ap)nen est une
suite croissante d’éléments de M, alors | J;_q An € M.

Exemple 0. Toute tribu est une classe monotone.

Exemple 1. Soit B une tribu de parties de €. Si pu; et ps sont deux mesures finies
sur (€2, B) telles que 11(2) = p2(92), alors M = {A € B; pui(A) = pu2(A)} est une

classe monotone.

Démonstration. On a ) € M par hypothese. La stabilité par réunions dénombrables
croissantes vient de la continuité par en dessous des mesures p1 et ps; et si A, A’ e M
avec A  A', alors p1(ANA) = p1(A) — p1(A) = p2(A') — p2(A) = p2(A\A), donc
ANA € M. (On a besoin de savoir que les mesures sont finies pour pouvoir soustraire
p1(A) et pz(A).) 0

Exemple 2. Soient 1 et )y deux espaces métriques. Pour A € Q1 x Qy et x € 4,
notons A, la coupe de A a Iabscisse z. Si p est une mesure borélienne finie sur (g,
alors la famille

M :={A e B(Q x Qy); la fonction x — p(A,) est borélienne sur 4}
est une classe monotone.

Démonstration. Si (Ay) est une suite croissante d’éléments de M et si on pose A :=
Uf:o Ay, alors p(Ay) = limy, o0 M((An)z) car A, est la réunion croissante des (A4,)z ;
donc la fonction @ — p(A,) est borélienne car les fonctions = +— p((Ay)z) le sont. Si
A, A" e M avec A < A’, alors on peut écrire p((A\A),) = p(AL\Az) = p(A,) — p(Az)
car la mesure y est finie; donc la fonction @ — p((A\A),) est borélienne. O

DEFINITION 1.2. Soit C une famille de parties de Q. On dit que C est un w-systéme
st C est stable par intersections finies.

Exemple 1. Soit  un ouvert de R%. La famille des pavés compacts contenus dans
Q) est un m-systeme de parties de 2.

Exemple 2. Soient 7 et {29 deux espaces métriques, et soit 2 = 1 x Qs. La famille
C ={C1 x Cq; C1€B(Q1), Cy € B(22)} est un m-systeme de parties de €.

133
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THEOREME DES CLASSES MONOTONES. Soit C un 7w-systéme de parties de €. Si
M < P(Q) est une classe monotone contenant C, alors M contient la tribu o(C)
engendrée par C.

Démonstration. Notons Mg la classe monotone engendrée par C, i.e. l'inter-
section de toutes les classes monotones contenant C, ou encore la plus petite classe
monotone contenant C. On a par définition C € My € M ; donc il suffit de montrer
que My est en fait une tribu : on aura alors o(C) < My, et donc o(C) < M.

Comme Q € My, on a & = Q\Q € My car M est une classe monotone. De méme,
si A e My, alors Q\A € M car Q € M.

La stabilité par réunions dénombrables va se prouver en 3 étapes.
FAIT. Si E € My, alors Mg :={M < Q; M n E € My} est une classe monotone.

Preuve du Fait. On a Q € Mg puisque Q " E = E. Si M,M' € Mg et M < M’,
alors
(M\M)nE=(MnE)\(MnE)e M
—_— —
eMo eMpo

car M est une classe monotone ; donc M"\M € Mpg. De méme, si (M,) est une suite
croissante d’éléments de Mg, alors (USO Mn) NnE = U(C;O(Mn N E) e My car M est
une classe monotone ; donc USO M, € Mg. O

ETAPE 1. Si Be C, alors A n B € Mg pour tout A € M.

Démonstration. Par le Fait, la famille Mp = {A € Q; An B e My} est une classe
monotone. De plus, M p contient C car C est stable par intersections finies : si A € C,
alors A n B e(C < Mgp. Donc Mg contient My, ce qui est le résultat souhaité. O

ETAPE 2. M, est stable par intersections finies.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu'on a A N B € My pour tous A, B € M.
Pour cela, on fixe A € My et on considere la famille My = {B < Q; An B € My}.
Par le Fait, M 4 est une classe monotone. De plus M 4 contient C par Z’Etape 1. Donc
M 4 contient M. O

ETAPE 3. My est stable par réunions dénombrables.

Démonstration. Soit (Aj)nen une suite quelconque d’éléments de M. Si on pose
B, = Agu---UA,, alors B, € Mg d’aprés I'Etape 2 car B, = (ﬂZ:O Az)c et My est
stable par complémentation. De plus, la suite (B,,) est croissante et | Jy Bn = Uy 4n;
donc Ugo A, € My car My est une classe monotone. O

Maintenant qu’on sait que Mg est une tribu, la preuve du théoréme des classes
monotones est achevée. ]

2. Application 1 : unicité des mesures
THEOREME 2.1. Soit (Q,B) un espace mesurable, et soit C une famille de parties
de Q, avec C < B. On fait les hypothéses suivantes.
(i) C est un w-systéme.
(ii) o(C) = B.

[ee}
(iii) Il existe une suite (Ex)gen d’éléments de C telle que Q = | Ej.
k=0
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Si uy et po sont deux mesures sur (Q, B) vérifiant ui(C) = p2(C) < oo pour tout
C e, alors pu1 = uo.

Démonstration.

CAs 1. On suppose que €2 € C.
Dans ce cas, u1(2) = p2(Q) < o0, i.e. u1 et po sont des mesures finies telles que
w1 (2) = p2(€2). Donc la famille
M= {A€e B; p(A4) = pa(A)}

est une classe monotone. Comme C est un w-systeme et comme C & M par hypothese
sur pp et po, le théoréme des classes monotones dit que M contient la tribu o(C), qui
est égale a B; donc M = B, i.e. y1 = pa.

Cas 2. Cas général.

On peut appliquer le cas précédent pour tout k£ € N aux restrictions py , et ugj, de
w1 et pg a Eg, ou les Ejy sont donnés par (iii).

Les mesures p; et pa ) sont définies sur By, := B n P(Ey), et elles coincident sur
Cr := CnP(Ey). De plus, on a 0(Ci) = By, (exo; poser T = {B < Q; BnEy € o(Ck)}).
Par le Cas 1, on a donc p1 , = p2,) ; autrement dit

u1(A) = p2(A)  pour tout A € B vérifiant A < Ej .
Soit maintenant A € B quelconque. Si on pose €y := Ej et
Qp = Ek\(Eg UREENV) Ek_l) pour k > 1,
alors Q) = USO Oy car Ugo B, = Q, et les Q sont deux & deux disjoints. Donc A est la

réunion disjointe des Ay := A N Q. De plus, comme Ay € Ej, on a u1(Ax) = pe(Ak)
pour tout k et donc

pi(A) = Y m(Ar) = ) pa(Ar) = pa(A).
k=0 k=0

0

COROLLAIRE 2.2. Soit Q un ouvert de R%. Si ju1, 1o sont deux mesures boréliennes
sur Q vérifiant py(P) = us(P) < o pour tout pavé compact P <, alors 1 = pa.

Démonstration. Soit C = {pavés compacts contenus dans Q} < P(Q2). La famille C
est un m-systeme de parties de 2, et o(C) = P(Q2). De plus, I'ouvert 2 est réunion
dénombrable de pavés compacts, autrement dit (iii) est vérifiée. Donc OK par le
théoreme. O

3. Application 2 : un lemme de mesurabilité

LEMME 3.1. Pour tout borélien A < RP x RY, les fonctions x — \(Az) et y —
Ap(AY) sont boréliennes, respectivement sur RP et sur RY.

Démonstration. On montre seulement que la fonction z — A;(A;) est borélienne,
pour tout borélien A € RP x RY,

Soit (Ey)nen une suite croissante de boréliens de R? telle que A\j(E,) < oo pour
tout n et y_o En = R% Si A € B(RP xRY), alors A\g(A4y) = limy, o0 Ag(Az N Ey) ; done
il suffit de montrer que pour tout n € N, la fonction x — A\j(A; N Ey,) est borélienne.
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Soit n € N fixé, et soit u la mesure borélienne sur R? définie par
pu(B) = Ag(B N Ey).
11 s’agit de montrer que pour tout A € B(RP xRRY), la fonction x — u(A,) est borélienne.
Autrement dit, si on pose
M = {A e B(RP x RY); la fonction = — pu(A;) est borélienne} ,

il s’agit de montrer que M = B(RP x RY).
Comme A\,(E,) < o0, la mesure p est finie; donc la famille M est une classe
monotone. De plus M contient la famille

C:= {Cl X CQ; Cl € B(Rp>, CQ € B(Rq)}.

En effet, si C' = C1 x Cq € C, alors u(Cy) = u(C2) si x € Cy et u(Cy) = 0six ¢ C,
donc la fonction x — p(C5) est borélienne par recollement. Comme C est un m-systéme
(micro-exo) et o(C) = B(RP x RY) (car C contient tous les pavés), le théoreme des
classes monotones permet de conclure que M = B(RP x RY). O
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Construction de mesures

1. Un théoréme général

DEFINITION 1.1. Soit Q un ensemble non vide, et soit C une famille de parties de
Q. On dit que la famille C est un semi-anneau si elle vérifie les propriétés suivantes :

(a) C contient & et est stable par intersections finies ;
(b) Si C,C" € C, alors C'\C' est réunion finie d’éléments de C deuz & deuzx dis-
joints.
EXEMPLE. On prend © = R? Alors la famille de tous les pavés de R? est un
semi-anneau.

Démonstration. (a) Si P =1y x --- x Iy et Q = J; x --- x Jy, alors P n Q =
(Il ﬁJl) X e X (INHJN>.

(b) On montre par récurrence sur d que si P et P’ sont des pavés de R?, alors P'\ P
est réunion d’au plus 2d pavés disjoints.

Pour d = 1, c’est clair : si I, I’ sont des intervalles bornés, alors I'\I est bien
réunion d’au plus 2 intervalles bornés disjoints (faire un dessin).

Supposons le résultat démontré pour un certain d > 1. Soient P et P’ deux pavés
de R Alors P=Q x T et P = Q' x I, ou Q,Q’ sont des pavés de R? et I, I’ des
intervalles bornés. Donc

P\P = (Q"\Q) xI) | |((Q n@) x (I\])).

Comme @Q"\Q est réunion d’au plus 2d pavés disjoints par hypothese de récurrence et
comme ['\[ est réunion d’au plus 2 intervalles bornés disjoints, on en déduit que P\ P
est réunion d’au plus 2d + 2 = 2(d + 1) pavés disjoints. O

THEOREME 1.2. Soit Q un ensemble non vide, et soit C un semi-anneau de parties
de Q. Soit également v : C — [0, 0] une “fonction d’ensembles” définie sur C. On fait
les hypotheéses suivantes.

(i) a(F) =0, et a est finiment additive sur C : si Cy,...,Cy, € C sont deux
a deuzx disjoints et si Cy U - -+ U Cy, appartient a C, alors a(Cou --- U Cp) =
a(Co) + -+ a(Cy).

(ii) Si C € C et si (Cy)ren est une suite d’éléments de C telle que C < | Jj— Ck,
alors

0
o) < 3 alCh)
k=0
Alors il existe une mesure pu sur (2,0(C)) telle que u(C) = a(C) pour tout C € C.
Cette mesure p est donnée par la formule
0
u(4) = inf 3 a(Cy),

k=0
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ot la borne inférieure est prise sur toutes les suites (Cy) d’éléments de C telle que
A < UiLy Ck (avec la convention inf & = ).

Démonstration. Cf poly! O

2. La mesure de Lebesgue

Soit d € N*, soit C < P(R?) le semi-anneau constitué par tous les pavés de R?, et
soit a : C — R™* la fonction d’ensembles définie par

a(P) := |P| pour tout pavé P < RY.

On sait que o(C) = B(R?). Pour montrer que la mesure de Lebesgue existe, il suffit
donc de vérifier que «v vérifie les propriétés (i) et (ii) du Théoréme autrement dit :

(i) si Py,..., P, sont des pavés deux a deux disjoints et si Py u --- U P, est un
pavé, alors [Py u -+ U Pp| = |Po| + -+ + | Pyl ;

(ii) si P est un pavé et si (Py)ren est une suite de pavés telle que P < | i, Px,

alors
ee]
[Pl < ) [Pl
k=0
LEMME 2.1. Soient Iy,..., Iy, Jo,...,Jn des intervalles bornés de R, et soient
ag,...,0m,Bo,...,Bh€R. Siona

m n

Dlouly <) By,

=0 k=0

alors

m n
Dl < ) BTkl
=0 k=0

(Par conséquent, si Y oq 1y, = > Br 1y, alors > oq | L] = X Br | Jk].)

Preuve du lemme[2.7. Choisissons un intervalle [a, b] contenant tous les I, et tous
les J;. Alors ¢ := )" gy 1y, et o := > Bi 1y, sont des fonctions en escaliers sur

[a,b], et ¢ < 1. Donc SZ (t)dt < SZ P (t) dt, ce qui est la conclusion souhaitée. O

LEMME 2.2. (propriété de Borel-Lebesgue)
Soit K un compact de R%. Si (O;)icr est une famille d’ouverts de R? telle que K <
Uies Oi, alors on peut trouver iy, ... iy € I tels que K < O;; U -+ U O;n.

Preuve 1. On dira qu’un compact L € K est gentil s’il peut étre recouvert par un
nombre fini de O;. Par exemple : tout singleton {x} € K est gentil. But : montrer que
K est gentil. Par I’absurde, on suppose que K est méchant.

Soit €7 = 27!, Comme K est borné, il est contenu dans un pavé compact P, et
P peut se subdiviser en un nombre fini de pavés compacts P!, ..., PM de diametres
inférieurs & e1. (On a fixé une norme sur R%.) Donc, K est réunion d’un nombre fini
de compacts K, ... KM de diametres inférieurs & e;. Comme K est méchant, I'un au
moins des K7 est méchant (micro-exo), disons K7. On pose K; = K7. Alors K7 € K,
diam(K1) < 27! et K; est méchant.

On recommence avec K1, etc : par récurrence, on construit une suite décroissante
de compacts (K,)n>1 avec K,, € K, tels que diam(K,,) < 27" et K,, est méchant.



2. LA MESURE DE LEBESGUE 139

Par le théoréme des fermés emboités, ﬂn>1 K, est non vide, et réduite a un point
{a}. Comme a € K, on peut trouver un i € I tel que a € O; ; et come O; est un ouvert
de R?, on peut trouver € > 0 tel que B(a,e) S O;. Soit alors n tel que diam(kK,) < ¢.
Comme a € K, on a alors K,, € B(a,¢), et donc K,, € O;. Mais c’est impossible car
K, est méchant. O

Preuve 2. Par la propriété de Lindelof, il existe un ensemble dénombrable IcI
tel que | J,.; Oi = U;e; Os, et done K < .7 O;.

On écrit I = {in; n = 1}. Pour n € N*, posons €, = Ur—1 Oi,. Alors () est
une suite décroissante d’ouverts, et K < U;?:O Q,,. Donc, si on pose K,, = K\, alors
(K;,) est une suite décroissante de compacts et ﬂle K, = . D’apres le héoréeme

des compacts emboités, il existe un entier N tel que Ky = ¢J. Ainsi K € Qy =
Oil U'-'UOiN.

]
Preuve de la propriété (i). Soient Py, ..., P, des pavés de R? deux & deux disjoints
tels que P := Py u --- U P, soit un pavé. On a par hypothese
n
1p= > 1p,.
k=0

Sid =1, le Lemme donne

n
Pl =D IRl
k=0

Sid=2,écrivons P =1y x Iy et P, = I}, 1 x I, o pour k = 0,...n. Alors

n
15 (t1)1]2 (tg) = Z 1[,6’1(151)1]&2 (tg) pour tous t1,t3 € R.
k=0
En appliquant le Lemme avec m := 0, ap := 1, (t1) et n:=n, B =1y, ,(t1),
on obtient .
17, (1) |I2] = 2 1y, ,(t1) k2| pour tout t; € R;

k=0

d’ot1 en appliquant a nouveau le Lemme 2.1 :

n

LI = ) 1Tkl | Tkal,
k=0

ce qui est le résultat souhaité.
Pour un entier d = 1 quelconque, idem en appliquant d fois le Lemme [2.1 O

Preuve de la propriété (ii). Soit P un pavé de R, et soit (Py)ren une suite de pavés
telle que P < | ;g P
CAs 1. P est compact et les P, sont ouverts.

Dans ce cas, d’apres le Lemme le pavé compact P est recouvert par un nombre
fini des pavés ouverts Py : on peut trouver un entier n tel que P < Pyu ---u FP,. On
a alors

n
1p < 1pyu..up, < Z 1p,.
k=0
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et en raisonnant exactement comme dans la preuve de (i), on en déduit

n o0
1Pl < Y|Pl < D) IRl
k=0 k=0

CaAs 2. Cas général.

Soit € > 0 quelconque. On peut trouver un pavé compact ) tel que Q < P et
|Q| = |P| —¢; et pour tout k € N, on peut trouver un pavé ouvert Qy, tel que P, < Q,
et | Qx| < |Pi| +27%e. Alors Q < Upro @k ; done d’apres le Cas 1 :

o0
QI < D, 1Qxl.
k=0
On obtient ainsi
0 o0
[Pl —e < Y (IR +27Fe) = D |P| +2¢
k=0 k=0
pour tout £ > 0, et donc |P| < Y |Pyl- O

3. Mesures produits et Théoreme de Fubini “général”
3.1. Tribus produits.

DEFINITION 3.1. Soient (Q1,B1),...,(Q4, Bg) des espaces mesurables, et soit Q) :=
O x - x Qy.

(1) Un pavé mesurable est ensemble A < € de la forme
A=Ay x--xAq, avec AjeBjpourj=1,...,d.

(2) La tribu produit sur Q = Q1 x -+ - x Qg est la tribu de parties de Q engendrée
par les pavés mesurables. Cette tribu se note By ® -+ - ® By.

EXEMPLE. Si{, ...,y sont des espaces métriques séparables, alors la tribu B(Q;)®
- @B(Qq) est la tribu borélienne de Q1 x - - - x Q4. En particulier, la tribu B(R)®- - -®
B(R) est la tribu borélienne de R?; et si p, ¢ € N*, alors B(RP) ® B(R?) = B(RPT9).

Démonstration. Vu en exo. O

CONVENTION. Chaque fois qu’on aura affaire a des espaces mesurables (©2;587), ...
,(Qa,B4), on considérera que 1 x --- x Qg est “par défaut” muni de la tribu produit.

EXERCICE. Soit (£2,B) un espace mesurable, et soit f : @ — Q1 x -+ x Q4. On
éerit. f(x) = (fi(x),..., fa(x)). Montrer que f est mesurable si et seulement si ses
composantes f1,..., fq le sont.

3.2. Mesure produit.

DEFINITION 3.2. Une mesure u sur un espace mesurable (2, B) est dite o-finie s’il
existe une suite (Ey,) d’ensembles mesurables telle que Q = Ji” Ey, et p(E,) < o0 pour
tout n € N.

Remarque. On peut toujours supposer que la suite (E,) est croissante, quitte a
remplacer E,, par Ey U --- U E,,.

Exemple. La mesure de Lebesgue sur R¢ est o-finie.
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THEOREME 3.3. Si iy et pg sont deuzr mesures o-finies sur (Qq,B81) et (Q2,B2)
respectivement, alors il existe une unique mesure p sur (21 x Qo, B1 ® Ba) telle que

p(Ar x Ag) = p1(Ar) pa(Asg)

pour tout rectangle mesurable Ay x As € Qy x Qo. La mesure u s’appelle la mesure
produit des mesures 1 et po, et se note uy ® po.

Exemple. Si p,q e N*, alors \y1q = A\p @ Ay

Preuve du théoréme. Comme on n’a que deux espaces ()1 et o, on parlera de
rectangles mesurables plutot que de pavés mesurables.

On note R la famille de tous les rectangles mesurables R = A1 x Ay € Q1 x Qg
et pour tout R = A7 x Ay € R, on pose

|R| = [A1 x Ag| := p1 (A1) p2(A2) .

(1) Unicité de la mesure produit : on applique le “théoréme d’unicité des mesures”
a la famille

C:={CeR; |C| <w}.
Exo : écrire les détails.
(2) Existence de la mesure produit : on va utiliser le Théoréme en prenant

cette fois pour C la famille R de tous les rectangles mesurables et pour « : C — [0, o0]
la fonction définie par «(R) := |R| pour tout R € R.

On vérifie que C est un semi-anneau. (En fait, si C,C’ € C, alors C'\C est réunion
de 2 éléments de C disjoints : exo.) Il s’agit de voir que les propriétés (i) et (ii) du
Théoreme [[.2] sont satisfaites.

(i) Soient Ry,...,R, € R deux a deux disjoints tels que R := Ry u - - U R,
appartienne encore a R. On écrit R = Ay x Ay et Ry, = Ap1 x Apa pour k=0,...,n
Comme les Ry, sont deux & deux disjoints, on a 1z = »_; 1g, ; autrement dit

14,(2)1a,(y Z]‘Akl )1a,,(y) pour tout (x,y) € Q1 x Q.
En fixant x € 21 et en intégrant en y € {29 par rapport a uo, on en déduit
14, (z) p2(Ag) = Z 14, (7) p2(Agz2) pour tout x € Q1 ;

d’ol1 en intégrant par rapport a p :

n

p2(A2)p1 (A1) = Z (Ak2)p1 (Ak1)

autrement dit |R| = Y |Rg|.

(ii) Soit R € R, et soit (Ry) une suite de rectangles mesurables telle que R <
Ua” R On a cette fois 1g < Y4 1r,. Autrement dit, en écrivant R = A3 x A et
Rk = Ak71 X Ak72 :

14, (2)1a,(y ZlAkl )1a,,(y) pour tout (x,y) € Q1 x Q.
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En intégrant en y par rapport a s et en utilisant le théoréme de convergence monotone
(sous la forme “interversion série-intégrale”), on en déduit

La, (7) p2(A2) < L (Z Lag, (2) Lay 5 (y )) dyia (y)

k=0

Z 1,4,@1 ) 2(Ag2) pour tout z € £y ;

et donc, en intégrant maintenant par rapport a pup :

pi2(As) 1 (A1) < Z p2(Ar2) 1 (Axa)
k=0

autrement dit |R| < Y0 | Rl O

Remarque. On montrerait de la méme facon l'existence et 'unicité de la mesure
produit de d mesures o-finies p1, ..., g, notée 1 Q@ - - Q un-

Ezxercice. Montrer que si (1,81), (Q2,B2), (Q3,B3) sont 3 espaces mesurables,
alors (B1 ® B2) ® Bs = B1 ® Bo ® By = B1 ® (B2 ® Bs) ; et que si pu1, p2, ps sont 3
mesures o-finies, alors (1 ® p2) ® g = p1 Q@ p2 ® s = p1 @ (2 ® ps).

3.3. Cavalieri et Fubini. Soient (Q1, By, p1) et (Q2, B2, u2) deux espaces mesurés
o-finis.

NOTATIONS. pour tout ensemble A € 21 x Q9 on note A, et AY les coupes de de
A respctivement a ’abscisse x € 21 et a 'ordonnée y € {2 :

Ay i={y e Qo (x,y) € A} pour z €y,
AY :={x e Qy; (x,y) € A} pour ye Q.

LEMME 3.4. §i A € Q1 x Qg appartient a la tribu produit B; ® Bs, alors A, € Bsy
pour tout x € Q1 et AY € By pour tout y € Q.

Démonstration. Pour x € ; fixé, Papplication &, : Qs — Q7 x Q9 définie par
(y) := (z,y) est mesurable car ses composantes le sont (exo déja posé). Donc A, =
1

i)
®_'(A) est mesurable, i.e. appartient & By. De méme, AY € By pour tout y € Q. O

T
T

LEMME 3.5. Pour tout A € By ® Ba, les fonctions x — us(Az) et y — ui(AY) sont
mesurables, respectivement sur €1 et sur Qo.

Démonstration. Non-triviale, mais identique & celle du Lemme Exo : écrire les
détails. 0

PRINCIPE DE CAVALIERI. Pour tout ensemble mesurable A < 1 x €2y, on a
(i ®u)(A) = | (A dia(o) = | (A7) daty).
1 2

Démonstration. Identique a celle faite pour RP x RY. O
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Remarque. Si on ne suppose pas que les mesures p1 et uo sont o-finies, on peut
tres bien avoir §, pa(Az) dpa(w) # §o p1(AY) dus(y). Par exemple, soit Q1 = R = Qs
avec By := B(R) = By et les mesures p1 := A\ (la mesure de Lebesgue) et po := p. (la
mesure de comptage). Soit

A:={(z,y) ERxR; z =y}

la “diagonale” de R x R. Comme A est fermée dans R x R, c¢’est un ensemble borélien.
Pour tous z,y € R, on a A, = {z} et AY = {y}. Donc p2(A;) = pe({x}) = 1 pour tout
zeRet u1(AY) = A\ ({y}) = 0 pour tout y € R. Donc :

[ @ndne = [1an- e [ @) duw - [ odu 0.

THEOREME DE FUBINI. Soit f une fonction mesurable sur 1 x s, positive ou a
valeurs complexes.

(1) Si f est positive, alors

Jﬂlxﬂz fdpi ®pu2) = Ll ( o f(z,y) d,u,Q(y)) dp (z)

Lz ( o f(z,y) dul(a:)> dpa(y) .

(2) Si f est intégrable par rapport & py ® pe, alors on a le droit d’écrire

JleQZfd(M@Hz) - Ll ( Q2f(9fvy) dﬂ2(?/)> dpy ()

JQQ < Qlf(:lc,y) d/ﬂ(@) dps(y) .

Remarque. Le Théoreme de Fubini “général” contient a la fois le théoreme de Fubini
“classique” dans RP x R? et les théoremes d’interversion série-intégrale (a condition de
supposer qu’on a affaire & un espace mesuré o-fini).

FEzercice. Soit (2, B, u) un espace mesuré o-fini. Montrer que pour toute fonction
mesurable f: QQ — RT et pour toute fonction ¢ : Rt — R* continue sur R*, de classe
C! sur 0, oo[ et vérifiant ¢(0) = 0, on a

f o(f(x)) du(x) = fo () u({f >t})dt.
Q 0






Chapitre 12

Régularité

THEOREME 0.1. Soit Q un ouvert de R, et soit u une mesure borélienne sur €.
On suppose qu’on a u(K) < oo pour tout compact K < Q. Alors, pour tout borélien
A < Q vérifiant u(A) < oo et pour tout € > 0, on peut trouver un compact E < § et
un ouvert U € Q) tels que E € A< U et p(U\E) < €.

Démonstration. On dira qu'un ensemble A € Q est régulier pour p s’il vérifie
la conclusion du théoréme : pour tout € > 0, on peut trouver un compact F < € et
un ouvert U <  tels que E € A € U et u(U\E) < e. 1l s’agit de montrer que tout
borélien A < Q tel que u(A) < oo est régulier pour p. On aura besoin de trois faits
préliminaires.

Farr 1. Si H < RY vérifiant u(H) < o est réunion dénombrable de compacts,
alors H est intérieurement régulier pour u : pour tout € > 0, on peut trouver un
compact E € H tel que u(H\E) < ¢.

Prewve du Fait 1. Ecrivons H = UZ):O K,, ou les K, sont compacts. Quitte a
remplacer K, par Kogu---UK,, on peut supposer que la suite (K,,) est croissante. Alors
la suite (H\K,) est décroissante et [, (H\K,) = &. Donc u(H\K,) — 0 puisqu’on
suppose que p(H) < o, et donc on peut trouver un entier ng tel que E := K, vérifie
u(H\E) < e. O

FarT 2. Tout ouvert V' de Q vérifiant u(V') < oo est régulier pour pu, et tout fermé
H de ) vérifiant p(H) < o0 est intérieurement régulier pour p.

Prewve du Fait 2. Montrons d’abord que si H < 2 vérifiant u(H) < oo est ['inter-
section d’un ouvert et d’un fermé de (), alors H est intérieurement régulier.

D’apres le Fait 1, il suffit de vérifier que H est réunion dénombrable de compacts.
Comme tout ouvert de © est un ouvert de R? et tout fermé de Q est I'intersection d’un
fermé de R? avec I’ouvert ©, on peut écrire H = V A F, ol V et F sont respectivement
ouvert et fermé dans R%. Fixons une norme quelconque sur R, Si on pose

K, :={xeF; |z| <net dist(:U,Rd\V) >27"},

on vérifie tres facilement que les K, sont compacts et qu’on a UBO K,=VnF.

On sait a présent que tout fermé H de € de mesure finie est intérieurement régulier.
Soit maintenant V' un ouvert de € tel que p(V) < co. Alors V est intérieurement
régulier par ce qui précede. Pour ¢ > 0 donné, on peut donc trouver un compact
E c V tel que u(V\E) < £; et comme V est un ouvert de R, il suffit alors de prendre
U :=V pour voir que V est régulier pour pu. O

FAIT 3. Soit (A,) une suite de boréliens réguliers pour 4, et soit A := | Jg~ A,. Si
u(A) < oo, alors A est régulier pour pu.

145
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Preuve du Fait 3. Fixons € > 0. Comme les A, sont réguliers pour u, on peut pour
tout n € N trouver un compact E,, et un ouvert U, tels que

E,cA,cU, et puU\E,) <2 "¢.
Si on pose H :=|Jg’ Ep et U := | J§’ Un, alors U est ouvert, H € A< U et

U\H = (G Un> \ (G Hn> = G(Un\En).

n=0 n=0 n=0
On a donc
o0 0
w(U\H) < Z p(U\Ey) < Z 27"e = 2¢.
n=0 n=0

L’ensemble H n’est pas compact ; mais il est réunion dénombrable de compacts, et
donc intérieurement régulier pour p d’apres le Fait 1 car u(H) < p(A) < 0. On peut
ainsi trouver un compact £ € H tel que p(H\E) <e. Alors EC AC U, et

W(U\E) = u((U\H) U (H\Hy)) < u(U\H) + p(H\Hy) < 22 + = = 3¢
donc A est régulier pour p. O

On peut maintenant démontrer le théoreme, en distinguant deux cas.
Cas 1. On suppose que u(€2) < oo.

Dans ce cas, il s’agit de montrer que tout borélien A < Q est régulier pour u;
autrement dit, en posant
Ry = {A € B(Q); A est régulier pour u},
on veut montrer que R, = B(£2). Pour cela, il suffit de vérifier que R, est une tribu
de parties de Q et contient tous les ouverts.

Le fait que R, contienne tous les ouverts découle du Fait 2, puisqu’on suppose que
1(§2) < oo Il reste donc & montrer que R, est une tribu.

Il est clair que J est régulier (pour tout € > 0, on peut prendre E = ¢ = U),
et le Fait 3 dit que R, est stable par réunions dénombrables (puisqu’on suppose que
() < o0); donc il faut juste vérifier que si A € R, alors Q\A € R,,. Fixons A € R,
et soit € > 0.

Comme A est régulier pour u, on peut trouver un compact £ < €0 et un ouvert
UcQtelsque EC AcU et u(U\E) < e. Alors

ONU cQ\AcS O\E .
—— ~—
H U
De plus, on a U\H = (Q\E)\(Q\U) = U\E, et donc
w(U\H) < ¢.

Comme U = Q n (RAE) est ouvert, tout serait donc pour le mieux si H était
compact. Il ne l'est pas; mais H = Q\U est tout de méme un fermé de 2, donc il est
intérieurement régulier pour p d’apres le Fait 2. On peut ainsi trouver un compact
E < H tel que u(H\FE) < e. Alors

EcOAcU et uO\E)<uwO\H)+ p(H\E) < 2¢;

ce qui prouve que Q\A est régulier pour u.
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Cas 2. Cas général.

On peut trouver une suite de pavés ouverts (£2,) telle que Q,, < Q pour tout n et
Q =g Q. Alors () < p(Qy,) < 0 pour tout n € N car §,, est compact ; donc on
sait par le Cas 1 que tout borélien A < €, est régulier pour y. Si maintenant A est un
borélien quelconque de €2 tel que p(A) < o0, alors A = | Ji” A, out A, := Ay, donc
A est régulier pour p d’apres le Fait 2. d
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