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INTRODUCTION

Ce mémoire est constitué de 4 parties essentiellement indépendantes.
Les résultats décrits dans la premiere partie se situent a la frontiere de
I’analyse harmonique et de la théorie descriptive des ensembles : on
étudie les propriétés descriptives de certaines familles de fermés d’un
groupe localement compact (ensembles d'unicité, ensembles de Helson,
ensembles de syntheése harmonique). L’analyse harmonique est encore
implicitement présente dans la deuxieme partie, mais les résultats qui
y figurent relevent avant tout de la théorie descriptive des ensembles.
Ces résultats concernent les familles héréditaires de compacts, et en
particulier les idéaux de compacts. Dans la troisieme partie, on explique
comment une question de géométrie des espaces de Banach a mené a
I’étude d’une notion de continuité intermédiaire entre la continuité au
sens usuel et la continuité uniforme. Enfin, la quatriéme partie concerne
la dynamique des opérateurs linéaires.



NOTATIONS

On regroupe ici un tres petit nombre de définitions et de notations qui
seront constamment utilisées par la suite.

Un espace Polonais est un espace topologique séparable et completement
métrisable. Si X est un espace Polonais, on note /(X)) l'ensemble des com-
pacts de X, et F(X) 'ensemble des fermés de X . On munit K(X') de la topo-
logie dite de Vietoris, engendrée par les ensembles du type {K € K(X); K C
Ul et {K € K(X); KNU # (}, ou U est un ouvert de X. Cette topologie
est Polonaise. On munit F(X) de la structure borélienne d’Effros, qui est la
tribu engendrée par les ensembles du type {F € F(X); FNU # 0}. Cette
structure fait de F(X) un espace borélien standard ; autrement dit, il existe
une topologie Polonaise sur F(X) telle que la structure borélienne d’Effros
est exactement la structure borélienne associée a cette topologie.

Si X est un espace métrique séparable, on note Eg(X ) ou simplement Eg
les classes additives de boréliens de X, et Hg les classes multiplicatives. Ainsi,
30 est la famille des ouverts de X, II{ la famille des fermés, XY la famille
des F,, et IIJ la famille des Gs. On s’intéressera plus particulierement aux
classes 3§ = G, et II§ = F,5. On note A les classes boréliennes “ambigués”
¢ NI

Une partie A d'un espace Polonais X est dite analytique (X7) si A est
la projection d'un borélien d'un espace produit X x Z, ou Z est un espace
Polonais. Autrement dit, A est analytique si on peut écrire

r€Ae Iz Rz, 2),

ol R est une relation borélienne en (x, z). On dit que A est coanalytique (I17)
si X \ A est analytique, autrement dit si on peut écrire

r€ A Vz R(x, 2),

pour une certaine relation borélienne R. Ces notions ont bien str un sens
dans tout espace borélien standard, en particulier dans F(X) si X est un
espace Polonais.

Soit T' I'une des classes X, I, X} ou IT}. On dit qu'une partie A d'un
espace Polonais X est un vrar I'si A € T et X \ A € T'. On dit que A est
[-dur si A est “au moins de complexité I'”, autrement dit si, pour tout tout
ensemble B de classe I' dans un espace Polonais Y de dimension 0, il existe
une application continue f : Y — X telle que f~'(A) = B. On dit que A
est I'-complet si A est I'-dur et de classe I'. Par définition, tout ensemble I'-
complet est un vrai I'', et la réciproque est vraie si I' est une classe borélienne.
Notons que pour une classe borélienne, la définition de “vrai I'” a un sens
dans tout espace métrisable X.



Chapitre 1

Analyse harmonique et théorie
descriptive des ensembles

Dans ce chapitre, tous les groupes localement compacts considérés seront
supposés commutatifs et a base dénombrable d’ouverts (autrement dit Polo-
nais). La lettre G désignera toujours un tel groupe. Les résultats présentés ici
se situent a la frontiere entre I'analyse harmonique et la théorie descriptive
des ensembles. On trouve d’une part des extensions a tous les groupes locale-
ment compacts de résultats connus dans le cas du cercle T, et d’autre part la
mise en évidence d’un phénomene “descriptif” assez surprenant : I’abondance
de familles naturelles d’ensembles “mince” qui sont exactement de troisieme
classe de Borel additive.

1.1 Ensembles d’unicité

Notons I le groupe dual de G. Par transformation de Fourier, on identifie
L*(T") & une sous-algebre de Cy(G), notée A(G). Le dual de A(G) est 'espace
des pseudo-mesures sur G, et se note PM(G). Ainsi, PM(G) s’identifie a
L>(T"), et toute mesure sur G est une pseudo-mesure. Une pseudo-fonction
sur GG est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier tend vers 0 a
Iinfini.

On dit qu'un fermé F C G est un ensemble d’unicité s’il ne porte
aucune pseudo-fonction non nulle. Dans le cas ou G = T, il revient au méme
de dire que E est un ensemble d'unicité pour les séries trigonométriques,
autrement dit que la seule série trigonométrique convergeant vers 0 partout
en dehors de E est la série nulle; d’ou la terminologie employée. On dit
qu'un fermé E C G est un ensemble d’unicité au sens large s’il ne porte
aucune mesure pseudo-fonction non nulle ; dans le cas du cercle, les ensembles
d’unicité sont donc les fermés d’unicité pour les séries de Fourier-Stieltjes.
On note U la famille des fermés d’unicité, et Uy la famille des fermés d’unicité
au sens large. Enfin, on pose M = F(G) \ U (ensembles de multiplicité) et
My = F(G) \ Uy (ensembles de multiplicité au sens strict).



Les familles U et Uj sont toutes les deux des o-idéaux de fermés : si (E,)
est une suite de fermés de type U (resp. Up) et si E est un fermé contenu dans
U,, En, alors E € U (resp. Up). C’est immédiat pour Uy, et relativement facile
a montrer pour U. De plus, on vérifie sans difficulté que U et Uy sont des
parties coanalytiques de F(G). En 1983-1984, Solovay et Kaufman ([Kau2],
[Kau3]) ont montré indépendemment que U et Uy sont IT}-complets, et ne
sont donc pas boréliens dans IC(T). Cela “expliquait” en un certain sens les
difficultés rencontrées depuis toujours pour caractériser de fagon simple les
ensembles d’'unicité du cercle. Ce résultat a montré 1'utilité potentielle de la
théorie descriptive des ensembles pour 1’étude de certaines questions d’ana-
lyse harmonique; et inversement, I'analyse harmonique a en partie motivé
I’étude systématique des o-idéaux de compacts menée par Kechris, Louveau
et Woodin dans [KeLW]. Le théoreme de Solovay et Kaufman a été étendu
par Valérie Tardivel ([Ta]) a tous les groupes localement compacts.

En 1987, Debs et Saint Raymond ont résolu un vieux probleme de Nina
Bary en prouvant que tout ensemble borélien d’unicité pour les séries de
Fourier-Stieltjes est maigre dans T. Plus précisément, ils montrent dans
[DebStR] que le o-idéal U, possede la propriété de recouvrement : si
A C T est un ensemble 3] dont tous les sous-fermés sont d’unicité au
sens large, alors A est recouvrable par une suite de fermé d’unicité au sens
large. Dans le méme article, ils montrent également qu’en plus de ne pas étre
borélien, le o-idéal U ne possede méme pas de base borélienne : autrement
dit, il n’existe pas de partie borélienne B de IC(T) telle que les ensembles
d’unicité soient exactement les compacts réunions dénombrables d’éléments
de B. En ce sens, le o-idéal U(T) est plus compliqué que Uy(T) qui, lui,
possede une base borélienne ([DebStR], [KeL2]).

Ces deux résultats découlent de certaines propriétés “structurelles” de
U et Uy et d'un théoreme général concernant la propriété de recouvrement
pour les o-idéaux de fermés. Un des points clés était de prouver une version
“locale” du théoreme de Solovay et Kaufman. Dans [3], j’ai établi cette version
locale pour tous les groupes localement compacts.

Théoreme 1.1.1 Soit E un fermé de G.
(1) Si E ¢ U, alors UNF(E) est I1{-complet.
(2) Si E & Uy, alors UyN F(E) est I1}-complet.

Le résultat principal de [3] est en fait beaucoup plus précis; voir 1.3.6 et
1.3.8.

En reprenant la méthode de Debs et Saint Raymond, le théoreme 1.1.1
permet d’obtenir les deux résultats suivants.

Corollaire 1.1.2 Le o-idéal Uy(G) posséde la propriété de recouvrement.

Corollaire 1.1.3 Le o-idéal U(G) ne posséde pas de base borélienne.



1.2 Synthese harmonique

1.2.1 Ensembles de synthese

On dit qu'un fermé £ C G est un ensemble de synthése (harmonique)
si toute pseudo-mesure portée par E peut étre approchée au sens de la to-
pologie préfaible de PM(G) par des mesures portées par E. Par dualité, il
revient au méme de dire que toute fonction f € A(G) nulle sur E peut étre
approchée au sens de la norme de A(G) par des fonctions nulles au voisinage
de E. On notera SYNTH(G) la famille des ensembles de synthese.

Il n’est pas difficile de voir que SY NT'H(G) est une partie coanalytique
de F(G). On observe pour cela qu'un fermé E est de synthese si et seulement
si, pour tout compact K C E, toute fonction f € A(G) nulle sur E peut étre
approchée au sens de la norme de A(G) par des fonctions nulles au voisinage
de K : cela découle du fait que A(G) posseéde une unité approchée formée de
fonctions a support compact. Par suite, un fermé F C G est de synthese si
et seulement si

V(f, K) € A(G) x K(G)
{(fEOsurEetKCE)=>

(Ve >0 dg € A(G) g =0 au voisinage de K et ||g — f||a <5)}.

La relation R(f, K, E) entre accolades étant borélienne dans A(G) x
K(G) x F(G), cela prouve que SY NTH(G) est IIi.

De plus, on dispose d'un ITj-rang tres naturel sur SY NTH(G). Pour
tout sous-espace vectoriel M C PM(G), notons M’ 'ensemble des pseudo-
mesures S € PM(G) qui sont limites préfaible d’une suite d’éléments de M.
Partant de M(©® := M, on définit par induction sur l'ordinal & un sous-
espace M©) C PM(G) en posant ME+D) = (M(S))/ et M© = Un<5/\/l(’7) si
& est limite. D’apres le théoreme de Banach-Dieudonné, il existe un ordinal
dénombrable tel que M est 'adhérence préfaible de M dans PM(G). Le
rang d'un ensemble de synthese E C G est alors défini par

r(E) = min{{ € wy; PM(FE) = M(E)(g)} ,

ou M(E) C PM(G) est 'ensemble des mesures portées par E. Kechris et
Solovay ont montré que r est un IT}-rang sur SY NTH(G).

Katznelson et McGehee ([KatMcG]) ont montré que le rang r n’est pas
borné sur SY NTH(T), ce qui, d’apres le théoreme de la borne pour les IT}-
rangs, prouve que SY NTH(T) n’est pas borélien dans F(T). Dans [5], j’ai
étendu ce résultat a un groupe G' quelconque.

Théoréme 1.2.1 SYNTH(G) n'est pas borélien dans F(G).

La preuve de ce théoréeme se fait en deux étapes. On montre d’abord, par
la méthode des algebres tensorielles de Varopoulos (voir [LdP]), qu’il suffit
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de traiter le cas ou G est le groupe de Cantor 2. De facon précise, on montre
le résultat suivant.

Lemme 1.2.2 ] eziste une application borélienne ® : IKC(2¥) — F(G) telle
que DY(SYNTH(G)) = SYNTH(2%).

On montre ensuite que le rang r n’est pas borné sur SYNTH(2¢) en
s’inspirant de la méthode de Katznelson et McGehee. D’apres le théoreme
de la borne, cela montre que SY NT H(2%) n’est pas borélien, ce qui termine
la preuve du théoreme. O

On ne connait pas d’autre démonstration du fait que SY NT H n’est pas
borélien. En particulier, on ne sait pas si SYNTH est en fait IT}-complet.

1.2.2 Pseudo-fonctions synthétisables

On dit qu'une pseudo-mesure S € PM(T) est synthétisable si S est
dans 'adhérence préfaible des mesures portées par son support. La famille

des pseudo-mesures synthétisables est étudiée en détail par Kechris, Louveau
et Tardivel dans [KeLT].

Notons S la famille des pseudo-mesures synthétisables de norme au plus
égale a 1. Il n’est pas difficile de voir que S est une partie coanalyique de
(B1(PM),w*). Dans [KeLT] , il est montré que le rang p : S — w; défini par

p(S) =min{é <wy; S € M(supp(S))(S)}

est un IT}-rang sur S, et que ce rang n’est pas borné. Ainsi, S n’est pas
borélien dans By (PM).

Il est naturel de se demander ce qu’il en est pour les pseudo-fonctions
synthétisables. Cette question est également examinée dans [KeLT], ou elle
est reliée a une classe d’ensembles minces intermédiaire entre U et U : la
classe U; de Piatetski-Shapiro. On dit qu'un fermé E C T est de type U; si
I’idéal

I(E)={f € A(T); f=0sur E}
est préfaiblement dense dans A(T) = PF(T)*. Si on remplace I (E) par I'idéal
J(E) des fonctions nulles au voisinage de E, on obtient la classe U, et on
obtient Uy en remplagant I(F) par le cone I~ (E) = {f € A(T); Re(f) <
0 sur E'}. La classe U; semble encore plus mystérieuse que U, et a fortiori
que Uy. Dans [KeLT], il est montré que les énoncés suivants sont équivalents.

(1) Le rang p est borné sur S N PF, autrement dit S N PF' est borélien.
(2) U, est II3.
(3) Le o-idéal Uy engendré par Uy est ITi.



On dit qu'un fermé E C T est de type Uj si I(E) est préfaiblement
séquentiellement dense dans A(T). Il est facile de voir que la classe Uj est
31 dans K(T), et on sait que U] est une base pour le o-idéal Uy ([PS]). Par
conséquent, si U est borélien dans IC(T), alors les trois énoncés précédents
sont vrais. Remarquons au passage que les familles correspondantes U’ et U]
sont toutes les deux X3 dans K(T), que U} est une base de Uy ([DebStR],
[KeL2]), mais que U’ n’est pas une base de U puisque U ne possede pas de
base borélienne.

Il est tres probable que le rang p n’est pas borné sur S N PF, et donc
que U] n’est pas borélien. Dans [4], j’ai obtenu deux résultats tres partiels
pointant dans cette direction.

Proposition 1.2.3
(1) I existe des pseudo-fonctions synthétisables qui ne sont pas de rang
1.
(2) La classe U] n’est ni I13, ni X9 dans K(T).

1.3 Vrais X} en analyse harmonique

Les résultats présentés ici illustrent tous un phénomene “descriptif” assez
étonnant : 'abondance, en analyse harmonique, de famille naturelles d’en-
sembles “minces” qui sont exactement de troisieme classe de Borel additive.
On a cité plus haut les familles U’ et U/, et on va en évoquer deux autres ici :
la famille des ensembles de type H, et la famille des ensembles de Helson.

Définition 1.3.1 On dit qu’un compact E C T est un ensemble de type
H sl existe un voisinage V de 0 tel que nE NV = 0 pour une infinité
d’entiers n.

On notera H la famille des ensembles de type H. Il est bien connu que
tout ensemble de type H est un ensemble d’unicité, et tres facile de voir que
H est une partie 39 de (T). Dans [Ln], T. Linton a montré que H est un
vrai 39 de K(T). Dans [1], j’ai obtenu la version “locale” suivante.

Théoréme 1.3.2 Si £ C T est un compact de multiplicité, alors H N K(E)
est un vrai X3 de K(E). Plus précisément, il n’existe pas d’ensemble A € T19
tel que HNK(E) C ACU.

En particulier, si F € M, alors U N K(FE) n’est pas Gy, et n’est donc
pas borélien d’apres le théoreme de dichotomie pour les o-idéaux de com-
pacts ([KeLW]). On retrouve ainsi (dans le cas du cercle) la version locale du
théoreme de Solovay et Kaufman, avec une preuve relativement simple.

Définition 1.3.3 On dit qu’un compact K C G est un ensemble de Hel-
son si toute fonction continue sur K est la restriction d’une fonction de

A(G).



On notera HELS la famille des ensembles de Helson. Un argument de
dualité montre qu'un compact K C G est un ensemble de Helson si et seule-
ment si il existe une constante o > 0 telle que

[l par = o ||l ar

pour toute mesure p portée par K. La plus grande constante possible s’ap-
pelle la constante de Helson de K ; on la notera o(K).

Il n’est pas difficile de montrer que pour o > 0 donné, la famille H FLS,,
des ensembles de Helson de constante au moins égale a a est une partie G
de IC(G). En effet, on a a(K) > « si et seulement si

Vi€ M(G)  (supp(p) C K et ||pf| >1= Iy el |a(y)]>a).

La condition entre parentheses est G dans (M(G), w*) x K(G). Comme
M (G) est préfaiblement K, cela prouve que HELS,, est G5. On en déduit
immédiatement que HELS est X9 dans K(G). Dans [2], j’ai obtenu le résultat
suivant.

Théoreme 1.3.4 La famille des ensembles de Helson parfaits est un vrai
39 de K(T).

J’ai également montré que le méme résultat est vrai si on ne considere
cette fois que des ensembles dénombrables. Ainsi, méme si on sait qu’un
compact est dénombrable, il n’est pas plus facile de décider s’il est ou non
de Helson.

Théoréme 1.3.5 HELS N K, (T) est un vrai 33 de K, (T), I’ensemble des
compacts dénombrables de T.

Les méthodes de [3] m’ont permis de généraliser assez sensiblement le
théo- réme 1.3.4. Dans ce qui suit, une partie A de K(G) est dite héréditaire
si elle est close par en dessous pour l'inclusion, autrement dit si les conditions
K C Let L € Aentrainent K € A. D’autre part, si A est une partie de K(X),
on note Ay I'ensemble des compacts de G qui sont réunion d’un nombre fini
d’éléments de A deux a deux disjoints. Enfin, on dit qu'un fermé E C G est
partout de type My si V N E € My pour tout ouvert V rencontrant E. Dans
[3], j’ai obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1.3.6 Soit E un fermé partout de type My. S1 G est un Gs dense
héréditaire de K(G), alors il n’existe pas d’ensemble A € II3 tel que G; N
K(E) C AcC U,.

Comme HFELS est stable par réunion finie d’aprés un résultat célebre
de Varopoulos (voir [LdP]), on retrouve ainsi 1.3.4 en prenant par exemple

pour G la famille des ensembles de Kronecker contenus dans E. On déduit
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également de 1.3.6 que les familles U’ et U] sont des vrais 9 de K(G). Enfin,
on obtient aussi le résultat suivant, du a Kechris dans le cas du cercle ([Kel]).
Compte tenu du théoreme de dichotomie pour les o-idéaux de compacts, c’est
une forme forte de 1.1.1, (2).

Corollaire 1.3.7 Si E C G est un fermé partout de type My, il n’existe pas
de o-ideal Gs dense dans KC(E) et contenu dans Uy.

Voici enfin un autre résultat du méme type, également démontré dans [3],
qui est la version précise de 1.1.1, (1) mentionnée plus haut. Pour I’énoncer,
on a besoin d'une derniere définition : on dit qu'un compact K C G est un
ensemble de Dirichlet s’il existe une suite de caracteres de G tendant vers
I'infini et convergeant uniformément vers 1 sur K. Il est bien connu que tout
ensemble de Dirichlet est d’unicité. On note D la famille des ensembles de
Dirichlet de G.

Théoréme 1.3.8 Si E est un fermé de multiplicité, il n’existe pas d’en-
semble A € TI3 tel que Dy NK(E) C ACU.

Comme conséquence inattendue de ce théoreme, on obtient le résultat
suivant, di & Koérner ([K63]) dans le cas du cercle. Bien entendu, Kérner uti-
lisait une construction directe, tandis que ’argument donné ici est purement
“descriptif”.

Corollaire 1.3.9 Il existe un compact K C G qui est a la fois de Dirichlet
et de Helson, mais qui n’est pas de synthése harmonique.

Preuve. D’apres un résultat fondamental de Korner et Kaufman ([K&2],
[Kau2]) étendu par Saeki au cas des groupes localement compacts ([Sae]), il
existe un compact F C G qui est a la fois de Helson et de multiplicité. Comme
E est de Helson, il existe une constante C' telle que ||u||ar < C'||p]|par pour
toute mesure i # 0 portée par E'; et d’autre part, un compact K C E est
de synthese harmonique si et seulement si il est sans vraies pseudo-mesures,
autrement dit toute pseudo-mesure portée par K est en fait une mesure. En
choisissant un ensemble dénombrable M dense dans A(G) formé de fonctions
ne s’annulant pas sur E, on en déduit qu'un compact K C E est de synthese
harmonique si et seulement si

VfeM VS € B (PM) (supp(S) C K = |(S, )| < C||fllcu) -

Comme la boule unité de PM est préfaiblement compacte et que la relation
entre parenthese est ouverte en (S, K) € PM x K(G), on en déduit que
SYNTHNK(E) est G5 dans K(E). Comme SYNTH NK(E) = HELSN
SYNTHNIK(FE) est également stable par réunion finie d’apres le théoreme
de Varopoulos, il découle donc de 1.3.8 que SY NT'H NK(FE) ne contient pas
DNK(E). O
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Chapitre 2

Familles héréditaires de
compacts

Les résultats décrits ici sont motivés par ceux du chapitre 1. Toutefois, il
s’agit ici uniquement de théorie descriptive des ensembles, I'analyse harmo-
nique n’apparaissant plus explicitement.

Dans tout ce qui suit, la lettre X désigne un espace Polonais, et on note
comme toujours K(X) I'espace des compacts de X. Pour éviter des compli-
cations vides, on dira qu'une partie A de K(X) est non maigre si A\ {0} est
non maigre dans I(X) au sens habituel.

2.1 Complexité des idéaux de compacts

Un idéal de compacts de X est une partie Z de K(X) héréditaire pour
I'inclusion et stable par réunion finie. Par exemple, les ensembles de Helson
d’'un groupe localement compact forment un idéal d’apres le théoreme de
Varopoulos, de méme que les ensembles de type U’ ou U|.

Comme il est dit plus haut, j’ai montré dans [2] et [3] que si G est un
groupe localement compact, alors HELS, U’ et U} sont des vrais X9 de
I’espace des compacts de GG. Les démonstrations étaient cependant un peu
trop “terre a terre”, obscurcies par l'utilisation systématique de construc-
tions d’analyse harmonique certes classiques, mais relativement techniques.
Dans [6], j’ai montré un résultat du méme type pour une classe tres générale
d’idéaux de compacts.

Le résultat principal de [6] peut essentiellement s’énoncer comme suit.
Rappelons que si I' est une classe borélienne, une partie A d’un espace Po-
lonais Z est dite I'-dure lorsque pour tout espace Polonais Y de dimension

0 et tout ensemble B C Y de classe I, il existe une application continue
f:Y — Z telle que f~1(A) = B.

Théoréme 2.1.1 Soit T un idéal de KK(X). On fait les hypothéses suivantes.
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(1) Il existe une suite (A,) de parties héréditaires de IC(X) telle que

() Z=U,A,

(i) ZNK(V) # A, N K(V) pour tout ouvert non vide V C X et
pour

tout p.

(2) Z contient un G5 dense héréditaire de K(X).

Alors on peut conclure que l'idéal T est X3-dur.

Comme tout idéal G est un o-idéal d’apres un résultat de Dougherty
(voir [Kel] ou [12]), on en déduit immédiatement :

Corollaire 2.1.2 Soit T un idéal de KK(X). On fait les hypothéses suivantes :
(1) Z est réunion d’une suite de G5 héréditaires;
(2) Z contient un G5 dense héréditaire.

Alors ou bien T est X3-complet, ou bien il existe un ouvert non vide V.C X

tel que ZNIKC(V) est un o-idéal Gy,

Ce dernier résultat est dans la pratique tout a fait efficace pour montrer
qu'un idéal de compacts est X9-complet. Par exemple, dans le cas des en-
sembles de Helson, HELS est la réunion de la suite de G héréditaires (A,),
o A, est la famille des compacts ayant une constante de Helson au moins
égale a %D, et HELS contient la famille des ensembles de Kronecker, qui est
un G dense héréditaire. Comme H FE LS n’est nulle part un o-idéal, on peut
appliquer 2.1.2. On peut aussi appliquer directement 2.1.1 sans passer par le
théoreme de Dougherty.

Il est clair cependant que I'énoncé de 2.1.2 n’est pas entierement satis-
faisant : il semblerait bien plus naturel de remplacer (2) par I'hypothese
que Z est comaigre dans K(X), et (1) simplement par ’hypothese que Z est
9. Avec S. Solecki et M. Zeleny, nous avons obtenu dans [12] un résultat
plus convaincant, qui exhibe une “trichotomie” intéressante vérifiée par les
idéaux de compacts suffisamment “riches”. Pour I’énoncer, on a besoin de la
définition suivante.

Définition 2.1.3 Soit Z une partie de K(X). On dit qu'un point x € T est
un point de concentration de Z s’il existe un ensemble dense D C X
tel que la propriété suivante ait lieu : pour toute suite (x,) de points de D
convergeant vers x, on a {x} U{x,; n € N} € Z. On dit que T est riche en

suites si (JZ # 0 et si tout point x € \JZ est un point de concentration de
7.

Au premier abord, cette définition peut sembler quelque peu artificielle.
Le théoreme suivant montre que la “richesse en suites” est en fait tres liée
aux notions classiques de “non-maigritude” et de “comaigritude”.

Théoréme 2.1.4 Soit T une partie de K(X).
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(1) SiZ est un idéal comaigre, alors l'ensemble des points concentration
de T est comaigre dans X . Si T est un idéal non maigre, alors I’ensemble
des points de concentration de I non maigre dans X .

(2) On suppose que T est X9 et héréditaire. Si I’ensemble des points de
concentration de I est non maigre dans X, alors I est non maigre dans
K(X).

A propos de (2), il faut noter que la conclusion ne peut pas étre améliorée
si on suppose que I'ensemble des points de concentration de Z est comaigre :
on ne peut pas conclure dans ce cas que Z est comaigre dans (X). 11 suffit
pour cela de considérer X = X;UXs, ou X; et X, sont deux parfaits disjoints
de R, et T ={K € K(X); KNX; ou KN X, estfini}. La situation est
cependant plus favorable si Z est un idéal :

Corollaire 2.1.5 Un idéal 9 est comaigre dans K(X) si et seulement si
I’ensemble de ses points de concentration est comaigre dans X.

Dans ce corollaire, il est essentiel de supposer que l'idéal est Y. Par
exemple, l'idéal Z C KC(R) constitué par les compacts n’ayant qu'un nombre
fini de points d’accumulation est 39 dans C(R) et tout point x € R est un
point de concentration de Z, mais Z est maigre dans IC(R).

On peut maintenant énoncer le résultat de trichotomie obtenu dans [12].
Rappelons qu'une partie A d’un espace Polonais Z est dite universellement
Baire si, pour toute application continue f : Y — Z d’un espace Polonais
Y dans Z, I'ensemble f~'(A) possede la propriété de Baire dans Y.

Théoréme 2.1.6 Soit T un idéal de K(X) universellement Baire, et soit
x € X. On suppose que x est un point de concentration de Z. Alors on est
dans l'un des trois cas suivants.

(1) Z est X3-dur.

(2) T est TI3-dur.

(3) Il existe un voisinage ouvert V de x tel que TN (V') est un o-idéal.

Comme premiere conséquence de 2.1.6, voici un résultat de trichotomie
“global”. On l'obtient en remarquant que si Z est un idéal de K(X) qui est
un o-idéal au voisinage de chaque point de |JZ, alors Z est un o-idéal.

Corollaire 2.1.7 Soit T un idéal de K(X). On suppose que I est riche en
suites et universellement Baire. Alors ou bien I est X9-dur, ou bien T est
I13-dur, ou bien T est un o-idéal.

Il n’est pas difficile de voir (sans utiliser le théoreme de Dougherty)
que tout idéal Gy et dense dans IC(X) est riche en suites. D’autre part,
on sait ([KeLW]) qu'un o-idéal X est nécessairement Gs. On déduit donc
immédiatement de 2.1.7 le résultat suivant, qui illustre nettement I'interdépendance
entre les propriétés “structurelles” d'un idéal et ses propriétés decriptives.
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Corollaire 2.1.8 SiZ est une partie dense de K(X), les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(i) Z est Gs et est un idéal;

(i) Z est AY et est un idéal riche en suites ;

(iii) Z est X} et est un o-idéal.

Comme autre conséquence de 2.1.6, on obtient une généralisation satis-
faisante et tres naturelle de 2.1.2.

Corollaire 2.1.9 Soit Z un idéal de KK(X). On suppose que L est non maigre
dans K(X), et universellement Baire. Alors ou bien I est X3-dur, ou bien T
est TIS-dur, ou bien il existe un ouvert non vide V. .C X tel que TNK(V) est
un o-idéal.

Notons qu’on ne peut pas ici obtenir mieux qu’une trichotomie “locale” :
il suffit de considérer le cas ot X = N U {oo} et T est l'idéal des parties
finies de X. Par ailleurs, si I'idéal Z est I}, on peut remplacer “o-idéal” par
“o-idéal G§” dans le troisieme cas, d’apres le théoreme de dichotomie pour
les o-idéaux de compacts. On peut aussi le faire si Z est Xi puisque tout
o-idéal X1 est Gs. Voici pour finir une conséquence treés simple de 2.1.9.

Corollaire 2.1.10 Si T est un idéal AY et comaigre dans K(X), alors il
existe un ouvert dense V. C X tel que TN IK(V) est un o-idéal Gs.

2.2 Ensembles comaigres et super-comaigres

La notion suivante joue un role techniquement important dans [6] (cf
2.1.1). Rappelons qu’'une partie A de K(X) est dite héréditaire si A est
close par en dessous pour l'inclusion.

Définition 2.2.1 On dira qu’'un ensemble A C C(X) est super-comaigre
si A contient un Gs dense héréditaire de K(X).

Bien entendu, tout ensemble super-comaigre est comaigre. Le probleme
suivant semble tres naturel.

Probléme 2.2.2 Une partie A de K(X) a la fois comaigre et héréditaire
est-elle nécessairement super-comaigre ¢

I1 est facile de voir que pour résoudre positivement ce probleme, il suffit
de le faire pour tous les ensembles comaigres héréditaires et 3. En effet,
si A C K(X) est comaigre, alors A contient un G5 dense G. La cloture
héréditaire de G, définie par

her(G) ={K e K(X); 3Le G K C L}
est alors un ensemble X! comaigre héréditaire, et si A est héréditaire, on a
her(G) C A. Si on sait résoudre positivement 2.2.2 pour les ensembles 3},
on sait donc le faire en général.

Ce probleme est étudié dans [10], ot on établit le résultat suivant.
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Théoréme 2.2.3 Toute partie de K(X) comaigre, héréditaire et II] est
super-comaigre.

La preuve de ce théoreme repose sur la caractérisation suivante des en-
sembles super-comaigres. Pour n € N*, notons F,, I'ensemble des compacts
de X possedant au plus n éléments. On dira qu'un fermé F C K(X) est
absolument rare si F N F,, est d'intérieur vide dans F,, pour tout n € N*,

Lemme 2.2.4 Un fermé F C K(X) est absolument rare si et seulement si
il existe un ouvert dense héréditaire U C K(X) tel que U N F = 0. Par
conséquent, un ensemble A C K(X) est super-comaigre si et seulement si
K(X)\ A peut étre recouvert par une suite de fermés absolument rares.

Grace a ce lemme, démontrer le théoreme 2.2.3 revient a prouver que
si A C K(X) est I}, comaigre et héréditaire, alors Z = K(X) \ A peut
étre recouvert par une suite de fermés absolument rares. Pour ce faire, on
raisonne par I'absurde en supposant que tel n’est pas le cas. Comme Z est
31, il découle d’un théoréme de Solecki ([Sol]) que Z contient un Gg qui
n’est pas non plus recouvrable par une suite de fermés absolument rares.
On peut donc essentiellement se ramener au cas ou Z est G5. On parvient
alors a montrer que le joueur I possede une stratégie gagnante dans le jeu de
Banach-Mazur G(Z, (X)), ce qui contredit le fait que Z est maigre dans
K(X). O

En combinant 2.2.3 et 1.3.6, on obtient le résultat suivant, qui montre
que Uy ne contient essentiellement pas d’idéal TI3. C’est une amélioration
sensible de 1.3.7. Comme toujours, les groupes localement compacts sont
supposés non discrets, commutatifs et Polonais.

Corollaire 2.2.5 Soit G un groupe localement compact. Si E C G est un
fermé partout de type My, alors il n’existe pas d’idéal TI3 de K(E) non maigre
dans KK(E) et contenu dans Uy.

Il est tres probable que moyennant une hypothese ad hoc de théorie des
ensembles, la réponse au probleme 2.2.2 est en fait négative. Une réponse
positive est cependant plausible, comme le montre le résultat suivant. Si

r € NY, on note w? le plus petit ordinal non dénombrable dans le modele
L(x).

Théoréme 2.2.6 On suppose qu’on a w¥ < w; pour tout x € NN, Alors tout
ensemble comaigre héréditaire est super-comaigre.
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2.3 Ensembles de Rudin

On dit qu'une partie A d’un groupe localement compact G est un en-
semble indépendant si tous les éléments de A sont d’ordre ¢(G), l'ordre
topologique de G, et si les seules relations de Z-dépendance entre éléments
de A sont les relations triviales : si xy...,x; sont des éléments de A deux
a deux distincts et si nq,...,n; sont des entiers vérifiant Z'f n;x; = 0, alors
n;x; = 0 pour tout 7. Rudin a montré ([Ru]) qu’il existe dans T des compacts
de type M, indépendants. De tels ensembles sont appelés ensembles de
Rudin.

Le résultat de Rudin est formellement analogue au théoreme de Debs et
Saint Raymond évoqué au chapitre 1 (cf 1.1.2). En effet, compte tenu du
théoreme de Solecki mentionné plus haut, on peut reformuler le résultat de
Debs et Saint Raymond comme suit : Si E est un fermé partout de type My,
alors tout G5 dense de E contient un compact de type My. Dans les deux
cas, on a affaire a une famille de “petits” ensembles (la famille des compacts
indépendants, ou la famille des compacts contenus dans un G5 donné), et
a une famille de “gros” ensembles (la famille des compacts de type My).
La conclusion est qu’il existe un “gros” ensemble qui est également “petit”.
De plus, dans les deux cas la famille de “petits ensembles” est comaigre (et
méme G5 dense) dans 'espace des compacts de G, et elle est déterminée
par les ensembles finis : un compact est “petit” si et seulement si tous ses
compacts finis le sont. Quant a la famille de “gros” ensembles, elle est du
type

Mp = {K; K porte une mesure p € B},
ou B est une certaine famille de mesures de probabilité, en 'occurence la
famille des mesures de Rajchman sur T, les mesures dont la transformée
de Fourier tend vers 0 a l'infini. La démonstration originale de Rudin repose
sur un argument probabiliste, et n’a donc aucun point commun avec celle de
Debs et Saint Raymond. On va voir qu’il est cependant possible d’obtenir
ces deux résultats comme cas particuliers d’un théoreme “abstrait”.

Dans ce qui suit, on note P(X) I'ensemble des mesures de probabilité
boréliennes sur ’espace Polonais X, et 7 la topologie de la convergence étroite
sur P(X).

Il est bien connu que la famille R des mesures de Rajchman de T est
héréditaire pour ’absolue continuité : si p € R et si v << p, alors v € R.
D’autre part, R est évidemment fermée en norme dans P(T), et est également
I13 pour la topologie de la convergence étroite 7. En effet, la transformation
de Fourier F : P(T) — Bj=(z) est (7,w*)-continue et on a F*(¢p) = R,
d’ott le résultat car ¢o(Z) est de manicre évidente préfaiblement ITS dans
[*°(Z). Comme autres exemples de familles de mesures de probabilités B
vérifiant ces propriétés, on peut par exemple citer la famille des mesures
diffuses, la famille des mesures absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue, ou la famille P(A) des mesures concentrées sur un ensemble A €
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I13. Les familles My associées sont respectivement I’ensemble des compacts
non dénombrables, I’ensemble des compacts de mesure de Lebesgue non nulle,
et 'ensemble des compacts rencontrant A. On voit ainsi que le résultat du
type Rudin-Debs-Saint Raymond correspondant est vrai dans le premier cas,
faux dans le deuxieme cas, et faux en général dans le troisieme cas.

Il faut donc imposer d’autres conditions a la famillle de mesures B pour
obtenir un résultat du type Rudin-Debs-Saint Raymond. De fagon assez sur-
prenante, il se trouve qu'une propriété d’apparence anodine est en fait suffi-
sante. Pour motiver la définition qui va suivre, rappelons d’abord que d’apres
un résultat classique de Hahn (voir [K61]), la boule unité de ¢o(N) est une
partie TI3-complete de (Bieo vy, w*). Ainsi, pour tout ensemble B € 19 dans
un espace Polonais Y, il existe une application continue ® : Y — (B, w*)
telle que 7 *(cy) = B.

Définition 2.3.1 On dira qu’une partie B de P(X) est de type cq s’il existe
une application ® : P(X) — B a la fois (1, w*)-continue et (|| || |)-
lipschitzienne telle que @~ *(co) = B.

Par exemple, la famille des mesures de Rajchman d’un groupe localement
compact (non discret, commutatif, Polonais) est de type co.

Notons qu’un ensemble de type ¢y doit étre a la fois fermé en norme et
étroitement I19, et compte tenu de résultat de Hahn mentionné plus haut, on
pourrait penser que la réciproque est vraie. Le théoreme qui va suivre montre
en particulier qu’il n’en est rien. Notons également que d’apres un résultat
de Debs ([Deb2]), toute bande de mesures B borélienne et fortement convexe
est de type ¢o en un sens a la fois plus fort et plus faible : il existe un filtre
borélien F sur N et une application affine continue ® : P(X) — By telle
que B =@ !(cz), ot F = {x € [*; limgx, = 0}.

On peut maintenant énoncer le théoreme “abstrait” obtenu dans [10].

Théoréme 2.3.2 Soit B C P(X). On suppose que B est héréditaire et de
type co, et que X est le support d’une mesure diffuse p € B. Si T C K(X)
est TIY, héréditaire et non maigre, alors il existe un compact K € Mg dont
toutes les parties finies appartiennent a T

Comme expliqué plus haut, ce résultat permet de retrouver simultanément
les théoremes de Rudin et Debs-Saint Raymond :

Corollaire 2.3.3 Soit G un groupe localement compact.
(1) Tout fermé E C G de type My contient un compact indépendant de
type M.
(2) Si E C G est un fermé partout de type My, alors tout ensemble
A C E possédant la propriété de Baire et dont tous les sous-fermés
sont d’unicité au sens large est maigre dans E.
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On peut également déduire de 2.3.2 des généralisations de résultats clas-
siques dus a Mycielski ([My]), affirmant I’existence de compacts non dénombra-
bles vérifiant certaines conditions de “petitesse”. Le théoreme 2.3.2 montre
que dans ce type de résultats, on peut en fait remplacer “non dénombrable”
par “de type Mpg”, ou B est une famille de mesures héréditaire et de type
¢o. Ainsi, on obtient par exemple le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.4
(1) Si H est un Gs dense de R contenant 0, alors il eziste un com-
pact K C R de type My vérifiant les propriétés suivantes : K est
algébriquement indépendant et le groupe engendré par K est contenu
dans H.
(2) 1l existe un compact de type My dans R™, n > 1 qui rencontre chaque
hyperplan affine en au plus n points.

De la preuve du théoreme 2.3.2, on déduit aussi que si B C P(X) est une
famille de mesures de type cq, alors le o-idéal polaire

Ig = {K € K(X); pu(K) =0 pour toute p € B} = K(X) \ Mg
n’est pas “mince” :

Corollaire 2.3.5 Soit B C P(X). On suppose que B est héréditaire et
de type cq, et contient une mesure diffuse. Alors il existe une famille non
dénombrable de compacts de type My deux a deux disjoints. En particulier,
B n’est pas séparable en norme.

Ce résultat montre en particulier que si A\ est une mesure de probabilité
diffuse sur X, alors By = L'(\) N P(X) n’est pas de type ¢y, méme si B
est fermée en norme et étroitement IT3. On pouvait également déduire ce fait
directement du théoreme 2.3.2. Un autre exemple est B =P(A), ol A C X
est la réunion d’une suite de parfaits d’intérieur vide deux a deux disjoints.

Dans 2.3.2, on ne peut en général pas conclure que Z contient un compact
de type Mg : il suffit de considérer le cas o Z = Uy et B est la famille des
mesures de Rajchman. On peut toutefois le faire si la famille de mesures B
est Gs.

Proposition 2.3.6 Soit B C P(X) héréditaire et étroitement Gs. On sup-
pose que X est le support d’une mesure de B. SiZ C K(X) est I}, héréditaire
et non maigre, alors I contient un compact de type Mg.

La preuve est beaucoup plus simple que celle de 2.3.2 : compte tenu du
théoreme 2.2.3, c¢’est une application assez directe du théoreme de Baire. [
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2.4 Exemples de vrais IT}

Certaines méthodes de [10] permettent également de donner des exemples
naturels d’ensembles exactement de troisieme classe de Borel multiplicative.

La proposition suivante généralise un résultat récent de Balcerzak et
Darji. La preuve donnée dans [10] est tres différente de celle de [BalDj], et
assez nettement plus simple. Une autre preuve de ce résultat figure également
dans [12]. Si Z est une partie héréditaire de K(X), on note ZP*f I'ensemble
des compacts K C X tels que VN K & 7 pour tout ouvert non vide V
rencontrant K.

Proposition 2.4.1 Soit 7 une partie héréditaire de K(X) possédant la pro-
priété de Baire. Si T est non maigre et si IP* est dense dans K(X), alors
vt nlest pas 9.

La proposition s’applique par exemple avec Z = {K; A(K) = 0}, ou A
est une mesure de probabilité ayant pour support X, ou encore en supposant
X localement compact sans point isolé et en prenant pour Z la famille des

compacts maigres de X. Dans les deux cas, on obtient que ZP*f est un vrai
13 de K(X).

Voici enfin un résultat concernant certaines familles de mesures.

Proposition 2.4.2 Soit B C P(X) héréditaire et stable par combinaisons

convexes infinies. On suppose que le o-idéal polaire Iy est non maigre dans
K(X), et que X € IE™. Alors B n'est pas 39,

Par exemple, on obtient ainsi que si X n’a pas de point isolé, alors, pour
toute mesure de probabilité A ayant pour support X, la famille By = L'(A\)N
P(X) est un vrai IT de P(X). De méme, la famille des mesures de Rajchman
d’un groupe localement compact G est un vrai I3 de P(G).
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Chapitre 3

Continuité séquentielle forte

3.1 Fonctions lisses sur c¢

Il est bien connu que tout espace de Banach séparable Y est un quotient
de I*(N) ; autrement dit, il existe une surjection linéaire continue de (! sur Y.
Cette propriété de ! n’est évidemment pas satisfaite par tous les espaces de
Banach. Cependant, Bates a démontré que si X est un espace de Banach de
dimension infinie, alors on peut construire une surjection de classe C! de X
sur n’'importe quel espace de Banach séparable Y ([Bts]). Pour X = ¢, Hajek
([H&1], [H42]) a montré qu'une telle surjection ne peut en général pas étre
choisie plus réguliere. Convenons de dire qu'une application entre espaces de
Banach est lisse si elle est de classe C! et a dérivée uniformément continue
sur les bornés.

Théoréme 3.1.1 (Héjek) Soit Y un espace de Banach. On suppose que Y
est de type fini, ou bien que Y ne contient pas cq et posséde une base incondi-
tionnelle. Alors toute application lisse f : co — Y est compacte : ['image de
toute partie bornée de cy est relativement compacte dans Y. En particulier,
il n’existe pas de surjection lisse de co sur'Y si'Y est de dimension infinie.

Au vu de ce résultat, il est trés naturel de conjecturer que si Y est un
espace de Banach ne contenant pas cg, alors toute application lisse de ¢y dans
Y est compacte. Comme toute suite bornée dans ¢y possede une sous-suite
faiblement de Cauchy, on est donc conduit au probleme suivant.

Probléeme 3.1.2 Une application lisse de ¢y dans un espace de Banach ne
contenant pas ¢y change-t-elle nécessairement les suites faiblement de Cauchy
en suites convergentes ¢

Ce probleme est la motivation principale de [7], ot on obtient quelques
indications positives partielles. Remarquons d’abord qu’une application f :
co — Y change les suites faiblement de Cauchy en suites convergentes si
et seulement si f est uniformément continue sur les bornés pour la topolo-
gie faible de ¢y, ce qui revient & dire que si (h;) est une suite convergeant
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faiblement vers 0 dans ¢y, alors f(x + h;) tend vers f(z) uniformément sur
les bornés ; a fortiori, la convergence a lieu au sens de Cesaro. Méme sans la
condition d’uniformité, la continuité de fp, pour la topologie faible entraine
que f(0B.,) est nécessairement dense dans f(B,,). Dans [7], on obtient deux
résultats compatibles avec ces remarques.

Théoreme 3.1.3 Soient X et Y deux espaces de Banach; on suppose que
Y est de cotype fini et que X n’est pas de cotype fini. St f : X — Y est une
application lisse, alors, pour tout ouvert borné Q C X, f(0S2) est dense dans

f(82).

Ainsi, les applications lisses d’un espace de cotype trivial dans un espace
de cotype non trivial ont un comportement “harmonique”. Des résultats ana-
logues sont démontrés par exemple dans [BoF] et [DevGZ]; voir également
[BeLind]. Bien entendu, il est tres tentant de conjecturer qu'il existe des for-
mules de représentation intégrale, par exemple pour les fonctions lisses sur
B,,. Mais ceci est une autre histoire.

Proposition 3.1.4 Soit Y un espace de Banach de cotype fini, et soit f :
co — Y une fonction lisse. Si (h;) est une suite convergeant faiblement vers
0 dans co, alors f(x + h;) tend vers f(x) au sens de Cesaro, uniformément
sur les bornés. Plus précisément, la quantité

sup { H U5+ b~ fG)]

1€l

; FFCN, |F\:n}

tend vers 0 uniformément sur les bornés.

Ce dernier résultat a été récemment amélioré par Deville et Hajek ([DevH]) :
la réponse au probleme 3.1.2 est positive si [’espace de Banach'Y est de cotype

fini.

3.2 Fonctions FSC

Dans la preuve du théoreme de Héjek 3.1.1, et également dans [DevH], le
point clé est le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1 (Héjek) La réponse au probléeme 3.1.2 est positive pour
Y =R. Autrement dit : si f : co — R est une fonction lisse, alors f change
les suites faiblement de Cauchy en suites convergentes.

La preuve donnée par Hajek est assez alambiquée, et I'une des motivations
de [7] était de tenter de la comprendre un peu mieux. Les efforts faits dans
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cette direction ont mis en évidence le role joué par une notion de continuité
intermédiaire entre la continuité et la continuité uniforme, qu’on a appelé la
continuité séquentielle forte.

Soit f : ¢ — R une fonction lisse, et soit (h;) une suite convergeant
faiblement vers 0 dans c¢q. Si on applique 3.1.4 avec Y = R, on voit que la
quantité

inf{|f(z + hi) = f(2)]; @ < n}

tend vers 0 uniformément sur toute partie bornée de cy. Cela justifie la
définition suivante.

Définition 3.2.2 Soit G un groupe topologique commutatif, et soit (Y,d)
un espace métrique. On dit qu’une application f : G — Y est fortement
séquen- tiellement continue (F'SC) sur un ensemble B C G si pour
toute suite (h;) tendant vers 0 dans G, on a

lim infd(f(x+ h;), f(z)) =0

n—oo 1<n

uniformément sur B.

L’utilité de cette notion réside dans le lemme suivant qui, compte tenu
de 3.1.4, entraine immédiatement le résultat de Hajek énoncé plus haut.

Lemme 3.2.3 5@ f : G — Y est FSC sur un ensemble B, alors f change
les suites de Cauchy d’éléments de B en suites convergentes.

La continuité séquentielle forte était purement instrumentale dans [7],
mais il était naturel d’étudier cette notion plus en détail. C’est ce qu’on a
fait dans [8]. Dans tout ce qui suit, la lettre G désigne un groupe topologique
commutatif.

Bien entendu, toute fonction FSC sur G est séquentiellement continue,
et toute fonction séquentiellement uniformement continue est FSC. La plus
grande partie de [8] est consacrée a étudier dans quelle mesure ces impli-
cations admettent des réciproques. S’il est a peu pres clair qu'une fonction
séquentiellement continue n’a en général aucune raison d’étre FSC, il n’est
a priori pas évident qu’il puisse exister des fonctions FSC qui ne soient pas
séquentiellement uniformément continues. On dira que le groupe G est un
bon groupe si toute fonction FSC f : G — R est séquentiellement uni-
formément continue, et que G est un mauvais groupe dans le cas contraire.

Le lemme 3.2.3 permet de donner immédiatement des exemples de bons

groupes. En effet, il découle de 3.2.3 que si B est une partie de G telle que
toute suite d’éléments de G possede une sous-suite de Cauchy, alors toute
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fonction FSC sur B est séquentiellement uniformément continue sur B. En
particulier, tout groupe métrisable et précompact est un bon groupe.

Les deux théoremes suivants montrent que tout groupe raisonnablement
“complet” est un bon groupe.

Théoreme 3.2.4 Si G est métrisable et est un espace de Baire, alors G est
un bon groupe.

Corollaire 3.2.5 Tout groupe complétement métrisable est un bon groupe.
En particulier, R est un bon groupe.

La preuve de 3.2.4 repose de maniere essentielle sur le lemme suivant,
dont la preuve est presque immédiate. On reparlera de ce lemme plus loin.

Lemme 3.2.6 Soit (V) une suite d’ouverts de G. On suppose qu’il existe
une suite (x,,) tendant vers 0 telle que G =V, U (V,, + x,) pour tout n € N.
Si G est un espace de Baire, alors il existe un point x € G appartenant a une
infinité d’ensembles V,.

Sans aucune hypothese sur G, la conclusion du lemme reste valable si
on suppose que la série Y z,, est inconditionnellement convergente, ce
qui signifie que toutes ses sous-séries convergent dans G. La méme méthode
fournit alors le théoreme suivant.

Théoréme 3.2.7 Si toute suite (h,) tendant vers 0 dans G posséde une
sous-suite (k) telle que la série y k, est inconditionnellement convergente,
alors G est un bon groupe.

Si on n’exige pas d’inconditionnalité dans la propriété de G décrite plus
haut, on obtient ce qu’on appelle la propriété (K), introduite par Kli§ dans
[K1]. On sait ([BurKL]) qu'un groupe métrisable possedant la propriété (K)
est nécessairement un espace de Baire. Par conséquent, le théoreme 3.2.7 ne
présente un intérét que pour un groupe G non métrisable. Comme exemples
de groupes auxquels 3.2.7 s’applique, on peut citer les groupes du type G =
(X, w), ou X est un espace de Banach possédant la propriété de Schur (toute
suite faiblement convergente converge en norme), ou G = D({2), l'espace des
fonctions “test” sur un ouvert 2 C R"™.

Le résultat suivant exhibe une classe générale de mauvais groupes. Rap-
pelons qu’un caractére de G est un homomorphisme continu v : G — T.

Définition 3.2.8 On dira que le groupe G est de type Dirichlet s’il existe
une suite (7,) de caractéres de G vérifiant les propriétés suivantes.

(1) (y) “tend vers Uinfini” au sens suivant : il existe une suite (hy,) ten-
dant vers 0 dans G telle que 7,(hy,) reste a distance positive de 1.

(i) () converge simplement vers 1 sur G.
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Par exemple, tout sous-groupe dénombrable dense de R est de type Diri-
chlet ; plus généralement tout sous groupe dense de R engendré par une suite
croissante d’ensembles de Dirichlet est de type Dirichlet. Tout espace vecto-
riel normé de dimension algébrique dénombrable est de type Dirichlet. Tout
groupe du type G = (X, w), ou X est un espace de Banach ne possédant
pas la propriété de Schur, est de type Dirichlet. Notons enfin que pour les
sous-groupes de T, la notion de “type Dirichlet” remonte a Arbault ([Arb]).

Théoreme 3.2.9 Si G est de type Dirichlet et n’est pas précompact, alors
G est un mauvais groupe.

Comme conséquence des deux théoremes précédents, on obtient une ca-
ractérisation amusante de la propriété de Schur.

Proposition 3.2.10 Soit X un espace de Banach séparable, et soit G =
(X, w) Uespace X muni de sa topologie faible. Alors G est un bon groupe si
et seulement si X posséde la propriété de Schur.

En particulier, ce résultat montre que la classe des espaces de Banach
X pour lesquels G = (X, w) est un bon groupe est stable par produit. La
situation est completement différente si on considere des parties bornées d'un
espace de Banach X. En effet, si X est un espace de Banach possedant la
propriété de Schur, ou bien un espace de Banach ne contenant pas (!, alors
toute fonction f : (X, w) — R FSC sur la boule unité de X est uniformément
séquentiellement continue sur (Bx,w) : dans le premier cas, cela vient d’'une
variante du théoreme 3.2.4, et dans le deuxieme cas, cela découle du lemme
3.2.3 combiné au théoréme I' de Rosenthal. Le résultat suivant peut donc
sembler quelque peu surprenant.

Proposition 3.2.11 Si X = ¢y x I!, alors il existe une fonction FSC sur

(X,w) qui n’est pas séquentiellement uniformément continue sur la boule
unité de X.

Il y a certainement encore des questions intéressantes concernant les bons
groupes et les mauvais groupes. Par exemple, on ne sait pas si un groupe
compact (non métrisable) est nécessairement un bon groupe, et on ignore
également si la classe des bons groupes est stable par produit.

Voici enfin deux résultats de nature plus élémentaire. Les démonstrations
ne sont pas difficiles, mais celle de 3.2.12 semble tout de méme nécessiter
le théoreme de Ramsey pour les paires d’entiers. Notons au passage que la
preuve du lemme 3.2.3 donnée dans [7] utilise le théoréme de Ramsey pour
les triplets d’entiers.

Proposition 3.2.12 La somme de deux fonctions FSC est FSC. Le produit
de deuz fonctions FSC bornées est FSC.
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Proposition 3.2.13 Soit G un sous-groupe dense de R. St f : G — R est
FSC mais non uniformément continue, alors f est oscillante a 'infini au
sens sutwant : il existe une constante a > 0 telle que pour tous mombres
positifs K, et pour tout entier N, on peut trouver x1,...,xony € G tels que
K<z <...<zon et

(1) i1 —x; <e pour tout i < 2N ;

(i) f(zox) — f(xe—1) > a pour tous k,l < N.

3.3 Un lemme simplificateur

Comme indiqué plus haut, un cas particulier du lemme suivant joue un
role central dans la preuve du théoreme 3.2.7. Rappelons qu'une série a termes
dans G est dite inconditionnellement convergente si toutes ses sous-séries
convergent dans G.

Lemme 3.3.1 Soit G un groupe topologique commutatif, et soit (A,) une
suite de boréliens de G. On suppose qu’il existe une suite (x,) de points de
G telle que les propriétés suivantes sont vérifiées.

(1) La série Y  x,, converge inconditionnellement dans G.

(2) G = A, U (A, + x,) pour tout n € N.
Alors il existe un point x € G appartenant a une infinité d’ensembles A,.

Il se trouve que ce lemme possede également une autre vertu : on peut
I'utiliser pour donner des preuves tres simples et presque identiques de plu-
sieurs résultats classiques d’analyse fonctionnelle, comme le théoreme ! de
Schur, la continuité “automatique” des applications linéaires boréliennes, les
théoremes de Vitali-Hahn-Sacks et Nikodym, ou le théoreme d’Orlicz-Pettis.
Cela est expliqué dans [9]. Voici a titre d’exemple une preuve d’un résultat
de type “Orlicz-Pettis” du a Kalton ([Kal]).

Théoréme 3.3.2 (Kalton) Soit G un groupe commutatif muni de deuz to-
pologies de groupe T et T, avec To plus fine que 7. On fait les hypotheses
sutvantes.

(1) (G, 712) posséde une base de voisinages de 0 formée d’ensembles T-

fermés.

(2) (G, 1) est séparable.
Alors toute série convergeant inconditionnellement dans (G, 1) converge aussi
inconditionnellement dans (G, 1s).

Preuve. En utilisant (1), on voit facilement qu’il suffit de montrer que si une
série >z, converge inconditionnellement dans (G, 1), alors z,, tend vers 0
pour 7y. Fixons une telle série Y x,, et supposons que z,, ne tende pas vers
0 pour 7. Quitte a extraire une sous-suite, il existe donc un 7»-voisinage de
0, noté U, tel que z, & U pour tout n € N. D’apres (1), on peut trouver un
Ty-voisinage de 0 symétrique, noté V', qui vérifie V + V C U et est de plus
11-fermé. Alors, pour tout point a € G, 'ensemble {n € N; z,, —a € V'} est
fini : en effet, cet ensemble est vide si a € V', et si a € V le résultat suit car
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G\ 'V est T-ouvert et x,, — a tend vers —a € G\ V pour 77. Soit maintenant
(F,,) une suite croissante de parties finies de G telle que J,, F}, est dense dans
(G, 72). En utilisant la remarque précédente, on construit par récurrence une
sous-suite (z,) de (z,) telle que z, € F,, — F,, +V pour tout n. Soit alors W
un 7o-voisinage de 0 symétrique, 7 -fermé, tel que W +W C V. Les ensembles
A, =G\ (F, + W) sont m-ouverts, et on a G = A, U (2, + A,,) pour tout
n par le choix de z,. D’apres 3.3.1 appliqué a (G, 1), on peut donc trouver
un point z € G tel que z, € F,, + W pour une infinité d’entiers n, et donc
pour tout n puisque la suite (F,) est croissante. Cela contredit la densité de
U, £ dans (G, 12). O

Un point amusant est que 3.3.1 peut dans certains cas se substituer au
théoreme de Baire, alors que la preuve de ce lemme donnée dans [9] est basée
sur un argument de théorie de la mesure. Todorcevic a observé qu’on peut
également démontrer ce lemme en utilisant le théoreme de Ramsey infini
(voir [ArgTo]).
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Chapitre 4
Dynamique linéaire

La dynamique des opérateurs linéaires est un domaine de recherche assez
récent, qui s’est considérablement développé depuis une quinzaine d’années.
Mon intérét pour ces questions est lui aussi récent, et certains des résultats
décrits ici sont encore tres partiels. On peut donc voir une partie de ce cha-
pitre comme un programme de recherche a court ou moyen terme.

Si T est un opérateur linéaire continu sur un K-espace vectoriel topolo-
gique X, on note Op(z) 'orbite d'un vecteur z € X sous l'action de T,

Or(x) ={T"(z); n € N}.

L’opérateur T est dit cyclique s’il existe un vecteur x € X tel que 'espace
vectoriel engendré par Op(z) est dense dans X, hypercyclique s'il existe
un vecteur z tel que Op(z) est dense dans X, et supercyclique s'il existe
un vecteur z tel que KOrp(x) := {\T™(z); n € N, A € K} est dense dans X.

Les exemples “historiques” d’opérateurs hypercycliques habituellement
cités sont les opérateurs de translation sur l'espace des fonctions entieres
H(C) (Birkhoff [Bi]), I'opérateur de dérivation sur H(C) (McLane [McL]),
et les opérateurs du type T' = A B, ou B est le “backward shift” usuel sur
I>(N) et A > 1 (Rolewicz [Ro]). La supercyclicité a été introduite par Hilden
et Wallen ([HiW]) en 1973. Bien entendu, la notion de cyclicité est beaucoup
plus ancienne.

4.1 Formes faibles de supercyclicité

Dans [11], on étudie deux formes faibles de supercyclicité. Dans ce qui suit,
la lettre X désigne un espace de Banach complexe, séparable et de dimension
infinie. On dit qu'un opérateur 7' € L(X) est faiblement supercyclique
s’il est supercyclique pour la topologie faible de X, autrement dit s’il existe
un vecteur x € X tel que COp(x) est faiblement dense dans X. On dit que
T est N-supercyclique (N > 1) s’il existe un sous-espace vectoriel £ C X
de dimension N tel que |J,,cy 7" (E) est dense dans X.
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Dans [Sal2], Salas donne une caractérisation de la supercyclicité pour les
shifts & poids sur X = ¢g(Z) ou IP(Z). En utilisant cette caractérisation, on
obtient le résultat suivant.

Théoreme 4.1.1 Si un shift a poids est N-supercyclique pour un certain
entier N, alors il est supercyclique.

Hilden et Wallen ont remarqué dans [HiW] qu'un opérateur normal n’est
jamais supercyclique. Ce résultat tres simple a été étendu de deux manieres
différentes par Bourdon ([Bou]) et Feldman ([Fel]). Bourdon a montré qu’'un
opérateur hyponormal (c’est-a-dire vérifiant ||T*x| < ||Tz|| pour tout z € X)
n’est jamais supercyclique, et Feldman a montré qu’un opérateur normal n’est
jamais N-supercyclique. Dans [11], on généralise ces deux résultats.

Théoreme 4.1.2 Un opérateur hyponormal n’est jamais N -supercyclique.

L’idée de la preuve est de se ramener au résultat de Feldman en montrant
que si un opérateur hyponormal est N-supercyclique pour un certain entier
N, alors il est en fait normal. Pour cela, on utilise le lemme suivant, qui peut
avoir un intérét propre. Un opérateur S sur un espace de Banach Y est dit
N-multicyclique s’il existe un sous-espace F' C Y de dimension N tel que
I'espace vectoriel engendré par | J, .y S™(F) est dense dans Y.

Lemme 4.1.3 Soit T € L(X), et soient wy, ... ,w, des rationnels de T deux
a deux distincts. Si T est N-supercyclique, alors lopérateur S = wiT @ ... P
wpT" est N-multicyclique.

Grace a ce lemme, on peut utiliser un théoreme classique de Berger et
Shaw pour montrer que si 7" est un opérateur N-supercyclique et hyponormal,
alors 'opérateur positif T*T — TT* est un opérateur a trace de trace nulle,
autrement dit 7' est normal. Il

L’argument qui vient d’étre expliqué est inspiré de celui utilisé dans [Bou],
ol Bourdon se ramene a la remarque de Hilden et Wallen en montrant qu'un
opérateur hyponormal et supercyclique est nécessairement normal. La preuve
de Bourdon ne semble pas pouvoir s’adapter au cas de la supercyclicité faible,
mais 'approche précédente permet d’obtenir le méme résultat dans ce cas
aussi. On peut en fait aller un peu plus loin et obtenir le théoreme suivant.

Théoreme 4.1.4 Tout opérateur hyponormal et faiblement supercyclique est
multiple d’un opérateur unitaire.

Pour la preuve, on procede comme suit. Ayant montré comme plus haut
qu'un opérateur T" hyponormal et faiblement supercyclique est nécessairement
normal, on peut considérer T' comme un opérateur de multiplication par une
certaine fonction bornée, agissant sur un espace L. Pour conclure, on montre
que cette fonction est de module constant a I’aide du lemme suivant.
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Lemme 4.1.5 Soient Sy et Sy deux opérateurs sur des espaces de Banach
Xy et Xo. Sion asup{|zi|; z1 € 0(S1)} < inf{|z]; 22 € o(S)}, alors
S =51 ® Sy n'est pas faiblement supercyclique.

Au vu de 4.1.4, il est bien str naturel de se demander si un opérateur
unitaire peut étre faiblement supercyclique. De fagon assez surprenante, c¢’est
effectivement le cas.

Théoreme 4.1.6 Soit u une mesure de probabilité borélienne sur T, et no-
tons M, lopérateur de multiplication par z agissant sur L*(p).
(1) On suppose que pour tout ensemble mesurable A C T tel que pu(A) =
1, il existe un rationnel w € T, w # 1, tel que ANwA # (). Alors M,
n’est pas faiblement supercyclique. C’est le cas en particulier si y n’est
pas singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue.
(2) Sile support de j est un ensemble de Helson de constante égale a 1,
alors M, est faiblement supercyclique.

Ce théoreme suggere un certain nombre de questions. Par exemple, on
ne sait pas si la conclusion de (2) reste valable lorsque le support de la me-
sure 4 est un ensemble de Helson de constante non nécessairement égale a 1.
De méme, il doit pouvoir étre possible d’exhiber une classe de mesures plus
générale que celle donnée par (1), pour lesquelles 'opérateur M, n’est pas
faiblement supercyclique. Un candidat naturel aurait pu étre la classe des me-
sures de Rajchman, mais S. Shkarin a construit tres récemment une mesure de
Rajchman p pour laquelle lopérateur M, est faiblement supercyclique ([Sh]).
Incidemment, ce résultat montre qu’il existe des mesures de Rajchman ne
vérifiant pas la condition (1) ci-dessus, ce qui est compatible avec I'existence
d’ensembles de Rudin. Notons également que si p est une mesure de Rajch-
man, alors 2" tend faiblement vers 0 dans L?(y), donc il ne peut pas exister
de fonction f € L?(u) telle que COyy(f) soit faiblement séquentiellement
dense dans L?(j1). Ainsi, dans I'exemple de Shkarin, Uopérateur M, est fai-
blement supercyclique mais pas faiblement “séquentiellement supercyclique”.
Dans [Sh|, Shkarin montre que le shift bilatéral sur [P(Z) vérifie lui aussi cette
propriété si p > 2.

Au vu de ce qui précede, le probleme suivant est trés naturel.

Probleme 4.1.7 Peut-on caractériser “simplement” les mesures de proba-
bilités sur T pour lesquelles l'opérateur M, est faiblement supercyclique ¢

Ce probleme est peut-étre du ressort de la théorie descriptive des en-
sembles. En écrivant la définition, on voit que la famille des mesures pour
lesquelles l'opérateur M, est faiblement supercyclique est une partie coana-
lytique de I'espace des mesures sur T, et il est tout a fait possible qu’on ait
affaire a un vrai coanalytique.
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4.2 Taille de ’ensemble des vecteurs hyper-
cycliques

Cette section concerne un travail en cours avec Frédéric Bayart ([15]), di-
rectement motivé par les résultats de ([Bay1]). Pour le moment, les améliorations
apportées a [Bayl] ne sont pas assez significatives pour étre considérées
comme satisfaisantes.

Il est facile de voir que si T" est un opérateur hypercyclique sur un espace
de Fréchet X, alors I'ensemble HC(T') des vecteurs hypercycliques pour T
est un Gy dense de X. Ainsi, U'ensemble X \ HC(T) est “petit” au sens de
Baire. Il est naturel de chercher a voir ce qu’il en est pour d’autres notions
de “petitesse”. On s’intéresse ici a la o-porosité et a la Haar-négligeabilité.

Dans un espace métrique (F,d), un ensemble A est dit poreux si, pour
tout point x € A, il existe une constante A > 0 telle que la propriété suivante
ait lieu : toute boule ouverte B = B(z,r) centrée en x contient une boule
B’ de rayon A\r telle que B'N A = (). Cette notion a été introduite par
Dolzenko ([Dol]) en 1967, et abondamment étudiée depuis (voir par exemple
[Za] et [ZaZe]). Un ensemble est dit o-poreux sil est réunion dénombrable
d’ensembles poreux. Dans R", tout ensemble o-poreux est a la fois d’intérieur
vide et de mesure de Lebesgue nulle.

Dans [Bayl], il est montré que si B est le “backward shift” usuel sur
X = [*(N), alors X \ HC(2B) n’est pas o-poreux. Ce résultat peut étre
généralisé comme suit.

Théoréme 4.2.1 Soit T un “backward shift” a poids sur X = co(N) ou

IP(N). S"il existe un vecteur x € X tel que 0 ¢ Or(x), alors X \ HC(T') n’est
Pas o-poreuz.

On trouve également dans [Bayl] un résultat concernant l'opérateur de
translation par 1 sur ’espace des fonctions entieres sur C, muni de la distance
d définie par

d(faQ) = 22_nmin(17 Hf - g||n)>
0

ou ||u||, = sup{|u(z)|; |z| < n}. Plus généralement, on peut considérer sur
H(C) des distances du type

d=(f,g9) = Zgnmin(lv I[f = glln)
0

ou € = (g,) est une suite sommable de réels strictement positifs. On obtient
alors le théoreme suivant, qui est une forme un peu plus générale du résultat

de [Bayl].
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Théoréme 4.2.2 Soit T' un opérateur de translation sur X = H(C). S’il
existe une constante ¢ > 0 telle que g, < ¢ ), €, pour tout n € N, alors
X\ HC(T) est o-poreux pour la distance dx.

Il serait bien sur tres intéressant de savoir si la conclusion est différente
lorsque la suite (g,) décroit tres vite vers 0. Par ailleurs, on peut se poser les
mémes questions pour d’autres opérateurs naturels sur H(C), par exemple
lopérateur de dérivation. Au vu du résultat concernant les shifts a poids, il
semble raisonnable de conjecturer que dans ce cas, I'ensemble des vecteurs
non hypercycliques n’est pas o-poreux, au moins pour certaines catégories
de distances dz. La difficulté principale pour adapter la preuve de 4.2.1 est
bien entendu 'inhomogénéité des disyances dz.

Dans un groupe abélien Polonais GG, un ensemble universellement me-
surable A est dit Haar-négligeable s’il existe une mesure de probabilité
borélienne p sur G telle que (A + x) = 0 pour tout x € G. Cette no-
tion a été introduite par Christensen ([Chr]) en 1972, et redécouverte 20 ans
plus tard par Hunt, Sauer et Yorke ([HuSY]). Elle a depuis suscité beaucoup
d’intérét, dans des directions variées; voir par exemple [Mat| et [So2]. Si le
groupe G est localement compact, les ensembles Haar-négligeables sont exac-
tement les ensembles négligeables pour la mesure de Haar de G. Si G n’est
pas localement compact, alors tous les compacts de G sont Haar-négligeables.
Les deux résultats suivants sont tres simples, et certainement susceptibles
d’améliorations.

Proposition 4.2.3 Soit T' un “backward shift” a poids sur X = c¢o(N) ou
IP(N), donné par une suite de poids (w,). Pour n € N, on pose 0, =
inf;>, 0,5, ot Op; = wj...wj_ps1. St la suite (é) définit un élément de X,
alors X \ HC(T) n’est pas Haar-négligeable.

L’hypothese faite sur la suite de poids (w,,) est clairement ad hoc. Il doit
pouvoir étre possible d’obtenir au moins, comme dans 4.2.1, que X \ HC(T)
n’est pas Haar-négligeable des lors que 1" possede au moins une orbite restant
loin de 0.

Proposition 4.2.4 Soit X = H(C), l’espace des fonctions entiéres sur C.
St T est l'opérateur de dérivation sur X, ou un opérateur de translation,
alors X \ HC(T') n’est pas Haar-négligeable.

Il est tres tentant de “conjecturer” ici que le méme résultat vaut pour
n’importe quel opérateur 7' sur H(C) qui commute avec tous les opérateurs
de translation. On sait (voir [GoSh]) que les opérateurs commutant avec les
translations sont du type ®(D), ou D est 'opérateur de dérivation et ® est
une fonction entiere de type exponentiel. On peut en fait montrer que si les
coefficients de Taylor de la fonction ® sont tous positifs, ou plus généralement
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si les coefficients de Taylor des puissances de ® peuvent se mettre sous la
forme ¢ (®™) = a, by puk, avec py > 0, alors I'ensemble des fonctions non
hypercycliques pour ®(D) n’est pas Haar-négligeable. Cela couvre les deux
cas précédents (P(z) = z ou P(z) = €*¥), mais on est encore loin du cas
général.

4.3 Universalité simultanée

Cette section concerne un travail trés récent avec Frédéric Bayart ([13]).
Le cadre est un peu plus général que celui des sections précédentes : on
considere des suites universelles d’opérateurs sur un espace de Fréchet X.
Une suite T = (7,,) € L(X) est dite universelle s’il existe un vecteur
x € X tel que 'ensemble {7},(x); n € N} est dense dans X. Un tel vecteur
x est dit universel pour T, et I’ensemble des vecteurs universels pour T est
noté Univ(T).

Si T est un opérateur hypercyclique sur un espace de Fréchet X, alors
HC(T) est un G dense de X. D’apres le théoreme de Baire, on en déduit
que si (Ty)ren est une famille dénombrable d’opérateurs hypercycliques sur
X, alors les T possedent un vecteur hypercyclique commun, en fait un Gs
dense de vecteurs hypercycliques communs. Plus généralement, si (T))aea
est une famille dénombrable de suites universelles Ty = (7}, )nen et si tous
les T}, » commutent entre eux, alors [, Univ(T)) est un G5 dense de X.

Le cas d’une famille non dénombrable de suites universelles est évidemment
plus subtil. Dans [AbG], Abakumov et Gordon montrent que si B est le “ba-
ckward shift” usuel sur [?(N), alors il existe un vecteur z € [*(N) qui est
hypercyclique pour tous les opérateurs AB, A > 1. De nombreux autres
exemples figurent par exemple dans [Bay2], [Bay3|, [BayGr| ou [CoSam)].
En particulier, on trouve dans [CoSam]| un critere général d’“universalité si-
multanée”. Ce critere concerne une famille de suites universelles (T'\) ea C
L(X), paramétrée par un intervalle A C R. On suppose que T;, x(z) dépend
continiment du couple (A, z), pour tout n € N fixé. On suppose également
qu’il existe un ensemble dense D C X tel que chaque opérateur T;, y possede
un inverse a droite S, : D — X. Comme il n’y a a priori aucune struc-
ture sur D, les applications S, » ne sont pas supposées linéaires, ni méme
continues. Le critere de Costakis et Sambarino s’énonce alors comme suit.

Théoréme 4.3.1 ([CoSam|) On suppose que pour toute semi-norme conti-
nue || . || sur X, pour tout point f € D et pour tout compact K C A, les
propriétés suivantes sont vérifiées.
(1) 1l existe une suite de nombres positifs (cx)ren telle que
o> T <oo;
i ||Tn+k,>\5n,a(f)

| < ¢k pour tous n,k e N et a, A€ K, a < \;
i ||Tn,)\5n+k,a(f)” <

r pour tous n,k € N et \,a € K, A < a.

SO
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(2) Pour tout € > 0, on peut trouver n > 0 tel que
0<p=A< L= [ToaSuulf) — fll <=

Alors (yep Univ(Ty) est un G dense de X.

Outre le fait qu’il permet de retrouver le résultat d’Abakumov et Gor-
don avec une preuve différente, ce critere s’appplique dans plusieurs cas
intéressants. Par exemple, il est utilisé dans [CoSam]| pour démontrer 1’hyper-
cyclicité simultanée de la famille (AD)ysq, out D est I'opérateur de dérivation
sur H(C), et il est également appliqué a la famille (Ty)x>1, ot Ty est le
“backward shift” sur >(N) associé & la suite de poids w(A) = (1+2) _ .
Cependant, la condition de sommabilite faite sur la suite (c;) semble trop
forte, ce qui rend le critere inefficace pour traiter d’autres exemples naturels.
D’autre part, le critere ne couvre pas tous les exemples d’hypercyclicité simul-
tanée traités dans [CoSam], en particulier celui des opérateurs de translations
sur H(C) ; mais dans ce cas précis, la démonstration présente des similitudes
évidentes avec celle du critere général, ce qui est un peu déroutant. Enfin,
pour les deux exemples mentionnés plus haut (dérivation et shift a poids),
la vérification des hypotheses nécessite un certain nombre de calculs un peu
fastidieux.

L’article [13] est en un sens une relecture de [CoSam], ol on a essayé de
prendre en compte les observations précédentes. On isole d’abord un critere
“mou” d’universalité simultanée pour des familles de suites d’opérateurs
conti- nument paramétrées. Ce critere est
tellement général qu’il en est trivial, mais il semble toutefois posseder une
certaine pertinence car met l'accent sur des propriétés communes a tous les
exemples mentionnés plus haut. On peut considérer que ce critere indique
une direction a suivre ; ensuite, il faut évidemment se donner un peu plus de
mal pour obtenir des résultats concrets.

Le premier résultat principal de [13] est un critere d’hypercyclicité si-
multanée formellement tres proche de celui de Costakis et Sambarino. 11 est
moins général, car il ne s’applique que dans un cadre Banachique, les condi-
tions imposées dépendant du type de I'espace de Banach sous-jacent. Mais
il est également plus “réaliste” car on n’impose pas de condition [!. Cela
permet par exemple d’obtenir des résultats d’hypercyclicité simultanée pour
les opérateurs de translation sur certains espaces LP a poids, et pour les
opérateurs de composition sur I'espace de Hardy H?(ID). Dans les 2 cas, on
peut vérifier que le critere de Costakis et Sambarino est inapplicable.

Par ailleurs, la démonstration utilise a la fois le théoreme de Baire et des
outils probabilistes non triviaux, en particulier le théoreme de majoration
de Dudley pour les processus sous-Gaussiens. Ce mélange des genres nous a
beaucoup amusés, et il y a peut-étre la une piste a explorer plus longuement.
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Théoreme 4.3.2 On suppose que l’espace de Banach X est de type p €
[1;2], et que pour tout f € D et pour tout compact K C A, on peut trouver
une constante M et un réel s > % tels que les propriétés suivantes soient

satisfaites.

M
(aa) ITXT SR < 15 pour tous nk €N et \a € K, A= a;

M
(32) [TRSE (DI € s pour tous mk € N et ha€ K, A <
by) |[(T7HF — Ttk Sk <M (n+k)\)\—u]; pour tous n,k € N et
( A p a 1+ ks

)\,,LL,O(EK; A,MZO(;
n|A — p

(ba) (TR=T;)(SEH ()] < MW, pourn,k e Net\,p<a e K.

Alors (yep HC(T)) est un Gs dense de X.

Le deuxiéme résultat principal de [13] concerne des familles & 1 parametre
de shifts a poids. Dans ce qui suit, X est un espace de Fréchet possedant une
base inconditionnelle (e,),en. On note D 'espace vectoriel engendré par les
vecteurs e,. On appelle suite de poids, toute suite de nombres strictement
positifs w = (w,,)n>1. Le shift a poids associé a une suite de poids w est
I'application linéaire Ty, : D — D définie par T'(ey) = 0 et T'(e,) = wp €1,
n > 1. On dit que la suite w est admissible pour X si Ty, se prolonge en un
opérateur linéaire continu sur X, encore noté T,.

Théoréme 4.3.3 Soit (W(\))rea une famille de suites de poids admissibles
pour X paramétrée par un intervalle A C R. Pour A € A, soit Ty € L(X) le
shift a poids défini par w(X). On fait les hypothéses suivantes.
(1) Toutes les fonctions w, () sont croissantes, et lipschitziennes sur les
compacts.
(2) Pour tout intervalle compact K C A et pour tout p € N, on peut
trouver deux ensembles d’entiers A et B tels que
(i) l’ensemble B contient toutes les différences n’ —n, oun,n’ € A
et
n' >n;
ii) pour tout A € K, chaque série
(ii) p g mze;g -
j €{0;...;p} converge dans X ;

1
(iii) Z ST ot Ly est la constante de Lipschitz de la
neA Zk:l k

fonction Log(wy) sur K.

1
€m+j,
L) X X Wi (V)

Alors les opérateurs T\ possedent un Gs dense de vecteurs hypercycliques
communs.

Voici une conséquence immédiate de 4.3.3, probablement plus lisible que
I’énoncé général.
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Corollaire 4.3.4 Siles propriétés suivantes sont vérifiées, alors les opérateurs
Ty possédent un Gs dense de vecteurs hypercycliques communs.
(1) Les fonctions Log(w,) sont croissantes, et lipschitziennes sur tout
compact avec des constantes de Lipschitz uniformément bornées.

(2) Pour tout A\ € A, la série Z
X.

e, converge dans

wi(A) X .o X wy(A)

On en déduit la généralisation suivante du résultat d’Abakumov et Gor-
don.

Corollaire 4.3.5 Soit w = (w,,) une suite de poids admissible pour X, et

posons Ay = inf {)\ >0; > — A" ¢, converge dans X}. Si Ty, est le

T w1 X...XWn

shift associ¢ a w, alors (s, HC(ATy) est un G5 dense X.

Le théoréeme 4.3.3 couvre également I’exemple de shift a poids donné dans
[CoSam] (w,(A) = 1+ 2), avec une légere amélioration : si X = I?(N), on
obtient I’hypercyclicité simultanée pour tous les A > %D, et si X = ¢(N),
on l'obtient pour tous les A > 0. Si on applique 4.3.3 dans X = H(C)
muni de sa “base canonique” (z"), on retrouve également sans aucun calcul
I'hypercyclicité simultanée de la famille (AD)y~q : Popérateur AD est le shift
a poids associé a w,(A) = nA. Enfin, dans le cas trivial ou l'intervalle de
parametre est réduit & 1 point, et si X = [P(N) ou ¢(N), il n’est pas difficile
de voir que les hypotheses de 4.3.3 se réduisent a la seule condition

sup wy X ... X w, = 00,
n

qui est la condition classique d’hypercyclicité pour un shift & poids Ty, ([Sall]).

Le troisieme résultat principal de [13] concerne des opérateurs de “translato-
dilatation” sur I'espace des fonctions entieres H(C). Contrairement aux deux
résultats précédents, il s’agit ici réellement de suites universelles T\ = (7),.,).
L’espace des parametres A est une partie de R? et pour A = (s,t) € A, la
suite T\ C L(H(C)) est donnée par

Toaf(2) = an(s) f(z +bu(2)),

ou a,(s) > 0 et by(t) € C.

Avant d’énoncer le résultat, introduisons une définition. Une paire de
séries de nombres positifs (> ap, > 5,) sera dite fortement divergente si la
propriété suivante a lieu : pour tout C' > 0, on peut trouver une suite de
parties finies de N non vides Fy < F} < ... telle que

o
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Par exemple, on voit facilement que la paire <Z Lolgn, > %) est fortement

divergente, mais que la paire (Z n%, > %) ne l'est pas si a > 0.

Théoreme 4.3.6 On suppose que l’espace des paramétres A est une réunion
dénombrable de rectangles compacts I x J vérifiant les propriétés suivantes.
(1) Toutes les fonctions an(s), bn(t) sont lipschitziennes sur I ou J.

(2) Pour tout disque E = D(0, R) C C, on peut trouver un entier N € N*

tel que
e b, (JYNE=0sin>N, et (E+b,(J))N(E+b,(J)) =0 si
In—m| > N;

o C\ (E+b,(J)) est connexe pour tout n > N.
(3) En posant‘an = m et B, = m, la paire (> an, Y Bn) est
fortement divergente.

Alors (yep Univ(T)) est un G dense de H(C).

On obtient par exemple ainsi 'universalité simultanée de la famille de
suites d’opérateurs définie par

Tanf(2) = can® f(z 4+ n()

ou A= (s,() € Rt xTet (c,) est une suite arbitraire (mais fixée) de nombres
strictement positifs. Cela généralise le résultat de [CoSam)] sur les translations
mentionné plus haut.

Voici pour finir quelques remarques sur le cas un peu mystérieux des
sommes directes de shifts. Soit B le “backward shift” usuel sur {?(N). D’apres
le critere de Salas, I'opérateur sB @B est hypercyclique sur 12 x [2 dés que s
et ¢ sont strictement supérieurs a 1; on notera T cet opérateur, A = (s,t) €
U :=]|1;00[x ]1; 00].

Il n’est pas tres difficile de voir que si A C U vérifie (N, , HC(T)) # 0,
alors A est de mesure de Lebesgue nulle; cette remarque est die a Sasha
Borichev. A l'opposé, les méthodes de [13] permettent de montrer que si A
peut étre recouvert par une suite de graphes de fonctions lipschitziennes
croissantes, alors (o, HCO(T)) est un Gs dense de * x 2. Il est parti-
culierement irritant de ne pas savoir ce qu’il en est pour des graphes de
fonctions lipschitziennes décroissantes. Par exemple, on ne sait méme pas si
No<se3 HC(T(54-5)) est vide ou non.

Signalons enfin qu’une application simple du théoreme de Kuratowski-
Ulam permet de voir qu'’il existe un G5 dense G C U tel que (., HC(T)) #
(). 11 serait intéressant de savoir & quoi peut ressembler un tel ensemble G.
Il serait sans doute également intéressant de mieux comprendre la famille de
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compacts

7:= {K cK(U); () HO(Ty) # @} :

AEK

qui, comme par un fait expres, se trouve étre un o-idéal G5 de IL(U). Comme
7 est topologiquement tres simple, il n’est pas absurde d’espérer trouver une
caractérisation géométrique des éléments de Z. Et pour conclure sur le mode
de la science-fiction, il n’est pas interdit de penser que ce retour “par la
fenétre” de la théorie descriptive des ensembles est moins anodin qu’il n’y
parait.
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CONCLUSION

I est difficile de prétendre qu’il existe une réelle unité dans les travaux
présentés ici. En guise de conclusion, je voudrais accentuer encore un peu
plus cet aspect hétéroclite (ou, si I'on préfere, cette diversité) en décrivant
brievement un travail tres récent en collaboration avec Robert Deville.

Le point de départ est un résultat récent de Z. Buczolich ([Buc]), qui a
construit une fonction f : R? — R partout différentiable vérifiant V f(0) = 0
et ||[Vf(z)]| > 1 pour presque tout € R% Un tel exemple n’existe pas
dans le cas d'une seule variable : c’est un résultat classique du a Denjoy. Le
probleme pour les fonctions de plusieurs variables a été posé dans les années
1960 par C. E. Weil, et donc résolu par Buczolich.

La démonstration de Buczolich est extrémement technique. La fonction f
construite est la limite d’une suite (f,) de fonctions de classe C!, et une des
difficultés principales consiste a assurer la différentiabilité de f en tout point.
Pour cela, on doit d'une fagon ou d'une autre “forcer” la suite (Vf,(z)) a
converger en tout point. Les arguments de Buczolich ont été considérablement
simplifiés par J. Maly et M. Zeleny ([MalZe]), qui ont pour cela introduit un
jeu extrémement intéressant. C’est un jeu infini a deux joueurs, I et II. Le
joueur I joue des points ag, ai, ... dans la boule unité de R?, et le joueur II
joue des droites Dy, Dy, . ... Lorsque I a joué a,, IT doit jouer une droite D,,
contenant a, ; I doit alors jouer un point a,.; de la droite D, et ainsi de
suite. Le joueur IT gagne si la suite (a,) est convergente. Maly et Zeleny ont
montré que dans ce jeu des points et des droites, le joueur II possede une
stratégie gagnante. C’est ce résultat qui permet de simplifier la preuve de
Buczolich.

Dans [14], on étudie des généralisations du jeu des points et des droites.
Au lieu de jouer dans R?, on peut jouer dans un espace de Banach X, et le
jeu devient alors le jeu des points et des hyperplans. On peut aussi décréter
que le joueur IT doit jouer non pas des hyperplans, mais des tranches de la
boule unité de X, ou encore des ouverts faibles de By. Il est tres amusant
de constater alors que l'existence d'une stratégie gagnante pour le joueur I
est liée a des propriétés bien répertoriées de I'espace de Banach X.

Théoreme 4.3.7 Soit X un espace de Banach.

(1) Le joueur I1 a une stratégie gagnante dans le jeu des points et des
tranches si et seulement si ’espace X possede la propriété de Radon-
Nikodym.

(2) Sil’espace X est super-réflexif, alors le joueur IT posséde une tactique
gagnante dans le jeu des points et des tranches.

(3) Le joueur II a une stratégie gagnante dans le jeu des points et des
ouverts faibles si et seulement si 'espace X posseéde la propriété des
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points de continuité.

Rappelons la différence entre une stratégie et une tactique : dans le
cas d'une stratégie, la réponse au coup a,, du joueur I peut éventuellement
dépendre de tous les coups précédemment joués; dans le cas d’une tactique,
la réponse dépend uniquement du coup a,, qui vient d’étre joué. La différence
peut parfois étre tres subtile. Par exemple, G. Debs ([Debl]) a construit un
espace topologique completement régulier Z vérifiant la propriété suivante :
dans le jeu de Banach-Mazur pour Z, le joueur II possede une stratégie ga-
gnante ou a chaque étape, la réponse aux n premiers coups de I ne dépend
que des deux derniers coups joués par I; mais IT ne possede néammoins pas
de tactique gagnante.

On ne sait pas si le joueur IT possede une tactique gagnante pour le jeu des
points et des tranches dans le cas Radon-Nikodym, ou une tactique gagnante
pour le jeu des points et des ouverts faibles dans le cas PCP. On ne sait pas
non plus s’il existe une tactique continue dans le cas super-réflexif.

Notons que dans les cas RNP et PCP, le joueur II possede une stratégie
gagnante d'un type tres particulier : a chaque étape, la réponse de IT aux
coups ao, - - -, a, joués par I dépend uniquement du dernier coup a,, et de son
numéro n. Galvin et Telgarsky ([GaTe]) ont montré que pour une certaine
classe de jeux incluant le jeu Banach-Mazur, I'existence d’une telle stratégie
entraine l'existence d’'une tactique gagnante; mais les jeux du type points—
sous-espaces ne rentrent pas dans ce cadre.

Comme expliqué plus haut, le jeu des points et des droites est utilisé par
Maly et Zeleny pour simplifier la construction de I'exemple de Buczolich.
En utilisant la méme idée, on montre dans [14] qu’il existe une fonction
f : R? — R différentiable en tout point, dont le gradient s’annule en 0 et est
cependant de norme exactement égale a 1 presque partout. Ainsi, I’équation
Eikonale ||Vul|| = 1 possede des solutions pour le moins pathologiques. Plus
généralement, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 4.3.8 Soit Q un ouvert de R, d > 2, et soit xy € €. Soit
également U un ouvert borné de R? contenant 0. Il existe une fonction lip-
schitzienne f : Q@ — R vérifiant les propriétés suivantes.

(1) f est bornée et différentiable en tout point de Q, avec Vf(Q) C U.

(2) f=0 surof.

(3) Vf(zo) =0, et Vf(x) € U pour presque tout x € SQ.

Il semble tres possible que 'on puisse utiliser avec profit des jeux du type
“points-droites” dans d’autres situations, éventuellement pour des questions
n’ayant rien a voir avec les fonctions différentiables. L’histoire n’est donc sans
doute pas terminée...
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