
Variable complexe

Examen du 5 Mai 2023
Durée : 3h

Cet examen est constitué uniquement de “questions de cours”

(1) On note ∆ le laplacien. Montrer que si f est une fonction holomorphe sur un
ouvert Ω Ă C, alors ∆|f |2 “ 4|f 1|2.

(2) Déterminer les rayons de convergence de
ř

`

2n
n

˘

zn et
ř

`

1´ 3
n`1

˘

?
n2`5

zn.

(3) On note log la détermination principale du logarithme. Montrer que la fonc-
tion log n’est pas continue sur C˚.

(4) Montrer que si z “ x`iy P C (avec x, y P R), alors | sinpzq|2 “ sinpxq2`shpyq2.

(5) Résoudre l’équation cospzq “ 3.

(6) Démontrer la formule de Green-Riemann pour un rectangle.

(7) Soit K le triangle de sommets 1 ´ i, 4 ` 3i, ´2 ` 3i. Calculer l’intégrale
I :“

ş

BK
z̄ dz.

(8) Montrer que pour z “ x` iy P C avec 0 ď y ď 1, on a |e´z
4
| ď e´x

4`6x2 ; puis

montrer à l’aide du théorème de Cauchy que
ş8

´8
e´x

4
dx “

ş8

´8
e´px`iq

4
dx.

(9) Soit Ω un ouvert connexe de C. Montrer que si f et g sont deux fonctions
holomorphes sur Ω telles que fg “ 0, alors f “ 0 ou g “ 0.

(10) Soit f une fonction entière. On suppose qu’on a fp0q “ 0 et |fpzq´sinpzq| ď 44
pour tout z P C vérifiant |z| ą 66. Montrer que fpzq “ sinpzq pour tout z P C.

(11) Soit ϕ la fonction définie par ϕpzq :“ 6z´5i
6`5iz

¨ Calculer |ϕpξq| lorsque |ξ| “ 1,
et en déduire que si |z| ă 1, alors |ϕpzq| ă 1.

(12) Déterminer le développement en série de Laurent de fpzq :“ 1
pz´2qpz´3qpz´4q

dans la couronne t1 ă |z ´ 2| ă 2u.

(13) Soit f une fonction holomorphe sur C˚. Montrer que si fpzq “ op1{|z|q quand
z Ñ 0, alors f peut se prolonger en une fonction holomorphe sur C.

(14) Soit a ą 1. Calculer l’intégrale Ipaq :“
ş2π

0
dt

a`sin t
en posant z :“ eit et en

appliquant le théorème des résidus.

(15) Calculer l’intégrale I :“
ş8

´8

dx
1`x6

¨

(16) Déterminer le nombre de zéros de P pzq :“ z5´ 7z4` 2z3` 9z2´ z` 21 dans
la couronne t1 ď |z| ď 2u.
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(17) Soit Ω un ouvert connexe de C. Montrer que si f est une fonction holomorphe
sur Ω et ne prenant que des valeurs réelles ou imaginaires pures, alors f est
constante.

(18) Montrer que la formule fpzq :“
ř8

n“0
1

pz´nq2
définit une fonction holomorphe

sur CzN.

(19) Soit ϕ : RÑ C une fonction borélienne bornée. Montrer que la formule

fpzq :“

ż 8

0

ϕptqetzdt

définit une fonction holomorphe sur Ω :“ tz P C; Repzq ă 0u.

(20) Soit pαnqnPN une suite de nombres positifs telle que
ř8

0 α
2
n ă 8. Montrer que

le produit infini
ś

|1` iαn| est convergent.


