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Questions de cours.

(1) Développer f(z) = ﬁ en série de Laurent dans la couronne {0 < |z| < 2}.

(2) Montrer que C* n’est pas simplement connexe, et que tout ouvert convexe de
C est simplement connexe.

ye 4z dz
(3) Calculer I'intégrale I = [, 5%,

(4) Déterminer le nombre de solutions de 1’équation 2* + 722 + 10z + 3 = 0 dans
le disque D(0,3).

(5) Montrer que la formule f(z) = >"° ¢ définit une fonction holomorphe sur
louvert Q@ = {z € C; Im(z) > 0}.

ou D est le disque unité {|z| < 1}.

Exercice 1. Dans tout l'exercice, f : [0,00[— C est une fonction continue bornée.
(1) Soit Q© = {s € C; Re(s) > 0}. Pour s € Q, on pose

L(s) = /000 f(t)e *tdt.

Justifier la définition, et montrer que la fonction L est holomorphe sur €.
(2) Soit @ un nombre réel strictement positif. Pour R > 0, on pose

Kpr(a) ={s € C; Re(s) >aet|s—a|] <R}.
(a) Dessiner Kg(a).
(b) Quelle est la valeur de l'intégrale faKR(a) L(s)ds?

(3) Dans cette question, on suppose que la fonction f est de classe C?, et que f’
et f” sont bornées sur [0, co].
(a) Soit a > 0, et soit g, la fonction définie par g,(t) = f(t)e~*. Déterminer

les limites de g,(t) et ¢/ (t) en +oo.
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(b) Soit toujours @ > 0. En exprimant L(s) a l'aide de g, et en intégrant
deux fois par parties, montrer que si s € Q vérifie s # a et Re(s) > a,
alors on peut écrire

L(s) = —— J(0) + @u(s),

ou ®,(s) est défini par

1 o0

D,(s)=— (7 (0 +/ "(H)e Tt )

) = e (0 "ot

(c) Calculer g7 (t), puis montrer qu’il existe une constante M, telle que pour
tout s € ) vérifiant Re(s) > a et s # a, on a

M
q)a s)| < e
2,(0)] < =2
(4) On se place toujours sous les hypotheses de la question (3). En utilisant (2b)
et (3), montrer que pour tout a > 0, on a la “formule d’inversion”

=2 [ tariay.

o0

Exercice 2. Le but de l'exercice est de montrer que pour tout z € C\ 7Z, on a

1 > 1
cotanz = — + 2z _.
—+20)

n=1
(1) Soit z € C\ 7Z fixé. On définit une fonction F' par la formule

cotan & _
(€ —2)

(a) Montrer que F' est une fonction méromorphe sur C, et déterminer ses
poles ainsi que leurs multiplicités.
(b) Calculer Res(F, z) et Res(F,nm) pour tout entier non nul n € Z.
(c) Le but de cette question est de calculer le résidu de F' en 0.
(i) Montrer que la fonction h définie par h(0) =1 et h(§) = £ cotan§
pour & # 0 est holomorphe sur le disque D(0, 7).
(ii) Observer que h est une fonction paire, et en déduire que A'(0) = 0.
(iii) Exprimer F'(§) a l'aide de h(&), puis calculer Res(F, 0).

(2) Pour N € N*, on note Ry le carré [—ay,ay] X [~ay,ay], ot ay = N7+ 7.
On considere évidemment Ry comme une partie de C.

F(§) =

(a) Dessiner Ry.



(b) Montrer que pour tout z € C\ 7Z intérieur a Ry, on a

N
1 cotan cotan z 1 2
— : d§ = —| =t § ﬁ :
21T Jor, £(§ — 2) z z 22 —n’r

n=1

(3) Soit z € C\ 7Z, et soit toujours N € N*.
(a) Montrer que pour tout nombre complexe £ = x + iy, on a
| sin é|* = sin®z + sh?y .

(b) Exprimer cotan?¢ en fonction de sin? &, puis déduire de (a) qu'il existe
une constante C' indépendante de N telle que |cotan&| < C' pour tout
£ € ORy.

(¢) Montrer que si Nm > 2|z|, alors

M
= m 9

cotan &

\Vlf S 8RN m

o M = 2C/7*.
(4) Déduire des questions précédentes la formule souhaitée pour cotan z.

Exercice 3. Le but de I'exercice est de montrer que pour tout z € C, on a

Y ()

n=1
(1) Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe 2 C C. On
suppose que f et g ne s’annulent pas et qu'on a f7 = %. En considérant la
fonction f/g, montrer qu'il existe une constante c telle que f = cg.
(2) Montrer que le produit infini ], <1 - fb—z) converge normalement sur tout

compact de C. Dans la suite, on posera

o--T1(-2)

(3) Déterminer les zéros de f.
(4) En utilisant la formule pour cotan z donnée dans l'exercice 2, montrer que
pour tout z € C\ Z, on a
f'(2)
f(z)

(5) Démontrer la formule souhaitée.

= mcotan (7z) .



