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Questions de cours.

(1) Pour a > 1, on pose I(a) =
∫ 2π

0
dt

a+sin t
·

(a) Mettre I(a) sous la forme
∫
∂D fa(z) dz, où D est le disque unité {|z| < 1}

et la fonction fa est à déterminer.
(b) Calculer I(a).

(2) Calculer l’intégrale I =
∫ +∞
−∞

dx
(x2+1)2

en utilisant les domaines élémentaires

KR = {z ∈ C; Im(z) ≥ 0 et |z| ≤ R}.
(3) Trouver le nombre de solutions de l’équation z5 + 12z3 + 3z2 + 20z + 3 = 0

dans la couronne {1 < |z| < 2}.
(4) Soit (λn)n∈N une suite de nombres réels positifs vérifiant limn→∞

λn

logn
= +∞.

(a) Montrer que pour tout ε > 0, on a limn→∞ n
2e−ελn = 0.

(b) Montrer que la formule f(z) =
∑∞

0 e−λnz définit une fonction holomor-
phe sur Ω = {z ∈ C; Re(z) > 0}.

(5) Soit f une fonction holomorphe sur C∗.
(a) On note cn les coefficients du développement de Laurent de f dans C∗.

Exprimer chaque cn par une formule intégrale.
(b) On suppose qu’on a |f(z)| = o(1/|z|) au voisinage de 0. Montrer que f

peut se prolonger en une fonction entière.
(c) On suppose qu’on a |f(z)| ≤ 14

3+|z| pour tout z ∈ C∗. Montrer que f est

identiquement nulle.

(6) Déterminer toutes les fonctions f holomorphes sur le disque Ω = D(0, 5) et
vérifiant f(1/n) = 1

5n−1
pour tout n ∈ N∗.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, on note D le disque unité, D = {z ∈ C; |z| < 1}.
(1) Soit g une fonction holomorphe sur D. On écrit g(z) =

∑∞
0 bnz

n.
1
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(a) Montrer que pour tout entier n ≥ 1 et pour tout r ∈ [0, 1[, on a∫ 2π

0

g(reiθ)einθdθ = 0 ,

et en déduire l’identité

bnr
n =

1

2π

∫ 2π

0

2Re
[
g(reiθ)

]
e−inθdθ .

(b) On suppose que la fonction Re(g) est positive. Déduire de (a) qu’on a
|bn| ≤ 2Re(b0) pour tout n ≥ 1.

(2) Soit f une fonction holomorphe sur D et vérifiant |f(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D.
On écrit f(z) =

∑∞
0 anz

n.

(a) Montrer qu’on peut trouver ω ∈ C tel que |ω| = 1 et ωf(0) est réel
positif.

(b) En appliquant (1) à g(z) = 1−ωf(z), montrer qu’on a |an| ≤ 2(1−|a0|)
pour tout n ≥ 1.

(c) En déduire l’inégalité suivante :
∞∑
n=0

|an| (1/3)n ≤ 1 .

(3) Le but de cette question est de montrer que l’inégalité de (2c) est optimale
au sens suivant : si un nombre ρ > 0 vérifie

∑∞
0 |an| ρn ≤ 1 pour toute

fonction f(z) =
∑∞

0 anz
n holomorphe dans D telle que |f(z)| ≤ 1 dans D,

alors ρ ≤ 1/3. Dans la suite, on fixe ρ vérifiant la propriété précédente.

(a) Pour r ∈ ]0, 1[, on note fr : D→ C la fonction définie par fr(z) = r−z
1−rz ·

(i) Montrer qu’on a |fr(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D.
(ii) On écrit fr(z) =

∑∞
0 an,rz

n. Calculer les coefficients an,r.
(b) En utilisant (a), montrer que pour tout r ∈ ]0, 1[, on a

r + (1− r2)
∞∑
n=1

rn−1ρn ≤ 1 .

(c) Calculer la somme apparaissant dans (b), et en déduire l’inégalité

ρ

1− rρ
≤ 1

1 + r
·

(d) Montrer que ρ ≤ 1/3.

Exercice 2. Dans tout l’exercice, (λn)n∈N est une suite de nombres complexes non
nuls vérifiant limn→∞|λn| = +∞. Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe une
fonction f holomorphe sur C dont les zéros sont exactement les λn.
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(1) Soit ψ une fonction holomorphe sur C. Montrer que la formule

ϕ(z) =

∫ 1

0

ψ(tz) dt

définit une fonction holomorphe sur C, et que si on note ϕ(z) =
∑∞

0 anz
n le

développement en série entière de ϕ, alors

an =
ψ(n)(0)

(n+ 1)!
·

pour tout n ∈ N.
(2) Soit p ∈ N∗, et soit ψ la fonction définie par

ψ(z) = exp

(
p∑

k=1

zk

k

)
.

Montrer par récurrence que pour tout n ∈ N, on peut écrire

ψ(n)(z) = Qn(z)ψ(z) ,

où Qn est un polynôme à coefficients positifs.
(3) On pose W0(z) = 1− z, et pour p ∈ N∗, on définit Wp : C→ C par

Wp(z) = (1− z) exp

(
p∑

k=1

zk

k

)
.

(a) Calculer W ′
p(z) pour p ∈ N et z ∈ C.

(b) En utilisant le théorème fondamental de l’analyse et les questions précédentes,
montrer que pour tout p ∈ N on peut écrire

Wp(z)− 1 = zp+1ϕp(z) ,

où ϕp est une fonction holomorphe sur C s’écrivant ϕp(z) =
∑∞

0 anz
n

avec des coefficients an positifs.
(c) Déduire de (b) que si |z| ≤ 1, alors

|1−Wp(z)| ≤ |z|p+1 .

(4) Montrer que le produit infini
∏

( z
λn

)n+1 converge normalement sur tout com-
pact de C.

(5) Démontrer le résultat souhaité.


