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Questions de cours.

(1) On note log la détermination principale du logarithme dans C \ R™, et on
pose @« = —1 + 4. A-t-on log(a?) = 2log(a)?

(2) Soit f une fonction holomorphe sur C, f(z) = > ¢,z". Pour r > 0, on
pose M(r) =sup{|f(z)]; |z| = r}. Montrer qu’on a |c,r"| < M(r) pour tout
n € N.

(3) Déterminer la nature de la singularité de f(z) = e=/** en 0.

(4) Montrer que C* n’est pas simplement connexe, et que tout ouvert étoilé de C
est simplement connexe.

(5) Soit P(z) = ag + ayz + -+ + ayz" un polynéme a coefficients complexes.
Monérer que la formule f(z) = >7, Péﬁz) définit une fonction holomorphe
sur C.

Exercice 1. Dans tout 'exercice, f est une fonction entitre, f(z) = > ¢,2". On
suppose qu’il existe deux constantes A et C telles que

Vze C : |f(z2)] < AeflH

(1) Montrer qu’on a |c,|r™ < Ae®" pour tout n € N et pour tout r > 0.
(2) En choisissant convenablement r dans (1), montrer que pour tout n € N, on

o] < A (@) |
n

(3) Déduire de (2) que la série entiere ) . nlc,z" a un rayon de convergence au
moins égal a 1/C.
(4) Dans cette question, on prend f(z) = sin z.

(a) Montrer que I'hypothese de départ est vérifiée avec C' = 1 et A a préciser.
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(b) Pour |w| > 1, calculer g(w) = Z n'ill :
wn
n=0

Exercice 2. Soit €2 un ouvert de C, et soit f : 2 — C holomorphe.

(1) On suppose que f(£2) n’est pas dense dans C. Montrer qu’on peut trouver
a € C tel que la fonction z — 1/(f(z) — a) est bien définie et bornée sur €.

(2) On suppose que 2 = C et que f est non-constante. Montrer que f(C) est
dense dans C.

Exercice 3. Pour z € C, on pose

+oo
F(z) = / e~ gt

(1) Montrer que F est bien définie et holomorphe sur C.
(2) Calculer F(iy) pour y € R. (On rappelle qu'on a [ e=*/2du = v/27).
(3) Montrer qu'on a F(z) = v2m e *"/2 pour tout z € C.

Exercice 4. Soit © un ouvert connexe de C, et soit (f,,) une suite de fonctions
holomorphes sur €2. On suppose que (f,,) converge uniformément sur tout compact
de €2 vers une fonction f.

(1) Dans cette question, on suppose que f n’est pas identiquement nulle.

(a) Soit a € Q. Pourquoi peut-on trouver r > 0 et € > 0 tels que |f(§)| > ¢
pour tout & € 0D(a,r)?
(b) En utilisant le théoreme de Rouché, montrer que pour tout a € Q on
peut trouver r > 0 et n € N tels que f et f,, ont le méme nombre de
zéros dans le disque D(a,r).
(2) Montrer que si les f,, ne s’annulent jamais, alors ou bien f est identiquement
nulle, ou bien f ne s’annule jamais.

Exercice 5. Soit @ > 0. En considérant des domaines élémentaires du type

Kr={2€C; |z] < Ret Im(z) > 0},

+oo iat
I(a) = / .

o 1+t

calculer I'intégrale
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Exercice 6. Soit D = {z € C; |z| < 1}, et soit (a,)nen une suite de points non nuls
de D vérifiant > o°(1 — |a,|) < co. Le but de Pexercice est de montrer qu'il existe
une fonction B : D — C holomorphe et bornée dont les zéros sont exactement les a,,.

(1) Pour n € N, on définit b, : C\ {1/a,} — C par
an] an — 2

by(2) = —

a, 1—apz

(a) Déterminer les zéros de b,.
(b) Montrer qu’on a

1 —
1= by(z) = 2l (1 4 Lol z) ,

1—a,z

et en déduire que si z € D, alors

(c) Calculer |b,(€)| pour & = € € ID, et en déduire qu’on a |b,(z)] < 1
pour tout z € D.
(2) Démontrer le résultat souhaité en utilisant un produit infini.



