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Questions de cours.

(1) Soit f: C — C une fonction de classe C!, qu’on écrit f = u + v avec u, v &
valeurs réelles. Pour tout z € C, on note J¢(z) le déterminant jacobien de f
au point z. Montrer que
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(2) Déterminer les rayons de convergence des séries entieres
2

Z%z" et Z(l ! > 2",

n>0 n>2 log(n)

(3) Montrer que si K C C est un domaine élémentaire, alors l'aire de K est
donnée par les formules suivantes :

: 1 1 _
aire (K) = 5 /8K(:Udy—yd$) = Qi/aszz.

(4) Déterminer le domaine de définition de f(z) = ﬁlz_y puis le développement
de Laurent de f dans la couronne {1 < |z| < 2}.

(5) Soit a € C vérifiant |a| < 1, et soit D = {2z € C; |2] < 1}. Pour z € D, on
pose @q(z) == £=%- Calculer |¢,(£)| pour £ = €' € OD, et en déduire qu’on a
|va(2)] < 1 pour tout z € D.

(6) Soit f une fonction entiere non constante. En appliquant le théoreme de
Liouville & une fonction de la forme g(z) := W (pour un certain w € C)

montrer par I’absurde que f(C) est dense dans C.
(7) Pour r € [0,1[, on pose I(r) := [7" %- Ecrire I(r) sous la forme
d’une intégrale curviligne [y f(2)dz, ou D = {z € C; |z] < 1}, puis calculer

I(r).



(8) Déterminer le nombre de zéros de P(z) := 2% — 52 — 1522 + 62 — 8 dans le
disque D(0, 3).

(9) Montrer que la formule F(z) = [*_ e */?¢/** dt définit une fonction holo-
morphe sur C. Calculer ensuite F(iy) pour y € R, et en déduire que
F(z) = /2re /2 pour tout z € C.

(10) Montrer qu’il existe une fonction h holomorphe sur C telle que Yu € C
cos(u) = 1+ u?h(u); puis montrer que la formule f(z) = [[;2, cos (£) définit
une fonction holomorphe sur C.

Exercice 1. Soit n € N*. Pour k =0,...,n — 1, on pose wy,, := (Bt

(1) En considérant des demi-disques centrés en 0, montrer que si f est une fonc-
tion holomorphe au voisinage du demi-plan fermé U := {z € C; Im(z) > 0}
et bornée sur U, alors

< f(t) _oam -1
/_Oo 1+ ¢t2n dt = n kz:%ulk,n f(wk,n) .

(2) En déduire la valeur de l'intégrale

o dt
I, ::/ .
oo 1 + t2n

Exercice 2. Soit D = {z € C; |z] < 1}, et soit f : D — C une fonction holomorphe
vérifiant f(0) = 0.

(1) Soit g : D\ {0} — C la fonction définie par

sy FD 1)
2z
Montrer que g se prolonge en une fonction holomorphe sur D, qu’on notera
encore g, et calculer g(0).
(2) On suppose qu'on a |f(z)| < 1 pour tout z € D. Montrer a 'aide du lemme

de Schwarz que

Vz2eD : [f(z)+ f(=2)] < 2|z.
(3) On suppose toujours qu'on a | f(2)| < 1 pour tout z € D. De plus, on suppose
quil existe zg € D tel que 29 # 0 et |f(z0) + f(—20)] = 2 20|
(a) En utilisant le “cas d’égalité” dans le lemme de Schwarz, montrer qu’il

existe w € C vérifiant |w| = 1 et une fonction i : D — C holomorphe et
impaire (h(—z) = —h(2)) tels que

VzeD : f(z) =wz®+ h(z).
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(b) Montrer que si a € D, alors D(a,1) N D(—a,1) C D(0,4/1 — |al?); et en
déduire qu'on a |h(£)]? < 1 — [¢]* pour tout £ € D.

(c) Déduire de (b) que si z € D, alors |h(z)| < v/1 — 74 pour tout r vérifiant
|z| <r <1

(d) Conclure que f(z) = wz? pour tout 2 € D.

o z%logx
x?—1

dz.

Exercice 3. Pour a €] — 1,1, on pose I, := /
0

(1) Justifier existence de I,.
(2) Pour 0 < e < 1/2 <1< R, dessiner soigneusement le domaine élémentaire

K.p={2€C;Im(2) >0,e<|2|<R,|z—1] >cet |2+ 1| >¢}.
(3) Pour z € C\ iR~ et z # 41, on pose f(z) := Z4%2 ol logz et 2* sont

221

calculés en prenant l'argument dans | — 7 /2, 37/2]. 1

(a) Montrer que f se prolonge par continuité en 1, et en déduire la limite
de [, f(z)dz quand r — 0, ot v, : [0, 7] — C est le chemin défini par
Y (t) =1+ re®.

(b) Justifier que pour z > 0 et x # 1, on a f(—z) = ™ f(x) + ime™ Ig”—il

(c¢) En appliquant le théoreme de Cauchy a f, montrer qu'il existe un nombre
réel A tel que

7T2

(1+ €™, +ime™ A — 5 e =0,

(4) Déduire de (3b) la valeur de I, en multipliant par e~ et en prenant la
partie réelle de I'identité obtenue.



