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Corrigé succint de 'examen

Questions de cours.

(1) Si |z| <2, alors 45 = —1 1_1z/2 = —1 >5(2/2), et donc
0 Sk=T 0 peg
fE == Fm =" gus
k=0 n=-—"7

(2) Voir le cours.

: 2 _ 3+V5 _ 3=V6
(3) Les racines de v(z) = 2° — 3z + 1 sont o = 52 et § = 52, et seule 3

appartient au disque . De plus, 3 est un pole simple de f(z) = @, donc

Res(f, ) = v,(lﬁ) = ﬁ = —\/Lg. Par le théoréeme des résidus, on a donc

I = —2in/\/5.

(4) On applique le théoreme de Rouché avec f(z) = 2% + 722 + 102 +3 = 0 et
g(z) = 722 Si € € OD(0,3), alors |g(&)] = 7 x 3% =63 et |f(&) — g(&)] =
|63 + 762 + 3] <33+ 10 x 3+ 3 = 60 < 63. Par Rouché, f a donc le méme
nombre de zéros que g dans le disque D(0, 3), & savoir 2.

(5) II suffit de montrer que la série converge normalement sur tout compact de
), et ce genre de choses a été fait de nombreuses fois en cours comme en TD.

Exercice 1. (1) C’est une application du théoreme sur les intégrales a parametres
holomorphes. 1l fallait donc connaitre ce théoreme et vérifier soigneusement
les hypotheses.

(2) (a) Faire le dessin.
(b) L’intégrale vaut 0 par le théoreme de Cauchy, puisque L est holomorphe
au voisinage de Kg(a).
(3) (a) On trouve 0 dans les 2 cas.



(b) On suit I'indication a la lettre, en commengant par modifier L(s) :
L(S) = / f(t)e—ate—(s—a)tdt — / ga(t)e_(s_a)tdt.
0 0

On integre par parties en dérivant g, et en intégrant e~ et en faisant
les choses proprement (on commence par intégrer sur [0, X| et on fait ten-

X
dre X vers l'infini). Au premier coup, le “crochet” [—ﬁe_(s_“)tga(t)]

0
tend vers —— f(0) quand X — oo car g,(X) — 0 et [e"C=9X| < 1

s—a

(puisque Re(s —a) > 0), et on obtient

Lis)= — fo)+ / T (e

sS—a Ss—a

Au deuxieme coup, on aboutit a la formule demandée.

(c) Onag/(t) = (a®*—2af'(t)+ f"(t))e ", et donc |g!(t)| < Coe™® pour une
certaine constante C, puisque f’ et f” sont bornées. Comme |e~ (=9 <
1 pour tout t > 0 (puisque Re(s — a) > 0), on en déduit

1 o M,
d, < — ' (0 C, Tt ) = —2
0,06 < (o (4 € [ emar) = e

ou la constante M, est bien finie car a > 0.
(4) En paramétrant 0K g(a) et en utilisant (2b), on obtient

R w/2 ' _
/ L(a +1dy) idy = / L(a+ Re")iRe™dt
—-R —7/2

pour tout R > 0. Comme L(a + Re®) = =5 + ®(a + Re') par (3b), cela

Reit
s’écrit encore
R w/2 ' _
z/ L(a+iy)dy =im f(0) + / . (a+ Re™)iRe"dt = in f(0) + Jr.
—R —7/2

Par (3c), on a de plus |Jg| < f:/r% % X Rdt = ”]g‘l, et donc Jr — 0 quand

R — o0. En faisant tendre R vers 'infini, on obtient donc

i/_oo L(a +iy)dy =in f(0),

[e.9]

ce qui est la formule demandée.

Exercice 2. (1) (a) On a F(§) = =225 . Les zéros du dénominateur sont
/ {sm§(§ z) )

¢ = z et tous les multiples entiers de m. De plus, tous les zéros sont

simples sauf £ = 0 qui est double. Donc F' est méromorphe sur C, avec

pole simple en £ = z et £ = nw, n € Z \ {0}, et pdle double en £ = 0.
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(b) D’apres les formules vues en cours pour le calcul d'un résidu en un pole

simple, on a Res(F,z) = 3% = ©282 et Res(F,nm) = 7275 pour

n € Z\ {0}, ott v(§) = &siné(€ — 2). Comme v/ (§) = sin€ (£(€ — 2)) +
£(§ — z) cos€ et sin(nm) = 0, on trouve v'(nmw) = nwcos(nm)(nw — 2) et
donc Res(F,nm) = @

(¢) (i) Lafonction h est clairement holomorphe sur D(0, 7)\{0}, et elle est
aussi continue en 0 car {cotané — 1 quand € — 0. Donc h a une
singularité éliminable en 0, et elle est par conséquent holomorphe
sur D(0, 7).

(ii) La fonction h est paire en tant que produit de 2 fonctions impaires.
On en déduit que A’ est impaire, et donc A'(0) = 0.

(iii) On a F(&) = 52(2 . Comme ¢ = 0 est un pole double, on a donc
Res(F,0) = ¢'(0), ou g(§) = Z Z) Comme g€ = ’gﬁ? (gh(ﬁ))Q et
R'(0) = 0, on obtient Res(F,0) = —2—2 = _ZL2.

(2) (a) Faire le dessin.
(b) Les poles de la fonction F' de (1) intérieurs a Ry sont le point z et tous
les nm avec —N < n < N. D’apres le théoreme des résidus et (1), on a
donc

—1 N

1 cotan & cotanz 1 1 1
— S g = _ - - - -
27 Jory §(€ — 2) g z 22 * nZ_:N nmw(nm — z) * ; nmw(nm — z)

N
cotan z 1 1 1 1
= = —W;E(m_z—_nw_z)

cotan z 1 2

z 22 — 22 _p2p?

(3) (a) Fait en TD.

(b) On trouve sans difficulté cotan? £ =
L+ g
Par définition de Ry, on a soit + = £(Nw + 7/2) et donc sin®z = 1,
soit y = +(N7 + 7/2) et donc sh’y > sh®(7/2). D’apres (a), on a
donc |sin?&| > ¢ := min(1,sh*(7/2)) pour tout & € Ry, et on peut
ainsi majorer |cotan | par une constante indépendante de N (& savoir

=+/1+1/c).

(¢) On a [{] > N7+ 7/2 > N= pour tout £ € ORy. Donc, si Nt > 2|z|
et £ € ORy, alors |€ — z| > [£| — |z2| > Nm — |z] > N=/2, et donc
|E(& —2)| > |€] x N7/2 > N272/2. D’ou le résultat par (b).

—b g — 1. On en déduit |cotan £]? <
donc il s’agit de minorer |sin?¢| pour ¢ = x + iy € ORy.



(4) Soit z € C\ nZ fixé. Alors z est intérieur a Ry pour tout N suffisam-
ment grand. D’apres (2b), il suffit donc de montrer que Uintégrale Jy =

faRN ?()zinj d¢ tend vers 0 quand N tend vers l'infini. En effet, en faisant

tendre NV vers l'infini dans (2b), on obtient alors
cotanz 1 = 2
=2 Z 2 _ 2720
2 o i U

ce qui est la formule souhaitée. Pour majorer |Jy/|, on utilise (3c) : on a

M M
I < 55 | lael = 3 X 8V + w2
N

car le périmetre du carré Ry est égal a 8( Nw + m/2); donc |Jy| = O(1/N) et
Jy — 0 quand N — oc.

Exercice 3. (1) On dérive f/g et on trouve 0, ce qui donne le résultat puisque
I'ouvert €2 est connexe.
(2) Cela prend 1 ligne, et on I’a fait en cours.
(3) Par le cours, Z(f) est la réunion de {0} et des zéros des fonctions f,(z) =
1- Z—z, autrement dit Z(f) = {0} U, s, {£n} = Z.
(4) Par le cours, on a (pour z € C\Z)
') 1 )

[EREAP YA
ou fu(z) =1-— 2_2 En calculant calmement, ?Z—Ez; et en utilisant la formule
pour cotan z, on trouve sans difficulté le résultat demandé. ]:,Tvidemment7 il
faut faire le calcul soi-méme.

(5) Par (4), on a f'/f = ¢'/g sur Q = C\ Z, ou g(z) = sinmz. Par (1), on
en déduit que f(z) = csinmz sur C \ Z, pour une certaine constante c.
Comme f(z)/z — 1 quand z — 0 par définition de f, la constante ¢ vaut
lim, ,osin7z/z = m. Ainsi, on a f(z) = wsinmz pour tout z € C\ Z, et le
résultat est encore vrai pour z € Z car alors les deux termes valent 0. D’ou
la formule souhaitée pour sin7z.




