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Questions de cours.

(1) On note log la détermination principale du logarithme. calculer log(
√

3 + i).

(2) Soit K ⊂ C un domaine élémentaire. Pour a ∈ C \ ∂K, calculer l’intégrale
I(a) =

∫
∂K

dz
z−a ·

(3) Soit f une fonction entière, f(z) =
∑∞

0 cnz
n. Pour r ≥ 0, on pose M(r) =

sup{|f(z)|; |z| = r}. Démontrer les inégalités de Cauchy :

∀n ∈ N : |cn| ≤
M(r)

rn
·

(4) Énoncer et démontrer le théorème de Liouville.

(5) Déterminer le développement en série de Laurent de f(z) = 1
z−4 + 1

z+2
dans

la couronne C = {z ∈ C; 1 < |z − 3| < 5}.
(6) En utilisant le théorème des résidus, calculer l’intégrale I =

∫
∂D

dz
z2+3z+1

, où
D est le disque unité.

(7) Soient a, b ∈ C, et soit n un entier au moins égal à 2. Montrer que si r >

max
(

1, (|a|+|b|)
1

n−1

)
, alors |a| r+|b| ≤ (|a|+|b|) r et l’équation zn+az+b = 0

possède n solutions dans le disque D(0, r).

(8) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions holomorphes sur le disque unité D. On

suppose qu’on a |fq(z)−fp(z)| ≤ 2−p−q

1−|z| pour tous p, q ∈ N et pour tout z ∈ D.

Montrer que la suite (fn) converge en tout point z ∈ D, et que la fonction
f = lim fn est holomorphe sur D.

(9) Soit α ∈ R. Montrer que la formule f(z) =
∫∞
1
tαe−tzdt définit une fonction

holomorphe sur Ω = {z ∈ C; Re(z) > 0}.
(10) Montrer que la formule f(z) =

∏∞
n=1

(
1− z3

n3

)
définit une fonction holomor-

phe sur C, et déterminer les zéros de la fonction f .
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Exercice 1. Dans tout l’exercice, Ω est un ouvert de C = R2. On dit qu’une fonction
u : Ω→ R de classe C2 est sous-harmonique si on a ∆u(z) ≥ 0 pour tout z ∈ Ω.

(1) Soit u : Ω→ R de classe C2. Soit également z0 = (x0, y0) ∈ Ω, et soit r0 > 0
tel que D(z0, r0) ⊂ Ω. Pour r ∈ [0, r0], on pose

I(r) =

∫ 2π

0

u(x0 + r cos t, y0 + r sin t) dt .

(a) Montrer que I est de classe C1 sur [0, r0], et établir la formule

rI ′(r) =

∫
∂D(z0,r)

−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy .

(b) On suppose que la fonction u est sous-harmonique. En utilisant la for-
mule de Green-Riemann, montrer qu’on a I ′(r) ≥ 0 pour tout r ∈ [0, r0].

(2) Soit u : Ω → R de classe C2 et sous-harmonique. En utilisant (1b), montrer
que pour tout disque fermé D(z0, r0) ⊂ Ω, on a

u(z0) ≤
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + r0e
it) dt .

(3) Montrer que si f est une fonction holomorphe sur Ω, alors

|f(z0)|2 ≤
1

2π

∫ 2π

0

|f(z0 + r0e
it)|2dt

pour tout disque fermé D(z0, r0) ⊂ Ω.

Exercice 2. Dans tout l’exercice, I est un intervalle de R.

(1) On pose V = {z ∈ C; 0 < Re(z) < 1}. Montrer que si f et g sont deux
fonctions strictement positives et intégrables sur I, alors la formule

Ψ(z) =

∫
I

f(t)1−zg(t)z dt

définit une fonction continue sur V et holomorphe sur V . (Indication : on
pourra poser h(t) = max(|f(t)|, |g(t)|) et utiliser l’inégalité |f(t)1−zg(t)z| ≤
h(t), après l’avoir démontrée).

(2) Soient f et g deux fonctions strictement positives et intégrables sur I. Pour
z ∈ V , on pose

Φ(z) =

∫
I
f(t)1−zg(t)z dt(∫

I
f(t) dt

)1−z (∫
I
g(t) dt

)z ·
(a) Pourquoi Φ est-elle continue sur V et holomorphe sur V ?
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(b) Montrer que si z = x + iy ∈ V , alors |Φ(z)| ≤ |Φ(x)|. En déduire d’une
part que Φ est bornée sur V , et d’autre part qu’on a |Φ(ξ)| ≤ 1 pour
tout ξ ∈ ∂V .

(c) Pour ε > 0, on pose Φε(z) = Φ(z)eεz
2
.

(i) Montrer que pour z = x+ iy ∈ V , on a |Φε(z)| = |Φ(z)|eε(x2−y2).
(ii) Pour R > 0, on pose VR = {z ∈ V ; |Im(z)| < R}. Déduire de (i)

et de (b) que

∀ξ ∈ ∂VR : |Φε(ξ)| ≤ max(eε, ‖Φ‖∞eε(1−R
2)) ,

où on a posé ‖Φ‖∞ = sup{|Φ(z)|; z ∈ V }.
(iii) En utilisant le principe du maximum, montrer qu’on a |Φε(z)| ≤ eε

pour tout z ∈ V .

(3) Montrer que pour tout α ∈ [0, 1], on a∫
I

f(t)1−αg(t)α dt ≤
(∫

I

f(t) dt

)1−α(∫
I

g(t) dt

)α
.

Exercice 3. En considérant, pour 0 < ε < 1 < R, les domaines élémentaires

Kε,r =

{
z ∈ C; ε ≤ |z| ≤ R et 0 ≤ arg(z) ≤ 2π

3

}
,

calculer l’intégrale

I =

∫ ∞
0

dx

x3 + 1
·


