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Exercice 1. Soient r0, r1 vérifiant 0 ≤ r0 < r1 ≤ ∞ et soit f une fonction holomor-
phe dans un ouvert contenant la couronne

V = {z ∈ C; r0 < |z| < r1 }.
(1) On note f(z) =

∑
n∈Z c

nzn le développement de f en série de Laurent dans
la couronne V .
(a) Exprimer le coefficient c−1 par une formule intégrale.
(b) Montrer que la série

∑
n6=−1

cn
n+1

zn+1 converge normalement sur les com-
pacts de V .

(2) Déduire de (1) que la fonction f possède une primitive (holomorphe) dans la
couronne V si et seulement si∫

∂D(0,r)

f(z) dz = 0

pour tout r ∈ ]r0, r1[.
(3) Dans cette question, on suppose que f est une fraction rationnelle dont tous

les pôles sont dans le disque ouvert D(0, r0). On note P l’ensemble des pôles
de f . Montrer que f possède une primitive dans V si et seulement si∑

a∈P

Res(f, a) = 0 .

(4) Déterminer si les fonctions f1(z) = z
(z−1)(z−2)(z−3)

et f2(z) = z2

(z−1)(z−2)(z−3)

possèdent des primitives dans la couronne {|z| > 4}.

Exercice 2. Soit f une fonction holomorphe non constante dans le disque unité D,
f(z) =

∑∞
0 cnz

n. On suppose qu’on a
∞∑
n=2

n|cn| ≤ |c1| .
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(1) Montrer que c1 6= 0.
(2) On pose h(z) = f(z)− c1z. Exprimer h′(z) à l’aide des coefficients cn, et en

déduire que pour tout r ∈ [0, 1[, on a

sup
z∈D(0,r)

|h′(z)| ≤ |c1| r .

(3) En utilisant (2), montrer que si z0 est un point quelconque de D et si r vérifie
|z0| < r < 1, alors

|f(ξ)− f(z0)− c1(ξ − z0)| < |c1(ξ − z0)|

pour tout ξ ∈ ∂D(0, r). Que peut-on en déduire sur le nombre de zéros de la
fonction z 7→ f(z)− f(z0) dans le disque D(0, r)?

(4) Montrer que la fonction f est injective.

Exercice 3. Dans tout l’exercice, on fixe s = x + iy ∈ C, avec 0 < x < 1. On
rappelle la définition de Γ(s) :

Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1e−tdt .

(1) Pour z = reit ∈ C \ R− et λ = a + ib ∈ C, on pose zλ = eλ log z, où log est la
détermination principale du logarithme. Exprimer |zλ| en fonction de r, t, a
et b.

(2) pour r > 0, on note γr : [0, π/2]→ C le chemin défini par γr(t) = reit, et on
pose

I(r) =

∫
γr

zs−1e−zdz .

(a) Montrer qu’on a |I(r)| ≤ e
π
2
|y| rx

∫ π/2

0
e−r cos tdt.

(b) Comparer cos t et 1− 2
π
t pour t ∈ [0, π/2].

(c) Montrer qu’on a limε→0 I(ε) = 0 = limR→∞ I(R).
(3) En utilisant (2c) et le théorème de Cauchy, établir la formule∫ ∞

0

ts−1e−itdt = e−iπs/2 Γ(s) .

Exercice 4. Soit D le disque unité de C, et soit f : D→ C une fonction holomorphe
vérifiant f(0) = 0 et |f(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D. On écrit f(z) =

∑∞
0 cnz

n.

(1) Combien vaut c0?
(2) Pourquoi a-t-on |f(z)| ≤ |z| pour tout z ∈ D?
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(3) Pour z ∈ D \ {0}, on pose

g(z) =
f(z) + f(−z)

2z
·

Montrer que la fonction g se prolonge en une fonction g̃ holomorphe sur D,
et déterminer le développement de g̃ en série entière.

(4) En utilisant le lemme de Schwarz, montrer qu’on a

∀z ∈ D : |f(z) + f(−z)| ≤ 2|z|2.
(5) Soit h une fonction holomorphe sur D vérifiant lim|z|→1 h(z) = 0. En utilisant

le principe du maximum, montrer que h = 0.
(6) Dans cette question, on suppose qu’il existe un point a ∈ D \ {0} tel que
|f(a) + f(−a)| = 2|a|2.
(a) Justifier l’existence d’une constante λ de module 1 telle que g(z) ≡ λz.
(b) Montrer à l’aide de (2) qu’il existe une fonction h : D → C holomorphe

et impaire telle que

∀z ∈ D : f(z) = λz2 + h(z) .

(c) Montrer qu’on a |λz2 + h(z)|2 ≤ 1 et |λz2 − h(z)|2 ≤ 1 pour tout z ∈ D,
et en déduire l’inégalité |h(z)|2 ≤ 1− |z|4.

(d) Montrer qu’on a f(z) = λz2 pour tout z ∈ D.

Exercice 5. Soient f et g deux fonctions entières. On suppose qu’on a |f(z)| ≤ |g(z)|
pour tout z ∈ C. Montrer qu’il existe une constante c telle que f = cg.

Exercice 6. Déterminer toutes les fonctions entières f vérifiant

∀n ∈ N∗ : f ′(1/n) = 1/n2.


