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Questions de cours

(1) Énoncer le théorème des résidus.
(2) Soit D un disque ouvert de C, et soient f et g deux fonctions holomorphes

au voisinage de D. Le théorème de Rouché donne une condition suffisante
permettant d’affirmer que f et g ont le même nombre de zéros dans le disque
ouvert D. Quelle est cette condition?

(3) Soit Ω un ouvert de C, et soit F : I × Ω → C, où I est un intervalle de R.
Rappeler les hypothèses vues en cours permettant d’affirmer que la formule

f(z) =

∫

I

F (t, z) dt

définit une fonction holomorphe sur Ω.
(4) Montrer que C∗ n’est pas simplement connexe.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, F = P/Q est une fraction rationnelle à coefficients
réels, sans pôles réels, avec deg(Q) ≥ deg(P ) + 2. D’autre part, on note log la
détermination principale du logarithme dans C \ iR− (log(z) est calculé en prenant
l’argument dans ] − π/2, 3π/2[).

(1) Montrer que la fonction x 7→ F (x) log |x| est intégrable sur ]0, +∞[ et sur
] −∞, 0[.

(2) pour r > 0, on note γr : [0, π] → C le chemin défini par γr(t) = reit. Montrer
qu’on a

lim
ε→0

∫

γε

F (z) log(z) dz = 0 = lim
R→∞

∫

γR

F (z) log(z) dz .

(3) On note P+ l’ensemble des pôles de F à partie imaginaire strictement positive.

Établir la formule
∫

+∞

−∞

F (x) log |x| dx = −2π Im

(

∑

a∈P+

Res (F (z) log(z), a)

)

.
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(4) Calculer l’intégrale

I =

∫

+∞

−∞

log |x|

x2 − 2x + 2
dx .

Exercice 2. Le but de l’exercice est de montrer que pour tout z ∈ C \ Z, on a
+∞
∑

n=−∞

1

(z − n)2
=

(

π

sin(πz)

)2

.

(1) Montrer que la formule

g(z) =
+∞
∑

n=−∞

1

(z − n)2

définit une fonction g holomorphe sur C \ Z.
(2) Montrer que si w = a + ib ∈ C (où a et b sont réels), alors

| sin w|2 = sin2 a ch2 b + cos2 a sh2 b

≥ sh2 b .

(3) On définit Φ : C \ Z → C par

Φ(z) =

(

π

sin(πz)

)2

− g(z) .

(a) Montrer que la fonction Φ est 1-périodique (i.e. Φ(z + 1) = Φ(z)).
(b) Montrer à l’aide d’un développement limité que (π/sin(πz))2 − 1/z2 ad-

met une limite en 0.
(c) En déduire que la fonction Φ se prolonge en une fonction holomorphe

sur C et 1-périodique. Dans la suite, on note encore Φ cette fonction.
(d) Montrer que si z = x + iy avec |y| > 1 et −1/2 ≤ x ≤ 1/2, alors

|Φ(z)| ≤
( π

sh π

)2

+ 1 + 2
∞
∑

n=1

1

(n − 1/2)2
·

En déduire que Φ est bornée sur la bande {−1/2 ≤ Re(z) ≤ 1/2}.
(e) Montrer que la fonction Φ est constante.

(4) Montrer qu’on a limy→+∞g(iy) = 0 et limy→+∞|sin(πiy)| = +∞.
(5) Démontrer la formule souhaitée.

Exercice 3. Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité D. Pour r ∈ [0, 1[,
on pose

I(r) =

∫

2π

0

|f(reiθ)| dθ .
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(1) Montrer que pour tout r ∈ [0, 1[, il existe une fonction mesurable ϕr :
[0, 2π] → C telle que |ϕr(θ)| = 1 pour tout θ ∈ [0, 2π] et

I(r) =

∫

2π

0

ϕr(θ)f(reiθ) dθ .

(2) Soit ϕ : [0, 2π] → C une fonction mesurable bornée.

(a) Montrer que la fonction hϕ définie par hϕ(z) =
∫

2π

0
ϕ(θ)f(zeiθ) dθ est

holomorphe sur D.
(b) Montrer que pour tout ξ = reiα ∈ D, on a |hϕ(ξ)| ≤ ‖ϕ‖∞ I(r), où on a

posé ‖ϕ‖∞ = sup{|ϕ(θ)|; θ ∈ [0, 2π]} .
(c) En déduire que pour tout r ∈ [0, 1[ et pour tout z ∈ D(0, r), on a

|hϕ(z)| ≤ ‖ϕ‖∞ I(r) .

(3) Montrer que I est une fonction croissante de r : si 0 ≤ r1 < r2 < 1, alors
I(r1) ≤ I(r2).

Exercice 4. Soit n ∈ N, et soit a > e. Montrer que l’équation ez = azn possède
exactement n solutions dans le disque unité D.


