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Questions de cours

(1) Énoncer le théorème de Cauchy et la formule de Cauchy.

(2) Soit f une fonction holomorphe sur C. Pour n ∈ N, on pose cn = f(n)(0)
n!

.
(a) Donner l’expression de f(z) à l’aide des coefficients cn.
(b) Montrer que pour n ∈ N et r > 0, on a

cnr
n =

1

2π

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ .

(3) Que peut-on dire d’une fonction holomorphe f : C → C vérifiant f(1/n) = 0
pour tout n ∈ N

∗?

Exercice 1. Soit f une fonction holomorphe sur C, f(z) =
∑∞

0 cnz
n. On suppose

qu’il existe deux constantes (positives) A et C telles que

(∗) ∀z ∈ C : |f(z)| ≤ A eC|z|.

(1) Montrer qu’on a |cn|r
n ≤ AeCr pour tout n ∈ N et pour tout r > 0.

(2) En déduire qu’on a |cn| ≤ A(Ce
n

)n pour tout n ∈ N
∗. (On pourra étudier la

fonction r 7→ r−neCr.)
(3) Pour n ∈ N, on pose un = nn

n!
. Déterminer la limite de un+1/un quand n → ∞.

(4) Déduire de (2) et (3) que la série entière
∑

n!cnzn a un rayon de convergence
au moins égal à 1/C.

(5) Pour |w| > C, on pose

g(w) =
∞

∑

n=0

n!cn

wn+1
·

Justifier la définition, puis montrer que pour toute fonction entière h et pour
tout r > C, on a

∞
∑

n=0

cnh
(n)(0) =

1

2iπ

∫

∂D(0,r)

g(w)h(w) dw .

Exercice 2. Le but de l’exercice est de calculer l’intégrale I =

∫ ∞

0

(

sin x

x

)2

dx.

1



2

(1) Pour tout α > 0, on note γα : [0, π] → C∗ le chemin défini par γα(t) = αeit.

En appliquant le théorème de Cauchy à la fonction g(z) = e2iz−1
z2 , montrer

que si 0 < ε < R, alors
∫

γε

g(z) dz −

∫

γR

g(z) dz = 2

∫ R

ε

cos(2x) − 1

x2
dx

= −4

∫ R

ε

(

sin x

x

)2

dx .

(2) Montrer que si R > 0 et t ∈ [0, π], alors |e2iReit

− 1| ≤ 2. En déduire qu’on a
limR→∞

∫

γR

g(z) dz = 0.

(3) Pour w ∈ C∗ fixé, déterminer limε→0

(

e2iεw−1
εw

)

, et montrer également que

pour tout ε ∈ ]0, 1], on a
∣

∣

∣

∣

e2iεw − 1

εw

∣

∣

∣

∣

≤
∞

∑

n=1

2n(ε|w|)n−1

n!
≤

1

|w|
e2|w| .

En déduire la limite de l’intégrale
∫

γε
g(z) dz quand ε → 0.

(4) Calculer l’intégrale I.

Exercice 3. Dans tout l’exercice, on note D le disque {z ∈ C; |z| < 1}. Soit
f : D → C une fonction continue sur D et holomorphe dans D. On suppose que f
s’annule en des points a1, . . . , aN ∈ D, avec multiplicités m1, . . . , mN . Enfin, on pose
‖f‖∞ = sup{|f(ξ)|; ξ ∈ ∂D}.

(1) Pour a ∈ D, on définit ϕa : D → C par ϕa(z) = z−a
1−āz

. Justifier la définition
et montrer qu’on a |ϕa(ξ)| = 1 pour tout ξ ∈ ∂D.

(2) Montrer qu’il existe une fonction g : D → C continue sur D et holomorphe
dans D telle que

∀z ∈ D : f(z) = ϕa1(z)m1 · · ·ϕaN
(z)mN g(z) .

(3) Majorer |g(ξ)| en fonction de ‖f‖∞ pour ξ ∈ ∂D, et en déduire l’inégalité

|f(0)| ≤ |a1|
m1 · · · |aN |

mN‖f‖∞ .


