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Questions de cours

(1) Enoncer le théoréme de Cauchy et la formule de Cauchy.

(2) Soit f une fonction holomorphe sur C. Pour n € N, on pose ¢, = f(rz!(o).
(a) Donner I'expression de f(z) a l'aide des coefficients c,,.

(b) Montrer que pour n € N et r > 0, on a
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(3) Que peut-on dire d’une fonction holomorphe f : C — C vérifiant f(1/n) =0
pour tout n € N*?

Exercice 1. Soit f une fonction holomorphe sur C, f(z) = > ;" ¢,2". On suppose
qu'’il existe deux constantes (positives) A et C telles que

(%) VzeC : |f(z)] < AellA.

(1) Montrer qu’on a |c,|r" < Ae®" pour tout n € N et pour tout r > 0.

(2) En déduire quion a |c,| < A(S%)" pour tout n € N*. (On pourra étudier la
fonction r +— r~"eC".)

(3) Pourn € N, on pose u, = . Déterminer la limite de w,11/u, quand n — oo.

(4) Déduire de (2) et (3) que la série entiere Y nlc,z" a un rayon de convergence
au moins égal a 1/C.

(5) Pour |w| > C, on pose
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Justifier la définition, puis montrer que pour toute fonction entiere h et pour
tout r > C', on a
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Exercice 2. Le but de I'exercice est de calculer 'intégrale I = / (smx) dx.
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(1) Pour tout o > 0, on note v, : [0,7] — C* le chemin défini par v,(t) = ae™.
En appliquant le théoreme de Cauchy a la fonction g(z) = 62:2_1, montrer
que si 0 < e < R, alors
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(2) Montrer que si R > 0 et t € [0, 7], alors |2/ — 1| < 2. En déduire qu'on a
limp_ 0o fVR g(z)dz = 0.

(3) Pour w € C* fixé, déterminer lima_,0<
pour tout € €10, 1], on a
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— ), et montrer également que
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En déduire la limite de l'intégrale f% g(z) dz quand € — 0.
(4) Calculer 'intégrale I.

Exercice 3. Dans tout 'exercice, on note D le disque {z € C; |z| < 1}. Soit
f : D — C une fonction continue sur D et holomorphe dans ). On suppose que f
s’annule en des points ay,...,ay € D, avec multiplicités mq, ..., my. Enfin, on pose

[ flloe = sup{[f(£)I; & € OD}.

(1) Pour a € D, on définit ¢, : D — C par ¢,(z) = 2=%. Justifier la définition

et montrer qu’on a [,(§)| = 1 pour tout § € ID.

(2) Montrer qu'il existe une fonction g : D — C continue sur D et holomorphe
dans D telle que

VzED : f(2) = @a, (2)™ - @ay (2)™V g(2)
(3) Majorer |g(&)] en fonction de || f||oo pour £ € OD, et en déduire I'inégalité
[FO)] < Jaa|™ - - Jan]™ | flloo -



