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Questions de cours.

(1) Soit E un espace vectoriel normé sur K = R ou C. Montrer que I’application
(u, \) — Au est continue de £ x K dans E.

(2) Soit © :={(z,y,2) € R? ™ £ 24+ ¢ et ¥+ cos(6+ 2t +y* —72") < 1321}.
Montrer que €2 est un ouvert de R3.

(3) Soit (£, d) un espace métrique. Montrer que si A et B sont des parties de E,
alors AUB = AUB et AN B C AN B. Montrer également qu’on peut avoir
AN B # AN B (Donner un exemple avec E =R.)

(4) Soit E = C([0,1]), I'espace des fonction continues sur [0, 1] (& valeurs com-
plexes) muni de la norme || - ||o, et soit ® : E — C la forme linéaire définie
par ®(u) = u(1/3) — 2u(1/2) — /4 e'u(t) dt. Montrer que ® est continue.

(5) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On note L(FE, F') I'espace des

applications linéaires continues de E dans F, muni de sa norme naturelle.
Montrer que si F' est complet, alors L(E, F') est complet.

(6) Enoncer et démontrer le théoréme du point fixe.
(7) Montrer que tout espace métrique compact est complet.

(8) Soient K et Y deux espaces métriques, avec K compact. Soit également C'
un fermé de K x Y. Onpose F:={yeY; dxr € K : (z,y) € C'}. Montrer
que F' est un fermé de Y.

(9) Soit Q2 := {(z,y) € R% >0, y > 0et xy > 6}. Montrer que si K C Q est
compact, alors il existe une constante o > 6 telle que V(z,y) € K : y > 2-

(10) Montrer que K = {(z,y) € R?; el*l + y* < 6} est un compact de R%. Qu’en
est-il de F = {(x,y) € R? "+ y* <6}7?

(11) Montrer que si E' et F' sont deux espaces métriques connexes, alors £ X F est
connexe; et que si &/ et F' sont connexes par arcs, alors £ X F' est connexe
par arcs.

(12) Soit E un espace métrique connexe, et soit f : £ — C une application con-
tinue. On suppose qu’il existe un polynome P # 0 a coefficients complexes)

tel que Vu € E : P(f(u)) = 0. Montrer que f est constante.
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Exercice 1. Dans tout l'exercice, (F,d) est un espace métrique et f : £ — E est
une application continue.

(1) Pour n € N*, on pose C,, = f"(FE) ou f* = fo---o f. Montrer que la suite
(C) est décroissante.

(2) Dans cette question, on suppose que E est compact, et on pose C'= N C,,.
n>1

(a) Montrer que C' est compact et non vide.
(b) Montrer que si xq est un point quelconque de FE, alors toutes les valeurs
d’adhérences de la suite (f"(x¢)),>1 appartiennent a C.
(¢) Montrer que f(C) = C. (Pour Uinclusion C C f(C), on pourra commencer
par observer que si x € C, alors on peut trouver une suite (zy)g>1 telle que
zi, € Cy et © = f(zg) pour tout k > 1).
(3) Dans cette question, on suppose que E est compact et qu’on a d(f(x), f(y)) <
d(x,y) pour tous z,y € F tels que = # y.
(a) On note diam(C') le diametre de C' (diam(C) = sup{d(u,v); u,v € C}).
Pourquoi peut-on trouver u,v € C' tels que d(u,v) = diam(C')?
(b) Montrer a l'aide de (a) et de (2¢) que diam(C') = 0 (et donc que C est
réduit a un point).
(c) Montrer que f possede un unique point fixe, et que pour tout xy € F, la
suite (f™(xg))n>1 converge vers ce point fixe.

(4) Dans cette question, on prend E' =R et f(r) = v + § — arctan(x). Montrer
quon a |f(y) — f(z)] < |y — x| pour tous x,y tels que x # y (penser au
théoréme des accroissements finis), mais que f ne possede pas de point fixe.

Exercice 2. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques, et soit (7},),en une suite
d’applications continues, T, : £ — F. On fait 'hypothese suivante : pour tous
ouverts non vides U C F et V C F, il existe un entier n tel que T,,(U) NV # (.

(1) Pour tout ouvert V-C F', on pose Oy ={x € E; Ine N : T,(z) € V}.
(a) Montrer que Oy est un ouvert de F
(b) Montrer que Oy est dense dans E.

(2) Dans cette question, on suppose que (E, d) est complet. Déduire de (1) que si
(Vi)ier est une famille dénombrable d’ouverts non vides de E, alors ’ensemble
G = Nier Oy; est non vide.

(3) Dans cette question, on suppose que 'espace F' est séparable, et on fixe un
ensemble D C F' dénombrable et dense dans F'. Pour z € D et k € N*, on
pose V., = B(z, %) Montrer que pour tout ouvert non vide V' C F', on peut
trouver (z,k) € D x N* tel que V,;,, C V.

(4) On suppose que F' est séparable et que (E,d) est complet. Déduire de (2) et
(3) qu’il existe un point x € E tel que 'ensemble {T,,(z); n € N} est dense
dans F.



