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Questions de cours.

(1) Soit E un espace métrique, et soit (uy)reny une suite de points de E. Soit
également @ € E. On suppose que toute sous-suite de (uy) possede une
sous-suite qui converge vers a. Montrer que la suite (uy) converge vers a.

(2) Montrer que ’ensemble des matrices inversibles est un ouvert de My (R), et
que I'ensemble des matrices symétriques est un fermé.

(3) Soit E un espace métrique séparable. Montrer que toute famille d’ouverts
non vides de F deux a deux disjoints est dénombrable.

(4) Soit (F,d) un espace métrique complet, et soit (uy) une suite d’éléments de
E. On suppose que la série 3 d(uy, ug+1) est convergente. Montrer que la
suite (ug) converge dans E.

(5) Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés. On note L(FE, F') I'espace des
applications linéaires continues de E dans F', muni de sa norme naturelle.
Montrer que si F' est complet, alors L(E, F') est complet.

(6) Soit K = {(x,y,2) € R% 22 +y*+ 25 < 37}. Montrer que K est un compact
de R3.

(7) Montrer que le produit de deux espaces métriques compacts est compact
(pour la distance produit).

(8) Soit (E,d) un espace métrique, et soient K, L deux parties compactes de F
telles que K N L = (). Montrer qu’il existe o > 0 tel que

Vue KYve L : dlu,v) > a.

(9) Soient E et F deux espaces métriques et soit f : E — F une application
continue. Montrer en utilisant la propriété de Borel-Lebesgue (recouvrements
ouverts) que si K est un compact de F, alors f(K) est un compact de F.

(10) Montrer que R?\{(0,0)} est connexe, et en déduire qu’il n’existe pas d’injection
continue de R? dans R.
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Exercice 1. Soit E un espace vectoriel normé, et soit K une partie compacte convexe
de E, avec K # (). Soit également f : K — K une application 1-lipschitzienne.

(1) On fixe un point zy € K, et pour n € N* on définit une application f, : K —
E par

) =m0+ (1= ) fla).

Montrer que f,, possede un unique point fixe dans K.

(2) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur K.
(3) Montrer que f posseéde un point fixe dans K.

Exercice 2. Dans cet exercice, on note ¢!(N) I'espace vectoriel constitué par toutes
les suites de nombres réels u = (u(i));en pour lesquelles la série 3" (i) est absolument
convergente. On munit ¢!(N) de la norme || - ||, définie par

el ziwu@)«

Enfin, on pose K = {u € ¢*(N); |u(i)] < 27 pour tout i € N}. Le but de I'exercice
est de montrer que K est un compact de ¢! (N).

(1) En observant que K = [[ien K;, ol K; = [—27%,27], montrer que toute suite
(ug) d’éléments de K possede une sous-suite qui converge coordonnée par
coordonnée vers un élément u de K.

(2) Soit (vg)ken une suite d’éléments de ¢'(N). On suppose que (vy) converge co-
ordonnée par coordonnée vers un élément u de £!(N), et que de plus ’ensemble
{vk; k € N} est équisommable, ce qui signifie que la propriété suivante a

lieu :
Ve >03INVEeN : > |u(i)| <e.
i>N
Montrer que (vy) converge vers u pour la norme || - ||1.

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 3. Soit (M, d) un espace métrique. On suppose que M est dénombrable.
Le but de 'exercice est de montrer qu’il existe une injection continue de M dans R.

(1) On note £>°(M) 'espace de toutes les fonctions bornées de M dans R, muni
de la norme || - ||, €t Co(M) le sous-espace vectoriel de £*°(M) constitué par
les fonctions continues bornées. Montrer que Cy(M) est fermé dans ¢>°(M).
Pourquoi peut-on en déduire que Cy(M) est complet pour la norme || - [|o?

(2) Soit E un espace vectoriel normé, et soit F' un sous-espace vectoriel de F,
avec F'# FE. On pose O = E \ F.
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(a) On fixe a € E'\ F. Montrer que si u € E est quelconque, alors ou bien
u € O, ou bien u+ 27%a € O pour tout k € N.
(b) Montrer que O est dense dans F.

(3) Pour w,v € M, on pose

Oup ={f € CG(M); f(u)# f(v)}.
Déduire de (2b) que si u # v, alors O,,, est dense dans Cp(M).

(4) On pose A = {(u,v) € M x M; u # v}. En utilisant le théoreme de
Baire (dont on vérifiera soigneusement toutes les hypotheses), montrer que
I'ensemble G = Nyv)ea Ou,w est dense dans Cy(M).

(5) Conclure.

Exercice 4. Soient (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques, et soit f : £ — F
continue. Le but de l'exercice est de montrer qu’il existe une fonction continue
d 1 Ex]0,00[—]0,00] telle que pour tout (z,¢) € Ex]0,00], le nombre §(z,e) est
un “0 de continuité au point x associé a £”; autrement dit :

Yy e FE : dr(r,y) <d(xr,e) = dr(f(z), fly)) <e.

(1) Montrer que I’ensemble
C=A{(x,y,¢) € Ex Ex]0,00[: dp(f(x), f(y)) = €}
est un fermé de FE x E'x]0, o0l
(2) On munit £ x Ex]0, 00| de la distance produit, que I’on note p, et on définit
d : Ex]0,00[— R par
§(x,e) = dist,((z, z,¢),C).
Montrer qu’on a é(x,€) > 0 pour tout (z,e) € Ex]0, 00|
(3) Vérifier qu'on a dg(z,y) = p((z,z,¢€),(x,y,€)) pour z,y € E et pour tout
£ > 0, puis montrer que la fonction ¢ convient.

(4) Utiliser le résultat obtenu (i.e. la fonction J), pour montrer que si E est
compact, alors f est uniformément continue.



