L3 Probabilités

Examen du 9 Mai 2019
Durée : 3h

Remarque. Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le méme espace

de probabilité (2,2, P).

Questions de cours.

(1)

(2)

(3)

(4)

Soit (X)k=0 une suite de va réelles.
(a) On suppose qu'il existe une suite de nombres réels positifs (¢) tendant
vers 0 telle que 37 (P(|Xy| = ;) < oo. Montrer que | Xj| 2 0.

(b) On suppose quon a .~ P(|X;| > 27%) < c0. Montrer que la série ), X
converge presque sturement.

Montrer que la convergence en norme L' entraine la convergence en probabi-
lité, et que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

Soit (Z,)n>1 une suite de va a valeurs dans N. On suppose que Z,, suit une
loi binomiale B(n,p,), et que p, ~ % quand n — o0, pour un certain A > 0.
Montrer que (Z,) converge en loi vers une va Z suivant une loi & déterminer.

Soit (X;)i=1 une suite de va indépendantes suivant toutes une méme loi expo-

nentielle de parametre A > 0. Pour n € N* on pose M,, := max(Xy,...,X,)
et Z, = bﬁ%- Déterminer la fonction de répartition de Z,,, puis montrer que

la suite (Z,) converge en loi vers la constante 1/\.

Soit (X;);=1 une suite de va réelles deux a deux indépendantes, appartenant a
L? et centrées. On suppose que la suite (X;) est bornée dans L?. Pour n > 1,
on pose S, := X; + --- + X,,. Montrer que i—g tend vers 0 en norme L2, pour
tout a > 1/2.

Soit A > 0, et soit (X;);>1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi
exponentielle de parametre \. Soit également a < A. Montrer que
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converge presque stirement vers une constante a déterminer.
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(7) Soit (X;);>1 une suite de va indépendantes uniformément distribuées sur un
intervalle [a, b]. Pour n > 1, on pose S,, := X; + --- + X,,. Déterminer, si elle

existe, la limite de P<|i—" — “TH)‘ < Viﬁ) quand n — oo.

(8) Calculer la fonction caractéristique d’une va suivant une loi de Poisson de
parametre A > 0, et en déduire que si X et Y sont deux va indépendantes
suivant des lois de Poisson P(\) et P(p), alors X + Y suit la loi de Poisson
PN+ p).

Exercice 1. Soit (X;);>1 une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parametre p € |0, 1[. Soit également a € N* fixé. Pour n > 1, on pose S, :=
Xy + -+ + X,,. Enfin, on définit une va T : Q@ — N u {0} de la facon suivante :
si w e Q, alors T'(w) le plus petit entier n tel que S, (w) = a s’il en existe un, et
T(w) = o0 si S, (w) < a pour tout n > 1.

(1) Montrer que T est en fait a valeurs dans {a,a + 1,a + 2,...} U {o0}.
(2) Montrer que I’évenement lim {X; = 1} est de probabilité égale & 1, et en
déduire que T' < o0 ps.
(3) Montrer que si w € Q et k € N, alors on a I’équivalence suivante :
Tw)=a+k < Spp1(w)=a—-1 et X p(w)=1
En déduire que pour tout k£ € N, on a

P(T =a+k) = <“Zle)pa(1—p)k.

(4) Déduire de (2) et (3) quon a >, , (“Zﬁil) (1—p) = Z%; puis retrouver cette
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formule en dérivant le développement en série entiere de f(z) 1= -

(5) On suppose que a = 2. Montrer que E (%:11) = p.

Exercice 2. Dans tout l'exercice, on fixe une suite (&;);ey de va indépendantes et
suivant toutes la loi normale A (0,1). On note &€ l'espace vectoriel engendré par les
&. On rappelle (et on ne demande pas de redémontrer) qu'on a & < LP pour tout
p < . Enfin, on fixe un nombre réel p > 2. Le but de l'exercice est d’établir le
résultat suivant : sur l’espace £, les normes || - ||, et || - [|2 sont équivalentes.

(1) Comparer |Z||z et |Z]|, pour toute va Z € £.
(2) Soit Z = > a;& € &, ot I < N est fini. Calculer |Z]3 en fonction des a;.
i€l
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(a) Montrer que pour tout A > 0, on a

)\2
5 ya;

E (e’\Z) =e i = (e_)‘Z) .
(b) En déduire que pour tout ¢ > 0, on a
t2
P(|Z] >t) <2 ——
(121> 1) < 2exp | =3 S
el
n utilisan e , montrer que si Z € £ vérifie | Z||y = 1, alors < B,,
4) En utilisant (2) et (3 t i Z € & vérifie | Z 1, al Z|, < B,
ou B, est une constante finie dépendant uniquement de p.

(5) Conclure.



