
L3 Probabilités

Examen du 9 Mai 2019
Durée : 3h

Remarque. Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le même espace
de probabilité pΩ,A,Pq.

Questions de cours.

(1) Soit pXkqkě0 une suite de va réelles.

(a) On suppose qu’il existe une suite de nombres réels positifs pεkq tendant

vers 0 telle que
ř8

k“0 Pp|Xk| ě εkq ă 8. Montrer que |Xk|
ps
ÝÑ 0.

(b) On suppose qu’on a
ř8

k“0 P
`

|Xk| ě 2´k
˘

ă 8. Montrer que la série
ř

Xk

converge presque sûrement.

(2) Montrer que la convergence en norme L1 entraine la convergence en probabi-
lité, et que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

(3) Soit pZnqně1 une suite de va à valeurs dans N. On suppose que Zn suit une
loi binomiale Bpn, pnq, et que pn „

λ
n

quand n Ñ 8, pour un certain λ ą 0.
Montrer que pZnq converge en loi vers une va Z suivant une loi à déterminer.

(4) Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes une même loi expo-
nentielle de paramètre λ ą 0. Pour n P N˚, on pose Mn :“ maxpX1, . . . , Xnq

et Zn :“ Mn

logpnq
. Déterminer la fonction de répartition de Zn, puis montrer que

la suite pZnq converge en loi vers la constante 1{λ.

(5) Soit pXiqiě1 une suite de va réelles deux à deux indépendantes, appartenant à
L2 et centrées. On suppose que la suite pXiq est bornée dans L2. Pour n ě 1,
on pose Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn. Montrer que Sn

nα
tend vers 0 en norme L2, pour

tout α ą 1{2.

(6) Soit λ ą 0, et soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi
exponentielle de paramètre λ. Soit également a ă λ. Montrer que

Zn :“
eaX1 ` ¨ ¨ ¨ ` eaXn

n

converge presque sûrement vers une constante à déterminer.
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(7) Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes uniformément distribuées sur un
intervalle ra, bs. Pour n ě 1, on pose Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn. Déterminer, si elle

existe, la limite de P
´

ˇ

ˇ

Sn
n
´ a`b

2

ˇ

ˇ ď 1?
n

¯

quand nÑ 8.

(8) Calculer la fonction caractéristique d’une va suivant une loi de Poisson de
paramètre λ ą 0, et en déduire que si X et Y sont deux va indépendantes
suivant des lois de Poisson Ppλq et Ppµq, alors X ` Y suit la loi de Poisson
Ppλ` µq.

Exercice 1. Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de paramètre p P s0, 1r. Soit également a P N˚ fixé. Pour n ě 1, on pose Sn :“
X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. Enfin, on définit une va T : Ω Ñ N Y t8u de la façon suivante :
si ω P Ω, alors T pωq le plus petit entier n tel que Snpωq ě a s’il en existe un, et
T pωq “ 8 si Snpωq ă a pour tout n ě 1.

(1) Montrer que T est en fait à valeurs dans ta, a` 1, a` 2, . . .u Y t8u.

(2) Montrer que l’évènement lim tXi “ 1u est de probabilité égale à 1, et en
déduire que T ă 8 ps.

(3) Montrer que si ω P Ω et k P N, alors on a l’équivalence suivante :

T pωq “ a` k ðñ Sa`k´1pωq “ a´ 1 et Xa`kpωq “ 1.

En déduire que pour tout k P N, on a

PpT “ a` kq “

ˆ

a` k ´ 1

a´ 1

˙

pap1´ pqk.

(4) Déduire de (2) et (3) qu’on a
ř8

k“0

`

a`k´1
a´1

˘

p1´ pqk “ 1
pa

; puis retrouver cette

formule en dérivant le développement en série entière de fpxq :“ 1
1´x
¨

(5) On suppose que a ě 2. Montrer que E
`

a´1
T´1

˘

“ p.

Exercice 2. Dans tout l’exercice, on fixe une suite pξiqiPN de va indépendantes et
suivant toutes la loi normale N p0, 1q. On note E l’espace vectoriel engendré par les
ξi. On rappelle (et on ne demande pas de redémontrer) qu’on a E Ď Lp pour tout
p ă 8. Enfin, on fixe un nombre réel p ě 2. Le but de l’exercice est d’établir le
résultat suivant : sur l’espace E, les normes || ¨ ||p et } ¨ }2 sont équivalentes.

(1) Comparer }Z}2 et }Z}p pour toute va Z P E .

(2) Soit Z “
ř

iPI

aiξi P E , où I Ď N est fini. Calculer }Z}22 en fonction des ai.

(3) Soit Z “
ř

iPI

aiξi P E .
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(a) Montrer que pour tout λ ą 0, on a

E
`

eλZ
˘

“ e
λ2

2

ř

iPI
a2i
“ E

`

e´λZ
˘

.

(b) En déduire que pour tout t ą 0, on a

P
`

|Z| ą t
˘

ď 2 exp

¨

˝´
t2

2
ř

iPI

a2i

˛

‚.

(4) En utilisant (2) et (3), montrer que si Z P E vérifie }Z}2 “ 1, alors }Z}p ď Bp,
où Bp est une constante finie dépendant uniquement de p.

(5) Conclure.


