
L3 Probabilités

Examen du 9 Mai 2017
Durée : 4h

Remarques. Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le même
espace de probabilité (Ω,A,P). Si X est une va réelle, on note FX sa fonction de
répartition et ϕX sa fonction caractéristique.

Questions de cours.

(1) Soit α > 0, et soit X une va uniformément distribuée sur ]0, α[. Déterminer
la loi de Y = log( α

X
).

(2) Soit X une va réelle. Calculer FX(t) pour tout t ∈ R dans les deux cas
suivants : (i) X suit une loi de Bernoulli de paramètre p ∈ [0, 1]; (ii) X suit
une loi de Cauchy, i.e. PX = 1

π
dx

1+x2
·

(3) Soit X une va réelle. On suppose qu’il existe deux constantes A et c > 0 telle
que ∀t > 0 : P(|X| > t) ≤ Ae−ct. Montrer que X ∈ Lp pour tout p <∞.

(4) Soit X une va réelle. Calculer l’espérance et la variance de X dans les deux
cas suivants : (i) X uniformément distribuée sur un intervalle [a, b] ⊆ R; (ii)
X suit une loi binomiale B(n, p).

(5) Soit (Xn)n≥1 une suite de va réelles. On suppose que les Xn sont dans Lp

pour un certain p > 1, et que la suite (Xn) est bornée dans Lp. Pour n ≥ 1
et a > 0, majorer P(|Xn| ≥ a) à l’aide de ‖Xn‖p; puis montrer que Xn

n
tend

presque sûrement vers 0.

(6) Montrer que pour une suite de va réelles, la convergence en norme L1 entraine
la convergence en probabilité et la convergence en probabilité entraine la
convergence en loi.

(7) Soit K ∈ N∗, et soit (Xi)i≥1 une suite de va indépendantes uniformément
distribuées sur l’ensemble {1, . . . , K}. Montrer que Gn = (X1 · · ·Xn)1/n tend
presque sûrement vers une constante C à déterminer.

(8) On joue une infinité de fois à pile ou face. Pour n ≥ 1, on note Sn le nombre
de “piles” obtenus après n lancers. En utilisant le Théorème Limite Central,
montrer que P(Sn ≥ n

2
+
√
n) admet une limite L à déterminer quand n→∞.

(9) Calculer la fonction caractéristique d’une va réelle suivant une loi normale
N (m,σ2), puis montrer que si X et Y sont des va indépendantes suivant des
lois normales N (mX , σ

2
X) et N (mY , σ

2
Y ), alors X +Y suit une loi normale de

paramètres à déterminer.
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Exercice 1. Soit X une va réelle appartenant à L2, centrée et de variance σ2 > 0,
et soit (Xk)k∈N une suite de va indépendantes et de même loi que X. Soit également
(ak)k∈N une suite de nombres réels. On suppose que la série

∑
akXk converge en

norme L1. Le but de l’exercice est de montrer que la série
∑
akXk converge en

norme L2.

(1) Justifier que ‖X‖1 > 0, puis montrer que ak tend vers 0 quand k →∞.

(2) Soit S la limite (en norme L1) de la suite Sn =
∑n

k=0 akXk. Justifier qu’il
existe t > 0 tel que ϕS(t) 6= 0.

(3) Exprimer ϕSn(t) à l’aide de ϕX , puis montrer que la série
∑

log |ϕX(akt)| est
convergente.

(4) Justifier que ϕX admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0,
et que ce développement est de la forme

ϕX(u) = 1− c u2 + o(u2),

où c > 0 est à déterminer explicitement.

(5) En utilisant (1), (3) et (4), montrer que la série
∑
a2k est convergente.

(6) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 2. SoitX une va réelle appartenant à L1 et centrée, et soit (Xi)i≥1 une suite
de va indépendantes et de même loi que X. Pour n ≥ 1, on pose Sn = X1 + · · ·+Xn.
Le but de l’exercice est de montrer que Sn

n
tend vers 0 en norme L1.

(1) Montrer que E
(
|X|1[A,∞[(|X|)

)
tend vers 0 quand A→∞.

(2) Déduire de (1) que pour tout ε > 0 donné, on peut trouver Aε tel que

∀A ≥ Aε ∀i ≥ 1 : E
(
|Xi|1[A,∞[(|Xi|)

)
≤ ε/2.

Montrer ensuite que pour tout ensemble E ∈ A et pour tout i ≥ 1, on a∫
E

|Xi| dP ≤ Aε P(E) + ε/2.

(3) Montrer que pour tout ε > 0 donné, on peut trouver δ = δε > 0 tel que la
propriété suivante ait lieu : pour tout E ∈ A vérifiant P(E) < δ et pour tout
n ≥ 1, ∫

E

∣∣∣Sn
n

∣∣∣ dP ≤ ε.

(4) Pour n ≥ 1 et ε > 0, on pose En,ε =
{∣∣Sn

n

∣∣ ≥ ε
}

. Montrer que∥∥∥Sn
n

∥∥∥
1
≤ ε+

∫
En,ε

∣∣∣Sn
n

∣∣∣ dP.
(5) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 3. On dit qu’une va réelle X est stable si la propriété suivante a lieu pour
tout n ≥ 1 : il existe des constantes an et bn telles que, si X1, . . . , Xn sont des va
indépendantes et de même loi que X, alors X1 + · · ·+Xn a la même loi que anX+bn.

(1) Montrer que toute va suivant une loi normale N (m,σ2) est stable.

(2) Soit X une va stable. On suppose que X appartient à L2, avec pour moyenne
m et pour variance σ2 > 0. Le but de la question est de montrer que X suit
la loi N (m,σ2).

(a) Soit (Xi)i≥1 une suite de va indépendantes et de même loi que X. Pour
tout entier n ≥ 1, déterminer explicitement les coefficients an et bn tels
que X1 + · · · + Xn ∼ anX + bn. (Calculer de deux façons l’espérance et la

variance de X1 + · · ·+Xn.)

(b) Avec les notations de (a), on pose Sn = X1 + · · ·+Xn pour tout n ≥ 1.
Montrer que la va Zn = Sn−nm√

n
a la même loi que X ′ = X −m.

(c) Démontrer le résultat souhaité.


