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Questions de cours.

(1) Soit B la boule {(z,y,2) € R3; z* + y*> 4+ 2? < 1} dans R3. Pour a > 0,
calculer l'intégrale

I(a) = / (2° + y* + 2*)*daxdyd=z
B

en intégrant en coordonnées sphériques.
(2) Soient R > 0 et o, 8 €]0,7/2[. On note D(R, , ) C R? le domaine donné
en coordonnées polaires (z,y) = (rcosf,rsinf) par
0<r<R et —p<b<La.
Dessiner D(R, «, (3), puis déterminer les coordonnées de son centre de gravité.
(3) Soit I la partie de la courbe d’équation y = 22 joignant le point (=1, —1) au
point (1,1). Dessiner I' et calculer 'intégrale curviligne I = [ z*ydz+z*y>dy.

(4) Enoncer la formule de Green-Riemann, et démontrer cette formule dans le
cas d’un rectangle.

Exercice 1. Dans tout 'exercice, d est un entier strictement positif. On note || || la
norme euclidienne sur R? : si z = (21,...,24) € R?, alors

Izl = (@ + - + 232
Pour 7 > 0, on note By(r) la boule euclidienne de centre 0 et de rayon r dans R? :
By(r) = {z € R ||lzf| <},

et on note V;(r) le volume d-dimensionnel de By(r),
%(7"):/ dl’l...dl‘d.
Bq(r)

(1) Soit ¢ : [0, 00[— R une fonction positive de classe C!, décroissante et tendant
vers 0 a 'infini.
(a) Montrer que pour tout z € R4, on a o(||z||) = — f”C;OH o (r)dr.
1



(b) En déduire (a I'aide du théoreme de Fubini) 'identité

éd o(||z|]) dxy ... dxg = — /000 O (r)Va(r)dr.

(2) Soit 7 > 0. Calculer le déterminant Jacobien de I’application ® : R? — R?
définie par ®(uyq,...,uq) = (ruq,...,rug), puis montrer qu’'on a
Va(r) = r‘Vy(1).
(3) Soit & nouveau ¢ : [0, co[— R une fonction positive de classe C', décroissante

et tendant vers 0 a U'infini. En utilisant (1), (2) et une intégration par parties,
montrer qu’on a

/Rd ollz]) dor ... dvg = dVa(1) /Ooo P =Lo(r) dr

(4) Déterminer pour quelles valeurs de o > 0 la fonction z —
sur RY.
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Exercice 2. Dans tout l'exercice, I" est une courbe fermée réguliere dans R? en-
tourant un domaine (2.

(1) On oriente I' dans le sens positif. Montrer que 'aire de € est donnée par la
formule

1
aire(Q) = = / xdy — ydx .
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(2) On suppose que I' admet un paramétrage 7 : [, 5] — R? de la forme
v(0) = (r(0) cos,r(0) sinb) ,

ofl r est une fonction de classe C!. Montrer qu’on a

. IR
aire(Q2) = 3 r(0)=do.
(3) Soit @ > 0. On suppose que I" est définie par I’équation polaire

r=a(l+cos#h),

ou 6 varie entre 0 et 2m.

(a) Calculer I'aire de €.
(b) Question hors-baréme. Dessiner T



