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Questions de cours.

(1) Soit (€2, B) un espace mesurable, et soit ( f,,) une suite de fonctions mesurables
sur €, a valeurs complexes. Montrer que B := {x € Q; |f,(x)| — oo} est un
ensemble mesurable.

(2) Calculer [y (—logz)z™dx pour tout entier n > 1, et en déduire 1'égalité

I —Jogx > 01
/0 e Tl

. k=1

(3) Soit (€2, B, i) un espace mesuré, avec u(€2) < oco. Soit également ¢ : Q2 — R
une fonction mesurable, avec ¢(x) > 0 pour tout x € €2. Déterminer, si elle
existe, la limite de [;, e ™™*®@du(x) quand n — oo. (Prendre garde au fait que
¢ n’est pas supposée strictement positive en tout point.)

(4) Soit D := {(x,y) e R* 0 <y <z et y <1/x}. Calculer I := [, Ldxdy.

(5) Soit f : RT — C une fonction intégrable. Montrer que f(x) =Yoo flz+n)
est bien défini pour presque tout = € [0, 1] et que la fonction f est intégrable
sur [0, 1].

(6) On admet que Papplication (u,v) +— (u?+v?, 2uv) est un difféomorphisme de
Q= {(u,v) € R? u>v >0} sur Q. Utiliser ce fait pour calculer I'intégrale
I = [o(u* — ve 0 dudy.

(7) Soit D := {(z,y) € R* 1 <22+ y?> <3et 0 <y < z}. Calculer I'intégrale
Ip? (2* + y*)?dzdy en utilisant les coordonnés polaires.

(8) Montrer que la formule f(z) := [y bg(\l/gxt) dt définit une fonction de classe C*

sur [0, 1[. Déterminer ensuite (si elle existe) la limite de f'(z) quand x — 17.
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Exercice 1. Soit (£2,B, ) un espace mesuré, et soit f une fonction intégrable sur
), a valeurs complexes.

(1) Pour n € N*, on pose A, = {z € Q; = <|f(z)| < n}.
(a) Vérifier que la suite (A,,) est croissante, et déterminer (J° ; A
(b) En déduire la limite de [o, 4, [f[ di quand n — ooc.

(¢) Montrer que pour tout ensemble mesurable B C 2 et pour tout n € N*,
on a

[ Afldp < npB)+ [ 1fldu.
B NAn
(2) En utilisant (1), montrer que pour tout € > 0, on peut trouver 6 > 0 tel que
VBG%:;M%<5:¢/UMM<3
B

(3) On suppose que 2 = R et que u est la mesure de Lebesgue. Pour x € R, on

pose
= [ rwa

Montrer que la fonction F' est uniformément continue sur R.

Exercice 2. Dans cet exercice, €2 et J sont deux intervalles de R, et ® : Q x J —
[0, 0] est une fonction borélienne. Pour (z,t) € £ x J, on pose

D, (z) = D(t,x).
On définit h : Q@ — [0, 00| par

x) :[]¢t(x)dt:/]®(x,t)dt

Le but de l'exercice est de montrer que pour tout p € [1,00], on a

() Il < [ @il dt

(Les “normes” || - ||, sont relatives a I’espace mesuré (£2,B(Q2), A1), ot A; est la mesure
de Lebesgue.)
(1) Démontrer le résultat pour p = 1.
(2) Dans cette question, on suppose que 1 < p < 0o, et de plus que [|A||, < co.

(a) Montrer qu’on a

|h||p—/ /(I)t P de) dt.

(b) On note ¢ 'exposant conjugué de p. Déduire de (a) 'inégalité

» 1/q
I8l < [ 19l ( f ) ™ ar.

(¢) Exprimer (f, h(z)Pdz)"? en fonction de ||A]|,, et conclure que (x) a bien
lieu dans le cas considéré.

(3) Dans cette question, on suppose que 1 < p < oo, que ||h||, = oo et que
h(x) < oo presque partout. Il s’agit alors de montrer que [; ||P¢||, dt = 0o
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(a) Soit (€2,,) une suite croissante d’intervalles bornés telle que Q = [JS2 £2,,.
Pour n € N, on pose

hp =14, h, ou A, :=Q,N{h<n}.
Montrer que h,(z) — h(z) presque partout, et en déduire que
|hnllp, = 00 quand n — oco.

(b) Avec les notations de (a), montrer que ||k, ||, < co pour tout n € N. En
déduire, a l'aide de (2), que

Fnlly < [ 1L, @il dt

(c) Conclure que [, ||P], dt = oo.

(4) Dans cette question, on suppose que 1 < p < oo, que ||hl[, = oo et que
I'ensemble {h = oo} est de mesure de Lebesgue strictement positive. Il s’agit
a nouveau de montrer que [; ||®;||, dt = oo.

(a) Montrer qu’il existe un intervalle borné ' C Q tel que I'ensemble E :=
' N {h = o0} vérifie A\;(E) > 0.

(b) Pourquoi a-t-on aussi A\ (F) < 00?

(¢) On note g 'exposant conjugué de p. Montrer qu’on a

/ ®,(z) dz < M (E)Y9)|,], pour tout t € J.
E

(d) Déduire de (c) que [, || D], dt = oc.
(5) Dans cette question, on suppose que p = 0.
(a) On pose
B :={(z,t) € QA x J; ®;(x) > ||®]|oo} € R>.
Montrer que A\ (B*) = 0 pour tout ¢t € J, ou B := {z € Q; (z,t) € B}.
(b) En déduire que \y(B) = 0.
(c¢) Déduire de (b) que A;(B;) = 0 pour presque tout z € 2.

(d) En déduire que h(z) < [; ||®:]|o dt pour presque tout = € €, et conclure
que (*) est vraie dans le cas considéré.



