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Module Intégration
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Questions de cours.

(1) Montrer que pour tout α > −1, la fonction t 7→ ln(t) tα est intégrable sur

]0, 1]. Calculer ensuite Iα =
∫ 1

0
ln(t) tα dt en intégrant par parties.

(2) Déterminer limn→∞ e
−xn et sup{e−xn ; n ≥ 1} selon les valeurs de x ∈ ]0,∞[;

puis trouver la limite de In =
∫∞

0
arctan(nx) e−x

n
dx quand n→∞.

(3) Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit (An)n∈N une suite d’ensembles mesurables
deux à deux disjoints. Exprimer la fonction indicatrice de A =

⋃∞
0 An en

fonction des indicatrices des An; puis montrer que si f : Ω → C est une
fonction intégrable, alors∫

⋃∞
0 An

f dµ =
∞∑
n=0

∫
An

f dµ .

(4) Soit u : R → R une fonction de classe C1, soit k ∈ N et soit α > 2. Montrer

que la formule f(x) =
∫∞

1
sin(t u(x))k

tα
dt définit une fonction de classe C1 sur R.

(5) Soit D = {(x, y) ∈ R2; 0 < x < 4 et 0 < y < min(x, 1
x
)}. Dessiner D, puis

calculer l’intégrale I =
∫
D

x√
y
dxdy.

(6) Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. Montrer que f ∗ g(x) =∫
R f(x− y)g(y)dy est bien défini pour presque tout x ∈ R, et que la fonction
f ∗ g est intégrable sur R.

(7) Soit Ω = {(x, y) ∈ R2; x > 0 , y > 0 et 1 < x2 + y2 < 4}. Calculer l’intégrale
J =

∫
Ω

xy
(x2+y2)3

dxdy en utilisant les coordonnées polaires.

(8) Soient Ω = {(x, y) ∈ R2; x > 0 , y > 0 et x + y < 4}. En considérant
Ω′ = {(u, v) ∈ R2; 0 < v < 1 et 0 < u < 4v} et en utilisant le changement de

variables (u, v) = (x, x
x+y

), calculer l’intégrale I =
∫

Ω
exp

(
x−y
x+y

)
dxdy.
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Exercice 1. Dans tout l’exercice, d est un entier strictement positif. On note ‖ ‖
la norme euclidienne sur Rd, et Bd la “boule unité” de Rd :

Bd = {x ∈ Rd; ‖x‖ ≤ 1} .

On note λd la mesure de Lebesgue sur Rd, et Vd le volume d-dimensionnel de Bd :

Vd = λd(Bd) .

Enfin, on pose pour x > 0 :

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt .

Le but de l’exercice est de d’établir la formule suivante :

(∗) Vd =
πd/2

Γ
(
d
2

+ 1
) ·

(1) Montrer que pour tout x > 0, la fonction t 7→ tx−1e−t est intégrable sur
]0,∞[, et donc que Γ(x) est un nombre réel bien défini. Justifier également
que Γ(x) > 0.

(2) Dans cette question, on veut montrer que la formule (∗) est corecte pour
d = 1, 2 et 3.

(a) Montrer à l’aide d’une intégration parties que pour tout x > 0, on a

Γ(x+ 1) = xΓ(x) .

(b) Calculer Γ(1).

(c) Montrer que Γ(1/2) = 2
∫∞

0
e−u

2
du =

√
π.

(d) Déduire de (a), (b) et (c) que (∗) est bien correcte pour d = 1, 2, 3.

(3) Pour tout t > 0, on pose B(t) = {x ∈ Rd; ‖x‖2 ≤ t} et V (t) = λd(B(t)).

(a) Vérifier que V (t) =
∫
Rd 1[‖x‖2,∞[(t) dλd(x) pour tout t > 0, et en déduire

qu’on a ∫ ∞
0

e−t V (t) dt =

∫
Rd
e−‖x‖

2

dλd(x) .

(b) En utilisant un changement de variables, montrer que V (t) = td/2Vd pour
tout t > 0.

(4) Déduire de (3) qu’on a∫
Rd
e−(x21+···+x2d)dx1 · · · dxd = Γ

(
d

2
+ 1

)
Vd .

(5) Démontrer la formule (∗).
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Exercice 2. Le but de l’exercice est de calculer la somme

S =
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
·

(1) Dans cette question, on veut établir l’identité suivante :

(∗) ∀x ∈ [0, 1] :

∫ π
2

0

arctan (x tan θ) dθ = −
∫ x

0

ln(t)

1− t2
dt .

(a) Montrer qu’on définit une fonction f continue sur [0, 1] en posant

f(x) =

∫ π
2

0

arctan (x tan θ) dθ .

(b) Justifier que f est de classe C1 sur ]0, 1] et donner une formule pour f ′(x).
Montrer ensuite à l’aide d’un changement de variable qu’on a

f ′(x) =

∫ ∞
0

u

1 + x2u2

du

1 + u2
·

(c) Pour x < 1 fixé, déterminer les primitives de la fonction u 7→ u
(1+x2u2)(1+u2)

à l’aide d’une décomposition en éléments simples.
(d) Déduire de (b) et (c) que pour tout x ∈ ]0, 1[, on a

f ′(x) = − ln(x)

1− x2
·

(e) Démontrer l’identité (∗).
(2) Montrer qu’on a∫ 1

0

−ln(t)

1− t2
dt =

∞∑
n=0

∫ 1

0

(−ln(t)) t2n dt .

(3) Calculer la somme S en utilisant les questions précédentes et la “question de
cours” (1).


