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Questions de cours.

(1) Soit (€2, B) un espace mesurable, et soit ( f,,) une suite de fonctions mesurables
sur €2, a valeurs complexes. En utilisant le critere de Cauchy, montrer que
I'ensemble B := {z € §2; la suite (f,(z)) converge dans C} est mesurable.

(2) Soit (£2, B, ) un espace mesuré, et soit f : @ — C une fonction mesurable.
On suppose qu'il existe a > 1 tel que [, | f|* du < co. Pour n € N*; on pose
B, :={x € Q; |f(x)] > n}. En observant que B,, = {x € Q; |f(z)|* > n*},
montrer que la série Y- u(B,,) est convergente.

(3) Soit ¢ : [1,00[— R une fonction croissante et positive tendant vers 6 a U'infini.
oo ¢(t™)e”

Déterminer, si elle existe, la limite de [ # dt quand n — oc.
4) Déterminer, si elle existe, la limite de [;° arctan w e 27"t quand
( ) ) ) 0 t q
n — oQ.
(5) Soit D := {(z,y) € R* y—x < 2et 0 <y < 9— (x—5)%} Dessiner
soigneusement D, puis calculer I'intégrale I = [, zy dzdy.

(6) Soient f et g deux fonctions intégrables sur |0, oo[. Montrer que pour presque
tout €0, 00, la fonction ¢ — § f(%)g(t) est intégrable sur ]0,00[, et que
la fonction (presque partout définie) z — [° f(£)g(t)% est intégrable sur
10, ool

(7) Montrer que l'application (t,s) — (u,v) := (t + s, %) est un difféomorphisme
de Q :=]0,00[x]0,00[ sur © et déterminer sa réciproque. En déduire que
pour tout a €]0, 1], on a

o) dU
T(a)I(1 - a) = / L
()T (1 =) o vlm(14w)
(Rappel : la fonction T est définie pour z > 0 par I'(z) = [;° t* 'e~tdt.)

(8) Soit D := {(z,9) € R*; 1 < 22+ y> < 4det 0 <y < +3x}. Calculer
Iintégrale [(zy? + x?) dzdy en utilisant les coordonnés polaires.
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(9) Soit ¢ : [1, 00]— C une fonction intégrable sur [1, co[. Montrer que la formule
flx) = [7° @ cos (L) dt définit une fonction de classe C' sur R \ {0}.

(10) Soit f : R — R une fonction de classe C'. On suppose qu'il existe p > 1 tel
que [p |f'(t)[Pdt < co. En utilisant convenablement le théoréme fondamental
de I'analyse et 'inégalité de Holder, montrer que f est uniformément continue
sur R.

Exercice 1. Calculer 'intégrale I := [} (—t log(t))* dt pour tout k& € N, en com-
mengant par poser u = — log(t). En déduire la formule

1 [e'e}
/ thdt=>"n".
0 n=1

Exercice 2. Soit f : R — R une fonction dérivable en tout point.

(1) Justifier que la fonction f’ est borélienne en considérant les fonctions

falt) =2"(f(E+27") = £(1)) -
(2) On suppose que la fonction f’ est bornée sur R. Montrer que pour tous
a,b e R, on a

[ 7yt = 7o) - fa).

(3) On suppose que la fonction f est croissante. Montrer en utilisant le lemme
de Fatou qu’on a pour tous a,b € R tels que a < b :

[ 70 < 50) - f(a).

(On a en fait égalité; mais c’est un peu plus délicat a démontrer.)

Exercice 3. Dans tout 'exercice (2, B, i) est un espace mesuré.

(1) Soit f une fonction étagée positive sur 2, qu’on écrit

N
f= Z a; 14,
i=1

avec o; € Rt et des A; mesurables et deux & deux disjoints. Montrer que
pour tout ¢ > 0, on a
N

N({f > t}> = ;M(Ai) 110,0,(2) -

(2) Soit ¢ : [0, 00[— R une fonction de classe C!, positive, croissante et vérifiant
»(0) = 0. Montrer que toute fonction mesurable positive f sur 2, on a

/Q¢(f(33))du(a:) :/OOO &' (t) u({f >t})dt.

(Commencer par le cas ou la fonction f est étagée en utilisant (1).)
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(3) Soit g : 2 — C une fonction mesurable. Montrer que dans chacun des deux
cas suivants, la fonction g est intégrable sur €.
(i) u() < oo et il existe o > 1 tel que p({|g| > t}) = O(1/t*) quand
t — 0.
(i) g est bornée et il existe v < 1 tel que p({|g| > t}) = O(1/t*) quand
t—0t.

Exercice 4. Soient a,b € R tels que a < b, et soit f :]a,b] — R une fonction
borélienne bornée. On suppose que f(z) admet une limite L € R quand z — a™.

f(®)

(1) Montrer que pour tout z €]a,b], la fonction t — o

est intégrable

sur Ja, z[.
(2) Montrer que pour tout x € |a, b[, on a

f (1 —u)a + ux)

S
/a \/(t—a)(x—t Vu(l —u)

(3) Calculer 'intégrale fol m du en posant u = sin®¢t.
(4) Déterminer, si elle existe, la limite de [ % dt quand z — a™.

du .




