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Questions de cours.

(1) Soit (£2,B) un espace mesurable, et soit ( f,,)nen une suite de fonctions mesurables
sur €2, a valeurs réelles. Montrer que I’ensemble A = x € ; lim f(z) = 0}
n—o0

est mesurable.

(2) Déterminer (si elles existent) les limite quand n — oo de

00 oo 1 4+ sin (e—;)
L= e2"dt et J,= Yy
0 1 2t

n

(3) Montrer que pour tous «, 5 > 0, on a

/ drdy i (—1)”
10.1[xJo.1] 1 + xoyP “—~ (an+1)(Bn+1)

(4) Soit D = {(x,y) € R% 2 >0, 0 <y < a2? et xy < 1}. Calculer I'intégrale
I = [ %dxdy.

(5) Soit Q = {(z,y) € R* y > |z| et 22 +y* < 9}. Calculer I'intégrale J =
Jo ( +y) /22 + y? dzdy en utilisant les coordonnées polaires.

(6) Soit o : I — R une fonction de classe C! sur un intervalle I C R telle que
a(x) > 0 pour tout x € I, et soit ¢ une fonction borélienne bornée sur R.

Montrer que la formule f(z) = [, %
sur /.
(7) Soit f: R — R une fonction de classe C!. En utilisant I'inégalité de Holder,

montrer que si f* € LP(R) pour un certain p > 1, alors f est uniformément
continue.

dt définit une fonction de classe C!

(8) Montrer que si f et g sont deux fonctions intégrables sur R, alors la convolée
f = g est bien définie presque partout et est intégrable sur R.
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(9) Déterminer la transformée de Fourier de la fonction t — e~ et en déduire
itx
la valeur de g(t) = [, 172 dx pour tout t € R.

(10) Déterminer la transformée de Fourier de la fonction f = 1j_ jj, et en déduire
la valeur de l'intégrale I = [, (%)2 dx.

Exercice 1. Soit (2,8, ;) un espace mesuré, et soit f une fonction intégrable sur
(), a valeurs complexes.

(1) Pour n € N*, on pose A, = {z € Q; = <|f(z)| < n}.
(a) Vérifier que la suite (A,) est croissante, et déterminer J) | A,.
(b) En déduire la limite de [, , |f|dn quand n — oc.

(c) Montrer que pour tout ensemble mesurable B C 2 et pour tout n € N*|
on a

/Iflduénu(B)Jr/ |f| dp.
B O\A,

(2) En utilisant (1), montrer que pour tout € > 0, on peut trouver § > 0 tel que
VBB M(B)<5:>/ |fldp < €.
B

(3) On suppose que 2 = R et que u est la mesure de Lebesgue. Pour x € R, on
pose

F(z) = /_ o

Montrer que la fonction F' est uniformément continue sur R.

Exercice 2. On rappelle la définition de la fonction I' : pour s > 0,

F(s):/ t5 e tdt .
0

D’autre part, pour a,b > 0 on pose

1
J(a,b) = / w1 —u)ldu.
0

(1) Soit D =]0, 00[x]0, co[C R?. Montrer que 'application ® définie par ®(u,t) =
(ut, (1 —wu)t) est un difféomorphisme de ]0, 1[x]0, oo[ sur D.

(2) En déduire que pour tous a,b > 0 et pour toute fonction borélienne positive
f:]0,00[— R, on a

/ flz+y)x* Yy tdedy = J(a,b) /00 L E (1) dt.
D 0



(3) Déduire de (2) l'identité
_ D(a)T(b)
J@h=To 1y

(4) Calculer J(1/2,1/2) en posant u = sin? 6, et en déduire la valeur de I'(1/2).

Exercice 3. Soit ¢ > 0, et soit g : [0, ¢[— C une fonction borélienne borné, continue
en 0, avec g(0) # 0.

(1) Montrer que pour tout A > 0, les fonctions u — e
sont intégrables sur [0, ¢[.
(2) En utilisant le changement de variable = Au, montrer que

—Au —u?

g(u) et u— e g(u)

/ e Mg(u) du ~ @ quand A — oo
0

(3) Déterminer un équivalent de [ e g(u) du quand X — oo.

Exercice 4. Soit f € L'(R). On suppose qu'on a [, f(t)dt = 0 pour tout intervalle
borné I C R.

(1) Pour n € N*, on pose k, =n 1y 1;. Montrer que k, * f = 0.
(2) Montrer que f est presque partout égale a 0.



