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Questions de cours.

(1) Soient (o) et (f,) deux suite décroissantes de réels strictement positifs ten-

dant vers 0. En utilisant le théoreme de convergence monotone, montrer
oo, —ant

uon a lim dt =
4 n—oo Jy t1+f8"

(2) Soit (£2,B, ) un espace mesuré, et soit f :  — R une fonction intégrable
positive. En utilisant si nécessaire I'inégalité In(1 + u) < u, montrer qu’on a

1
lim—/ln(1+€f /fdu
e—0t €
(3) Soit ¢ : R —> C une fonction borélienne bornée. Montrer que la formule
flx)= Jp1 +xt2 dt définit une fonction de classe C! sur ]0, ool.

(4) Soit (2,8, 1) un espace mesuré, et soit ( f,,),>0 une suite de fonctions mesurables
sur €2, & valeurs complexes. On suppose qu’on a »_° [, | fa] di < 0o. Montrer
que la série > f,(t) converge pour presque tout ¢ € €.

(5) Soit  un borélien de R?, et soit f : 2 — R est une fonction borélienne
positive. Soit également ¢ : Rt — R* une fonction de classe C! croissante
telle que ¢(0) = 0. Enfin, soit x4 la mesure de Lebesgue sur . Vérifier qu'on
a
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pour tout ¢t € R, puis établir la formule
| etr@)aua) = [t e f@) > a
0

(6) Soit D ={(z,y) R} >0, y>0, y<a?+1letz+y <7} Dessiner
soigneusement D, puis calculer I'intégrale I = fD xy dxdy.
(7) Soit Q = {(z,y) € R%; 0 < x < y et 2% + y* < 4}. Calculer I'intégrale

J = fQ xy dxdy en utilisant les coordonnées polaires.
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Exercice 1. Le but de 'exercice est de calculer la somme
=1
(1) Soit Q = {(u,v) € R*; u>0,v >0, u+v < 7/2}. Dessiner et calculer

sa mesure de Lebesgue \y(€2).
(2) Dans cette question, on admet que I'application ® :  — R? définie par

o) = (

est un difféomorphisme de € sur le carré ]0,1[x]0,1[. Utiliser ce fait pour

montrer qu’on a
dxd
[ @),
10,1[x]0,1[ 1 —z%y

sinw Sinv
cos v’ cosu

(3) Justifier que
dxdy / 2k, 2k
7y dxdy
/]01[x]01[1_$2 Z 10,1[x]0,1[

(4) Déduire des questions précédentes la valeur de

o0

1
) pppe———
P (2k + 1)2

(5) Calculer S.

Exercice 2. Le but de I'exercice est de calculer les intégrales “généralisées”

]1:/ cos(z?) dr et ]2:/ sin(2?) dx
0 0

apres avoir démontré leur existence.
(1) Dans cette question on montre que I; et I, existent et on les relie a une
troisieme intégrale. _
(a) Montrer a I’aide d’une intégration par parties que flx 67; dt admet une
limite quand X — oo.
n déduire que l'intégrale “généralisée” I suivante est bien définie :
b) En dédui I'intégrale “généralisée” I suivante est bien défini

I /Oo 6it d
= —dt.
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(¢) Montrer qu’on peut écrire [ = 2 [ e’ dz, et conclure que I, et I
existent, avec

1 1

(2) Montrer que pour tout A > 0, la fonction ¢ — 67% e~ est intégrable sur |0, col.
Dans la suite, on posera

00 it 00 H(i=A)t
F(\ :/ —e”dt:/ dt .
W= Vi

(3) Dans cette question, on veut montrer qu’on a
lim F(A\) =1.

A—0t

On ne supposera connu aucun résultat sur les transformées de Laplace.

(a) Pour t > 0, on pose p(t) = fot %ds. Quelles sont les limites de o(t)
quand t — 0T et quand ¢ — co?

(b) En intégrant 67% e~ par parties sur des intervalles de la forme [, X]
(avec 0 < ¢ < X < o0), montrer qu’'on a

YA >0 : F(/\):/ gp(%) e tdt .
0

(c) Démontrer le résultat souhaité.
(4) Dans cette question, on détermine explicitement la fonction F'.
(a) Justifier que F est de classe C' sur ]0, oo[, avec

F'(\) = — / VeVt
0

(b) Montrer a l'aide d’une intégration par parties que F est solution de
I’équation différentielle

1
— F(\).
2(X —1) )
’ . . o, . _ A1
(c) Déterminer les primitives de a(\) = 515 = 755,
une constante C' € C telle que

F'(\) = —

puis montrer qu’il existe

e~ %arctan()\)

(d) Dans cette question, on pourra admettre que fooo eV dy = \/777

(i) En revenant a la définition de F', montrer qu’on a

efu

1 b - U 2 e 4112 2
F(\) = — e du = — e'xe ¥ dv.
W= | e pe=s )




(i) En déduire que F(X) ~ /T quand A — oo, puis déterminer la
valeur de la constante C' dans (c).
(5) Déduire des questions précédentes la valeur de I, puis calculer Iy et I5.



