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Examen du 17 Juin 2024
Durée : 3h

Exercice 1. En considérant la fonction 2π-périodique f telle que fptq “ |t| sur
r´π, πs, calculer les sommes

S1 :“
8
ÿ

n“0

1

p2n` 1q2
et S2 :“

8
ÿ

n“0

1

p2n` 1q4
¨

Exercice 2. Soit a P RzZ. En considérant la fonction 2π-périodique f telle que
fptq “ eiat pour t P r0, 2πr, montrer qu’on a

π cotanpπaq “
1

a
`

8
ÿ

k“1

2a

a2 ´ k2
¨

Exercice 3. Dans tout l’exercice, on note D le disque unité, D “ tz P C; |z| ă 1u.

(1) Soit a P D. Pour z “ 1{a, on pose ϕapzq :“
a´ z

1´ az
¨

(a) Calculer |ϕapζq| pour ζ P BD, et en déduire qu’on a |ϕapzq| ă 1 pour tout
z P D.

(b) Montrer que la restriction de ϕa à D est une bijection holomorphe de D
sur D, et déterminer sa réciproque.

(2) Soit f une fonction holomorphe sur D et vérifiant fpDq Ă D.

(a) Soit b P D. En utilisant le Lemme de Schwarz (et avec les notations de

(1)), montrer qu’on a |ϕfpbq ˝ f ˝ ϕbpzq| ď |z| pour tout z P D.

(b) Montrer que pour tous points a, b P D, on a l’inégalité
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpbq ´ fpaq

1´ fpbqfpaq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b´ a

1´ ba

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¨

Exercice 4. Le but de l’exercice est de calculer l’intégrale

I :“

ż `8

´8

ˆ

sinx

x

˙2

dx.

(1) Justifier l’existence de I.
1



2

(2) Pour tout α ą 0, on note γα : r0, πs Ñ C˚ le chemin défini par γαptq :“ αeit.
En utilisant le théorème de Cauchy, montrer que si 0 ă ε ă R, alors

ż

γR

e2iz ´ 1

z2
dz ´

ż

γε

e2iz ´ 1

z2
dz “ 4

ż R

ε

ˆ

sinx

x

˙2

dx .

(3) En déduire la valeur de I.

Exercice 5. Soit n un entier au moins égal à 2, et soit α vérifiant 1 ´ n ă α ă 1.
En considérant les domaines élémentaires

Kε,R :“

"

reiθ; ε ď r ď R , 0 ď θ ď
2π

n

*

,

où 0 ă ε ă 1 ă R, calculer l’intégrale

I :“

ż 8

0

dx

xαp1` xnq
¨

Exercice 6. Si f : RÑ C est une fonction intégrable sur R, on définit sa transformée

de Fourier pf : RÑ C par la formule

pfpxq “

ż `8

´8

fptqe´ixtdt.

Le but de l’exercice est de déterminer la transformée de Fourier de la fonction g

définie par gptq :“ e´
t2

2 .

(1) Montrer que la formule Φpzq :“
ş`8

´8
gptq e´itz dt définit une fonction holo-

morphe sur C.

(2) Calculer Φpiyq pour tout y P R.

(3) Déduire de (1) et (2) qu’on a pg “
?

2π g.

Exercice bonus. Soit P un polynôme à coefficients complexes, de degré d ě 1.
On écrit P pzq “ a0 ` a1z ` ¨ ¨ ¨ ` adz

d. Montrer que si |z| est assez grand, alors
|P pzq ´ adz

d| ă |adz
d|, et en déduire que P admet au moins une racine complexe.


