
EVNT

Examen du 16 Décembre 2021
Durée : 3h

Questions de cours.

(1) Soit E l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré ď 6574. Montrer

que si pPkqkPN est une suite d’éléments de E telle que
ş1

0
|Pkptq| dtÑ 0 quand

k Ñ 8, alors
ş6000

1000
|Pkptq| dtÑ 0 quand k Ñ 8.

(2) Soit E :“ Cpr0, 1sq, l’espace des fonctions continues sur r0, 1s à valeurs dans
K “ R ou C, muni de la norme } ¨ }8. Soit α : r0, 1s Ñ K une fonction
continue vérifiant |αptq| ď 1 pour tout t P r0, 1s, et soit Φ : E Ñ K la forme

linéaire définie par Φpuq :“
ş1

0
p3t2`1qαptquptq dt. Montrer que Φ est continue

et qu’on a }Φ} ď 2.

(3) Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer que si A P LpEq,
alors la série

ř

kě1
Ak

kk
converge dans LpEq.

(4) Montrer que si E est un espace vectoriel normé sur K “ R ou C, alors
l’application pu, vq ÞÑ u ` v est continue de E ˆ E dans E, et l’application
pλ, uq ÞÑ λu est continue de Kˆ E dans E.

(5) Montrer que si pE, dq est un espace métrique, alors toute boule ouverte de E
est un ensemble ouvert, et toute boule fermée de E est un ensemble fermé.

(6) Montrer que A :“
 

x P RN ; xj`x
3
j ă 5 pour tout j P J1, NK et

řN
j“1 x

5
j ą π

(

est un ouvert de RN .

(7) Soit K :“ tpx, y, zq P R3; x2 ` e|y| ` z4 ď 6u et soit f : K Ñ R définie par

fpx, y, zq :“
?

2x4
` 5z`y3 . Montrer que f admet un maximum.

(8) Montrer que C :“ tz P C; |z| “ 6u est une partie connexe de C.

Exercice 1. Soit pE, dq un espace métrique. Montrer qu’on définit une distance δ
sur E en posant δpu, vq :“ lnp1 ` dpu, vqq. (On pourra commencer par montrer que
@s, t ě 0 : lnp1` s` tq ď lnp1` sq ` lnp1` tq.)

Exercice 2. On note c0pNq l’espace vectoriel constitué par toutes les suites u “
pupiqqiPN P CN tendant vers 0. On munit c0pNq de la norme } ¨ }8.

(1) Soit pukqkPN une suite d’éléments de c0pNq, et soit u P c0pNq. Montrer que si
uk Ñ u pour la norme } ¨ }8, alors ukpiq Ñ upiq pour tout i P N.

(2) La réciproque de (1) est-elle vraie ? (Justifier la réponse.)
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(3) Soit pukqkPN une suite d’éléments de c0pNq, et soit u P CN. On fait les hy-
pothèses suivantes :r ukpiq Ñ upiq pour tout i P N ;r Il existe g P c0pNq telle que @k P N @i : |ukpiq| ď |gpiq|.

Montrer que u P c0pNq et que uk Ñ u pour la norme } ¨ }8.

Exercice 3. Soit pE, dq un espace métrique compact, et soit f : E Ñ E. On suppose
que f est dilatante, ce qui signifie que @x, y P E : dpfpxq, fpyqq ě dpx, yq. Le but de
l’exercice est de montrer que f est une isométrie bijective.

(1) Soient x, y P E. Pour n P N, on pose xn :“ fnpxq et yn :“ fnpyq, où f 0 :“ idE
et fn “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f pour n ě 1.

(a) Montrer que si n, n1 P N et n ă n1, alors dpxn, xn1q ě dpx, xn1´nq et
dpyn, yn1q ě dpy, yn1´nq.

(b) En déduire qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers pnkqkě0
telle que xnk`1´nk

Ñ x et ynk`1´nk
Ñ y.

(c) Montrer que dpx, yq “ dpfpxq, fpyqq.

(2) Soit y P E quelconque. En considérant à nouveau la suite pynq “ pfnpyqq,

montrer que y P fpEq ; puis montrer que y P fpEq.

(3) Conclure.

Exercice 4. Soient E et F deux espaces métriques.

(1) Montrer que si pykqnPN est une suite de points de F convergeant vers un point
y P F , alors l’ensemble K :“ tyk; k P Nu Y tyu est un compact de F .

(2) Soit f : E Ñ F une application continue. On suppose que pour tout compact
K Ď F , l’ensemble f´1pKq est un compact de E. Montrer que fpEq est un
fermé de F .


