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Durée : 3h

Questions de cours.

(1) Soient E et F deux espaces métriques, soit f : E Ñ F , et soit a P E. Montrer
que f est continue au point a si et seulement si : pour toute suite pukq Ď E
convergeant vers a, la suite pfpukqq converge vers fpaq.

(2) Énoncer et démontrer le critère de continuité pour les applications linéaires.

(3) Soit E un espace métrique. Montrer que si O1, . . . , ON sont des ouverts de E,
alors O1 X ¨ ¨ ¨ XON est ouvert.

(4) Soit E un espace métrique. Montrer que si K1, . . . , KN sont des compacts de
E, alors K1 Y ¨ ¨ ¨ YKN est compact.

(5) Montrer que toute suite de Cauchy dans un espace vectoriel normé est bornée.

(6) Montrer que si E sont des espaces vectoriels normés et si F est complet, alors
LpE,F q est complet.

(7) Montrer que dans un espace de Banach, toute série normalement convergente
est convergente.

(8) Soient E et F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F continue. Montrer
que si C Ď E est connexe, alors fpCq est connexe.

(9) Montrer que tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est connexe par
arcs.

(10) Soit E un espace métrique. Montrer que si A et B sont des parties connexes
de E telles que AXB ‰ H, alors AYB est connexe.

Exercice 1. Soient Λ et E deux espaces métriques, avec E compact, et soit Φ :
Λ ˆ E Ñ R une fonction continue. On suppose que pour tout λ P Λ, il existe un
et un seul point x P E tel que Φpλ, xq “ 0, et on note ce point xpλq. Montrer que
l’application λ ÞÑ xpλq est continue.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit T P LpEq
vérifiant }T } ď 1. Pour n P N˚, on pose

An :“
1

n
pI ` T ` ¨ ¨ ¨ ` T n´1

q.

Le but de l’exercice est de montrer la chose suivante : pour tout x P E, la suite
pAnpxqq converge vers un point y P E tel que T pyq “ y.
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(1) Montrer qu’on a }An} ď 1 pour tout n.

(2) Vérifier que AnpI ´ T qpxq “
1
n
px´ T npxqq pour tout x P E.

(3) Déduire de (2) que Anpuq Ñ 0 quand n Ñ 8 pour tout u P ImpI ´ T q ; puis

montrer à l’aide de (1) que Anpzq Ñ 0 pour tout z P ImpI ´ T q.

(4) Soit x P E fixé.

(a) Montrer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers pnkq telle
que la suite pAnk

pxqq converge vers un point y P E.

(b) En observant que AnT “ TAn pour tout n P N˚, montrer à l’aide de (2)
que T pyq “ y.

(c) Montrer que x´Anpxq P ImpI ´ T q pour tout n P N˚ ; et en déduire que

x´ y P ImpI ´ T q.

(d) Justifier qu’on a Anpxq ´ y “ Anpx´ yq pour tout n P N˚, puis montrer
que Anpxq Ñ y.

Exercice 3. Soit ra, bs un intervalle compact de R, et soit θ : ra, bs Ñ ra, bs une
fonction continue vérifiant θptq ď t pour tout t P ra, bs. Soient également α P R et
k ě 0. Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe une unique fonction f : ra, bs Ñ
R de classe C1 telle que fpaq “ α et f 1pxq “ k fpθpxqq pour tout x P ra, bs. Dans
ce qui suit, on notera Cpra, bsq l’espace des fonctions continues sur ra, bs à valeurs
réelles.

(1) Soit M ą 0. Pour u P Cpra, bsq, on pose }u}M :“ sup t|uptq|e´Mt; t P ra, bsu.
Montrer que } ¨ }M est une norme sur Cpra, bsq, et que } ¨ }M est équivalente
à la norme } ¨ }8.

(2) Soit Φ : Cpra, bsq Ñ Cpra, bsq l’application définie par

Φpuqpxq :“ α `

ż x

a

k upθptqq dt.

(a) Montrer que si u, v P Cpra, bsq et si M ą 0, alors

@x P ra, bs : |Φpvqpxq ´ Φpuqpxq| ď
k

M
}v ´ u}M eMx.

(b) En déduire que @u, v P Cpra, bsq : }Φpvq ´ Φpuq}M ď k
M
}v ´ u}M .

(3) Démontrer le résultat souhaité.


