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Exercice 1. Soit pX, } ¨ }q un espace vectoriel normé. On note Ω l’ensemble de toutes
les suites u “ pupiqqiPN P X

N vérifiant }upiq} ď 1 pour tout i P N. Pour u, v P Ω, on
pose

dpu, vq :“
8
ÿ

i“0

2´i }vpiq ´ upiq}.

(1) Justifier la définition, et montrer que d est une distance sur Ω.

(2) Soit pukqkPN une suite d’éléments de Ω, et soit u P Ω. Montrer que uk Ñ u
pour la distance d si et seulement si ukpiq Ñ upiq pour tout i P N.

(3) Montrer que si X est un espace de Banach, alors pΩ, dq est complet.

Exercice 2. Soit E :“ Cpr0, 1sq, l’espace des fonctions continues sur r0, 1s à valeurs
réelles, muni de la norme } ¨ }8, et soient α, β ą 0. On note Φ : Cpr0, 1sq Ñ R la
forme linéaire définie par

Φpuq :“ α

ż 1{2

0

uptq dt´ β

ż 1

1{2

uptq dt.

(1) Montrer que Φ est continue et qu’on a }Φ} ď α`β
2
¨

(2) Dans cette question, on veut montrer qu’en fait }Φ} “ α`β
2
¨

(a) Pour ε vérifiant 0 ă ε ă 1
2
, on note uε la fonction continue sur r0, 1s

valant 1 sur r0, 1
2
´ εs, valant ´1 sur r1

2
` ε, 1s et affine sur r1

2
´ ε, 1

2
` εs.

Calculer }uε}8 et Φpuεq.

(b) Démontrer le résultat annoncé.

(3) Peut-on trouver u P Cpr0, 1sq telle que }u}8 “ 1 et Φpuq “ α`β
2

?

Exercice 3. Soient E et F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F .

(1) Montrer que si f est continue, alors le graphe de f est une partie fermée de
E ˆ F .

(2) Dans cette question, on prend E “ R “ F . Montrer que la réciproque de (1)
n’est pas vraie.

(3) Montrer que si E et F sont compacts, alors la réciproque de (1) est vraie.
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Exercice 4. Soient E et F deux espaces métriques, et soit pfnqnPN une suite d’appli-
cations de E dans F . Soit également f : E Ñ F . On suppose qu’il existe un ensemble
dense D Ă E tel que fnpzq Ñ fpzq quand n Ñ 8 pour tout z P D. On suppose
également qu’il existe une constante C telle que f et les fn sont C-lipschitziennes.

(1) Montrer que fnpxq Ñ fpxq pour tout x P E.

(2) Dans cette question, on suppose que E est compact.

(a) Soit ε ą 0. En utilisant la propriété de Borel-Lebesgue, montrer qu’il
existe z1, . . . , zN P D tels que E “ Bpz1, εq Y ¨ ¨ ¨ YBpzN , εq.

(b) Montrer que fn Ñ f uniformément.

Exercice 5. Soit E et F deux espaces vectoriels normés, avec F complet. Soit
également f : E Ñ F une application continue. On suppose qu’il existe une constante
C telle que

@u, v P E : }fpu` vq ´ fpuq ´ fpvq} ď C.

Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe une application linéaire continue
L : E Ñ F telle que @u P E : }Lpuq ´ fpuq} ď C.

(1) Soit u P E. Montrer que pour tout k P N˚, on a
›

›

›

fp2kuq
2k

´
fp2k´1uq

2k´1

›

›

›
ď C

2k
¨

(2) Déduire de (1) que pour tout u P E, la suite
´

fp2kuq
2k

¯

kě1
converge dans F , et

que la convergence est uniforme par rapport à u.

(3) On définit une application L : E Ñ F en posant Lpuq :“ lim
kÑ8

fp2kuq
2k

¨ Montrer

qu’on a Lpu` vq ´ Lpuq ´ Lpvq “ 0 pour tous u, v P E.

(4) Montrer que L convient.

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel normé, et soit K Ď E un ensemble compact
et convexe, K ‰ H. Soit également f : K Ñ K une application 1-lipschitzienne.

(1) Soit a P K. Pour n P N˚, on définit fn : K Ñ E par

fnpxq :“
1

n
a`

ˆ

1´
1

n

˙

fpxq.

Montrer que fn possède un unique point fixe xn P K.

(2) Montrer que f possède un point fixe.

Exercice bonus. Soit c ą 0, et soit K :“ tpx, yq P R2; x, y ě 0 et x`y “ cu. Soient
également α, β ą 0. Montrer sans calcul que la fonction f définie par fpx, yq :“ xαyβ

possède un maximum sur K ; puis déterminer ce maximum.


