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Questions de cours.

(1) On identifie Mn(R) à L(Rn,Rn), et on note ‖ · ‖ la norme sur Mn(R) sub-
ordonnée à la norme euclidienne sur Rn. Montrer que si H ∈ Mn(R) et si
ρ > ‖H‖, alors la série

∑
k≥0 ρ

−kHk converge dans Mn(R).

(2) Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Montrer que l’application
Φ : L(E,F ) × E → F définie par Φ(L, x) = L(x) est différentiable en tout
point, et déterminer sa différentielle.

(3) Soit (F, ‖ · ‖) un espace euclidien, et soit γ : R→ F une fonction dérivable.
Exprimer la dérivée de la fonction t 7→ ‖γ(t)‖2 en fonction de γ(t), de γ′(t)
et du produit scalaire de F .

(4) Soit f : Rn → R de classe C1. On suppose qu’il existe une constante M telle
que

∀u ∈ Rn :
n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂xj (u)

∣∣∣∣ ≤M .

Montrer que pour tout h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn, on a

|f(h)− f(0)| ≤M ×max(|h1|, . . . , |hn|) .

(5) Soient (cn)n∈N une suite de nombres complexes et (λn)n∈N une suite de nom-
bres réels. On suppose qu’il existe deux constantes C et α telles que |cn| ≤
C nα et |λn| ≤ C nα pour tout n ≥ 1. Soit également Ω = ]0,∞[×R ⊂ R2, et
soit f : Ω→ C la fonction définie par

f(t, x) =
∞∑
n=0

cn e
−nt cos(λn x) .

Justifier la définition, puis montrer que f est de classe C1 sur Ω.

(6) Soit f : R2 → R2 définie par f(x, y) = (ex ch(y), ex sh(y)). Montrer que f est
un difféomorphisme local en tout point.
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(7) Soit F un espace vectoriel normé, et soit ϕ : [0, 1] → F de classe C2. On

suppose qu’on a ϕ′(0) = 0 et ‖ϕ′′(t)‖ ≤ t2 pour tout t ∈ [0, 1]. Établir
l’inégalité

‖ϕ(1)− ϕ(0)‖ ≤ 1

12
·

(8) Soit f : R2 → R définie par f(x, y) = cos(x2y3) + ex sin y. Déterminer le
développement limité à l’ordre 2 de f en (0, 0).

(9) Déterminer les extrema locaux de la fonction f : R3 → R définie par

f(x, y, z) = x3 − 2x2 + 2y2 + z2 + x− 4y − 6z + 11 .

(10) Soit f : R2 → R définie par f(x, y) = log(ex+ey). Montrer que f est convexe.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, on note ‖ · ‖ la norme euclidienne sur Rn, et la
lettre Ω désigne un ouvert de Rn. Si f ∈ C2(Ω), on pose

∆f =
n∑
j=1

∂2f

∂x2
j

·

(1) Déterminer ∆f dans les deux cas suivants :
(a) Ω = Rn et f(x) = ‖x‖2.
(b) n = 2, Ω = R2 \ {(0, 0)} et f(x, y) = log(x2 + y2).

(2) Dans cette question, on prend Ω = Rn \ {0}. Soit u : Ω → R la fonction
définie par u(x) = ‖x‖.
(a) Justifier que u est de classe C2 sur Ω.
(b) Montrer que pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω et j ∈ {1, . . . , n}, on a

∂2u

∂x2
j

(x) =
‖x‖2 − x2

j

‖x‖3
·

(c) Exprimer ∆u(x) en fonction de ‖x‖.
(3) Montrer que si u : Ω→ R est une fonction de classe C2 et si ϕ : I → R est de

classe C2 sur un ouvert I ⊂ R contenant u(Ω), alors

∀x ∈ Ω : ∆(ϕ ◦ u)(x) = ϕ′′(u(x))‖∇u(x)‖2 + ϕ′(u(x))∆u(x) .

(4) Dans cette question, on prend Ω = Rn \ {0}. Soit ϕ : ]0,∞[→ R une fonction
de classe C2, et soit f : Ω→ R définie par f(x) = ϕ(‖x‖). Justifier que f est
de classe C2, puis montrer que si x ∈ Rn \ {0} et si on pose r = ‖x‖, alors

∆f(x) = ϕ′′(r) +
n− 1

r
ϕ′(r) .

(5) On prend toujours Ω = Rn \ {0}. En utilisant (4), déterminer toutes les
fonctions f ∈ C2(Ω) vérifiant les deux propriétés suivantes :{

f(x) ne dépend que de ‖x‖
∆f = 0
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Exercice 2. Soit Ω est un ouvert de R2. Un champ de vecteurs sur Ω est une
application V : Ω → R2, qu’on notera toujours V (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)). On dit
qu’un champ de vecteurs V = (P,Q) sur Ω est un champ gradient s’il existe une
fonction f ∈ C1(Ω) telle que ∇f = V ; autrement dit : ∂f

∂x
= P et ∂f

∂y
= Q .

(1) Soit V = (P,Q) un champ de vecteurs de classe C1 sur Ω. Quelle relation
doit-il exister entre ∂Q

∂x
et ∂P

∂y
pour que V soit un champ gradient?

(2) Soit [a, b] un intervalle de R et soit γ : [a, b] → R2 une fonction de classe C1

telle que γ([a, b]) ⊂ Ω.

(a) Si f ∈ C1(Ω), exprimer la dérivée de la fonction t 7→ f(γ(t)) à l’aide de
∇f , de γ(t), de γ′(t) et du produit scalaire usuel sur R2.

(b) On suppose qu’on a γ(b) = γ(a). Montrer que si V est un champ gradient
sur Ω, alors ∫ b

a

〈V (γ(t)), γ′(t)〉 dt = 0 .

(On a noté 〈 , 〉 le produit scalaire sur R2).

(3) Dans cette question, on prend Ω = R2 \ {(0, 0)} et V (x, y) = ( −y
x2+y2

, x
x2+y2

) .

(a) Montrer que V est de classe C1 et qu’on a ∂Q
∂x

= ∂P
∂y
·

(b) En considérant γ(t) = (cos t, sin t), montrer que V n’est pas un champ
gradient.

(4) Dans cette question, on prend Ω = R2. Soit V = (P,Q) un champ de
vecteurs de classe C1 sur R2 et vérifiant ∂Q

∂x
= ∂P

∂y
· En considérant la fonction

f : R2 → R définie par

f(x, y) =

∫ x

0

P (t, 0) dt+

∫ y

0

Q(x, s) ds ,

montrer que V est un champ gradient.

Exercice 3. Soit H l’hyperbole {(x, y) ∈ R2; xy = 1}. Pour tout a ∈ R2, on note
d(a,H) la distance de a à H :

d(a,H) = inf{‖u− a‖; u ∈ H} ,
où ‖ · ‖ est la norme euclidienne sur R2.

(1) Montrer que pour tout a ∈ R2, il existe un point u ∈ H tel que ‖u − a‖ =
d(a,H).

(2) Soit a = (α, β) ∈ R2.
(a) Calculer la dérivée de la fonction x 7→ ‖(x, 1/x)− a‖2.
(b) En déduire que si u = (x, y) ∈ H vérifie ‖u− a‖ = d(a,H), alors

x4 − αx3 + βx− 1 = 0 .

(3) Déterminer la distance du point a = (2, 2) à l’hyperbole H.


