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Questions de cours.

(1) Soit & > 0 et soit ¢ : [0,&] — F une fonction de classe C?, out F' est un espace
de Banach. On suppose qu'on a ¢'(0) = ¢"(0) =0 et ||¢"'(t)|| < 5 —t pour
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tout ¢ € [0,e]. Montrer que [[p(e) — ¢(0)[] < %5 — 5

(2) Soient @ > 0. On définit f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et f(z,y) =

£E25
(@2 +y2)>
a < 3.

(3) Soit a : R* — R une fonction de classe C'vérifiant a(z,y, z) > 0 pour tout

si (z,y) # (0,0). Montrer que f est de classe C' si et seulement si

(z,y,2) € R3. Montrer que la formule f(z,y,2) = Y. e~ V¥2(@¥:2) définit une
k=0

fonction de classe C* sur R3.
(4) Déterminer le développement limité a l'ordre 2 en (0,0) de la fonction f :
R? — R définie par f(x,y) = sin(3z + 4y) In (%)

(5) Soit f : R® — R une fonction de classe C?, soit a € R", et soit B C R™ une
boule ouverte de centre a. Montrer qu’il existe une constante M telle que
Yu € BYh € R™ : |d®f(u)(h,h)| < M ||h||?, ot || - || est la norme euclidienne
sur R™. Montrer ensuite que la fonction g définie par g(u) = f(u) + 2 |Ju|?
est convexe sur la boule B.

(6) Soit E un espace vectoriel normé dont la norme dérive d'un produit scalaire, et

soient aq,...,a, € E. Montrer qu’il existe un unique point x € E minimisant
n

S ||z — a;||* et déterminer ce point.
i=1

(7) Déterminer les extrema locaux de la fonction f : R? — R définie par f(z,y, 2) =
ot 4yt + 23— day — 122

(8) Soit f : R? — R? définie par f(x,y) = (x+arctan(y), y+arctan(x)). Montrer
que f est un difféomorphisme local en tout point (z,y) # (0,0).
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Exercice 1. On note C([0,1]) l'espace des fonctions continues sur [0, 1], muni de

[
la norme || - ||oo- Soit ¢ : R — R de classe C', et soit F' : C([0,1]) — C([0,1])
I’application définie par

Vu € C([0,1]) : F(u) =¢ou.

(1) Soit u € C([0,1]), et soit M =1+ ||u||. Montrer que si h € C([0,1]) vérifie
12]le <1, alors

Vo €[0,1] : |F(u+h)(x) = F(u)(z) — ¢ (u(z)) h(z)| < [|hllec x e(h)
ot e(h) = sup{|'(t) = ¢'(s)]; s,t € [-M, M], [t = s| < [|h]l}-

(2) Montrer que F' est différentiable sur C([0, 1]) et que pour u, h € C([0, 1]), on
a DF(u)h = (¢ ou) X h.

(3) Soit u € C([0,1]), et soit M =1+ ||ul|oo. Montrer que si v € C([0,1]) vérifie
|lv — ul|o < 1, alors

lg" 0 v =@ oullee <sup{l¢'(t) = @'(s)]; 5,t € [-M, M], [t —s| <[l —ullc}-

En déduire que I'application F est de classe C*.

Exercice 2. Pour toute fonction u : R? — R, on note u* :]0,00[xR la fonction
définie par

u*(r,0) = u(rcosf,rsinf).

(1) Soit u : R? — R de classe C!.
(a) Pour (r,0) € R? exprimer 88“ (r,0) et 8“ Sy (r,0) alaide de Gu Ou oot f.

oz’ Oy’
(b) En déduire les formules suivantes :
ou\" 0 du*  sinf du”
Ox R r 00
ou\" sind ou* N cos Ou*
Jy - Y, r 00
(2) Soit f: R? — R de classe C*. On pose
0*f  O*f
Af=21 9,
/ 0x? + 0y?

Etablir la formule
Af) = - - .
(Af) or? +7‘ or +7’2 062
(3) Question hors-baréme. Soit f : R?* — R de classe C? vérifiant Af = 0.
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(a) Pour r > 0, on pose ¢(r) = 0% f*(r,8)de. Justifier que ¢ est de classe

C? sur [0, 00[, puis montrer en utilisant (2) que la fonction r — r¢/(r)
est constante sur |0, col.

(b) Montrer que pour tout r > 0, on a

£(0)

1 2

f(rcos@,rsind)de.

Exercice 3. Le but de I'exercice est de démontrer I'inégalité suivante : pour tous
a,b,c>0,

(%)

(1) On pose
Y={(z,y,2) €ER} 2>0,y>0,2>0et ay +yz + 20 = 1}
et on définit f: X — R par f(x,y,2) = (x +y)(y+ 2)(z + ).
(a) Montrer que si (z,y,2) € &, alors 1 — 1(y + 2)? < z(y +2) < 1et

flw,y,2) > 22(y + 2).

(b) Soit a > 0, et soit K, = {(z,y,2) € &; f(x,y,2) < a}. En distinguant
les cas y 4+ z > V2 et y + 2z < v/2, montrer que si (x,y,2) € K,, alors
x < max(%, 2a).

\/ab+bc—|—ca < i/(a+b)(b+c)(c+a)
3 - 8

(¢) Montrer que la fonction f possede un minimum global sur ¥.
(2) Montrer que pour tout t > 0, on a t + % > 2. Montrer également que le
- /111 s ; 1 .
point ¢ = (ﬁﬁ, 73) appartient a X et qu'on a f(q) < 2. En déduire que si
p = (z,y,z) est un point de ¥ ou f atteint son minimum, alors z, y et z sont
strictement positifs.
(3) Soit p = (x,y,z) un point de 3 ou f atteint son minimum. En utilisant le
théoreme des extrema liés, montrer que z =y = z.

(4) Déduire des questions précédentes qu’on a

9\ 3
V(r,y,2) €2 : (v + +2)(z4+x2)> | — | -
) €D @t i)ly+ )+ = ()
(5) Soient a,b,c > 0. On pose M = +/ab+ bc+ ca. Montrer que le point
(47 %, 17) appartient a X.
(6) Démontrer 'inégalité (x).



