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Questions de cours.

(1) Soient E,F,G trois evn. Montrer que toute application bilinéaire continue
B : E × F → G est différentiable.

(2) Soit E,F des evn, et soit f : E → F différentiable. On suppose qu’on a
‖f(a)‖ ≤ 6 pour tout a ∈ E vérifiant ‖a‖ = 1, et ‖Df(ξ)‖ ≤ 8 pour tout
ξ ∈ E vérifiant ‖ξ‖ ≥ 1.

(a) Soit x ∈ E tel que ‖x‖ > 1, et soit a = x
‖x‖ · Montrer qu’on a ‖ξ‖ ≥ 1

pour tout ξ ∈ [a, x].
(b) En utilisant convenablement l’inégalité des accroissements finis, montrer

que si x ∈ E vérifie ‖x‖ > 1, alors ‖f(x)‖ ≤ 8 ‖x‖+ 14.

(3) Montrer que la formule

f(x, y) =
∞∑
n=1

arctan(nx) cos(n2y)

n4

définit une fonction de classe C1 sur R2.

(4) Soit f : Rn → R de classe C2. En utilisant la formule de Taylor, montrer qu’il
existe des fonctions continues aij : Rn → R, (pour i, j = 1, . . . , n) telles que

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : f(x) = f(0) +
n∑

j=1

∂f

∂xj
(0)xj +

n∑
i,j=1

aij(x)xixj .

(5) Soit f : R2 → R définie par f(x, y) = e2x−3y cos(x + 2y). Déterminer le
développement limité à l’ordre 2 de f au point (0, 0).

(6) Déterminer les extrema locaux de la fonction f : R3 → R définie par f(x, y) =
4xy − x4 − y4 + 3z2 − 2z.

(7) Soit ϕ : R→ R une fonction de classe C2 vérifiant ϕ′′(t) ≥ −1 pour tout t ∈ R.
Montrer que la fonction f : R2 → R définie par f(x, y) = x2 + y2 + ϕ(x+ y)
est convexe.
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(8) Soit Φ : R3 → R3 définie par Φ(x, y, z) = (ex cos y, ex sin y, z + z3). Montrer
que Φ est un difféomorphisme local en tout point.

Exercice 1. Le but de l’exercice est de déterminer toutes les fonctions f : R2 → R
de classe C2 solutions de l’équation aux dérivées partielles suivante :

(E) 4
∂2f

∂x2
(x, y) + 5

∂2f

∂x∂y
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y) +

∂f

∂x
(x, y) +

∂f

∂y
(x, y) = 2 .

(1) Pour toute fonction f : R2 → R, on note f ∗ : R2 → R la fonction définie par

f ∗(u, v) = f

(
4

3
v − 4

3
u,

4

3
v − 1

3
u

)
.

Exprimer f(x, y) à l’aide de f ∗.
(2) Montrer qu’une fonction f : R2 → R est solution de (E) si et seulement si f ∗

est solution de

(E∗)
∂2f ∗

∂u∂v
(u, v)− 1

3

∂f ∗

∂v
(u, v) = −8

9
·

(3) Soit g : R2 → R de classe C2, et soit F : R2 → R la fonction définie par

F (u, v) = e−
1
3
u g(u, v) .

Exprimer ∂2F
∂u∂v

à l’aide des dérivées partielles de g.

(4) Déduire des questions précédentes que les solutions de de (E) sont exactement
les fonctions f de la forme

f(x, y) =
8

3

(
y − x

4

)
+ e

y−x
3

(
Φ(y − x) + Ψ

(
y − x

4

))
,

où Φ et Ψ sont des fonctions de classe C2 sur R.

Exercice 2. Soit Ω un ouvert de Rn, et soit f : Ω→ Rn différentiable. On suppose
que Df(x) est inversible pour tout x ∈ Ω. Le but de l’exercice est de montrer que
f(Ω) est un ouvert de Rn. Dans la suite, on note ‖ · ‖ la norme euclidienne sur Rn.

(1) Soit B un ouvert borné de Rn tel que B ⊂ Ω, et soit ϕ : Ω→ R différentiable.
On suppose qu’il existe un point a ∈ B tel que ∀ξ ∈ ∂B : ϕ(a) < ϕ(ξ).
Montrer qu’il existe un point u ∈ B tel que dϕ(u) = 0.

(2) Soit a ∈ Ω quelconque.
(a) Montrer qu’il existe ε > 0 tel que ∀h ∈ Rn : ‖Df(a)h‖ ≥ ε ‖h‖ .
(b) Montrer qu’on peut trouver δ > 0 tel que B(a, δ) ⊂ Ω et

∀ξ ∈ B(a, δ) : ‖f(ξ)− f(a)‖ ≥ ε

2
‖ξ − a‖ .
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(c) Soit v ∈ B(f(a), δε/4). En appliquant (1), à ϕ(x) = ‖f(x)−v‖2, montrer
qu’il existe un point u ∈ B(a, δ) tel que

∀h ∈ Rn : 〈Df(u)h, f(u)− v〉 = 0 .

(d) Montrer que B(f(a), δε/4) ⊂ f(B(a, δ)).

(3) Conclure.


