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Faculté des sciences Jean Perrin
Licence de Mathématiques
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Questions de cours.

(1) Soit n ∈ N∗. On munit Mn(R) d’une norme matricielle, et pour r > 0, on pose
Ωr = {X ∈ Mn(R); ‖X‖ < r}. En utilisant l’inégalité des accroissements
finis, montrer que

∀U, V ∈ Ωr : ‖V 2 − U2‖ ≤ 2r ‖V − U‖ .

(2) Soit Ω = {(x, y) ∈ R2; xy > 0}. Montrer que la formule

f(x, y) =
∞∑
n=0

cos(nx) sin(ny) e−nxy

a un sens pour tout (x, y) ∈ Ω et définit une fonction de classe C1 sur Ω.

(3) Pour toute fonction u : R2 → R, on note u∗ : ]0,∞[×R → R la fonction
définie par

u∗(r, θ) = u(r cos θ, r sin θ).

(a) Si u est une fonction de classe C1 sur R2, exprimer ∂u∗

∂r
et ∂u∗

∂θ
en fonction

de ∂u
∂x

et ∂u
∂y

, et en déduire les formules

(
∂u

∂x

)∗
= cos θ

∂u∗

∂r
− sin θ

r

∂u∗

∂θ(
∂u

∂y

)∗
= sin θ

∂u∗

∂r
+

cos θ

r

∂u∗

∂θ

(b) Soit f : R2 → R de classe C2. On pose ∆f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
· Montrer que

(∆f)∗ =
∂2f ∗

∂r2
+

1

r

∂f ∗

∂r
+

1

r2

∂2f ∗

∂θ2
·
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(4) Soit f : R2 → R de classe C2, avec Df(0, 0) = 0. On suppose que

∀(x, y) ∈ R2 :

∣∣∣∣∂2f

∂x2
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 1 ,

∣∣∣∣∂2f

∂y2
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 4 et

∣∣∣∣ ∂2f

∂x∂y
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 2 .

En utilisant la formule de Taylor, montrer que

∀(u, v) ∈ R2 : |f(u, v)− f(0, 0)| ≤ 1

2
(|u|+ 2|v|)2 .

(5) Déterminer les extrema locaux de la fonction f : R3 → R définie par

f(x, y, z) = 18x3 + 10x2 + 9y2 + 2z2 + 6xy − 36x.

(6) Soient u et v deux fonctions convexes positives de classe C2 sur R telles que
u′′(t)u(t) ≥ u′(t)2 et v′′(t)v(t) ≥ v′(t)2 pour tout t ∈ R. Montrer que la
fonction f : R2 → R définie par f(x, y) = u(x)v(y) est convexe.

(7) Soient α, β ∈ R tels que |αβ| > 1, et soit f : R2 → R2 la fonction définie
par f(x, y) = (cos x+αy, sin y+ βx). Montrer que f est un difféomorphisme
local en tout point.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, γ : Rn → C est une application de classe C2

vérifiant ∀x ∈ Rn : |γ(x)| = 1 . Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe une
fonction θ : Rn → R de classe C2 telle que ∀x ∈ Rn : γ(x) = eiθ(x) .

(1) Soient v1, . . . , vn des fonctions de classe C1 sur Rn, à valeurs réelles. On
suppose qu’on a

∀j, k ∈ {1, . . . , n} :
∂vj
∂xk

=
∂vk
∂xj
·

(a) Soit Φ : [0, 1]× Rn → R la fonction définie par Φ(t, x) =
n∑
k=1

xk vk(tx) .

(i) Montrer que si j ∈ {1, . . . , n}, alors ∂Φ
∂xj

(t, x) = vj(tx)+t ∂
∂t

[
vj(tx)

]
.

(ii) En déduire que ∀x ∈ Rn ∀j ∈ {1, . . . , n} :
∫ 1

0
∂Φ
∂xj

(t, x) dt = vj(x) .

(b) Montrer qu’il existe une fonction f ∈ C2(Rn) telle que

∀j ∈ {1, . . . , n} :
∂f

∂xj
= vj .

(2) En dérivant |γ(x)|2 = γ(x) γ(x), montrer que pour tout j ∈ {1, . . . , n}, la
fonction vj = 1

iγ
∂γ
∂xj

est à valeurs réelles.

(3) Montrer qu’il existe f ∈ C2(Rn) telle que ∀j ∈ {1, . . . , n} : ∂f
∂xj

= 1
iγ

∂γ
∂xj
·

(4) Montrer que la fonction x 7→ e−if(x)γ(x) est constante.
(5) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 2. Dans tout l’exercice, p et q sont des nombres réels strictement supérieurs
à 1 tels que

1

p
+

1

q
= 1.

(1) Soient b1, . . . , bn des nombres réels positifs, et soit

Σ =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn; x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0 et

n∑
i=1

xpi = 1

}
.

Justifier l’existence de

M(b1, . . . , bn) = max
(x1,...,xn)∈Σ

n∑
i=1

bixi .

(2) Soit (x1, . . . , xn) ∈ Σ. On suppose qu’on a x1 = 0 et x2 > 0.

(a) Pour ε vérifiant 0 < ε < x2, on pose x(ε) = (ε, (xp2 − εp)1/p, x3, . . . , xn).
Montrer que x(ε) ∈ Σ.

(b) On note x1(ε), . . . , xn(ε) les coordonnées de x(ε). Montrer que si b1, . . . , bn >
0 alors

n∑
i=1

bixi(ε) =
n∑
i=1

bixi + b1ε+ o(ε)

quand ε→ 0, et en déduire que
∑n

1 bixi < M(b1, . . . , bn).

(3) Soient b1, . . . , bn > 0, et soit (x1, . . . , xn) ∈ Σ tel que
∑n

1 bixi = M(b1, . . . , bn).

(a) En utilisant (2), montrer que tous les xi sont strictement positifs.
(b) Montrer qu’il existe un nombre réel µ tel que

∀i ∈ {1, . . . , n} : bi = µxp−1
i .

(c) On pose M = M(b1, . . . , bn). Montrer qu’on a M = µ, puis que xi =(
bi
M

)q/p
pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

(d) En déduire la valeur de M(b1, . . . , bn).

(4) Montrer que si a1, . . . , an, b1, . . . , bn sont des nombres réels positifs, alors

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑
i=1

api

)1/p( n∑
i=1

bqi

)1/q

.


