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Questions de cours.

(1) Soit E un espace vectoriel normé, et soit B : E × E → R une application
bilinéaire continue. Pour α > 0, on note fα : E → R la fonction définie par

fα(x) = |B(x, x)|α .
(a) Montrer que si α > 1/2, alors fα est différentiable en 0 avec Dfα(0) = 0.
(b) On suppose qu’il existe e ∈ E tel que B(e, e) 6= 0. Montrer que f1/2 n’est

pas dérivable en 0 dans la direction de e.

(2) Soit f : Rn → R différentiable. Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn fixé, exprimer la
dérivée de la fonction t 7→ f(tx) à l’aide des dérivées partielles de f .

(3) Soit α > 0 et soit f : R2 → R définie par f(x, y) = x (x2 + y2)α. Montrer que
f est de classe C1.

(4) Soient a et b deux fonctions de classe C1 sur R (à valeurs réelles). On suppose
que les fonctions a, b, a′ et b′ sont bornées sur R. Montrer que la formule

f(x, y) =
∞∑
n=0

2−na(nx)b(ny)

a un sens pour tout (x, y) ∈ R2 et définit une fonction de classe C1 sur R2.

(5) Soit f = Rn → R de classe C2. On suppose qu’on a Df(0) = 0, et qu’il existe
une constante M telle que

∀i, j ∈ {1, . . . , n} ∀u ∈ Rn :

∣∣∣∣ ∂2f

∂xi∂xj
(u)

∣∣∣∣ ≤M .

En utilisant la formule de Taylor, montrer que pour tout h = (h1, . . . , hn) ∈
Rn, on a

|f(h)− f(0)| ≤ M

2

(
n∑
i=1

|hi|

)2

.
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(6) Soit f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = (x cos y, x sin y). Montrer
que f est un difféomorphisme local en tout point.

(7) Soit Ω = {(x, y) ∈ R2; x > 0, y > 0} et soit a > 0. On note f : Ω → R la
fonction définie par

f(x, y) = x+ y +
a

xy
·

(a) Montrer quef est convexe.
(b) Montrer que f admet un minimum et calculer ce minimum.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, (E, ‖ ‖) est un espace vectoriel normé, et on note
L(E) l’espace des applications linéaires continues de E dans E, muni de sa norme
naturelle. Pour X, Y ∈ L(E) on pose XY = X ◦ Y ; et pour X ∈ L(E) et k ∈ N∗ on
pose Xk = X ◦ · · · ◦X︸ ︷︷ ︸

k fois

. Enfin, on pose X0 = Id.

(1) Soit Z un espace vectoriel normé, et soient f : Z → L(E) et g : Z → L(E)
deux applications différentiables. On note fg : Z → L(E) l’application
x 7→ f(x)g(x). Montrer que fg est différentiable, avec (pour x, h ∈ Z)

D(fg)(x)h = f(x) (Dg(x)h) + (Df(x)h) g(x) .

(2) Pour k ∈ N, on définit pk : L(E)→ L(E) par pk(X) = Xk.
(a) En utilisant (1), montrer par récurrence sur k que pk est différentiable

sur L(E) et que pour k ≥ 1 et X,H ∈ L(E), on a

Dpk(X)H =
k−1∑
j=0

XjHXk−1−j .

(b) Montrer qu’on a ‖Dpk(X)‖ ≤ k ‖X‖k−1 pour tout k ≥ 1 et pour tout
X ∈ L(E).

(3) Montrer que si A,B ∈ L(E) et si k ∈ N∗, alors

‖Bk − Ak‖ ≤ kmax(‖A‖, ‖B‖)k−1 ‖B − A‖ .

(4) On suppose dans cette question que E est de dimension finie.
(a) Soit R > 0, et soit ϕ : ] − R,R[→ R une fonction développable en série

entière, ϕ(x) =
∑∞

0 ckx
k. Montrer que si X ∈ L(E) vérifie ‖X‖ < R,

alors on peut définir

ϕ(X) =
∞∑
k=0

ckX
k .
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(b) On garde les notations de (a) et on suppose que tous les coefficients ck
sont positifs. Montrer que si A,B ∈ L(E) vérifient ‖A‖, ‖B‖ < R et si
on pose r = max(‖A‖, ‖B‖), alors

‖ϕ(B)− ϕ(A)‖ ≤ ϕ′(r) ‖B − A‖ .

Exercice 2. Dans tout l’exercice, f : R2 → R est une fonction de classe C2. On pose

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
·

D’autre part, pour θ ∈ R on note eθ le vecteur de R2 défini par eθ = (cos θ, sin θ). Le
but de l’exercice est de montrer l’équivalence des deux propriétés suivantes :

(H1) ∆f = 0.

(H2) ∀p ∈ R2 ∀r > 0 : f(p) =
∫ 2π

0
f(p+ reθ)

dθ
2π
·

(1) Soit p ∈ R2 fixé.

(a) Montrer qu’on a
∫ 2π

0
Df(p)eθ dθ = 0 et

∫ 2π

0
D2f(p)(eθ, eθ) dθ = π∆f(p).

(b) En déduire que lorsque r tend vers 0, on a∫ 2π

0

f(p+ reθ) dθ = 2πf(p) +
πr2

2
∆f(p) + o(r2) .

(2) Montrer que (H2) entrâıne (H1).
(3) Soit à nouveau p = (a, b) ∈ R2 fixé, et soit ϕ : R→ R la fonction définie par

ϕ(r) =

∫ 2π

0

f(p+ reθ) dθ.

(a) On pose F (r, θ) = f(p+ reθ) = f(a+ r cos θ, b+ r sin θ) . Exprimer ϕ′(r)

à l’aide de ∂F
∂r

, et ϕ′′(r) à l’aide de ∂2F
∂r2
·.

(b) Soit G la fonction définie par

G(r, θ) = sin θ
∂f

∂x
(a+ r cos θ, b+ r sin θ)− cos θ

∂f

∂y
(a+ r cos θ, b+ r sin θ) .

Établir la formule

∂F

∂r
(r, θ) + r

∂2F

∂r2
(r, θ)− ∂G

∂θ
(r, θ) = r∆f(p+ reθ) .

(c) Déduire de (a) et (b) qu’on a

d

dr

(
rϕ′(r)

)
= r

∫ 2π

0

∆f(p+ reθ) dθ .

(4) Montrer que (H1) entrâıne (H2).


