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Questions de cours.

(1) Soit (cx)ken une suite de nombres réels, et soit R > 0. On suppose qu’il existe
une constante C' telle que |c,| < C R* pour tout k € N. Montrer que pour
toute matrice A € M, (R) vérifiant ||A|| < 1/R, la série Y cz A* converge
dans M,(R).

(2) Soient F' un espace vectoriel normé de dimension finie, [a,b] un segment de
R, et ¢ : [a,b] — F et g : [a,b] — R deux fonctions de classe C* sur [a, b]. On
suppose qu’on a ||¢'(t)|| < ¢'(t) pour tout ¢ € [a,b]. En utilisant le “théoreme
fondamental de ’analyse”, montrer qu’on a ||p(b) — ¢(a)|| < g(b) — g(a).

(3) Montrer que la formule

fla,y.2) = (wcos(y — 2),2°\/y — 2?)
définit une application de classe C! sur un ouvert Q C R3 & préciser (a valeurs
dans R?), et écrire la matrice Jacobienne de f en un point (x,y, z) € .
(4) Soit f : R™ — R une fonction différentiable, et soit h = (hy,...,h,) € R™.
Exprimer la dérivée de la fonction ¢ : R — R définie par ¢(t) = f(th) al'aide
des dérivées partielles de f.

Exercice 1. Soient a et 3 deux nombres réels strictement positifs. On considere la
fonction f: R?* — R définie par f(0,0) =0 et
2|yl log(a® +¢*)
flz,y) = R si (z,y) # (0,0).
(1) Montrer que f est continue en (0,0) si et seulement si o + 3 > 2.
(2) La fonction f possede-t-elle des dérivées partielles en (0,0)?

(3) Déterminer a quelle condition (portant sur « et 3) la fonction f est différentiable
en (0,0).
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Exercice 2. Soit £ = C(][0, 1]) l'espace des fonctions continues sur [0, 1|, muni de la
norme || ||oo-
(1) Montrer que I'application bilinéaire B : F x E — E définie par B(u,v) = uv
est continue.
(2) Soit f: E — E Dlapplication définie par f(u) = u?.
(a) Montrer que f est différentiable sur E et déterminer D f(u) pour toute
ue k.
(b) Montrer que f est de classe C!.

Exercice 3. Soit (a,b) € R?\ {(0,0)}. Le but de l'exercice est de trouver toutes
les fonctions f : R? — R différentiables vérifiant 1’équation aux dérivées partielles
suivante:

of , ,of
E — +b=—=0.
(E) @ -+ dy 0
(1) Soit f: R* — R différentiable. On pose A = a? + b* et on définit g : R*? —» R

par

au —bv bu+ av
(a) Exprimer f(x,y) a I'aide de g.
(b) Calculer % en fonction des dérivées partielles de f.

(2) Montrer qu’'une fonction f est solution de (E) si et seulement si elle est de la
forme

f(z,y) = o(=bx +ay),
ol ¢ est une une fonction dérivable sur R.

Exercice 4. Soit ® : R — M,(R) une application continue. On suppose qu’on a
®(0) =1 et

(%) Vs,teR : O(s+1t) =D(s)P(2).

Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe une matrice A € M,(R) telle que
d(t) = e pour tout t € R. On rappelle que l'exponentielle d’une matrice M est

oo MF

définie par e =3 "] et que la dérivée de e (par rapport a t) est Ae't.

K
(1) On suppose que 'application ® est de classe C?.
(a) En utilisant 'identité (*), montrer qu’il existe une matrice A telle que

VieR : D'(t) = AD(1).
(b) En considérant W(t) = e *4®(t), montrer qu'on a ®(¢) = e pour tout

teR.
(2) On suppose seulement que I'application ® est continue.
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(a) Pour h > 0, on pose M(h) = foh ®(s)ds. Déterminer la limite de 2%

quand h tend vers 0.

(b) Déduire de (a) qu'on peut trouver § > 0 tel que la matrice M(J) est
inversible.

(c) En utilisant un changement de variable, montrer que pour tout ¢ € R,
on a

145
/t O(u)du= M(5)P(1).

(d) En déduire que 'application @ est de classe C' sur R.
(e) Conclure.



