M1 Analyse fonctionnelle

DS n°1
(durée : 1h30)

Questions de cours.

(1) Pour toute fonction ¢ : R — C et pour tout A € R*, on pose ¢ (t) = p(At).
Montrer que si p € {1,2} et si f € LP(R), alors fy € L? pour tout A\ € R*, et
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?; = —fl/,\ .
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(2) Soit K un compact de R?, et soit f : K — C une fonction continue. Montrer
que pour tout € > 0, on peut trouver ai,...,ay € Z% et \,..., An € C tels
que
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ott (, ) est le produit scalaire usuel sur R?.

Exercice 1. Dans tout l'exercice, H est un espace de Hilbert réel, et T': H — H
une application linéaire continue vérifiant || 7| < 1.

(1) Montrer que pour tout x € H, on a
177 (2) — |[* < 2 (JJ2]|* = (2, T(2))) .
En déduire que Ker(I — T') = Ker(I — T™).
(2) Déduire de (1) qu'on a
H=Ker(I-T)®oIm(I -T).
(3) Pour n € N*, on pose

1
Sp=—I+T+ ---+T"1).
n

(a) Calculer S,(z) pour x € Ker(I —T).

(b) Déterminer lim,,_,o Sy(x) pour x € Im(I —T).

(c) Montrer que pour tout = € H, la suite (S,(x)) converge vers m(z), ou ™
est la projection orthogonale sur Ker(I —T).
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Exercice 2. Dans tout 'exercice, on note P la fonction t — e D’autre part,

pour A > 0 on note p, la fonction définie sur R par
A

pa(z) = m

(1) Déterminer la transformée de Fourier de la fonction P, constater que P e
L'(R), et exprimer py(z) & Paide de P.

(2) Calculer 'intégrale
I /°° dt
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(3) Montrer qu’on a py * p, = pat,, pour tous A, > 0.
(4) Soit f : R — C une fonction continue bornée. On définit une fonction
F :R x [0, 00[— C par

| fx) siA=10
Fo,A) = { Pk f(z) siA>0

(a) Montrer que F' est continue sur R X [0, co.
(b) Montrer que F est de classe C? sur Rx |0, co[ et vérifie '’équation
OPF  O*F

oz T -V



