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Questions de cours.

(1) Pour toute fonction φ : R → C et pour tout λ ∈ R
∗, on pose φλ(t) = φ(λt).

Montrer que si p ∈ {1, 2} et si f ∈ Lp(R), alors fλ ∈ Lp pour tout λ ∈ R∗, et

f̂λ =
1

|λ|
f̂1/λ .

(2) Soit K un compact de Rd, et soit f : K → C une fonction continue. Montrer
que pour tout ε > 0, on peut trouver a1, . . . , aN ∈ Zd et λ1, . . . , λN ∈ C tels
que

∀x ∈ K :

∣∣∣∣∣f(x) −

N∑

j=1

λje
〈aj ,x〉

∣∣∣∣∣ < ε ,

où 〈 , 〉 est le produit scalaire usuel sur Rd.

Exercice 1. Dans tout l’exercice, H est un espace de Hilbert réel, et T : H → H

une application linéaire continue vérifiant ‖T‖ ≤ 1.

(1) Montrer que pour tout x ∈ H , on a

||T ∗(x) − x||2 ≤ 2
(
||x||2 − 〈x, T (x)〉

)
.

En déduire que Ker(I − T ) = Ker(I − T ∗).

(2) Déduire de (1) qu’on a

H = Ker(I − T ) ⊕ Im(I − T ) .

(3) Pour n ∈ N
∗, on pose

Sn =
1

n
(I + T + · · ·+ T n−1) .

(a) Calculer Sn(x) pour x ∈ Ker(I − T ).
(b) Déterminer limn→∞ Sn(x) pour x ∈ Im(I − T ).
(c) Montrer que pour tout x ∈ H , la suite (Sn(x)) converge vers π(x), où π

est la projection orthogonale sur Ker(I − T ).
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Exercice 2. Dans tout l’exercice, on note P la fonction t 7→ e−2π|t|. D’autre part,
pour λ > 0 on note pλ la fonction définie sur R par

pλ(x) =
λ

π(λ2 + x2)
·

(1) Déterminer la transformée de Fourier de la fonction P , constater que P̂ ∈

L1(R), et exprimer pλ(x) à l’aide de P̂ .
(2) Calculer l’intégrale

I =

∫ ∞

0

dt

(1 + t2)2
·

(3) Montrer qu’on a pλ ∗ pµ = pλ+µ pour tous λ, µ > 0.
(4) Soit f : R → C une fonction continue bornée. On définit une fonction

F : R × [0,∞[→ C par

F (x, λ) =

{
f(x) si λ = 0
pλ ∗ f(x) si λ > 0

(a) Montrer que F est continue sur R × [0,∞[.
(b) Montrer que F est de classe C2 sur R× ]0,∞[ et vérifie l’équation

∂2F

∂x2
+

∂2F

∂λ2
= 0 .


