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Chapitre 1

Nombres réels

Tous les étudiants en mathématiques manipulent les nombres réels sans états
d’ame ; et c’est tres bien ainsi. Pourtant, il n’est pas si facile de répondre a la question

“qu’est-ce que c’est, un nombre réel ?”

a supposer que cette question ait véritablement un sens. Dans ce micro-chapitre, on
donne une définition possible, sans trop entrer dans les détails; puis, en se basant sur
cette définition, on démontre les propriétés des nombres réels que chacun(e) est tenu(e)
de connaitre.

Méme si on ne sait pas vraiment ce qu’est un nombre réel, on sait quand méme
bien que tout nombre réel positif x s’écrit sous la forme

x = 80,8168,

ou & € N est la “partie entiere” de x et &1, &2,&3, ... sont les “chiffres apres la virgule”,
& € [0,9]. Une telle écriture est une représentation décimale du nombre x.

Par exemple, une représentation décimale d’un nombre rationnel x = p/q s’obtient
en effectuant la division euclidienne de p par q : parfois “ca tombe juste” et x = p/g n’a
alors qu’un nombre fini de chiffres non nuls apres la virgule ; mais parfois non, et il faut
alors poursuivre la division a l'infini. Quand ¢a ne tombe pas juste, le développement
décimal n’est cependant pas quelconque : il est périodique a partir d’un certain rang
(par exemple : 22/7 = 3,142857142857 - - - ).

Certains nombres admettent 2 représentations décimales : ce sont les nombres
décimauz, ceux qui peuvent s’écrire avec un nombre fini de chiffres non nuls apres la
virgule ; autrement dit, les nombres de la forme x = &),000--- avec {y # 0 (les entiers
non nuls) ou z = &y, ---{n000- -+ avec {n # 0. On sait bien en effet que &y,000--- =
(&0 —1),999 - (par exemple : 0,999--- = 1) et &, --EN000- - = o, -+ - (En — 1)999 - - -
(par exemple : 13,46999 --- = 13,47). Pour tous les autres nombres, la représentation
décimale est unique.

Au vu de ce qui précede, il est tout a fait légitime de définir un nombre réel positif
comme étant une suite (&;);>0, ou & € N et les & pour i > 1 sont des entiers compris
entre 0 et 9; en convenant que certaines suites doivent étre identifiés comme il a été
dit. Au lieu de (&;)i=0, on continuera d’écrire &y, &1£283 - - - Un nombre réel négatif est
un nombre réel positif précédé d’un signe “—”. Enfin, un nombre réel est quelque chose
qui est ou bien un nombre réel positif, ou bien un nombre réel négatif. On convient
que 0,000--- = —0,000---, de sorte que 0 est le seul nombre réel a la fois positif et
négatif.

Avec cette définition des nombres réels arrive tout de suite la notion assez impor-
tante de valeur absolue : la valeur absolue d’un nombre réel z, notée |z|, est le nombre
réel positif qu’on obtient en enlevant son signe a z. Autrement dit, |a| = a et |—a| = a
pour tout nombre réel positif a.
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Six=¢&),&8E - et &’ =&, & &4, -+ sont deux nombres réels positifs tels que
x # ', on déclare que x < @' si &(5 1) < §i’(x’x,), ol i(z, ') est le plus petit indice i tel
que & # &. Clest ce qu'on appelle 'ordre lexicographique, ou I’ordre du dictionnaire.
(I faut vérifier que cela ne dépend pas de la représentation décimale si x ou z’ est décimal.)
Cet ordre est total : entre deux nombres réels positifs = et 2/, il y en a toujours un qui
est plus grand que l'autre (exo). Autres propriétés importantes : il n’y a pas de plus
grand nombre réel positif; et entre deux nombres réels positifs x et 2’ tels que z < 2/,
on peut toujours en trouver un troisitme (exos). L’ordre est étendu & ’ensemble de
tous les nombres réels comme on 'imagine : tout nombre négatif est plus petit que tout
nombre positif, et un nombre négatif —z est plus petit qu'un nombre négatif —x’ si et
seulement si z est plus grand que 2’. On peut alors envisager de représenter I’ensemble
des nombres réels comme une ligne orientée de la gauche vers la droite ol on a marqué
une origine notée 0. Enfin, avec 1'ordre viennent les intervalles (ouverts, fermés, semi-
ouverts) : par exemple, si a,b sont des nombres réels, alors [a,b| est ’ensemble des
nombres réels x tels que a < x < b.

On dit qu’une suite (z,) de nombre réels positifs converge vers un nombre réel posi-
tif x s’il existe des représentations décimales x = £y, 18283 -+ - et T, = Eon, E1n€2n3n - -
telles que : pour tout ¢ > 0, on a &, = & a partir d’un certain rang n;. Par exemple, si
x = &, &1£2€3 - - - est un nombre réel positif quelconque et si on pose x, := &y, &1 -+ - &,
alors la suite (z,,)n>1 converge vers x. Un autre exemple : si on pose x, := 0,99---9
(n fois le chiffre 9), alors la suite (x,) converge vers 1. On étend la définition aux
suites de nombres réels négatifs comme on l'imagine, puis aux suites quelconques en
réfléchissant un peu. On peut alors montrer quune suite (z,) € R converge vers un
nombre réel x si et seulement si la chose suivante a lieu : pour tout intervalle ouvert 1
contenant x, on a x, € I a partir d’un certain rang. Une conséquence importante est
que les inégalités larges se conservent par passage & la limite : si (x,,) converge vers z
et si z, < b pour tout n € N, alors z < b (exo).

On est maintenant en mesure de démontrer a peu pres rigoureusement tous les
résultats de base concernant les nombres réels.

THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE. Toute suite de nombres réels croissante et
majorée converge dans R. De méme, toute suite décroissante et minorée converge.
Démonstration. Soit (x,)nen une suite de nombres réels croissante et majorée.
Supposons que I'un des x,, disons xy, soit positif. Alors tous les z, avec n = N
sont positifs puisque (x,) est croissante. Pour n > N, on peut donc écrire
In = §0n7 §1n§2n€3n T

Comme la suite (z,,) est croissante, la suite des parties entieres (£y,) est croissante ; et
comme les &y, sont des entiers, la suite (§p,,) est donc stationnaire : il existe un indice
ng et un entier &y € N tel que

Vn=mno : Son = &o-

De méme, la suite (£1)n>n, €st croissante; donc il existe un entier &; € [0,9] et un
indice ny = ng tels que Yn = ny : &1, = &1. Et ainsi de suite : on voit apparaitre de
proche en proche des entiers &7, &9,&3,... et des indices ng < n; < n9 < ng tels que

Par conséquent, la suite (z,) converge vers le nombre réel x := &y, £1€283 - - -
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Si tous les x, sont négatifs, alors on peut écrire x,, = —&on, E1nonsn - - -, chaque
suite (&n)nen est décroissantes, et on peut raisonner comme précédemment. ]

REMARQUE. Le Théoreme de la limite monotone permet de définir la somme et
le produit de deux nombres réels positifs x = &y, £1&2€3 -+ et y = ng,mn2n3 -+ : en
notant z, 1= &9,&1 &y et yn = Mo, M1 - - - M les “approximations décimales a ’ordre
n” de x et y, les suites (zy, + Yn)nen €t (TnYn)nen sont croissantes et majorées, donc on
peut poser x +y := lim (z,, + y,) et zy := lim (z,y,). (La définition de z,, + y,, et x,y, ne
pose pas de probleme car z,, et y, sont des nombres décimaux : on fait comme on a appris a
I’école). Il faut cependant vérifier que cela ne dépend pas des représentations décimales
de z et y. On montre également que les opérations sont commutatives, et compatibles
avec lordre : si z,2',y,1y sont des nombres positifs tels que x < 2’ et y < 7/, alors
r+y<a+y etxy<ay.

De méme, si x est un nombre réel positif # 0, on peut définir 1/x := lim 1/z,, car
Zn # 0 & partir d’un certain rang (donc 1/z, est un nombre rationnel bien défini) et la
suite (1/x,) est décroisante. Il faut quand méme montrer que 1/z fait bien ce qu’on
veut, a savoir que z - (1/z) = 1. Pour cela, on écrit que x,, - (1/z,) = 1 pour tout n > 1.
Comme = > z, et 1/x < 1/x,, on en déduit = - (1/x,) > 1 et z,, - (1/x) < 1; donc
x-(1/x) = 1et x-(1/x) <1 par passage a la limite, et donc z - (1/z) = 1.

On peut également définir de cette fagon la différence de deux nombres réels positifs
z = §o,&182 - ety = no,mmnz--- tels que x < y : en posant z, = §o,&1 - &n, le
nombre y — x est la limite de la suite (y —xy,)n>1, qui est décroissante et minorée par 0.
(La définition de y — x,, ne pose pas de probléeme car z;,, n’a qu'un nombre fini de chiffres apres
la virgule : on fait & nouveau comme on a appris a I’école.) Comme pour 1/x, on montre
que y — x fait bien ce qu'on veut — a savoir que = + (y — x) = y — en écrivant que
ZTn + (y — xy) = y pour tout n > 1.

Il faut ensuite définir la somme, le produit et I'inverse pour des nombres réels de
signe quelconque et démontrer les propriétés qu’on est en droit d’attendre (structure de
corps commutatif, compatibilité des opérations avec I'ordre) ; ce qui se fait mais n’est pas
tres palpitant.

Une fois tout cela terminé, on montre sans difficulté que la définition de la conver-
gence d’une suite de nombres réels qu’on a donnée plus haut est équivalente a celle que
tout le monde connait (¢ et J).

THEOREME DES SEGMENTS EMBOITES. Si (I),)nen est une suite décroissante d’in-
tervalles fermés bornés de R, alors (), . In # & Si de plus |I,] — 0 quand n — o0,
alors (e In est réduite a 1 point.

neN

neN

Démonstration. Ecrivons I,, = [an, by]. Comme les intervalles I, forment une suite
décroissante, on voit que la suite (a,,) est croissante et que la suite (b,,) est décroissante.
De plus, (a,,) est majorée par by et (b,,) est minorée par ag. Donc les suites (ay,) et (by,)
sont convergentes d’apres le Théoreme de la limite monotone, a, — a et b, — b. On a
an < a < b < b, pour tout n € N; donc l'intervalle [a,b] est contenu dans (),cy In, €t
en particulier (), .y In # . En fait (), .y In = [a,b], car si z € R vérifie a,, <z < b
pour tout n € N, alors a < x < b par passage a la limite. Donc, si |I,,| = b, —a, — 0

alors [ ),y In est réduite & 1 point, car a = b dans ce cas. O
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PROPRIETE DE LA BORNE SUPERIEURE. Tout ensemble A € R non-vide et magjoré
posséde une borne supérieure dans R. Tout ensemble non-vide et minoré posséde une
borne inférieure.

Démonstration. Soit A < R un ensemble non-vide et majoré. On veut montrer
qu’il existe un plus petit nombre réel qui majore A. Pour cela, on va construire deux
suites de nombres réels (ay)nen €t (b )nen telles que

* les suites (ay,) et (by,) sont adjacentes : (a,) est croissante, (b, ) est décroissante,
an < b, pour tout n e N, et b, —a, — 0 quand n — o0;

e a, € A et b, est un majorant de A, pour tout n € N.

On commence par choisir ag € A et un nombre by € R majorant A. On a donc ag < bg.
Soit m le milieu de [ag, bp]. Si m est encore un majorant de A, on pose by := m et
a1 = ag; et si m n’est pas un majorant de A, on choisit a; € A tel que a1 > m
et on pose by := by. Dans un cas comme dans 'autre, on a ag < a1 < by < by et
b1 —ap < %(bo — ap). On répete ce raisonnement en remplacant ag par a; et by par
b1, et on continue : on construit ainsi une suite croissante (a,) d’éléments de A et une
suite décroissante (b,) de majorants de A telles que b, — a,, < 27" (bg — ag) pour tout
n € N.

D’apres le Théoreme de la limite monotone, les deux suites adjacentes (a,) et (by)
convergent et ont la méme limite, que 'on note M. Comme les b,, sont des majorants
de A et que b, — M, le nombre M est un majorant de A (exo). Si x € R vérifie x < M,
alors on peut trouver n € N tel que x < a,, < M puisque a, — M ; et donc x n’est pas
un majorant de A. Ainsi, M est bien le plus petit majorant de A. O

CRITERE DE CAUCHY. Soit (ug)ken une suite de nombres réels. La suite (uy)
converge dans R si et seulement si |ug — up| — 0 quand p,q — .

Démonstration. Si (ux) converge, up — a € R, alors |uy — u,| — 0 quand p, ¢ — ©
car |ug — up| < |ug — al + |a — upl.

Inversement, supposons que |ug — u,| — 0 quand p,q — 0. Alors la suite (ug) est
bornée (exo). Donc, pour n € N, on peut poser

an = inf {ug; k > n} et by, := sup {ug; k = n}.

Par définition, la suite (a,,) est croissante, la suite (b,,) est décroissante, et a,, < b,, pour
tout n € N. De plus, comme |ug — u,| — 0 quand p, ¢ — o0, on voit que b, — a, — 0
quand n — o, car b, —a, = sup {uq — up; p,q = n} (exo). Donc les suites (a,) et
(bn) convergent et ont la méme limite, que I'on notera u. Montrons que u; — u. Etant
donné € > 0, on peut trouver N € N tel que by —ay < . Comme ay < ug < by pour
tout k > N et comme ay < u < by également, on a donc |u —u| < by —an < € pour
tout k£ > N. O

THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS. Toute suite bornée de mombres réels
possede une sous-suite convergente.

Démonstration. Soit (ug)ken S R une suite bornée, et choisissons un intervalle
fermé borné Iy = [a, b] tel que uy € Iy pour tout k € N.

Notons m le milieu de [a,b]. Comme il y a une infinité d’entiers k, 'un des inter-
valles [a, m] ou [m,b] contient une infinité de termes de la suite (uy). On peut ainsi
trouver un intervalle fermé borné I < Iy tel que |I1| = % |Io| et u, € I; pour une
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infinité d’entiers k. En répétant ce raisonnement, on construit une suite décroissante
(In)n>0 d’intervalles fermés bornés telle que, pour tout n € N, l'intervalle I,, contient
une infinité de termes de la suite (ug) et |I,| = 27"|y|. On peut ensuite trouver une
suite strictement croissante d’entiers (kp)nen telle que ug, € I, pour tout n € N : on
commence par choisir kg tel que ug, € Ip, puis k1 > ko tel que ug, € I, ce qui est
possible puisqu’il y a une infinité d’entiers k tels que uy € I1 ; et ainsi de suite.

Par le Théoreme des segments emboités, il existe un et un seul point a € R appar-
tenant & tous les intervalles I,,. On a alors |ug, — a| < |I,,| pour tout n € N car a et
ug, sont tous les deux dans I,,; donc la sous-suite (ug, )neny converge vers a puisque
|I,| — 0. ]

Ezxercice 1. Calculer 0,666 -+ 0,444 - - -

Ezercice 2. Utiliser le Théoreme des segments emboités pour montrer que R n’est
pas dénombrable.

FEzxercice 3. Soit I une partie de R. Montrer que I est un intervalle si et seulement
si la chose suivante a lieu : quels que soient u,v € I tels que u < v, on a Ju,v[ < I.

FEzxercice 4. Démontrer le critere de Cauchy en utilisant le Théoreme de Bolzano-
Weierstrass.

Ezxercice 5. Montrer que tout intervalle non trivial I € R contient un point ration-
nel et un point irrationnel. (Pour montrer que I contient un rationnel, choisir a,b € I tels
que a < b et un entier g € N* tel que % < b — a, puis considérer le plus grand entier p € Z tel

que 2 <b.)






Chapitre 2

Espaces métriques et espaces vectoriels normés

1. Distances et normes

1.1. Distances, espaces métriques. Etant donné deux objets mathématiques
u et v de méme nature (deux nombres, deux matrices, deux fonctions, ...), il est treés
naturel de se demander si u et v sont “proches” ou “éloignés” I'un de 'autre en un
certain sens, et de vouloir mesurer leur degré de proximité par un nombre d(u, v) qu’on
appellerait la “distance entre u et v”. Cela conduit a la définition tres générale suivante.

DEFINITION 1.1. Soit E un ensemble non-vide. Une distance sur E est une fonc-
tion d: E x E — R vérifiant les propriétés suivantes :

(0) d(u,
(i) d
(i) d

) d

(iii

v) = 0 pour tous u,v € E, et d(u,u) =0;

(u,v) = 0 seulement pour u = v (séparation des points) ;
(u,v) = d(v,u) pour tous u,v € E (symétrie) ;

(

u,w) < d(u,v) + d(v,w) pour tous u,v,w € E (inégalité triangulaire).

EXEMPLE 1. On définit une distance sur R en posant d(u,v) := |v — u|. Cette
distance s’appelle la distance usuelle sur R.

Démonstration. La propriété (o) est évidente. La séparation des points (i) vient

du fait que |z| = 0 seulement pour x = 0. La symétrie vient du fait que |z| = |-z
pour tout z € R : d(v,u) = |u —v| = |—-(v —u)| = |v — u| = d(u,v). Et 'inégalité
triangulaire vient du fait que |z +y| < |z|+ |y| pour tous z,y € R : d(u,w) = |w—u| =
[(w—v)+ (v—u)| <|v—u|+|v—u| =d(u,v)+ dv,w). O

Ezercice. Soit E un ensemble quelconque, et soit ¢ : £ — R. A quelle condition
sur ¢ définit-on une distance sur E en posant d(u,v) := |¢(v) — ¢(u)|?

EXEMPLE 2. Soit E un plan euclidien, par exemple E := R? muni du produit
scalaire usuel. On définit une distance sur E en notant d(u,v) la longueur du segment
[u,v]. L’inégalité triangulaire pour cette distance signifie que “le plus court chemin
entre deux points est la ligne droite”.

EXEMPLE 2. On définit une distance sur C en posant d(u,v) := |v — ul, ou |z| est
le module du nombre complexe z. Cette distance s’appelle la distance usuelle sur C.

Démonstration. En identifiant C & R?, c’est la distance de 'Exemple 2. O

EXEMPLE 3. Soit F := T =: {z € C; |z| = 1}. On définit une distance sur T en
notant d(u,v) la longueur du plus petit arc de cercle joignant u et v.

Démonstration. Exo. O

11
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EXEMPLE 4. Soit E un ensemble quelconque (non-vide). On définit une distance
sur F/ en posant
0 siu=w
d(u,v) = {1 siu=wv
On dit que d est la distance discréte sur F.

Démonstration. Seule l'inégalité triangulaire demande une preuve; soient donc
u,v,w € E. Si u = w, alors d(u,w) = 0 < d(u,v) + d(v,w). Si u # w, alors ou
bien u # v et donc d(u,v) = 1, ou bien v # w et donc d(v,w) = 1. Dans les 2 cas,
d(u,w) = 1 < max(d(u,v),d(v,w)) < d(u,v) + d(v,w). O

Remarque 1. La distance discrete est importante car elle fournit souvent un contre-
exemple facile lorsqu’on se demande si une propriété générale est vraie pour n’importe
quelle distance.

Remarque 2. La démonstration précédente a montré que distance discrete vérifie
une forme “renforcée” de I'inégalité triangulaire : pour tous u,v,w € E, on a

d(u, w) < max(d(u,v), d(v, w)).
De fagon générale, une distance d vérifiant cette propriété est dite ultramétrique

EXERCICE 1.2. Soit C := {0,1}", I'ensemble de toutes les suites de 0 et de 1.
Montrer qu’on définit une distance ultramétrique sur C en posant d(u,u) := 0 et,
pour u = (u;)i=0 et v = (v;)i>o différents, d(u, v) := 271%?) ol i(u,v) est le plus petit
indice ¢ tel que u; # v;.

EXEMPLE 5. Soit E l’ensemble des stations de métro d’une grande ville non
spécifiée. On définit une distance sur F en notant d(u,v) la longueur du plus court
trajet en métro pour aller de u & v (longueur mesurée en “nombre d’arréts”).

Démonstration. C’est un exo facile. O

La remarque suivante est tres souvent utile.

REMARQUE 1.3. Si d est une distance sur un ensemble F, alors on a pour tous
u,v,we kK :

d(u,v) = |d(u, w) — d(w,v)].

Cette inégalité est parfois appelée I'inégalité triangulaire réarrangée.

Démonstration. On a d(u,w) — d(w,v) = d(u,w) — d(v,w) < d(u,v) d’apres
I'inégalité triangulaire ; et échangeant les roles de u et v, on obtient d(v, w) — d(w, u) <
d(v,u) = d(u,v). D’ou le résultat. O

DEFINITION 1.4. Un espace métrique est un ensemble non-vide E muni d’une
distance d.

CONVENTION. “Par défaut”, toutes les distances s’appelleront d, méme quand on
considérera plusieurs espaces métriques E, F,G,... en méme temps. S’il y a vrai-
ment lieu de distinguer les distances sur des espaces métriques différents, on écrira par
exemple dg,dp,dg, . ..
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1.2. Normes, espaces vectoriels normés.
DEFINITION 1.5. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur E est
une fonction de E dans R, notée en général uw — |ul|, vérifiant les propriétés suivantes.
(0) |u| =0 pour tout ue E, et ||0]| =0;
(i) |u| = 0 seulement pour u =0 ;
(i) |Au| = |A| |u| pour tout uw e E et tout A € K (homogénéité) ;
(iii) |u + v|| < |u| + |v]| pour tous u,v € E (inégalité triangulaire).
Il y a une similarité évidente entre la définition d’une norme et celle d’une distance.
Le lien entre les deux notions est donné par le fait suivant.

FAIT 1.6. Si | - | est une norme sur un espace vectoriel E, on définit une distance
sur E en posant d(u,v) := [[v—u|. On dit que d est la distance associée a la norme

|-
Démonstration. C’est exactement la méme que celle donnée pour la distance usuelle

d(u,v) = |v — u| sur R. (Pour la symétrie de d, on n’a pas besoin de toute la force de la
propriété d’homogénéité (ii) : il suffit de savoir que || — u| = |u| pour tout u € E.) U

EXERCICE. Soit d une distance sur un espace vectoriel E. Montrer que d est associée
a une norme si et seulement si elle vérifie les propriétés suivantes :
e d(u+ h,v + h) = d(u,v) pour tous u,v,h € E (invariance par translations);

e d(Au, \v) = |\l d(u,v) pour tous u,v € E et tout A € K (homogénéité).

ExXEMPLE 1. La valeur absolue est une norme sur R, et le module est une norme
sur C. Les distances associées sont les distances usuelles.

EXEMPLE 2. Si E est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ( , ), on
définit une norme sur E en posant |ul := 4/{u, uy. Outre la définition, la norme et le
produit scalaire sont liés par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|{u, v)| < Jul [|v]] pour tous u,v € E.

Démonstration. Les propriétés (o), (i) et (ii) sont & peu pres évidentes.
L’inégalité triangulaire découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si u,v € F, alors

lu+o> = [ul® +2Re (Cu,v)) + [lv]?

Jul® + 2 [Cu, v)| + [[o]®

|| + 2 Jul| |v] + |v]? par Cauchy-Schwarz
(el + To1)s

NN

done fu + v < fuf + |v].
Démontrons maintenant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient u,v € E. Si v = 0,
I'inégalité est évidente ; on suppose donc que v # 0. Si on pose

v\ v {u,v)
pi= <u —> — =ty
ol Z ol ol

on voit (exo) que {(p,v) = {u,v). Donc {u — p,v) = 0, i.e. u — p est orthogonal & v.
(Le vecteur p est le projeté orthogonal de u sur 1'espace vectoriel engendré par v). Comme p
est colinéaire & v, on a donc (u — p,py = 0. En développant |[u|? = |(u — p) + p|?* =
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{(u—p) +p, (u—p) + p), on en déduit que |u|* = |u— p|* + ||p|? (c’est le Théoréme
de Pythagore...). En particulier [jul| > |pl, autrement dit

Cu, v)

vl < Jul.
lv]? ‘ N
Par homogénéité, cela s’écrit encore |<‘ﬁ]"f2>| [v] < |ul; Aot [(u,v)] < [jul [v].
0
EXEMPLE 2'. La norme sur RY associée au produit scalaire usuel s’appelle la
norme euclidienne sur RV, et se note | - 2. Si u = (u1,...,uy) € RV, alors
N 1/2
lullz = (2 UJQ) :
j=1
Si N = 2, la norme euclidienne définit la distance usuelle sur le plan euclidien R?.
EXEMPLE 3. On définit des normes sur KV en posant, pour u = (u1,...,uy) € KV :
N
July = D Jugl et fulo = max(fual,. .., Jux]).
j=1
Démonstration. C’est un exo a savoir faire instantanément. 0

EXEMPLE 4. Soit I un ensemble quelconque. On note ¢*(1,KK), ou simplement
¢*(I), lespace vectoriel constitué par toutes les fonctions bornées u : I — K. On
définit une norme sur ¢*°(I) en posant

|u)loo := sup {\u(t)|, te I}.

Démonstration. C’est & nouveau un exo a savoir faire les yeux fermés. (Etre un peu
soigneux pour I'inégalité triangulaire.) d

Remarque. Les cas particuliers suivants sont importants :

e si I = [1, N], alors £°(I) s’identifie & KV (une fonction u : [1, N] — K s’identifie
au vecteur (u(1),...,u(N)) € K¥), et |ule = max(|uil,..., un|) pour u =
(ul,...,uN) GKN;

e si I =N, alors £*°(I) est l’ensemble de toutes les suites bornées u = (U )neN

d’éléments de K; et pour u = (uy,) € £°(N) on a |ul = sup |uy|.
neN

EXEMPLE 5. Si E est un espace vectoriel non réduit a {0}, la distance discrete
sur F n’est pas associée a une norme.

Démonstration. Notons d la distance discrete sur E. Soit e un vecteur non nul
de E. Alors d(e,0) = 1, et aussi d(2e,0) = 1 puisque 2e # 0; mais si d était associée a
une norme | - |, on devrait avoir d(2e,0) = ||2e — 0 = ||2¢| = 2|le|| = 2d(e,0) = 2. O

Les deux inégalités suivantes sont importantes.

REMARQUE 1. Si || - | est une norme sur un espace vectoriel E, alors on a pour
tous u,v e B :

Ju— v <Jul+ ol et fo—ul > o] —ful|-
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Démonstration. En notant d la distance associée a | - ||, la premiére inégalité est
simplement 'inégalité triangulaire d(v,u) = d(u,v) < d(u,0) + d(0,v); et la deuxieéme
est 'inégalité triangulaire réarrangée d(u, v) = |d(u,0) — d(0,v)|. O

Il est également tres important de retenir qu’on peut toujours “normaliser” un
vecteur non nul de F :

REMARQUE 2. Si | - | est une norme sur E, on a pour tout u # 0 dans E :

u

]

DEFINITION 1.7. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel E muni
d’une norme | - |. On écrira souvent “evn” au lieu de “espace vectoriel normé”.

Remarque. Un espace vectoriel normé sera toujours implicitement muni de la dis-
tance associée a sa norme. Un evn est donc en particulier un espace métrique!

CONVENTION. “Par défaut”, toutes les normes s’appelleront || - |; et s’il y a lieu
de différencier explicitement les normes sur des evn E, F, G, ..., on écrira par exemple
e - les - les -

1.3. Sous-espaces et produits. Les remarques qui suivent sont a peu pres
évidentes, mais cependant tres importantes.

REMARQUE 1. Si (F,d) est un espace métrique et si A € E, alors la restriction
de d & A x A est une distance sur A, qu’on appelle la distance induite par d sur A.
Donc, A est lui méme un espace métrique pour son propre compte.

REMARQUE 1’. De méme, si E est un espace vectoriel normé, alors tout sous-
espace vectoriel F' € FE devient un espace vectoriel normé lorsqu’on le munit de la
norme induite par celle de E

Exemple. Soit [a,b] un segment de R, avec a < b. Notons C([a, b]) ’ensemble des
fonctions continues u : [a,b] — K. Comme toute fonction continue sur [a, b] est bornée,
C([a,b]) est un sous-espace vectoriel de ¢*([a, b]), et donc un espace vectoriel normé
quand on le munit de la norme | - |o.

REMARQUE 2. Soient (E1, | - |z )---,(EN,| - |lgy) des espaces vectoriels normés,
et soit £ := FE; X --- x Ey. On définit une norme sur EF en posant, pour u =
(u(l),,u(N)) eE=F x---x FEn:

Jull := max (Ju(1)] g, .., Ju(N)]5,)-

On dit que cette norme est la norme produit associée aux normes | - |z, ..., | - [|Ey-
Exemple. La norme produit sur RN = R x --- x R est la norme || - ||5.
REMARQUE 2. De méme, si (E1,d1),. .., (En,dy) sont des espaces métriques, on

définit une distance sur F := Fj x --- x Ey en posant pour u = (u(1),...,u(N)) et

v=(v(1),...,v(N)) dans F :
d(u,v) := max (di(u(1),v(1)),...,dn(u(N),v(N))).

Cette distance est la distance produit associée aux distances di,...,dy. Si les F;
sont des espaces vectoriels et si les distances d; proviennent de normes, alors d provient
de la norme produit associée.
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CONVENTION. Chaque fois qu’on manipulera un produit d’espaces métriques ou
d’evn, on supposera implicitement qu’il est muni de la distance produit ou de la norme
produit.

1.4. Vocabulaire géométrique. Dans ce qui suit, (£, d) est un espace métrique.

(1) Siae E et r >0, on pose

B(a,r) :={ue FE; d(u,a) <r} et B(a,r) :={ue FE; d(u,a) <r}.

On dit que B(a,r) est la boule ouverte de centre a et de rayon r, et que B(a,r)
est la boule fermée de centre a et de rayon 7.

Remarque. Le cas r = 0 est un peu particulier : on a B(a,0) = & et B(a,0) = {a}.

ExemMPLE 1. Si £ = R muni de la distance usuelle, alors B(a,r) est l'intervalle
ouvert |a —r,a + r[, et B(a,r) est 'intervalle fermé [a — r,a + 7].

EXEMPLE 2. Si E = C muni de la distance usuelle, alors B(a,r) et B(a,r) sont
des disques centrés en a et de rayon r. Plus précisément, B (a,r) est le disque sans sa
circonférence, et B(a,r) est le disque avec sa circonférence.

Ezercice. Dessiner la boule B(0,7) dans F = R? muni de la norme | - . Méme
question avec la norme | - |;.
(2) Si A est une partie non-vide de E, on pose pour tout z € E :
dist(x, A) := inf {d(z,u); ue A}.
On dit que dist(z, A) est la distance de = a I’ensemble A.

Remarque 1. 11 est évident que si x € A, alors dist(x, A) = 0 (prendre u := x) ; mais
la réciproque est fausse en général.

Remarque 2. La distance de x n’est pas nécessairement “atteinte” : il n’y a aucune
raison a priori pour qu’il existe un point a € A tel que dist(z, A) = d(x, a).

Exemple. Dans E = R, on a dist(2,]—1,1[) = 1 et dist(1,]—1,1[) = 0. Dans les 2
cas, la distance n’est pas atteinte.
(3) Pour toute partie non-vide A de E, on pose
diam(A) := sup {d(u,v); u,v e A}.

On dit que diam(A) est le diameétre de I'ensemble A. La borne supérieure est ici
prise dans [0, 00] : on peut trés bien avoir diam(A) = co. Moralement, diam(A) est “la
plus grande distance possible entre deux points de A” ; mais cette plus grande distance
peut tres bien ne pas exister.

Exemple 1. Prenons pour F un plan euclidien. Si A est un disque de rayon r, alors
diam(A) = 2r. Si A € E est un carré de coté a, alors diam(4) = v/2a.

Exemple 2. Dans E = R, on a diam(]—2,3[) = 5 et diam(]0, o) = o0.

EXERCICE. Montrer que pour tout ensemble non-vide A € R, on a
diam(A) = sup A — inf A.

(Avec les conventions évidentes lorsque sup A = o0 ou inf A = —0.)
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(4) Supposons que E soit un espace vectoriel normé. On dit qu'un ensemble A € E
est borné s’il existe une constante M < oo telle que Yue A : |ul| < M.

FEzxercice 1. Montrer les équivalences suivantes :

Aborné < diam(A) < 0 <= A est contenu dans une boule.

Remarque. L’intérét du résultat de cet exercice est qu’il permet de définir les en-
sembles bornés dans un espace métrique (F,d) quelconque : un ensemble A € F peut
étre déclaré borné si diam(A) < oo. Cependant, on ne parlera jamais d’ensembles
bornés dans un espace métrique qui n’est pas un evn.

Ezxercice 2. Une application u : I — F d’un ensemble I dans un evn F' est dite
bornée si ’ensemble u(]) est borné dans F'; autrement dit s’il existe une constante M
telle que Vt € I : |u(t)|| < M. L’ensemble de toutes les applications bornées u : [ — F
se note (°(I, F'). Montrer que ¢*(1I, F) est un espace vectoriel, et qu'on définit une
norme sur ¢*(I, F) en posant |u|s = sup {||u(t)|; t € I}.

1.5. Isométries.

DEFINITION 1.8. Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E — E’ est une isométrie si elle préserve les distances :

d'(f(u), f(v)) = d(u,v) pour tous u,v € E.

Exemple 1. Dans un plan euclidien, les translations, les rotations et les symétries
orthogonales sont des isométries.

Exemple 2. L’injection canonique de R dans C est une isométrie (pour les distances
usuelles).

Exemple 3. L’application f : R — R? définie par f(z) = (z,0) est une isométrie
de R dans R? muni de la norme || - | .

EXERCICE. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, et soit T : £ — F une
application linéaire. Montrer que T' est une isométrie si et seulement si |T'(z)| = |z|
pour tout x € F.

Remarque 1. Une isométrie est toujours injective (mais elle n’a pas de raison d’étre
surjective).

Démonstration. C’est évident : si f(u) = f(v), alors d(u,v) = d'(f(u), f(v)) =0
et donc u = v. O

Remarque 2. Si f : E — E' est une isométrie bijective, alors f~! : E' — E est aussi
une isométrie.

Démonstration. C’est un exo tres facile. O

DEFINITION 1.9. On dit que deuz espaces métriques E et E' sont isométriques
s’il existe une isométrie bijective entre E et E' ; autrement dit, si E et E' sont “indis-
tinguables” en tant qu’espaces métriques.

Exemple 1. R? muni de la distance euclidienne est isométrique & C muni de la
distance usuelle, via application (x,y) — x + iy.
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Exemple 2. R muni de la distance usuelle est isométrique a {(z,0); z € R} < R?
muni de la distance associée a la norme | - |, via I'application z — (z,0).

Exemple 3. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie N sur K = R
ou C, alors E est linéairement isométrique & KV muni d’une certaine norme.

Démonstration. Soit J : E — KV un isomorphisme linéaire. Alors la formule
|lz| 7 := |J ()| définit une norme sur KV (exo); et par définition, .J est une isométrie
(linéaire!) de E sur (KV,| - | ). O

Le résultat suivant est a priori surprenant; et il est “philosophiquement” tres
intéressant car il signifie que les espaces vectoriels normés ne sont d’une certaine fagon
pas moins généraux que les espaces métriques généraux.

THEOREME 1.10. Tout espace métrique est isométrique a une partie d’un espace
vectoriel normé ; plus précisément, a une partie d’un espace £*(I).

Démonstration. Soit (E,d) un espace métrique quelconque. On va montrer que
(E,d) est isométrique a une partie de (*(E).

Fixons un point a € E. Pour u € E, on notera ®,, : E — R la fonction définie par
b, (z) :==d(u,z) — d(z,a).
FarT 1. Toutes les fonctions &, sont bornées.

Preuve du Fuait 1. Fixons u € E. D’apres l'inégalité triangulaire réarrangée, on a
|y (2)] = |d(u,z) — d(z,a)] < d(a,u) pour tout x € E; donc ®, est bornée avec
[Pullec < d(a,w). O

Par le Fait 1, on peut définir une application f : E — (*(FE) par
flu) = @,.
FarT 2. L’application f est une isométrie de (F,d) dans (*(FE).
Preuve du Fait 2. 1] s’agit de montrer que pour tous w,v € F, on a
@y — Pyl = d(u,v).

Sixz e E, alors

‘(I)v(x) - (I)U<x)’

’(d(v,a:) —d(z,a)) — (d(u,z) — d(z, a))’
’d(v,a:) — d(fU,U)‘
< d(u,v).

Ceci étant vrai pour tout = € E, on en déduit |®, — Py [0 < d(u,v).
Inversement, on a ||, — Py on = Py (u) — Dy (u) = d(v,u) — d(u, u) = d(u,v). D’ou
finalement |®, — ®, ) = d(u,v). O

Par le Fait 2, la preuve du théoréeme est maintenant terminée : si on pose E =
f(E) ={®y; ue E} € (*(F), alors E est isométrique & F. O
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2. Normes équivalentes ; distances Lipschitz-équivalentes

DEFINITION 2.1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On dit que deux
normes || - | et | - | sur E sont équivalentes s’il existe deux constantes C,C’ < o0
telles que ||z|| < C'|z|" et |z|| < C"||z| pour tout z € E.

Remarque. Comme le nom le suggere fortement, la relation “étre équivalentes” est
une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur F. (La preuve est laissée en
exo.)

Exemple 1. Sur R les normes | - ||1, | - |2 et || - [ sont équivalentes.
Démonstration. Soit u = (ug,...,uy) € RY. On a
Jul = (@)Y < (uf + -+ uf)'? = Jul2
pour tout j € [1, N], donc |u]s < ||Jull2. De plus,
N 2 N N
ol = (Dhel) =2t S haloed > 308 -
j=1 {(k,k"); k2E} j=1

done [[uly > flufs- Enfin, Juli = 370, [uj] < N ufco-
Ainsi, on a obtenu |u|e < |ulz < |uli < N|u|e pour tout u € RY; d’on
I’équivalence des trois normes. O

Exemple 2. Soit || - |1 la norme sur E := C([a,b]) définie par |ul; := Ss |u(t)| dt.

(Vérifier qu’il s’agit bien d’une norme.) On a | - |1 < (b—a) | - o, mais les normes | - |1
et || - [loo ne sont pas équivalentes.
Démonstration. L’inégalité | - |1 < (b—a)| - o est laissée en exo (tres facile).

Notons m le milieu de 'intervalle [a, b]. Pour k € N assez grand, soit u € C([a, b])
la fonction définie comme suit : uy, est nulle en dehors de [m — 1, m + 1], ug(m) = k
et uy, est affine sur les intervalles [m — £, m] et [m,m + 1]. (Dessiner le graphe de uy.)
On a |ugfe = k, et [ug|i = 3 x 2 x k = 1. Ainsi, on a trouvé une suite de fonctions
(ug) telle que |lug|1 = 1 pour tout k et |ux|c — 0; ce qui montre qu’il ne peut pas

exister de constante C' telle que || - [ < C'| - |1. O
Ezercice. Soit E un espace vectoriel, et soient | - || et || - | deux normes sur E.
Montrer que si | - | et || - |’ ne sont pas équivalentes, alors ou bien il existe une suite

(ug) € F telle que |ug| — 0 et |ugl|” — oo, ou bien il existe une suite (ux) S F telle
que |Jug| — o0 et |ug| — 0.

Le résultat suivant est trés important et tres facile a utiliser. La preuve, en revanche,
est un peu délicate.

THEOREME 2.2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les
normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Dans ce qui suit, on supposera que E # {0} (il n’y a rien &
démontrer si £ = {0}). On commence par se simplifier un peu la vie :

Farr 0. Il suffit de montrer que toutes les normes sur RV, N > 1 sont équivalentes.
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Preuve du Fait 0. En tant que R-espace vectoriel, E est isomorphe & RN pour un
certain entier N > 1. Si on fixe un isomorphisme R-linéaire J : E — R, alors &

toute norme | - | sur E correspond une norme | - |; sur R, donnée par la formule
lull; := |J 7 (u)]|. On a ainsi |x| = |J()|s; donc il est clair que si | - | et | - |/ sont
deux normes sur E et si les normes | - | s et | - |; sont équivalentes, alors || - || et | - |’
sont équivalentes. Ceci démontre le Fait. O

On va maintenant montrer que toutes les normes sur RY sont équivalentes & la

norme | - [loo

FAIT 1. Si | - | est une norme sur R¥, il existe une constante C' < oo telle que
|- <l oo

Preuve du Fait 1. Si u = (uy,...,un) € RY et si on note (e1,...,eyn) la base

canonique de RV, alors

Jul =

J

Zwes
\

N
< Z lu; €5
N N
- Z gl s < Julloo x Y lleg)
j=1 j=1
puisque |u;| < |ullo pour tout j. On obtient donc le résultat souhaité avec C' :=
Zj-vzl lej| (qui est bien une constante indépendante de u € RY). g
FAIT 2. Si | - || est une norme sur R¥ il existe une constante ¢ > 0 telle que
|- 1=el- o

Preuve du Fait 2. C’est la partie “difficile”. On va procéder par récurrence sur la
dimension N.

Pour N = 1, ce n’est pas compliqué : si | - | est une norme sur R! = R, alors
lul = |u x 1| = |u| x [1]| = ¢|ullw pour tout u € RY, ot1 ¢ := ||1] est bien strictement
positif car 1 # 0.

Supposons le résultat vrai pour un certain N > 1, et démontrons le pour N +1. Soit
donc | - | une norme sur RV+1. On va raisonner par I'absurde en supposant qu'il n’eziste
pas de constante ¢ > 0 telle que | - | = ¢|| - ||oo. Il s’agit d’obtenir une contradiction.
Dans ce qui suit, on écrira les vecteurs de RV ™! sous la forme u = (u(1),...,u(N+1)).

ETAPE 1. On peut trouver une suite (v;) € RV*1 et un indice jo € [1, N + 1] tels
que vk (jo) = 1 pour tout k et ||vg| — 0 quand k — co.

Démonstration. Par hypothese, on peut pour tout ¢ > 0 trouver un vecteur u¢ €
RN+ tel que ||uCH < ¢||u|o. On a |ul|e # 0 (d’apres 'inégalité stricte), donc on peut
- Alors v =1 et

définir v°¢ L
Hu floo

1

oo

vl = x uf] < e

En prenant ¢ := 1/k pour tout k € N* et en posant vy := vk on obtient ainsi une

suite (vy) € RV telle que |vg o = 1 pour tout k et |ug| — 0.
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Par définition de | - ||o, on peut choisir pour tout k € N* un indice ix € [1, N + 1]
tel que |vg(ix)| = |vk/c = 1. Comme il y a une infinité d’entiers k et un nombre fini
d’indices i € [1, N + 1], il existe au moins un jp € [1, N + 1] tel que ix = jo pour une
infinité de k. Il existe donc une sous-suite (v}.) de (vg) telle que |v}(jo)| = 1 pour tout
k, autrement dit v} (jo) = £1. De méme, il y a une infinité de k tels que v} (jo) = 1,
ou bien une infinité de & tels que v (jo) = —1. Quitte & changer v} en —uvy, on peut
supposer qu’on est dans le premier cas. On obtient donc une sous-suite (v}) de (v},) (et
donc une sous-suite de (vy)) telle que v} (jo) = 1 pour tout k. On change alors le nom de
vy, qu’on appelle & nouveau vy. ]

ETAPE 2. I existe un vecteur v € RVN*1 tel que v # 0 et vy, — v[oo — 0.

Démonstration. Le point clé est le suivant : si p,q € N, alors (vqy — vp)(jo) = 0.
Donc, on peut considérer les v, — v, comme des vecteur de R en identifiant RV au
sous-espace

Ej, i= {ue RN u(jy) = 0} < RVHL
qui est de dimension N. Par hypothese de récurrence, il existe une constante ¢’ > 0
telle que |u| = ¢ |u|w pour tout u € Ej. En prenant u := vy — vp, on en déduit qu’on
a
[04(5) — ()] < (1/€) Jvg — vyl < (1/€) (lvgll + llvp )

pour tous p,q € N et pour tout j # jo. Comme |vp|| + |v4]| — 0 quand p,q — 00, on
voit ainsi que pour tout j # jo, la suite de nombres réels (vg(j))ren vérifie le critére
de Cauchy, et donc est convergente. Pour chaque j # jo, il existe ainsi un nombre réel
v(j) tel que vg(j) — v(j) quand k — oo.

Si maintenant on pose v = (v(1),...,1,...0(N +1)) € RN*1 ot le “1” est a la
place jo, alors vi(j) — v(j) pour tout j € [1, N + 1] puisque vk(jo) = 1. Par définition
de la norme | - |, cela entraine que |vg — v|x — 0 (ex0); et on a v # 0 puisque

v(jo) = 1. O

On peut maintenant obtenir la contradiction cherchée. Comme | - | < C| - |«
pour une certaine constante C' (d’apres I'étape 1) et comme ||vy — v||x — 0, on voit
que |vg —v|| = 0. Comme de plus |v|| < v —vg| + |vk| et que |vg| — 0, on en déduit

|v| < 0 en faisant tendre k vers I'infini; donc |v|| = 0. Mais ceci est absurde puisque
| - || est une norme et v # 0. Ainsi, on a bien montré le Fait 2 par récurrence. O
Par les Faits 1 et 2, la preuve du théoréme est maintenant terminée. ]

REMARQUE. Le Théoreme 2.2 caractérise les espaces de dimension finie : si F est
un espace vectoriel de dimension infinie, alors il existe des normes non équivalentes
sur F.

Démonstration. Soit (e;);er une base de 'espace vectoriel E (on admet que tout
espace vectoriel possede une base...). Comme dim £ = oo, I’ensemble I est infini. Pour
u = Y, uje;, posons

el

July o= Dl et fufo := sup fujl.
icl el
Ces expressions ont ont un sens car tous les u; sont nuls sauf un nombre fini; et on
vérifie sans difficulté qu’'on définit ainsi deux normes sur E (exo). Montrons que ces
normes ne sont pas équivalentes.
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Comme I est un ensemble infini, on peut choisir pour tout & € N* un ensemble
I* < I de cardinalité k. Si on pose u* = >, ;i e;, alors [uf|e = 1 et [uf]y = k.
Comme k peut étre arbitrairement grand, on voit ainsi qu’il n’existe pas de constante
Ctelleque || - |1 <C| - [oo- O

Dans le cadre des espaces métriques, la notion d’équivalence pour les normes se
généralise comme suit :

DEFINITION 2.3. On dit que deux distances d et d’ sur un ensemble non-vide E
sont Lipschitz-équivalentes s’il existe deuz constantes C,C' < oo telles que d(u,v) <
Cd' (u,v) et d'(u,v) < C"d(u,v) pour tous u,v € E.

Exercice. Montrer que deux normes sur un espace vectoriel F sont équivalentes si
et seulement si les distances associées sont Lipschitz-équivalentes.

3. Convergence, continuité

3.1. Suites convergentes.

DEFINITION 3.1. Soit (E,d) un espace métrique, soit (ux)gen une suite d’éléments
de E, et soit a € E. On dit que la suite (ug) converge vers a pour la distance d
st d(ug,a) — 0 quand k — . On écrit alors up — a. Avec des quantificateurs, cela
s’écrit ainsi :
Ve > 03K Yk > K : d(ug,a) <e.

Formellement, il s’agit donc exactement de la méme définition que pour la conver-
gence d’une suite de nombres réels, en écrivant d(u, a) au lieu de |ux — al.

Voici d’abord quelques remarques “idiotes”, et donc importantes :
« dans la définition, on peut remplacer “< £” par “< &” (jouer avec des £/2) ;
« au lieu de “d(ug,a) < &€”, on peut écrire “uy € B(a,e)”;
« la définition dépend de la distance d. (Par exemple, la suite uy := 2% converge

vers 0 dans R pour la distance usuelle, mais pas pour la distance discrete.)

Passons maintenant a des remarques un peu moins “idiotes”.

REMARQUE 1. On a unicité de la limite : une suite (ug) ne peut pas converger vers
deux points différents. Par conséquent, si up — a, on peut parfaitement dire que a est
la limite de la suite (uy) et écrire a = klim ug, ou simplement a = lim wy.

—00

Démonstration. Si up — a et up, — b alors, comme 0 < d(a,b) < d(a,uy) + d(ug,b)
qui tend vers 0 quand k — o0, on a d(a,b) = 0 et donc a = b. O

REMARQUE 2. Si d et d sont deux distances Lipschitz-équivalentes sur un en-
semble E, alors la convergence pour d est équivalente & la convergence pour d'.

Démonstration. C’est un exo tres facile. O

CONSEQUENCE. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut parler
de “suites convergentes” dans F sans faire explicitement référence &4 une norme : par
définition, une suite (ug) S E converge vers a € E si elle converge vers a pour n’importe
quelle norme.
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Exercice. Soient d et d’ deux distances sur un méme ensemble E. On suppose que
toute suite (ux) S E convergeant pour d converge également pour d’. Montrer que
toute suite (uy) convergeant pour d converge nécessairement vers la méme limite pour
d.

REMARQUE 3. Dans un espace vectoriel normé, toute suite convergente (uy) est
bornée : il existe une constante M telle que Yk : |ug| < M.

Démonstration. Si ui — a, on peut trouver un entier K tel que |ux — al| < 6 pour
tout k > K. Alors |ug| < 6 + |la| si & > K d’apres I'inégalité triangulaire; et donc
Ju]| < M := max (6 + |af, [uol, . .., Jur 1) pour tout k € N. O

EXEMPLE 1. Dans R ou dans C, une suite converge (pour la distance usuelle) si et
seulement si elle converge au sens usuel.

EXEMPLE 2. Dans RY, une suite converge (pour n’importe quelle norme) si et
seulement si elle converge “cordonnée par coordonnée” : uy = (ug(1),...,up(N)) tend
vers a = (a(1),...,a(N)) si et seulement si ug(j) — a(j) pour j =1,...,N.

Démonstration. Par équivalence des normes, on peut considérer uniquement la
convergence pour la norme | - |q.

Si Ju — alls — 0, alors ug(j) — a(j) pour tout j car lux(j) — a(j)] < Jux — allo.

Inversement, supposons que ug tende vers a coordonnée par coordonnée. Soit € > 0.

Pour j =1,..., N, on peut trouver un entier K; tel que Vk > K; : |ux(j) —a(j)| <e.
Si on pose K := max(Kj,...,Ky) on a alors |ux — al < & pour tout k > K, par
définition de || - |- O

EXEMPLE 2'. Si Fy,...,Ey sont des espaces métriques et si E = Ey x -+ X Ey,

alors la convergence dans E (pour la distance produit) est équivalente & la convergence
coordonnée par coordonnée.

Démonstration. C’est exactement la méme que pour ’Exemple 2. ]

EXEMPLE 3. Prenons F := ¢*([), muni de la norme | - |o. Dans ¢*(I), une suite
de fonctions converge si et seulement si elle converge uniformément sur I. Pour cette
raison, la norme | - |, s’appelle la norme de la convergence uniforme.

Démonstration. C’est évident par définition de || - | . O

FEzercice. Soit I un ensemble infini, et soit (#x) une suite d’éléments de I deux a
deux distincts. Pour tout k& € N, on note f; : I — R la fonction définie par fx(t) =0
sit # t et fr(tx) = 1. Montrer que pour toute suite de scalaires (), la suite (Agfx)
converge simplement vers 0; et en déduire qu’il n’existe pas de norme sur £*(1) telle
que la convergence pour cette norme soit équivalente a la convergence simple.

La proposition suivante est d’usage constant.

PROPOSITION 3.2. Soient E un espace vectoriel normé, et soient (uy), (vg),u,v
dans E et (A\g), A dans K.

(1) Siup — u et vy — v, alors ug + vy — u + v.

(2) Siug — u et \p = X, alors A\gup — Au.
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Démonstration. (1) est tres facile : par I'inégalité triangulaire, on a
[ (ur +0r) = (u + 0)| = [(ur =) + (v = V)| < JJug = ul + [log = o],
qui tend vers 0 quand k — co.
Pour (2), on écrit
[Meur = Aull = X (ur —u) + Ak = Mul < Akl Jur —ul + [ A = A -
—_—— —— —\—

borné -0 —0

3.2. Applications continues.

DEFINITION 3.3. Soient E et F' deuz espaces métriques, et soit f : E — F.

(1) Etant donné a € E, on dit que f est continue au point a, ou encore conti-
nue en a, si “f(u) tend vers f(a) quand u tend vers a; ce qui s’écrit ainsi :

Ve > 039 > 0 tel que : Yu € E vérifiant d(u,a) <6, on a d(f(u), f(a)) < e.

(2) On dit que f est continue sur E si elle est continue en tout point a € E.

Voici quelques remarques “idiotes”.

e La continuité dépend des distances données sur E et F.

» Dans (1), le “§ de continuité” dépend évidemment de e, mais a priori aussi
du point a.

e Au lieu des inégalités strictes <, on peut mettre des inégalités larges < : cela
ne change rien a la définition. (Jouer avec des £/2 et des §/2.)

« On peut écrire (1) comme suit :
Ve > 030 > 0 tel que : Yu e B(a,d), on a f(u) € B(f(a),e);
autrement dit :

Ve > 036 > 0 tel que f(B(a,d)) < B(f(a),e).

La proposition suivante est ce qu’on appelle parfois la “caractérisation séquentielle
de la continuité”. Aux notations pres, sa preuve est exactement la méme que dans le
cas des fonctions de R dans R.

PROPOSITION 3.4. Soit f : E — F et soit a € E, ou E et F sont des espaces
métriques. Alors [ est continue au point a si et seulement si la propriété suivante a
lieu : pour toute suite (ux) S E tendant vers a, la suite (f(ux)) tend vers f(a).

Démonstration. Supposons f continue au point a. Soit (ug) une suite quelconque
tendant vers a. Pour ¢ > 0 donné, on peut trouver un “§ de continuité” tel que
f(u) € B(f(a),e) pour tout u € B(a,d). Comme up — a, on peut ensuite trouver un
entier K tel que Yk > K : wuy € B(a,d). Alors f(ux) € B(f(a),e) pour tout k > K ;
ce qui prouve que f(ug) — f(a) puisqu’on est parti d'un € > 0 arbitraire.

Supposons maintenant que f ne soit pas continue au point a. Il existe alors un
go > 0 tel que la propriété suivante ait lieu : pour tout d > 0, on peut trouver u € E
vérifiant d(u,a) < § tel que d(f(u), f(a)) = 9. En prenant § := 1/k, k € N*, on
obtient ainsi une suite (ug) € E telle que d(uy,a) < 27% et d(f(ug), f(a)) = o pour
tout k € N*. Ainsi, on a trouvé une suite (uy) tendant vers a pour laquelle f(uy) ne
tend pas vers f(a). O
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COROLLAIRE 3.5. Les applications continues restent les mémes si on remplace les
distances par des distances Lipschitz-équivalentes.

Démonstration. Les suites convergentes restent les mémes. O

CONVENTION. Au vu de ce résultat et comme toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie, on conviendra que pour une application f : £ — F ou F et F
sont des espaces vectoriels de dimension finie, “continue” veut dire “continue pour
n’importe quelles normes sur F et F”.

COROLLAIRE 3.6. Si E est un evn sur K =R ou C, les applications (u,v) — u+ v
et (\,u) — Au sont continues de E x E dans E et de K x E dans E respectivement.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la caractérisation séquentielle

de la continuité et de la Proposition 3.2 ]

COROLLAIRE 3.7. Soient E,Fy,...,Fn des espaces métriques, et soit f : E —
Fix---x Fy. On écrit f(u) = (fi(u),..., fn(w)). Alors f est continue si et seulement
si ses “composantes” fi,..., fn le sont.

Démonstration. C’est a nouveau évident par la caractérisation séquentielle de la
continuité, car la convergence dans Fy X --- x Fjy est la convergence coordonnée par
coordonnée. O

Ezxercice. Montrer que si (F,d) est un espace métrique, alors 'application (u,v) —
d(u,v) est continue de F x E dans R.

Voici maintenant les propriétés habituelles de “stabilité”.

PROPOSITION 3.8. La composée de deuz applications continues est continue : si
f:E— Fetg:F — G sont continues, alors go f : E — G est continue.

Démonstration. La preuve est immédiate par la caractérisation séquentielle de la
continuité (on peut aussi faire sans) : si up — a, alors f(ug) — f(a), donc (go f)(u) =
g(f(ur)) = g(f(a)) = (go f)(a) et donc g o f est continue.

COROLLAIRE 3.9. La continuité est préservée par somme, produit et passage a
linverse. De facon précise :

O

(i) La somme de deux applications continues d valeurs dans un evn est continue.

(ii) Le produit de deuz fonctions continues a valeurs scalaires est une fonction
continue.

(iii) L’inverse d’une fonction continue a valeurs scalaires ne s’annulant pas est une
fonction continue.

Démonstration. (i) Soient f,g : E — F deux applications continues, ou F' est un
evn. En notant S : F' x F' — F ’application “somme” et ® : £ — F x F' I'application
définie par ®(u) := (f(u),g(u)), ona f+ g =S o ®. Comme S et ¢ sont continues
(par les Corollaires 3.6 et 3.7), on en déduit que f + g est continue “par composition”.

On peut démontrer (ii) et (iii) en suivant le méme schéma que pour (i), i.e. en
écrivant le produit et I'inverse comme composées de deux applications continues. Les
détails sont laissés en exo. O

COROLLAIRE 3.10. Toute fonction polynomiale a coefficients complexes est conti-
nue sur C, et toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. Exo. O
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COROLLAIRE 3.11. Toute fonction d’une ou plusieurs variables réelles définie par
une “formule explicite” est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. L’énoncé n’étant pas précis mathématiquement, la preuve ne le
sera pas non plus. On se contentera de dire que toute “formule explicite” est construite
a partir de fonctions usuelles (dont on sait qu’elles sont continues) en prenant des
sommes, des produits, des inverses et des compositions. (En étant un peu plus formel,
cela constituerait une définition par induction de la notion de “formule explicite”.) O

[22—y3

Tog(@ry=3) définit une fonction continue. Sur quel

Exemple. La formule f(z,y) :=
domaine 7

3.3. Applications lipschitziennes.

DEFINITION 3.12. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E — F est lipschitzienne s’il existe une constante k < oo telle que

Vu,ve E : d(f(u), f(v)) < kd(u,v).
On dit alors que f est k - lipschitzienne. Si E et F' sont des espaces vectoriels normés,
linégalité précédente s’écrit
Vu,ve E ¢ |[f(v) = fu)| < klv—ul.
REMARQUE 0. Toute application lipschitzienne est continue.

REMARQUE 1. Si f: E — F est lipschitzienne, il existe une plus petite constante
k < oo telle que f soit k-lipschitzienne. Cette constante s’appelle la constante de
Lipschitz de f, et se note Lip(f).

Démonstration. Posons k := inf {k € R"; f est k-lipschitzienne}. La définition a
un sens car l’ensemble dont on prend la borne inférieure est non-vide et minoré par
0. Par définition de k, on peut trouver une suite (kp)neny € R telle que f est ky, -
lipschitzienne pour tout n € N et k,, — k. On a ainsi Vn Vu,v € E : d(f(u), f(v)) <
kpn d(u,v). En faisant n — o0, on en déduit que f est k- lipschitzienne; et il est clair
par définition que k est la plus petite constante k telle que f soit k- lipschitzienne. [J

d(f(w), f(v))
d(u,v)

REMARQUE 2. Les applications lipschitziennes restent les mémes si on remplace
les distances de F et de F' par des distances Lipschitz-équivalentes (mais les constantes
de Lipschitz peuvent changer).

FEzercice. Montrer que Lip(f) = sup { cu,veE, u# v} i

Démonstration. Exo. O

Exercice. Soient d et d’ deux distances sur un méme ensemble E. Montrer que d
et d’ sont Lipschitz-équivalentes si et seulement si les applications id : (E,d) — (E,d’)
et id: (E,d") — (E,d) sont lipschitziennes.

EXEMPLE 1. Soit (F,d) un espace métrique. Si A € E est un ensemble non-vide
(quelconque), alors lapplication u +— dist(u, A) est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Soient u,v € E quelconques. Par définition de dist(u, A), on a

Vze A : dist(u, A) < d(u, z) < d(u,v) + d(v, 2).
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En prenant “Uinf en z € A”, on en déduit dist(u, A) < d(u,v) + dist(v, A), i.e.
dist(u, A) — dist(v, A) < d(u,v). D’ou |dist(v, A) — dist(u, A)| < d(u,v) en échangeant
les roles de u et v. g

EXEMPLE 2. Si I est un intervalle de R et si f: I — R est une fonction dérivable
en tout point, alors on a I’équivalence suivante : f est lispchitzienne si et seulement si
1! est bornée sur I ; et dans ce cas, on a Lip(f) = | f| . En particulier, toute fonction
f de classe C' sur un intervalle fermé borné [a, b] est lipschitzienne.

Démonstration. Soit f: I — R dérivable.
Supposons d’abord que f soit lipschitzienne. Alors

VeelVy+#uzx : ’f(y)—f(x) < Lip(f).
y—x

En fixant z et en faisant y — x, on en déduit |f’(z)| < Lip(f), pour tout z € I. Donc
1! est bornée et | f'|o < Lip(f).

Supposons maintenant que f’ soit bornée sur I, et posons k := | f'|. Si z,y € T
alors, par le Théoréme des accroissements finis, on peut trouver c;, entre x et y tel
que f(y) — f(z) = f'(c)(y —z); donc |f(y) — f(@)] = |f'(cay)| |y — x| < k|y — z, pour
tous x,y € I; et donc f est lipschitzienne avec Lip(f) < k = || f/] -

Si f est C! sur [a,b], alors f’ est continue sur [a,b], donc bornée; et donc f est
lipschitzienne. O

Ezxercice. Soit E un espace métrique. Montrer que la somme de deux fonctions
lipschitziennes sur E & valeurs réelles est une fonction lipschitzienne, et que le produit
de deux fonctions lipschitziennes bornées est une fonction lipschitzienne.

3.4. Continuité uniforme.

DEFINITION 3.13. Soient (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques. On dit qu’une
application f : E — F est uniformément continue si f est continue en tout point
et si, étant donné € > 0, on peut prendre le méme “0 de continuité” pour tous les
points de E. Avec des quantificateurs : f est uniformément continue si

Ve>036>0 : d(f(u), f(v)) <e pour tous u,v € E vérifiant d(u,v) < 4.
REMARQUE 1. Pour montrer qu’une application f : F — F est uniformément
continue, il suffit d’obtenir une majoration de la forme d(f(u), f(v)) < ®(d(u,v))

pour tous u,v € E, ou ®(4) — 0 quand § — 0T. On dit alors que la fonction ® est un
témoin d’uniforme continuité pour f.

REMARQUE 2. Une application f : F — F est uniformément continue si et seule-
ment si la chose suivante a lieu : pour toutes suites (ug)gen €t (vg)ren de points de E
telles que d(ug,vr) — 0, on a que d(f(uk), f(vk)) — 0.

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension des définitions. O

EXEMPLE 1. Toute application f lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. C’est évident : si on pose k := Lip(f), alors f est uniformément
continue avec témoin ®(9) := kd. O

EXEMPLE 2. La fonction t — 4/t est uniformément continue sur RT, mais elle n’est
pas lipschitzienne.
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Démonstration. Posons f(t) := +/t.

La fonction f est dérivable sur ]0, o[ avec f(t) = Comme f’ n’est pas bornée

2
sur |0, 00[ (elle tend vers +o0 en 0), on en déduit que\{f n’est pas lipschitzienne sur
10, o0, et donc pas lipschitzienne sur R .

Cependant, si s,t > 0, alors v/s +t < /s + +/t, comme on le voit en mettant au
carré. On en déduit que si 0 < u < v, alors f(v) < f(u) + f(v—u), i.e. f(v)— f(u) <
v v —u; dong, par symétrie : |f(v) — f(u)] < 4/|v — u| pour tous u,v € R*. Donc f

est uniformément continue avec témoin ®(8) := /9. O

EXEMPLE 3. Si [a,b] est un intervalle fermé borné, alors toute fonction continue
f :[a,b] = R est uniformément continue : c’est le Théoréme de Heine.

Démonstration. On le sait... et on redonnera la preuve au Chapitre 4, dans un
cadre plus général. O

EXEMPLE 4. La fonction ¢t — t2 n’est pas uniformément continue sur R.

Démonstration. Soit (u)reny < ]0, 00| une suite tendant vers +oo, soit (d) < 0, oo[
une suite tendant vers 0, et posons vy := uy+ 0. Par définition, d(ug, vi) = vp—ur — 0.

Cependant, d(uz,vz) = v,% — ui = 2uidp + 5,% > 2udy. Donc, si on choisit § := a0
on voit que d(ui,vz) 4+ 0; ce qui montre que la fonction ¢ — t? n’est en effet pas
uniformément continue. O

Ezercice 1. Soit f : R — R une fonction continue telle que f(t) — 0 quand t — +co.
Montrer que f est uniformément continue sur R.

Ezercice 2. Soit a > 0. Montrer que la fonction ¢ — t% est uniformément continue
sur R* si et seulement si a < 1.

Exercice 3. Montrer que si f : RT — R est une fonction uniformément continue,
alors il existe deux constantes A et B telles que Vt e RT : |f(t)] < A+ Bt.

3.5. Un “§ de continuité”... continu. Le lemme suivant n’est pas vraiment
classique, mais il est suffisamment joli pour mériter de I’étre. Il est naturellement a
sa place dans ce chapitre, mais on a besoin pour le démontrer de savoir ce qu’est un
ensemble fermé (cf le Chapitre 3).

LEMME 3.14. Soient (E,d) et (F,d) deuzr espaces métriques. Si f : E — F est
une application continue, alors il existe une fonction continue § : E x ]0,00[ — ]0, 0]
vérifiant la propriété suivante : pour tout x € E et pour tout € > 0, le nombre §(z,¢)
est un “0 de continuité” pour f au point x, associé a .

Démonstration. Par continuité de f, I’ensemble
C:={(z,y,¢) € E x E x]0,00[; d(f(z), f(y)) = ¢}

est un fermé de F x Ex ]0,0[ (exo); et on a (ac x,e) ¢ C’ pour tout (z,¢) € E x |0, o0[.
En notant p la distance produit sur F x E x 0, oo[,

p((z,y,€), (¢ €")) = max(d(z, 2"),d(y,v), d(e, ")),
on en déduit que si on pose
0(x,e) = distp((x,x,e),C’),

alors d(z,e) > 0 pour tout (x,¢) € E x ]0,0[. La fonction § : E x 0, 0] — ]0, o[ ainsi
définie est continue, et elle convient par définition. En effet, si y € E, alors d(z,y) =
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p((m,x,s), (z,y, 8)) Par conséquent, si d(z,y) < d(x,¢), alors p((x,x,e),(w,y,e)) <
dist,((z,z,¢),C) et donc (z,y,¢) ¢ C'; autrement dit d(f(x), f(y)) < e. O

4. Application linéaires continues

4.1. Critére de continuité. Le théoreme suivant est d’une tres grand utilité, a la
fois théorique et pratique. Il signifie en particulier que pour établir la continuité d’une
application linéaire (entre deux espaces vectoriels normés), il n’y a pas lieu d’utiliser
des € et des 4.

THEOREME 4.1. Soient E et F' deux evn sur le méme corps K = R ou C. Pour
une application linéaire T : E — F, les proprié¢tés suivantes sont équivalentes :
(1) T est continue;
(2) il existe une constante C < oo telle que Vu e E : |T(u)| < C ||ul|.
De plus, si C est comme dans (2), alors T est C- lipschitzienne.

Démonstration. Supposons que (2) soit vérifiée avec une certaine constante C'. Pour
tous u,v € F on a alors

|T(w) =T ()| = [T(w-w)| < Clv—ul.
Par conséquent T est C'-lipschitzienne, et donc continue.

Inversement, supposons que 7' soit continue. Alors T est en particulier continue
en 0. En prenant ¢ := 6 dans la définition de la continuité, on peut donc trouver § > 0
tel que
Jul <6 = |T(w)] = [T(u) = T(0)] < 6.
Soit maintenant v € E quelconque, u # 0. Si on pose U := ¢ m, alors |u| = ¢ car

u
]

= 1. Donc |T'(@)| < 6; autrement dit

(o)l <o

Mais T' <5 L) = ﬁ T'(u) par linéarité ; donc HT (5 L) H = H%H |T'(w)]|. On obtient

lull ul

ainsi ﬁ |T(u)| < 6, autrement dit

6
1T (w)| < 5 [[ul pour tout u # 0.

Cette inégalité est encore valable pour v = 0 puisque 7°(0) = 0; donc (2) est vérifiée
avec C := % O

FEzxercice. Soit T : E — F une application linéaire. Montrer que si 1" est bornée sur
une boule B non triviale (i.e. de rayon r > 0), alors T" est continue. En déduire que si
T est continue en au moins 1 point g, alors T' est continue.

COROLLAIRE 4.2. Si 'espace de départ E est un evn de dimension finie et si F
est un evn quelconque, alors toute application linéaire T : E — F' est continue.

Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie et comme E est
linéairement isométrique & K~ muni d’une certaine norme (¢f un exemple de la Section
1.5), on peut supposer que E = (KV, | - |»). Dans ce qui suit, on note (e1,...,ey) la
base canonique de K¥.
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Soit T': K¥ — F une application linéaire. Si u = (u1,...,uy) € E = KV, alors
N
IT(w)] = (Z u) = | 2 uT(e)

j=1
N

< Z lu;T(e5)]
N

= Z |us| [T'(ejs)]|

<

oo Z 17(es)]
j=1

Donc le critere de continuité est vérifié avec C := Zjvzl |T(ej)| (qui est bien une
constante indépendante de u € E). O

Ezercice. Un calcul presque identique a déja été fait dans ce chapitre. A quel
moment ?

4.2. Norme d’une application linéaire continue. Si F et F' sont des evn sur
le méme corps K, on notera L(E, F') 'ensemble de toutes les applications linéaires
continues de E dans F'. Il est évident que L(E, F') est un espace vectoriel. Si £ = F,
on écrit L(E) au lieu de L(E, E).

DEFINITION 4.3. Soient E et F des evn. Pour T € L(E, F), on pose

T(u
||TH£(E,F) ;= sup { ” |5L”)|, uekE, u# 0} )

REMARQUE 1. Par le critere de continuité, si 7' € L(E, F) alors [T, g ) est un
nombre réel bien défini. En fait, |T|.g ) est la plus petite constante C' telle que
Vue E : |T(u)| < Clul. Donc, pour une application linéaire T : E — F' et pour
C € R*, I'équivalence suivante a lieu :

(4.1) T est continue et |T|spr < C = Vue E : |[T(u)]| < Cllul.

Ezercice. Montrer que si T' € L(E, F), alors |T| (g, F) est la constante de Lipschitz
de T

Remarque 2. On a aussi
1Tl e,y = sup {IT (W) ul < 1} = sup {|T(w)[; [u] = 1},

Démonstration. Notons C< et C- les deux nouveaux “sup” considérés, C< :=
sup {|T(w)|; u| <1} et C= :=sup {|T(u)|; |lu|| = 1}. Par définition, on a évidemment
C- < Ck.

Siue B vérifie |u| < 1, alors |T'(u)| < |T|zz,r) [v] < |T|zE,r)- Ceci étant vrai
pour tout u vérifiant |u| < 1, on en déduit C< < [T z(g,r) par définition de C<.

Par ailleurs, pour v # 0 quelconque, on a = 1, donc HT (HZ—OH < C- par

1Tl

définion de C- ; autrement dit “pr < C-. Ainsi, |T(u)| < C= |u| pour tout u # 0.
Ceci est vrai aussi pour u = 0, donc |T[|z(g,r) < C= par définition de [Tz (g, .-

u
lul




4. APPLICATION LINEAIRES CONTINUES 31

Au total, on voit que [Tz r) < O= < C< < |T| (g, F), donc les trois constantes
sont égales. ([l

Remarque 3. Pour tout evn E, on a |Idg| g = 1.
Démonstration. C’est évident. 0
La proposition suivante dit que la notation ||T'| (g, ) n’est pas délirante.

PROPOSITION 4.4. Si E et F' sont des evn, alors | - ||zp,r) est une norme sur
L(E,F).

Démonstration. Pour économiser de la place, on écrira |T| au lieu de |T|z(g,F)-

Il est évident que ||T'| = 0 pour tout T' € L(E, F') et que 0[] = 0.

Si |T|| = 0, alors ||T'(u)|| = 0 pour tout u # 0, i.e. T'(u) = 0. Comme T'(0) = 0
également, on a donc T' = 0.

Si A e K, alors |AT|| = sup{| AT (u)||; |u| <1}, et comme [AT(u)| = |A|[|T(w)], on
en déduit immédiatement que |AT'|| = |A||T].

SiT,S e L(E,F), alors

[T+ S)(W)l < |T)| + [S@)] < T+ S [ul - pour tout u e E,
et donc |T'+ S| < ||T] + | S| d’apres (4.1). O

Remarque 1. La norme | - |z(g,F) dépend des normes | - | et | - || données sur
E et F'; on dit que cette norme est subordonnée aux normes de F et F'. Cependant,
si on remplace les normes de E et de I’ par des normes équivalentes, on obtient une
norme équivalente sur L(E, F).

Démonstration. C’est un exo de compréhension des définitions. ([l
Remarque 2. Lorsque E = K¥ alors L(E) = L(KY) s’identifie & My (K). Donc,
a toute norme | - | sur KV est associée une norme subordonnée sur My (K). Si A €

My (K), on a ainsi

| Allay ) = sup {JAul; we KN, fu| < 1}.

CONVENTION. On écrira désormais | - | au lieu de | - |z r)-
EXEMPLE 1. Soit £ := (K¥,|| - 1), et soit | - || la norme subordonnée sur My (K).
Pour toute matrice A = (a;;) € Mn(K), on a
N
|Al = max D lail
i=1
= max (HAelHl, e ||AeN||1) .
Démonstration. Posons C' := max Z ~qlai gl
1<]<N

Siu= Y ujej € KV, alors
i=1

_ i (Z awu]>
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Donc

N
| Aufr = Z 2. lai gl gl

Mz

N
Z Q4,5 U;

=1 7,=1]=1
N N
= Z|UJ|Z|GM| Cx ) lujl = Cluli;
j=1 j=1
et donc A < C
N
Inversement, pour j = 1,..., N , on a Ae; = »] a;je;. Donc
i=1
N
> laigl = [Aejl < |A] lejl = |A] pour tout j € [1,N;
i=1
et donc [|[Aul; = C
U
Ezercice 1. Trouver la norme sur My (K) subordonnée & la norme | - [|o
Ezercice 2. Soit E := (KV,| - ||1), et soit F' un evn quelconque. Montrer que si
T € L(E,F), alors ||T|| = max (|T'(e1)], ..., [T(en)])-
EXEMPLE 2. Soit E := (CV,| - |l2), et soit | - | la norme subordonnée sur My (C).

Pour toute matrice A € My (C), on a
|A| = max {v/A; X valeur propre de A*A},

ou A* est la matrice adjointe de A (la “transconjuguée” : A* = (a;;) si A = (a;;)),
i.e. I'unique matrice telle que (Au,v) = {(u, A*v) pour tous u,v € C, ot { - ) est le
produit scalaire usuel sur CV.

Démonstration. La matrice B := A*A est hermitienne (B* = B) et positive
((Bu,u) = 0 pour tout u € CV, exo0) ; donc elle est diagonalisable en base orthonormée,
et toutes ses valeurs propres sont réelles > 0. En particulier, I’énoncé a un sens.

Soit f = (f1,...,fn) une base orthonormée diagonalisant B = A*A, et notons
A1, ..., AN les valeurs propres associées. Comme il a été dit, les A; sont réelles > 0.

Posons C := max (A1,...,A\y) = max {)\; A valeur propre de B}. Il s’agit de mon-
trer que |A| = /C.

Siu = Zjvzl ujfj € CN alors, en écrivant | - | au lieu de | - |2 pour alléger les
notations, on a

| Aul? = (Au, Auy = (Bu,u)

N N
= (2w ), Ujfj>
j=1

= Z Ajluj)? car f est orthonormée

N
< O Yl = Cuf?.
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Donc |Au| < +/C |u| pour tout u e CV, et donc |A| < +/C.

Inversement, en prenant u := f; dans le début des calculs précédents, on voit que
|Af;|? = Aj. Comme |f;| = 1, on en déduit |A|*> = A\; pour j = 1,..., N et donc
|| = ve.

0

EXEMPLE 3. Soit £ un evn dont la norme provient d’un produit scalaire. Pour
tout a € F, notons @, : E — K la forme linéaire définie par ®,(u) := (u, a). Alors ®,
est continue et [Pyl = [|la].

Démonstration. Le résultat est évident si a = 0, donc on suppose a # 0. On
a |Pq(u)] < |la|lu| pour tout uw € E d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc

|®,| < |a|. Inversement, en prenant u := Tal (qui est de norme 1), on a [®,| =
|Pa(w)] = 137 <@, a) = Jal. O

EXERCICE. Pour a = (ay,...,ay) € RY, soit ®, : R — R la forme linéaire définie
par

N
D, (u) = Z aju;.
j=1

Déterminer |®,| lorsqu’on munit RY de la norme | - |1 ; de la norme | - ||, ; de la
norme || - [|2.
Exemple 4. Soit E := C([0,1]) muni de la norme | - ||o, soient a, 5 > 0, et soit

®:C([0,1]) — R la forme linéaire définie par

1/2 1
B(u) = a f w@tydt— 8 | u(e)dt.
0 1/2

Alors ® est continue et || = O‘TJ“B

Démonstration. Si u e C([0,1]), alors (comme « et [ sont positifs)

1/2 1
B(w)| < o f (@) dt+ 8 [ Jue)] a
0 1/2 ~—~~—

<[ullo <[uloo
donc @] < 2.

1/2 1 o4
< Julw x <af a5 | dt> BLL LTV
0 1/2
2

Inversement, soit (¢;) une suite de nombres réels tendant vers 0 avec 0 < g < %,
et notons uy, : [0,1] — R la fonction définie comme suit : uy,(t) = 1 sur [0,3 — ],
u(t) = —1 sur [3 + ex, 1], et ug est affine sur [3 — ex, 5 + k). (Dessiner le graphe de
ug!) Alors uy, € C([0,1]) et |ugllcc = 1. De plus, en dessinant le graphe de uy on voit
immeédiatement que

<I>(uk)=a><(;—sk>+ax€2k+ﬁx62k+5x<;_Ek>:a—2kﬂ(1_€k)‘

En particulier, ®(u;) — O‘—;B quand £ — o0; et comme |[®| > |®(ug)| puisque

|ugllo= 1, on en déduit || = # ©
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FEzercice. Montrer qu’il n’existe pas de fonction u € C([0, 1]) telle que |u[o, =1 et
[@(u)] = |[®].

Des exemples précédents, il est bon de retenir les deux principes suivants.

» Montrer qu'une application linéaire T' : E — F est continue et majorer |T| est
la plupart du temps “automatique” : on essaye de majorer |T'(u)| sans trop se poser
de question, en faisant apparaitre ||ul|; et si on aboutit & une majoration de la forme
|T(u)| < C|u| pour une certaine constante C' indépendante de u, on peut conclure
que T est continue avec ||T| < C.

e Si on veut calculer précisément la norme d’une application linéaire T : £ — F,
c’est la minoration de ||T'| qui demande en général un peu plus d’initiative. Supposons
qu’une certaine constante C' soit un “candidat norme” pour T et qu’on ait déja montré
que [T < C. Si on a de la chance, on identifie assez rapidement un vecteur u € E
tel que |[u] = 1 et |T(u)|] = C; et on peut conclure tout de suite que |T| > C
(puisque |[T'(uw)| < |7 |u|) et donc finalement que ||T'| = C. Si on est moins chanceux
(comme dans 'Exemple 4 ci-dessus), il faut trouver une suite (uy) d’éléments de E telle
que |ug| =1 et |[T(ug)| — C. C’est souvent ce a quoi il faut s’attendre si on est en
dimension infinie.

EXERCICE. Soit F un evn, et soit ® : F — K une forme linéaire continue. Montrer
que pour tout xg € E\ ker ®, on a

| @]

Dans la proposition suivante, on note AB au lieu de A o B la composée de deux
applications linéaires A et B. La proposition dit que les normes d’applications linéaires
posseédent une (trés importante) propriété de sous-multiplicativité.

)
dist (g, ker ®)

PROPOSITION 4.5. Soient E, F,G des evn. Si B € L(E,F) et A€ L(F,G), alors
|AB| < |Al|B].

Démonstration. On a |AB(u)| = [A(B(u))| < [A][B(u)| < [Al|B]|lu| pour
tout u e E. O

COROLLAIRE 4.6. Soit E un evn. Si T € L(E), on pose T® := Id et T* := To---oT
pour tout entier k = 1. Alors |T*|| < |T|* pour tout k € N.

Démonstration. C’est vrai pour k = 0 car |[d| = 1. Ensuite, on procede par
récurrence en utilisant la proposition. O

COROLLAIRE 4.7. Si E est un evn, alors “le produit est continu sur L(E)”; autre-
ment dit, Uapplication (A, B) — AB est continue de L(E) x L(E) dans L(E).

Démonstration. Soit (Ag, Br) une suite tendant vers (A, B) dans L(F) x L(E).
Pour tout k€ N, on a

|AxBr — AB|

|Ax(Br — B) + (Ar, — A)B|
|Ag(Br — B)| + [(Ax — A)B|
|Agll | Br — B| + | Ax — Al | Bll;

donc Ag By, — AB car |Ay — A| et | By — B|| tendent tous les deux vers 0 et ||Ag| reste
borné. n

NN
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5. Les isométries sont souvent linéaires

Pour terminer ce chapitre, on va démontrer un tres beau résultat concernant les
isométries entre espaces vectoriels normés, qu’on appelle le Théoréme de Mazur-
Ulam.

Avant d’énoncer le résultat, rappelons qu’une isométrie est toujours injective, mais
n’a pas de raisons d’étre surjective. Par exemple, I'injection canonique de R dans C est
une isométrie non surjective.

Remarquons aussi qu’une isométrie J : ' — F entre espaces vectoriels normés n’a
pas de raisons d’étre linéaire, méme si elle vérifie J(0) = 0. Soit par exemple E := R
et F:= (R%| - ). Si f:R — R est une fonction 1- lipschitzienne telle que f(0) = 0,
par exemple f(x) := sinz, alors application J : E — F définie par J(x) := (z, f(z))
est une isométrie telle que J(0) = 0 (exo) ; mais elle n’est pas linéaire si f ne l’est pas.

Voici maintenant le Théoreme de Mazur-Ulam.

THEOREME 5.1. Soient E et F des espaces vectoriels normés réels. Si J : E — F
est une isométrie bijective telle que J(0) = 0, alors J est linéaire.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant. Dans la suite, on dira qu’une appli-
cation T': E — F' conserve les milieuz si

u+v\  T(u)+T(v)
2 >_ 2

LEMME 5.2. SiT : E — F est une application continue qui conserve les milieux et
vérifie T(0) = 0, alors T est linéaire.

Yu,ve E : T(

Démonstration. Comme T(0) = 0 et que T conserve les milieux, on a T'(%) = %
pour tout u € E (prendre v := 0). Comme 7" continue de conserver les milieux, on en
déduit que T est additive : T'(z +y) = T'(z) + T'(y) pour tous x,y € E (prendre u := 2z
et v := 2y). Il reste & montrer qu’on a T'(Ax) = AT'(x) pour tout = € E et pour tout
AeR. Fixons z € F.

Comme T est additive et 7'(0) = 0, on vérifie que T'(nz) = nT(x) pour tout n € N,
puis que T'(nz) = nT(z) pour tout n € Z, et enfin que T'(rz) = rT(x) pour tout
r = g € Q en écrivant grz = pr (exo). Si maintenant A € R est quelconque, on peut
trouver une suite de rationnels r; telle que rp, — A; et par continuité de T', on en

déduit que T'(\x) = im T'(riz) = limr,T(x) = AT (z). O

Preuve du Théoréeme de Mazur-Ulam. Par le Lemme 5.2, il suffit de montrer que
toute isométrie bijective J : ¥ — F conserve les milieux.

On fixe donc u,v € F, et on cherche a montrer que J (“TJ”’) = M pour toute
isométrie bijective J : E — F. Autrement dit, en notant Isom(FE, F) ’ensemble des

isométries bijectives de E sur F' et en posant

7 (u+v) S+ J(v)

)

o) = ‘ 2 2

il s’agit de prouver que
0(J)=0 pour toute J € Isom(E, F).

Jv = u]

FAIT 1. On a §(J) < pour toute J € Isom(E, F).
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+ ’J (“ ; ”> — J(v)

Preuve du Fait 1. Par I'inégalité triangulaire,

‘J<u+v)_J(u)+J(v) <;<J<u—;—v>_J(u)

2 2

)

1 /|lu+wv U+ v
< - —u|| + —v
2 2 2
C—ul
2
(On a juste utilisé le fait que I'isométrie J est 1-lipschitzienne.) ]

Fart 2. Si J € Isom(E, F), on peut trouver une autre isométrie J' € Isom(E, F)
telle que 0(J') = 25(J).

Prewve du Fait 2. Soit J € Isom(E, F). Notons m := M le milieu du segment
[J(u), J(v)], et soit o : F — F la symétrie centrale de centre m. Comme o est une
isométrie bijective (exo), I'application J’ := J~! o ¢ o J appartient & Isom(FE, F).

Comme o échange les points J(u) et J(v), on a J'(u) = v et J'(v) = u. Donc

u+v v+u
§(J) =|J -
=] (45 -4
+ +
=|ooJ (u 5 v) —J (u 5 v)‘ car J est une isométrie.
Mais par définition de o, on a o(z) — z = 2(m — z) pour tout z € F' (micro-exo).
Comme m = M, on obtient donc

5(J') =2 ‘J(“);J(”) ) (“ ; ”)‘ — 25(J).

g

Soit maintenant J € Isom(FE, F') quelconque. En appliquant le Fait 2 une infinité de
fois, on construit par récurrence une suite d’isométries (Jy,)n>1 telle que §(J,) = 2"0(J)
pour tout n > 1. Mais par le Fait 1, la suite (6(.J,)) doit rester bornée. Donc la seule
possibilité est que 6(J) = 0. O

Ezercice. On dit qu’un espace vectoriel normé F’ est strictement convexe si pour
tous x,y € F, les seuls point z € F pour lesquels d(z,z) + d(z,y) = d(x,y) sont les
points du segment [z, y]. Montrer que si F' est strictement convexe et si E est un espace
vectoriel normé quelconque, alors toute isométrie J : E — F telle que J(0) = 0 est
linéaire.



Chapitre 3

Vocabulaire topologique

1. Ouverts et fermés
1.1. Ensembles ouverts; voisinages d’un point.

DEFINITION 1.1. Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble O < E

est un ouvert de (E,d) si, pour tout point a € O, on peut trouver r = r, > 0 tel que
B(a,r) < O.

Remarque 0. Au lieu de “ouvert de (F,d)”, on peut aussi dire “ouvert pour d”, ou
simplement “ouvert de E” si la distance d est clairement spécifiée.

Remarque 1. On obtient une définition équivalente en remplagant la boule ouverte
B(a,r) par la boule fermée B(a,r) (si B(a,r) € O, alors B(a,r/2) € O...)

Remarque 2. Si d et d sont deux distances Lipschitz-équivalentes sur un méme
ensemble F, alors elles définissent les mémes ouverts.

Démonstration. Choisissons des constantes C' et C’ telles que d(u,v) < Cd'(u,v)
et d'(u,v) < C’"d(u,v) pour tous u,v € E. Dans ce qui suit, on note By les boules pour
la distances d et By les boules pour d'.

Soit O un ouvert de (E,d). Pour a € O donné, on peut trouver r > 0 tel que
Bj(a,r) < O. Si on pose ' :=r/C, alors By(a,r") € Bg(a,r) car d(u,a) < Cd(u,a)
pour tout u € E'; donc By (a,r’) € O. Ceci étant vrai pour tout a € O, on en déduit
que O est un ouvert de (E,d’). On montre de méme que tout ouvert pour d’ est ouvert
pour d. O

CONVENTION. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on dira qu'un en-
semble O € FE est un ouvert de E si c’est un ouvert pour n’importe quelle norme
sur E. Ceci a un sens d’apres la Remarque 2, puisque toutes les normes sur E sont
équivalentes.

EXEMPLE 1. Soit I un intervalle de R. Alors I est un ouvert de R si et seulement
si c’est un intervalle ouvert, i.e. de la forme o, B[ avec —0 < a < < .

Démonstration. Supposons que I soit de la forme o, 5[, et soit a € I quelconque.
Comme o < a < f3, on peut trouver r > 0 tel que « < a—71 et a +r < . Alors
la—r,a+7r| S ]a, B[ = I, autrement dit B(a,r) < I. Ceci étant vrai pour tout a € I,
on en déduit que I est un ouvert.

Inversement, supposons que I ne soit pas un intervalle ouvert. Alors I est par
exemple de la forme [, 5[. Le point a := « est dans I, mais pour tout r > 0, la boule
B(a,r) = Ja — r,a + r[ déborde de I (sur la gauche); donc I n’est pas un ouvert de

O

EXEMPLE 2. Si (F,d) est un espace métrique quelconque, alors toute boule ouverte
B(xzg,r) est un ouvert de E.

37
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Démonstration. Soit a € B(xo,r) quelconque. Comme d(a, zy) < r, on peut choisir
re > 0 tel que rq + d(a,zp) < r (par exemple r, := r — d(a,zp)!). D’apres l'inégalité
triangulaire, on a alors B(a,r,) € B(xg,r) (ex0). Ainsi, pour tout a € B(xg,r) on a
trouvé r, > 0 tel que B(a,r,) € B(xg,r), donc B(zg,r) est un ouvert de E. O

EXEMPLE 3. Si d est la distance discréte sur un ensemble F, alors tout ensemble
A <€ FE est ouvert pour d.

Démonstration. Si a € A, alors B(a,1) = {a} < A. O

REMARQUE. Pour une raison qui apparaitra clairement dans quelques lignes, on
dit qu'un espace métrique E est topologiquement discret si toutes les parties de F
sont des ensembles ouverts.

PROPOSITION 1.2. Soit (E,d) un espace métrique, et notons Ty la famille de tous
les ouverts de (E,d). La famille T4 posséde les propriétés suivantes :

(TO) 4 contient & et E (autrement dit : J et E sont des ouverts) ;

(T1) T4 est stable par réunions quelconques (si (O;)icr est une famille quel-
conque d’ouverts, alors O = | J, O; est encore un ouvert) ;

(T2) %4 est stable par intersections finies (si O1,...,On sont ouverts, alors
O =01 n---n O est encore ouvert).

Démonstration. La propriété (T0) est évidente.

(T1) Soit (O;)ier une famille quelconque d’ouverts de E et soit O := [ J, O;. Si
a € O, on peut trouver un indice ¢ tel que a appartienne a 'ouvert O;, puis r > 0 tel
que B(a,r) < O;. Alors B(a,r) € O; et ceci étant vrai pour tout a € O, on en déduit
que O est un ouvert.

(T2) Soient Oy,...,0On des ouverts de E, et soit O := O1()---[)On. Sia € O,

on peut, pour ¢ = 1,..., N, trouver r; > 0 tel que B(a,r;) € O;. Si on pose r :=
min(ry,...,ry), alors B(a,r) € B(a,r;) pour tout i € {1,...,N}, donc B(a,r) <
O1n---nOn = 0. Comme a € O est quelconque, cela montre que O est un ouvert
de E. O

COROLLAIRE 1.3. Dans un espace métrique, un ensemble O est ouvert si et seule-
ment st c¢’est une réunion de boules ouvertes.

Démonstration. D’apres la proposition, une réunion de boules ouvertes est un ou-
vert (car les boules ouvertes sont des ouverts). Inversement, si O < E' est ouvert, alors
O est par définition la réunion de toutes les boules ouvertes de E contenues dans O. [

Ezercice. Montrer qu’en général, une intersection quelconque d’ouverts n’est pas
un ouvert.

REMARQUE. Si E est un ensemble abstrait, une famille ¥ de parties de E vérifiant
les propriétés (T0), (T1), (T2) ci-dessus s’appelle une topologie sur E. Si d est
une distance sur F, la topologie %4 s’appelle la topologie définie par d. Un espace
topologique est un ensemble £ muni d’une topologie. Ainsi, tout espace métrique est
en particulier un espace topologique.

FEzercice. Soit E un ensemble contenant au moins 2 points, et soit ¥ := {J, F'}.
Montrer que ¥ est une topologie sur F, et que ¥ ne peut pas étre définie par une
distance.
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DEFINITION 1.4. Soit E un espace métrique, et soit a € E. On dit qu’'un ensemble
V € E est un voisinage de a dans E s’il existe un ouvert O tel quea€ O et O < V.

Remarque 1. 1l revient au méme de dire qu’il existe r > 0 tel que B(a,r) S V.
Démonstration. C’est un exo facile. O

Remarque 2. Par définition, si V' est un voisinage de a, alors tout ensemble V'
contenant V est encore un voisinage de a.

Remarque 3. Un voisinage de a n’a aucune raison d’étre un ouvert. Par exemple,
[0,1] est un voisinage de 1/2 dans R (et en fait un voisinage de tout point a €]0,1[). De
méme, dans un espace métrique quelconque, toute boule fermée B(a,r) est un voisinage
de a (car la boule fermée contient la boule ouverte).

REMARQUE 4. Pour tout ensemble W < E, on a I’équivalence suivante :
(W est ouvert) <= (W est un voisinage de chacun de ses points).

Démonstration. C’est évident d’apres la Remarque 1. O

1.2. Ensembles fermés.

DEFINITION 1.5. Soit (E,d) un espace métrique, et soit C < E. On dit que C' est
un fermé de (E,d) s’il “contient tous ses points limites” ; autrement dit si, a chaque
fois qu’une suite de points de C' converge vers un point de E, sa limite appartient
encore a C. Avec plus de symboles mathématiques : C est fermé si, pour toute suite
(ug) < C telle que up, > a€ E, on a que a € C.

Remarque. Deux distances Lipschitz-équivalentes définissent les mémes fermés (c’est
évident puisqu’elles définissent les mémes suites convergentes). On conviendra donc que si E
est un espace vectoriel de dimension finie, I’expression “fermé de E” signifiera “fermé
pour la distance associée n’importe quelle norme”.

EXEMPLE 1. Dans R, un intervalle est un ensemble fermé si et seulement I = R
ou bien I est de la forme [a, ], [a, 0] ou |—o0, f].

Démonstration. Montrons par exemple que tout intervalle de la forme [a, o0 est
fermé dans R. Soit (ux) S [«, 0] convergeant vers a € R. On a uy = « pour tout k,
donc a = limuy, = « car les inégalités larges se conservent a la limite.

Inversement, soit I = («, ) un intervalle qui est un fermé de R. Il s’agit de voir
que I contient « si @« > —0o0 et contient 8 si 8 < 00. Supposons « > —o0. Choisissons
une suite (uy) telle que ux > « pour tout k et uy — a. Alors uy, € Jo, B[ < I pour k
assez grand ; et comme [ est supposé étre un fermé de R, cela montre que o € I. La
preuve que S € I si b < o0 est la méme. O

EXEMPLE 2. Dans un espace métrique quelconque, toute boule fermée B(zo,r) est
un ensemble fermé. En particulier, tout singleton {a} est un ensemble fermé (puisque
{a‘} = E(aa 0))

Démonstration. Soit (uy) une suite d’éléments de B(zo,r) convergeant vers a € E.
Alors d(ug,x) — d(a,zq) car la fonction v — d(u,zg) est continue sur E. Comme
d(ug,zp) < r pour tout k, on obtient donc d(a,xp) < r en passant a la limite; donc
a € B(zo,r). O
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EXEMPLE 3. Si (F,d) est un espace métrique discret (i.e. d est la distance discrete),
alors tout ensemble A € F est fermé.

Démonstration. Soit A < E quelconque, et soit (uy) une suite de points de A
convergeant vers un point a € E. Comme ui — a, on peut trouver K € N tel que
d(ug,a) < 1 pour tout k > K. Par définition de la distance discréte, on a donc ux = a
pour tout k > K, et en particulier a € A. O

EXEMPLE 4. Si [a,b] < R est un intervalle fermé borné, alors C([a,b]) est un
sous-espace vectoriel fermé de (% ([a, b]).

Démonstration. On sait que toute fonction continue sur [a,b] est bornée; donc
C([a,b]) est bien un sous-espace vectoriel de £*([a,b]). Comme | - || est la norme de
la convergence uniforme, le fait que C([a,b]) soit fermé dans ¢ ([a, b]) est la traduc-
tion d’un théoréme bien connu : toute limite uniforme de fonctions continues est une
fonction continue. O

La (trés importante) proposition suivante montrer que les notions d’ouvert et de
fermé sont “duales” 'une de ’autre.

PROPOSITION 1.6. Dans un espace métriqgue E, un ensemble C € E est fermé si
et seulement si son complémentaire E\C' est ouvert.

Démonstration. (1) Supposons que C' soit fermé. Soit a € O := E\C quelconque.
Par I’absurde, supposons qu’on ne puisse pas trouver r > 0 tel que B(a,r) < O. Cela
signifie que pour tout r > 0, il existe un point u” € E tel que d(u",a) < r et u" ¢ O,
i.e. " € C. En prenant r := %, k € N* et en posant uy := u'/*, on obtient une suite
(ur) S E telle que d(uy,a) < + et uy € C pour tout k. Alors uy — a; donc a € C
puisque C' est supposé fermé, ce qui est absurde puisque a € O = E\C. Ainsi, on a
bien montré qu'il existe r > 0 tel que B(a,r) < O.

(ii) Supposons maintenant que O = E\C soit ouvert. Soit (uy) une suite quelconque
d’éléments de C convergeant vers un point a € E. Par I’absurde, supposons que a ¢ C,
i.e. a € O. Comme O est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) € O ; et comme
up — a, on peut trouver k tel que uy € B(a,r). Alors uy € O = E\C, ce qui est
absurde. Ainsi a € C, ce qui prouve que C est fermé. O

COROLLAIRE 1.7. Si E est un espace métrique, la famille des fermés de E posséde
les propriétés suivantes : J et B sont des fermés; toute intersection de fermés est un
fermé ; et toute réunion finie de fermés est un fermé.

Démonstration. Cest évident d’apres la proposition 1.6 et la Proposition 1.2, en
“passant aux complémentaires”. O

Exercice. Donner un exemple d’un ensemble A € R qui ne soit ni ouvert ni fermé.

1.3. Convergence et continuité (bis). Les deux remarques suivantes montrent
que la convergence et la continuité peuvent se reformuler sans faire explicitement appel
aux distances, mais uniquement en termes de voisinages (et donc uniquement en termes
d’ouverts). Cela signifie que la convergence et la continuité sont des notions topologiques
et pas réellement métriques.

REMARQUE 1.8. Soit E un espace métrique, (ug) une suite de points de E et a € E.
Alors

(up — a) < (VV voisinage de a, 3K tel que Vk > K : ui € V).
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Démonstration. C’est “évident” ; ce qui signifie qu’il faut écrire les deux lignes de
preuve pour s’en convaincre tout a fait. ]

REMARQUE 1.9. Soient E, F' des espaces métriques, f: E — F et a € E. Alors
(f continue en a) <= (VW voisinage de f(a), 3V voisinage de a tel que f(V) < W).

Démonstration. C’est & nouveau “évident” (écrire les détails). O

La proposition qui suit est importante car elle ouvre la porte a une “autre facon de
penser” ; et elle est aussi tres utile en pratique. Rappelons que pour toute application
f:E — F,onnote f~!(A) 'image réciproque par f d’un ensemble A C F :

F7UA) = {ue Bs fu)e A},

Rappelons aussi que les images réciproques se comporte bien par rapport aux
opérations ensemblistes :

fl@%=wlmw,fl(U&)=Uf%m»f”<ﬂ&)=ﬂfl

i€l i€l el i€l
PROPOSITION 1.10. Soient E et ' deux espaces métriques. Pour une application
f: E — F, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue;
(2) pour tout ouvert O < F, f~1(O) est ouwvert dans E ;
(3) pour tout fermé C < F, f=4(C) est fermé dans E.

Démonstration. L’équivalence de (2) et (3) est claire par la Proposition 1.6 en
“passant aux complémentaires”, car f~1(A°) = (f~1(A))° pour tout ensemble 4 C F.

Supposons f continue, et montrons que (2) est vérifiée. Soit O < F' un ouvert
quelconque, et soit a € f~1(0). Alors f(a) appartient & I'ouvert O, donc on peut
trouver ¢ > 0 tel que B(f(a),e) < O. Comme f est continue en a, on peut ensuite
trouver § > 0 tel que f(B(a,d)) = B(f(a),e). Alors f(B(a,d)) < O, autrement dit
B(a,d) < f~1(0). Comme on est parti d’un point quelconque a € f~1(0), cela montre
que f71(O) est un ouvert de E.

Supposons maintenant (2) vérifiée, et montrons que f est continue. Soit a € E quel-
conque, et soit € > 0. Alors B(f(a),) est un ouvert de F, donc O := f~!(B(f(a),¢))

est un ouvert de E. Comme a € O (puisque f(a) = --- f(a)), on peut donc trouver
§ > 0 tel que B(a,d) < O, autrement dit f(B(a,d)) < B(f(a),e). Comme € > 0 est
arbitraire, cela montre que f est continue en tout point a € F. ]

Ezxercice 1. Soient E, F' des espaces métriques, f : E — I et a € E. Montrer que
f est continue au point a si et seulement si la propriété suivante a lieu : pour tout
voisinage W de f(a) dans F, 'ensemble f~!(W) est un voisinage de a.

Ezercice 2. Donner un exemple d’une fonction continue f : R — R et d’un ouvert
O < R tels que f(O) ne soit pas ouvert.
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EXEMPLE 1. Soit F un espace métrique, soit a € E et soit r > 0. Si on note
f: E — R la fonction u — d(u,a), alors B(a,r) = {u; f(u) <r} = f"1(]-o0,r[).
Comme | — o0, r[ est un ouvert de R et comme f est continue, cela “explique pourquoi”
B(a,r) est un ouvert de E. De méme, B(a,r) = f~! (]—oo,r]), donc B(a,r) est un
fermé de E car |—oo,r] est un fermé de R.

EXEMPLE 2. Soit E un espace métrique, soit a € E et soit = 0. Notons S(a,r) :=
{u € E; d(u,a) = r} la sphére de centre a et de rayon r. Alors S(a,r) est un fermé
de E.

Démonstration. On a S(a,r) = f~1({r}), ou f : E — R est la fonction continue
u+— d(u,a); d’ou le résultat car le singleton {r} est un fermé de R. O

Exemple 3. L’ensemble V := {(z,y) e R?; 2 >0,y > 0et y < 1/x} est un ouvert
de R?, et I'ensemble C := {(z,y,2) e R?; £ >0, y3 + 522 <6 et 2° —y? + 2% = 1} est
un fermé de R3.

Démonstration. On a V = {(z,y); = > 0} n {(z,y); y > 0} n {(z,y); zy < 1}.
Autrement dit, V = f_l(](),oo[) ng ! (]0,00[) N h_l(]—oo,l[), ou f,g,h : R> > R
sont les fonctions définies par f(z,y) := z, g(x,y) := y et h(z,y) := xy. Comme |0, o[
et |—oo, 1] sont des ouverts de R et comme les fonctions f, g, h sont continues, on voit
ainsi que V apparait comme 'intersection de 3 ouverts de R2, et par conséquent V est
ouvert. De méme, on a C' = f~1([0,00[) ng~*(]—0,6]) nh~1({1}), ot f(z,y,2) :=x,
g(z,y,2) == y>+52% et h(z,y, 2) := 25 —y?+ 2% Ainsi, C apparait comme I'intersection
de 3 fermés de R? (car [0, [, | — o0, 6] et {1} sont des fermés de R et les fonctions f, g, h
sont continues), et donc C' est un fermé. O

EXEMPLE 4. GLx(K) est un ouvert de My (K).

Démonstration. On a GLy(K) = {M € My(K); det(M) # 0} = ®~1(K\{0}), on
® est I'application continue M — det(M). Comme K\{0} est un ouvert de K (car {0}
est fermé), on en déduit le résultat souhaité. O

REMARQUE. Il y a un principe général a retenir des exemples précédents : les
inégalités strictes et les “non égalités” définissent des ouverts, tandis que les inégalités
larges et les égalités définissent des fermeés.

Ezercice 1. Montrer que 'ensemble C := {(x,y) e R?; 2 >0,y > 0et y = 1/z} est
un fermé de R2. (Il est judicieux de commencer par ré-écrire C' de facon un peu différente.)

FEzercice 2. Montrer que ’ensemble des matrices orthogonales et 1’ensemble des
matrices nilpotentes sont des fermé de My (R).

1.4. Distances topologiquement équivalentes.

DEFINITION 1.11. Soient d et d' deux distances sur un méme ensemble E. On dit
que d et d’ sont topologiquement équivalentes si clles définissent la méme topologie ;
autrement dit, si tout ouvert pour d est ouvert pour d et vice versa.

Cette définition peut se traduire en termes de suites :

LEMME 1.12. Deuz distances d et d' sur E sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles possedent les mémes suites convergentes; autrement dit, si toute
suite convergeant pour d converge aussi pour d (vers la méme limite) et vice versa.
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Démonstration. Si d et d possedent les mémes suites convergentes, alors elles
définissent les mémes fermés par définition d’un fermé ; donc elles définissent les mémes
ouverts (i.e. sont topologiquement équivalentes) d’apres la Proposition 1.6. Inverse-
ment, si d et d’ sont topologiquement équivalentes, alors elles possedent les mémes
suites convergentes car la convergence des suites est une “notion topologique” (cf la
Remarque 1.8). n

Exemple. Deux distances Lipschitz-équivalentes sont topologiquement équivalentes.

Exercice 1. Soient d et d’ deux distances sur un méme ensemble E. On suppose
que toute suite (ux) S E convergeant pour d converge également pour d’. Montrer que
toute suite (uy) convergeant pour d converge nécessairement vers la méme limite pour
d'. (Cet exercice a déja été posé au Chapitre 2.)

Ezxercice 2. Soient E et F des espaces métriques. Montrer que les applications
continues entre F et F' restent les mémes si on remplace les distances de F et F' par
des distances topologiquement équivalentes.

FEzercice 3. Soit E un espace vectoriel. Montrer que deux normes sur F définissent
des distances topologiquement équivalentes si et seulement elles sont équivalentes en
tant que normes.

Le résultat suivant est souvent utile.

ProrosITION 1.13. Soit E un ensemble non-vide. Si d est une distance sur E,
alors il existe sur E une distance 6 topologiquement équivalente a d et vérifiant de plus
d(u,v) < 1 pour tous u,v € E.

Démonstration. On a besoin du fait suivant.

FaIT. La fonction ® : Rt — RT définie par ®(¢) := min(1,¢) est croissante et
vérifie (s +t) < ®(s) + ®(t) pour tous s,t € RT. De plus, on a ®(t) = 0 si et
seulement si ¢t = 0.

Prewve du Fait. 1l est clair que ® est croissante, et que ®(¢) = 0 si et seulement si
t=0.8is<1lett<1,alors ®(s) = s et &(t) = t, et donc P(s +t) < P(s) + D(¢)
puisque ®(s +t) < s + t. Si par exemple s > 1, alors s + ¢t > 1 également, donc
D(s+1t)=1=d(s) et donc D(s +t) < P(s) + D(¥). O

Définissons maintenant ¢ : £ x E — R par
d(u,v) := ®(d(u,v)) = min(1, d(u,v)).

En utilisant le Fait, on vérifie trés facilement (exo) que § est une distance sur E. Il
reste a voir que d et § sont topologiquement équivalentes, ce qu’on va faire en montrant
qu’elles possedent les mémes suites convergentes.

Soit (ug) € E une suite convergeant vers un point a € F au sens de la distance d.
Alors d(ug,a) — 0, donc 6(ug,a) = ®(d(ug,a)) — ®(0) = 0 car la fonction P est
continue. Inversement, supposons que (ug) converge vers a pour la distance §. Alors
d(ug,a) — 0, donc on peut trouver un entier K tel que §(ug,a) < 1 pour tout k > K.
Comme §(uy,a) = min(1, d(ug,a)), on a donc §(ug,a) = d(ug,a) pour tout k > K, et
donc d(ug,a) — 0. O

COROLLAIRE 1.14. Il existe sur R une distance topologiquement équivalente a la
distance usuelle, mais pas Lipschitz-équivalente.
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Démonstration. C’est clair par la proposition, car une distance ¢ vérifiant 0(u,v) <
1 pour tous u,v € R ne peut pas étre Lispchitz-équivalente a la distance usuelle (qui
est non bornée). O

Ezercice 1. Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que la formule §(u,v) :=
d(u,v)
1+d(u,v)

définit une distance topologiquement équivalente a d.

FEzercice 2. Soit E un evn, E # {0}. Montrer qu’il existe sur E une distance
topologiquement équivalente a la distance définie par la norme de E, mais qui ne peut
pas étre définie par une norme.

2. Intérieur, adhérence, frontiere
2.1. Intérieur d’un ensemble.

DEFINITION 2.1. Soit E un espace métrique, et soit A < E. On dit qu’un point
a € E est intérieur a A s’il existe un ouvert V tel que a €'V et V < A; autrement
dit, si A est un voisinage de a. On note A l’ensemble des points de E intérieurs a A.

Remarque 0. La définition se reformule somme suit : a est intérieur a A si et
seulement si on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) < A.

Remarque 1. On a évidemment Ac A

Remarque 2. L’opération de prise d’intérieur est croissante : si A € B, alors A € B.

EXEMPLE 1. Prenons E = R. Si A € R est un intervalle (a, b) de nature quelconque,
alors A est l'intervalle ouvert |a, b|.

Démonstration. Exo. OJ

o f_jg
EXEMPLE 2. Dans E =R, ona Q=g et R\Q = .

Démonstration. Soit a € R quelconque. Tout ouvert V' contenant a contient un
intervalle ouvert non-vide, et donc contient des points de Q et des points de R\Q.
Donc a ne peut étre intérieur ni a R\Q, ni a Q. O

EXEMPLE 3. Soit E un espace vectoriel normé. Si xg € E et r > 0, alors I'intérieur
de la boule fermée B(zg,r) est la boule ouverte B(zg, ).

Démonstration. Si a est un point quelconque de B(zg,r), alors B(zg,r) est un
voisinage de a car B(xg,r) est un ouvert de E ; donc tout point de B(zg, r) est intérieur
A B(xg, 7).

Inversement, soit a un point intérieur & B(wg, 7). Alors a appartient en particulier
A B(wg,r), i.e. |a — xo| < 7. Il ’agit de voir qu’en fait |a — zo| < r.

Par I’absurde, supposons que |a — xq| = r. Pour € > 0, posons u. := a + e(a — ).
On a u: —xzyg = (1 +¢)(a — xg), donc |us — zol| = (1 +¢)a—zo| = (1 +&)r > r.
Ainsi, u. ¢ E(mo, 7). (Faire un dessin pour se convaincre que cela est évident, méme sans
calcul.) Cependant, comme a est intérieur & B(zg,r), on peut trouver r, > 0 tel que
B(a,r,) € B(xg,r). Comme u. — a quand € — 0, on peut ensuite trouver ¢ > 0 tel
que u. € B(a,r,); et ainsi u. € B(xg,7), ce qui est la contradiction cherchée. O

Ezxercice. Montrer que dans un espace métrique quelconque, une boule ouverte
B(a,r) est toujours contenue dans l'intérieur de la boule fermée B(a,r), mais qu’on
n’a pas forcément égalité.
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PROPOSITION 2.2. Soit ' un espace métrique. Si A € E, alors A est un ouvert
de E, et c’est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

Démonstration. Par définition, A est la réunion de tous les ouverts de E contenus
dans A. Donc A est un ouvert par la Proposition 1.2, et c¢’est visiblement le plus grand
ouvert contenu dans A. O

COROLLAIRE 2.3. Si A € E, alors (A ouvert) «— (A= A) — (Ac A).

Démonstration. 11 suffit de remarquer d’une part que A est ouvert si et seulement
si A est le plus grand ouvert de F contenu dans A (!), et d’autre part que A = A si et
seulement si A € A car I'inclusion A € A est toujours vraie. O

COROLLAIRE 2.4. L’opération de prise d’intérieur est idempotente : pour tout
ACE, ona A = A.

Démonstration. C’est évident par le corollaire précédent puisque A est un ouvert.
O

o

— o o
COROLLAIRE 2.5. Si A, BC FE alors AnB=AnB.

Démonstration. Comme A N B est un ouvert contenu dans An B, ona An B <
o o}

o

/—/\ /—/\ ° /_/;\ ° . , . .
A n B. Inversement, An B < A et An B Z B par croissance de 'opération de prise

e s — o °
d’intérieur, donc An B< An B. O

— o o
Ezxercice. Quelle relation y a-t-il entre A u B et A U B? Plus généralement, si
Si (A;)ier est une famille de parties de E, quelle relation y a-t-il entre 'intérieur de

Uz‘e[ A; et Uz‘e] Ai?
2.2. Adhérence d’un ensemble.

DEFINITION 2.6. Soit E un espace métrique, et soit A < E. On dit qu’un point
u € E est adhérent a A si tout voisinage V' de u rencontre A (i.e. V.0 A # & pour
tout voisinage V' de u). On note A ’ensemble des points de E adhérents a A.

Remarque 0. La définition se reformule comme suit : u est adhérent a A si et
seulement si Ve > 0 Ja € A tel que d(u,a) < e.

Remarque 1. On a évidemment A < A.

Remarque 2. L’opération de prise d’adhérence est croissante : si A < B, alors
A cB.

REMARQUE 3. Les notions d’intérieur et d’adhérence sont “duales” au sens suivant :
pour tout A\E, on a

(2.1) A=E\( E\A), autrement dit ~ E\A = E\A .
En remplagant A par E\A, on en déduit
(2.2) E\A=E\A.
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Démonstration. C’est “évident par définition” : pour w € E, on a les équivalences
u¢ A <= IV voisinage de utel que Vn A= &
<= 3V voisinage de u tel que V < F\A

<= FE\A est un voisinage de u

o

—
< wue E\A.

U
EXEMPLE 1. Prenons £ =R. Sia,be R et a < b, alors |a,b[ = [a,b].
Démonstration. Exo. g
EXEMPLE 2. Dans R,ona Q =R = m
Démonstration. C’est clair d’apres (2.1) ou (2.2) puisque m - =0 O

EXEMPLE 3. Si A est une partie (non-vide) majorée de R, alors supA e A ;si A
est minorée, alors inf A€ A.

Démonstration. Supposons A majorée, et soit 3 := sup A. Par définition, pour tout
e > 0, on peut trouver a € A tel que f —¢ < a < f3, et donc |3 —a| <e. Donc e A
par définition de A. O

EXEMPLE 4. Dans un espace vectoriel normé, ’adhérence d’une boule ouverte non
triviale est la boule fermée correspondante.

Démonstration. Soit B = B(xg,r) une boule ouverte de E, avec r > 0.

Si u € B, on peut pour tout € > 0 trouver un point a € B tel que |u — a| < ¢, ce
qui entraine ||u — zo| < |u—a| + |a — zo| < e+ 7. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on
a donc |u — xg| < r pour tout u € B, i.e. B < B(xg,7).

Inversement, soit u € B(zg,r). Pour tout £ €]0,1[, le point a. := u — e(u — x¢) =
exo + (1 — e)u vérifie ||ac — zo| = (1 —¢) ||lu — o] < r (donc a. € B), et |a. — u| =
e |lu — xg|. Comme e est arbitraire, on voit ainsi qu’on peut trouver des points de
B(xg,r) arbitrairement proches de u, autrement dit que u est adhérent a B(zg,r).
Ainsi, B(xo,7) S B. O

PROPOSITION 2.7. Soit E un espace métrique. Si A € E, alors A est un fermé
de E, et c’est le plus petit fermé de E contenant A.

o

_ — _
Démonstration. Comme EF\A = FE\A est ouvert, A est un fermé de E. Si C
est un fermé contenant A, alors V := E\C est un ouvert contenu dans E\A, donc

— __ _ _
E\C ¢ E\A = E\A et donc C 2 A. Ainsi, A est bien le plus petit fermé de E
contenant A. m
COROLLAIRE 2.8. Si A C E, alors (A fermé) <= (A = A) < (A C A).
Démonstration. Exo. O

COROLLAIRE 2.9. l'opération de prise d’adhérence est idempotente : pour tout A <
E,onaA=A.

Démonstration. C’est clair puisque A est fermé. O
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COROLLAIRE 2.10. Si A, BC E, alors AUB=A UB.

_ Démonstration. Comme AU E est fermé et contient AU B,ona AuB C A U
B. Inversement, A < Au B et B & Au B par croissance de I'opération de prise
d’adhérence, donc A U B< Au B. O

FEzxercice. quel lien y a-t-il entre An Bet A n B?

COROLLAIRE 2.11. Si E est un espace métrique quelconque, alors l'adhérence d’une
boule ouverte B(xo,r) est toujours contenue dans la boule fermée B(xq,r).

Démonstration. On a B(xg,7) < B(zg,7), et on sait que B(zg,r) est un fermé
de E. O

La proposition suivante montre que ’adhérence d’un ensemble A est exactement
I’ensemble de ses “points limites”.

PROPOSITION 2.12. Soit E un espace métrique, et soit A < E. Pour un point

u € E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) ue A;
(2) il existe une suite (ax) de points de A telle que ar, — u;
(3) dist(u, A) = 0.

Démonstration. (1) = (2). Siu e A, alors B(u,e) n A # ¢ pour tout £ > 0,
autrement dit on peut trouver a = a° € A tel que d(a,u) < . En prenant ¢ := 1/k,
k € N*  on obtient une suite (a;) < A telle que d(ag,u) < 1/k pour tout k, ce qui
prouve (2).

(2) = (3). Siar — u avec a € A, alors 0 < dist(u, A) < d(u, ax) pour tout k et
donc dist(u, A) = 0 en faisant tendre k vers U'infini.

(3) = (1). Si dist(u, A) = 0 alors, pour tout € > 0, on peut trouver a = a. € A
tel que d(u,a) <e; doncue A. O

COROLLAIRE 2.13. Si C est un fermé de E et si uw € E\C, alors dist(u, C') > 0.

Démonstration. Exo. O

Ezxercice 1. Soient A,B € E. Montrer que AU B = A U B en utilisant la “ca-
ractérisation séquentielle de I’adhérence”.

EXERCICE 2. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M < E un sous-espace
vectoriel fermé. Pour tout z € E, on note [z] la classe de = dans 'espace vectoriel
quotient E /M. Montrer qu’on définit une norme sur E/M en posant

|21l 5 := dist(z, M) pour tout z € E.

On dit que cette norme est la norme quotient sur E/M.

Voici pour finir un dernier résultat utile.

PROPOSITION 2.14. Soient E, F deux espaces métriques, et soit f: E — F. Alors
f est continue si et seulement si f(A) < f(A) pour tout ensemble A < E.
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Démonstration. Supposons f continue. Soit A € F, et soit u € A. Par la Proposi-
tion 2.12, on peut trouver une suite (a;) S A telle que ax — u. Alors f(ag) — f(u), et
donc f(u) € f(A) puisque les f(uy;) appartiennent & f(A). Ceci étant vrai pour tout
ue A, on adonc f(A) < f(A).

Inversement, supposons qu’on ait f(A) < m pour tout ensemble A € E. Pour
montrer que f est continue, il suffit de montrer que I'image réciproque par f de tout
fermé C' < F est un fermé de E. Soit donc C' un fermé quelconque de F', et soit
A= f~YC). Par hypothese, on a f(A) < f(A). Comme f(A) S C et C est fermé, on
en déduit f(A) = C =C,ie A C f~1(C)= A. Ainsi, A = f~1(C) est fermé dans F
pour tout fermé C' < F, ce qui prouve que f est continue. O

2.3. Frontiére d’un ensemble.

DEFINITION 2.15. Soit E un espace métrique, et soit A < E. On dit qu’un point
u € E est un point frontiére de A si u appartient o la fois a A et a E\A. On note
0A l’ensemble des points frontiéres de A, qu’on appelle la frontiére de A dans E :

0A=A nE\A.

Remarque 1. Dans la définition A et E\A jouent des roles symétriques. Donc
0A = 0(E\A).
Remarque 2. Comme E\A = E\A, on a aussi
0A =A\A.
Remarque 3. Par définition, 0A est toujours un ensemble fermé.
EXEMPLE 1. Prenons E := R. Si I = (a,b) est un intervalle borné, alors 0I = {a, b}.
Si I = (a,0[ avec a > —o0, alors 0I = {a}. Si I = |—00,b) avec b < o0, alors 01 = {b}.

Démonstration. Si par exemple I = (a,b) est borné, alors I = [a,b] et I= Ja,b[;

donc I = [a,b]\]a, b = {a, b}. O
EXEMPLE 2. Dans R, on a 0Q = R = (R\Q).
Démonstration. On a vu que Q = R et Q = J; donc 0Q = R\(J = R. O

EXEMPLE 3. Dans un espace vectoriel normé, la frontiere d’une boule ouverte non-
vide est la sphere correspondante : 0B(a,r) = S(a,r) ={ue E; |u—a| =1}

Démonstration. On a vu que l'adhérence de la boule ouverte B = B(a,r) est la

boule fermée B(a,r). Comme de plus B est un ouvert de E, on a donc ¢B = B\B =
B(a,r)\B(a,r) = S(a,r). O

EXEMPLE 4. Si E est un espace métrique topologiquement discret, alors 0A = J
pour tout A € E.

Démonstration. C’est évident puisque tout ensemble A € E est a la fois ouvert et
fermé : 0A = A\A=A\A = (. O

Exemple 5. Soit A := {(x,y) € R% = > 0,y > 0 et y < 1/z}. La frontiere de A
dans R? est la réunion de la branche d’hyperbole T' := {(z,y); > 0,y > 0 et 2y = 1}
et des deux demi-droites {(z,0); = = 0} et {(0,y); y = 0}.

Démonstration. Exo. O
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3. Sous-espaces et produits

3.1. Ouverts et fermés d’un sous-espace. Dans cette section, F est un espace
métrique et M est une partie de E.

L’ensemble M est lui méme un espace métrique quand on le munit de la distance
induite. Cependant, il faut étre tres prudent : les ouverts de M n’ont a priori aucune
raison d’étre ouverts dans E : par exemple, M est toujours ouvert dans M, mais pas
forcément dans E. Plus généralement, les notions d’adhérence, d’intérieur, de frontiere
ont un sens dans M qui n’est en général pas du tout le méme que dans E ; et ceci peut
parfois étre source de regrettables confusions.

La proposition suivante dit précisément ce que sont les ouverts de M.

ProrosITION 3.1. Un ensemble A < M est ouvert dans M si et seulement si il
est de la forme A =0 n M, ou O est un ouvert de F.

Démonstration. Pour a € M et r > 0, notons Bj(a,r) la boule ouverte de centre
a et de rayon r dans M : par définition,

Buy(a,r) ={ue M; d(u,a) <r} = B(a,r) n M.

Supposons que A soit ouvert dans M. Alors A est réunion de boules ouvertes de
M
A= UBM(CLZ',’I“Z‘) = UB(ai,Ti) N M.
iel iel
Sion pose O := | J,.; B(as, r;), alors O est un ouvert de E (réunion de boules ouvertes),
et A=0n M.

Inversement, supposons que A = O n M pour un certain ouvert O < E. Pour tout
point a € A < O, on peut trouver r = r, > 0 tel que B(a,r) € O; et on a alors
Byi(a,r) = B(a,r) n M < O n M = A. Ceci étant vrai pour tout a € A, on voit ainsi
que A est un ouvert de M. O

el

Remarque. On voit en particulier que la topologie de M ne dépend que de la
topologie du “gros” espace métrique F le contenant. Pour cette raison, il est 1égitime
de dire que la topologie de M est la topologie induite sur M par celle de E.

COROLLAIRE 3.2. Si A € M est ouvert dans E, alors A est ouvert dans M.
Démonstration. C’est évident par la proposition puisque A = A n M. O
COROLLAIRE 3.3. Si M est ouvert dans F et si A< M, alors

(A ouvert dans M) <= (A ouvert dans E).

Démonstration. C’est a nouveau évident : pour tout ouvert O € E, O n M est ou-
vert dans E (intersection de deux ouverts), donc tout ouvert de M est ouvert dans sE ;
et 'autre implication vient du corollaire précédent. O

oM oM
COROLLAIRE 3.4. Pour A < M, notons A [Dintérieur de A dans M. Alors A
contient A.

Démonstration. A est ouvert dans E et A € M , donc A est un ouvert de M ; et
o ° oM oM
Ac A, donc A € A puisque A est le plus grand ouvert de M contenu dans A. O

Les fermés du sous-espace M se décrivent de la méme facon que les ouverts :
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PROPOSITION 3.5. Un ensemble A = M est fermé dans M si et seulement si il est
de la forme A =C n M, ou C est un fermé de E.

Démonstration. C’est “automatique par dualité” maintenant qu’on sait décrire les
ouverts de M :
A fermé dans M <= M\A ouvert dans M
— M\A=0nM avec O ouvert de £
< A= M\(On M) avecO ouvert de E
<~ A=Mn(E\O) avec O ouvert de E
— A=CnM avecC fermé de E.
O

COROLLAIRE 3.6. Si A € M, alors (A fermé dans E) — (A fermé dans M).
La réciproque est vraie si M est fermé dans E.

Démonstration. Exo. O
COROLLAIRE 3.7. Pour A < M, notons AY Ladhérence de A dans M. Alors
A =AM

Démonstration. Par la proposition, A n M est un fermé de M, qui contient A
puisque A < M ; donc A n M 2 AN Inversement, A™M est fermé dans M , donc de la

forme A" = C n M oit C est un fermé de E. Alors C contient A puisque A < ZM,
donc C contient A puisque C' est fermé dans E, et donc A" =CrM2AAM. O

. , . —M - e ;. .
Ezercice. Démontrer directement que A~ = A nM, en utilisant la “caractérisation
séquentielle de I’adhérence”.

Voici maintenant ce qu’on peut dire sur la frontiere relative & un sous-espace.

PROPOSITION 3.8. Pour A < M, notons 0y A la frontiere de A dans M. Alors
oA C 0A.

J— oM — o J— JE—
Démonstration. On a 0,,A = AM\A, donc 0, A € A\A = 0A puisque AY A et
oM °
AD A O
3.2. Topologie produit. Dans cette section, (E1,dy),...,(EnN,dy) sont des es-
paces métriques et £ = E7] x --- X En. On munit E de la distance produit. On va
décrire précisément les ouverts de ’espace produit E.

Farr 3.9. 5iOq,...,0nN sont des ouverts de En, ..., Ex respectivement, alors O :=
O1 x---x Opn est un ouvert de E = E1 x -+ x Ey.

Démonstration. Pour j = 1,..., N, notons 7; : £ — Ej la j-ieme “application
coordonnée”, ;(ug,...,un) := u;. Comme la convergence dans E entraine la conver-

gence coordonnée par coordonnée, on voit que les 7; sont continues (exo). De plus, on
a par définition

O = {u=(ui,...,un)€E; ujeOjpour j=1,... N}

N
= ()"0
j=1

Donc O est ouvert dans E (intersection finie d’ouverts). O
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DEFINITION 3.10. On appellera ouvert élémentaire de E = Ey x --- x Ey, tout
ouwvert O € E de la forme O = Oy x -+ x Oy = {u€ E; uy € Oy1,...,uy € On}, ot
O1,...,0pN sont des ouverts de En, ..., En respectivement.

Remarque. Un O; a éventuellement le droit d’étre égal a Ej, et dans ce cas il ne
“sert a rien”. En d’autre termes, pour tout J < {1,..., N}, si on se donne un ouvert
O; < Ej pour j € J, alors I'ensemble O := {u € F; u; € Oj pour j € J} est un ouvert
élémentaire.

PROPOSITION 3.11. Un ensemble A< E = E1 x --- x En est ouvert dans E si et
seulement si il est réunion d’ouverts élémentaires.

Démonstration. Comme la famille des ouverts est stable par réunions, toute réunion
d’ouverts élémentaires est un ouvert de F.

Pour la réciproque, comme tout ouvert de F est réunion de boules ouvertes, il
suffit de montrer que toute boule ouverte de E (pour la distance produit) est en fait
un ouvert élémentaire.

Notons d la distance produit sur E. Par définition, on a pour u = (u1,...,uy) et
v=(v1,...,vn) dans E :

d(u,v) = max (dl(ul,vl), .. .dN(uN,vN)).

Soit B = B(a,r) un boule ouverte de E, et écrivons a = (ai,...,an). Si u =
(u1,...,un) € E, alors
ue F < max (d(ul,al), ... ,dN(uN,aN)) <r

— Vje{l,...,N} : dj(uj,aj) <r

— Vje{l,...,N} : uj € B(aj,r).
Ainsi, on voit que B(a,r) = B(ai,r) X --- x B(an,r); donc B(a,r) est en effet un
ouvert élémentaire. O

REMARQUE. La proposition montre que la topologie de £ = E; X --- X En ne
dépend que des topologies de E1, ..., Ey, et pas spécifiquement des distances choisies
sur Fn, ..., En. On dit que la topologie de F est la topologie produit des topologies
de El,...,EN.

4. Propriétés de “séparation”

Cette section contient un certain nombre de petites remarques souvent utiles,
classées par “ordre croissant de généralité”.

Fair 4.1. Soit E un espace métrique. Si a,b € E et a # b, alors on peut séparer a
et b par des ouverts : il existe des ouverts U,V tels queac U, beV etUNV = J,
et méme U NV = (.

Démonstration. Posons § := d(a,b). Alors § > 0 car a # b. Montrons que U :=
B(a,6/3) et V := B(b,§/3) conviennent.

Supposons que U NV # (F, et choisissons un point z € UnV. Alors x € B(a,§/3) N
B(b,§/3) d’apres le Corollaire 2.11 ; donc d(a, b) < d(a,z)+d(x,b) < §/3+5/3 = 26/3 <
d, ce qui est absurde. O

REMARQUE. Un espace topologique E dans lequel le Fait 4.1 est vrai est dit séparé.

Ezercice. Montrer que dans un espace topologique séparé, on a unicité de la limite :
une suite ne peut pas converger vers 2 points différents.
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FAIT 4.2. Soit E un espace métrique, et soit a € E. Pour tout ouvert O contenant
a, on peut trouver un ouvert U tel que a € U et U < O.

_ Démonstration. Comme O est ouvert et a € O, on peut trouver r > 0 tel que
B(a,r) € O. Donc U := B(a,r) convient (on a bien U < O car U < B(a,r) d’apres le
Corollaire 2.11). N

Fait 4.3. Soit E un espace métrique. Si a € E et si C € E est un fermé tel que
a ¢ C, alors on peut séparer a et C par des ouverts : il existe des ouverts U etV tels
queacelU,CcVetUnV =(.

Démonstration. Sion applique le Fait 4.2 avec a et O := E\C, on obtient un ouvert
Uy tel que a € U et U; < E\C. On peut ensuite, en appliquant & nouveau le Fait
4.2, trouver un ouvert U tel que a € U et U < U;. Alors V := E\Uj est ouvert, et
VAU =  car en fait Vn U = . De plus, V contient C car U; < E\C. Donc
U et V conviennent. (Il est vivement conseillé de faire un dessin pour comprendre cette
démonstration.) O

FEzercice. Montrer que si U et V sont des ouverts de F, alors les équivalences
suivantesont lien : UnV =@ «—= UnV =g — UnV =.

PROPOSITION 4.4. Soit EE un espace métrique. Si A, B sont des fermés de E tels
que A n B = (&, alors on peut trouver une fonction continue f : E — [0,1] telle que
f=0surAet f=1 surB.

Démonstration. Le point clé est I'observation suivante : pour tout u € E, on a
dist(u, A) > 0 ou dist(u, B) > 0. En effet, comme An B =g, onau¢ Aouué¢ B,
d’ou le résultat car A et B sont des fermés de E.

Comme dist(u, A) et dist(u, B) sont par ailleurs toujours > 0, on en déduit que
dist(u, A) + dist(u, B) > 0 pour tout u € E. On peut donc définir f : E — R par la
formule

fluy = A
ist(u, A) + dist(u, B)
La fonction f est continue en tant que quotient de fonctions continues (avec un
dénominateur ne s’annulant pas); et il est évident qu’on a 0 < f(u) < 1 pour tout
u € E. Enfin, si u € A alors dist(u, A) = 0 et donc f(u) = 0; et si u € B, alors

dist(u, B) = 0 et donc f(u) = ji:ggig =1 O

COROLLAIRE 4.5. Si A et B sont des fermés de E tels que A n B = &, alors on
peut séparer A et B par des ouverts : il existe des ouverts U et V tels que A < U,

BcVetUnV =g, etmémeUnV = .

Démonstration. Si f : E — [0,1] est comme dans la proposition, il suffit de poser
U:={ueFl; f(u) <1/3} et V :={ue E; f(u) > 2/3}. Les détails sont laissés en
€xo. g

4.1. Digression : Théoréme de prolongement de Tietze. La Proposition 4.4
peut se formuler comme un résultat de prolongement. En effet, soit C' := A u B, et soit
0 : C' — R la fonction valant 0 sur A et 1 sur B. Comme A et B sont fermés et An B =
, on vérifie (exo) que la fonction 6 est continue sur C'; et la Proposition 4.4 dit que
cette fonction continue particuliere peut se prolonger en une fonction continue définie
sur F tout entier et a valeurs dans [0, 1]. Le résultat suivant est considérablement plus
général.
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THEOREME 4.6. Soit E un espace métrique. Si C est un fermé quelconque de E et
st [m, M| est un intervalle de R, alors toute fonction continue f : C — [m, M| peut
se prolonger en une fonction continue f : E — [m, M].

Démonstration. Quitte & translater 'intervalle [m, M|, on peut supposer que m =
1. Soit donc f : C'— [1, M] continue.

FArT. Pour x € E, posons ®(x) := inf {f(2) d(z, 2); z € C}. Alors la fonction ® est
continue sur E. De plus on a dist(z,C) < ®(x) < M dist(z,C) pour tout z € E. En
particulier, ®(x) > 0 pour tout x € E\C.

Preuve du Fait. Comme f est positive sur C, ensemble {f(z)d(z,z); z € C}
est minoré par 0, et donc ®(z) est bien défini pour tout z € E. De plus, comme
1 < f(z) < M pour tout z € C, on voit que dist(z,C) < ®(z) < M dist(x,C) (micro-
exo). Comme C' est un fermé de E, on a donc en particulier ®(x) > 0 pour tout
x € E\C, puisque dist(z,C) > 0.

Pour la continuité, on observe que pour tout z € C, la fonction ®, définie par
®.(z) := f(2)d(z,z) est M -lipschitzienne sur F, car la fonction z — d(z,z) est 1-
lipschitzienne et 0 < f(z) < M. Donc ® = inf,ec @, est M -lipschitzienne (exo); et
en particulier, ® est continue. ]

Soit maintenant f: FE — R la fonction définie par

{ flx) sized,

7&3’((;)0) size E\C.

fla) =

Cette définition a un sens car dlst(x C) > 0 pour tout z € E\C (puisque C est

fermé). Par définition, la fonction f prolonge f. De plus, f est a valeurs dans [1, M],
car f est a valeurs dans [1, M] et dist(z, C') < ®(x) < M dist(x, C) pour tout x € E\C.

Il reste & voir que la fonction f est continue sur FE.

Comme FE\C' est un ouvert de E et comme la fonction ® est continue, on voit que
f est continue en tout point de E\C' (exo). Il suffit donc de vérifier la continuité en un
point a € C'. Et comme la restriction de fét C est continue, il suffit en fait de démontrer
lix choses suivante : si (zx) est une suite de points de E\C telle que z; — a € C alors
flak) = fla).

Par définition de ®(xy) et de dist(zy, C) et comme P (z) et dist(xy, C) sont stric-
tement positifs, on peut trouver, pour tout k € N, des points z, 2, € C tels que

Fzr) d(zg, z1) < (1+27F) ®(ap) et d(zy, z) < (1 +27%) dist(ay, C).

On a alors
(1 + 27]{?)71 f(zk) d(mk’azk) T ) —k (I)(l‘k)

dist(ap,0) < /@) < 20 g0 s
et donc
(14+279)7 f (o) < Flaw) < (14 27%) f(=4).

De plus, les suites (z) et (zk) tendent toutes les deux vers a. En effet : comme
f(z) = 1, onad(wg, 21) < (1+27%)®(zy) < (1+27%) f(a)d(z, a), donc d(zy, 2) — 0,
et donc z, — a puisque z;, — a; et de méme, d(xy, 2;,) < (1 + 27" d(zy,a) — 0, donc
2z, — a.

Comme la fonction f est continue sur C, on en déduit que f(z)) — f(a) = f(a);
ce qui termine la preuve du théoreme. ]
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5. Parties denses

DEFINITION 5.1. Soit E un espace métrique, et soit Z < E. On dit que Z est
dense dans E si ona Z = F.

REFORMULATIONS. Les choses suivantes sont équivalentes.
(1) A est dense dans E.
(2) Tout point = € E est limite d’une suite d’éléments de Z.
(B) Vee EVe>03z€ Z : d(z,z) <e.
(4) Z n'V # & pour tout ouvert non-vide V < FE.
(5) E\Z est d’'intérieur vide dans E.

Démonstration. 11 est clair que (1) < (2) < (3).

Supposons (2) vérifiée, et montrons (4). Soit V' un ouvert non-vide de E, et choi-
sissons un point x € V. Par (2), on peut trouver une suite (z;) de points de Z telle que
zr — x. Comme V est un ouvert de E, c’est un voisinage de x, donc on peut trouver
un indice k tel que 2z, € V. Alors zp e V. n Z, et donc V n Z # .

En y réfléchissant calmement, il est évident que (4) < (5) (exo). Enfin, (1) <
(5) car l'intérieur de F\Z est égal a E\Z. O

Remarque 1. Dans (4), on peut remplacer “pour tout ouvert non-vide V"< E” par
“pour tout V e B\{J}”, ou B est une base pour la topologie de E. (Voir plus bas pour
la définition d’une base.)

Démonstration. Exo. OJ

Remarque 2. Soit E un espace métrique, soit M < E, et soit Z = M. Alors Z est
dense dans M si et seulement si Z 2 M.

. . o s . =M .
Démonstration. Par définition, Z est dense dans M si et seulement Z~ = M, ou

ZM est Padhérence de Z dans M. Comme Z ™ = Z A M , on a donc bien ’équivalence
souhaitée (micro-exo). O

EXEMPLE 1. Q et R\Q sont tous les deux denses dans R.

Démonstration. On a déja démontré ce résultat en utiisant le fait que tout intervalle
non trivial de R contient des points de Q et des points de R\Q. Voici une preuve “avec
des suites”.

Six = 1£,&18¢E -+ € R et sion pose ry := +&3,&1 -+ - & pour tout k£ = 1, alors
les ry, sont des nombres rationnels (car décimaux), et la suite (r%) tend vers . Comme
x € R est quelconque, cela prouve que Q est dense dans R.

Montrons maintenant que R\Q est dense dans R. Soit « € R : on cherche une suite
d’irrationnels (zx) telle que zx — x. Six ¢ Q, il suffit de poser z, := z pour tout k € N;
et si € Q, on peut prendre par exemple z; := x + 27%/2. O

EXEMPLE 2. Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné. Les fonctions polynomiales
sont denses dans C([a, b]) pour la norme || - ||o : c’est la traduction du Théoréme de
Weierstrass, d’apres lequel toute fonction continue sur [a,b] est limite uniforme de
fonctions polynomiales.

EXEMPLE 3. GLy(K) est dense dans My (K), pour K =R ou C.



5. PARTIES DENSES 55

Démonstration. Soit A € My(K) quelconque : il s’agit de trouver une suite (Ay) <
GLy(K) telle que Ay, — A. Notons x4 le polynéme caractéristique de A. Le polynome
XA N'a qu'un nombre fini de racines, donc on peut certainement trouver une suite
(Ak)ken € K telle que A\, — 0 et xa(Ag) # 0 pour tout k € N. Si on pose A := A— A1,
alors det(Ay) = xa(Ag) # 0, donc Ay € GLNy(K); et Ap — A. O

ExeEMPLE 4. Les matrices diagonalisables a valeurs propres simples sont denses
dans My (C).

Démonstration. Soit A € My(C) quelconque : on cherche une suite (Ay) de ma-
trices diagonalisables & valeurs propres simples telle que Ay — A.

Comme on est sur C, on peut trigonaliser A : il existe une matrice P € GLy(C) et
M, ..., Ay € C tels que A soit de la forme

A
A=p! 0o - P.
0 0 My
On peut trouver (exo) des suites (A1 g)keN; - -- (Ang)ken telles que Aj g k—o0 Y

pour j =1,..., N et telles que de plus, Ak, ..., AN soient tous différents, pour tout
k € N. Si on pose

A1k
A,=P ' o .. P,
0 0 Ang
alors Ay, — A; et Ay posseéde N valeurs propres distinctes (& savoir A1 g, ..., An k), donc
A;. est diagonalisable et a valeurs propres simples. ]

Voici un dernier exemple, important pour la “culture générale”.

PROPOSITION 5.2. (sous-groupes de R)
Si G est un sous-groupe de (R, +), alors G est ou bien dense dans R, ou bien de la
forme G = aZ pour un certain a = 0.

Démonstration. On supposera que G # {0}. Alors G contient au moins un élément
strictement positif (car si x € G, alors —z € G). On peut donc poser

a:=inf {x € G; x > 0}.
On va montrer que si a = 0, alors G est dense dans R, et que si a > 0, alors G = aZ.

Supposons que a = 0. Soit V' € R un ouvert non-vide : on veut montrer que
GnV # & On a certainement V n ]0,00[ # & ou V n |—0,0] # J; et comme
G = —G, on peut supposer que V n ]0,00[ # J (si on sait montrer que G NV # &
dans ce cas la, on saura aussi le montrer dans 'autre cas en appliquant cela & 1'ouvert —V).
Soit vg € V tel que vyg > 0. Comme V est ouvert, on peut trouver ¢ > 0 tel que
[vo,v0 + €] € V. Ensuite, comme a = 0, on peut trouver x € G tel que 0 < = < e.
Soit n le plus petit entier tel que nx > vg. Alors n > 1, et ne =z +---+x € G
car G est stable par addition. De plus, on a (n — 1)z < vy par définition de n, donc
nr=Mn-—1z+z <vg+z < v+ e Ainsi nz € Jug,vo + €], et donc nz € V. On a
donc bien montré que G NV # .

Supposons maintenant que a > 0. Alors a € G . En effet, par définition de a et
comme 2a > a, on peut trouver x € G tel que a < x < 2a. Si on avait x > a, on
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pourrait trouver 2’ € G tel que a < 2/ < a+ (x —a) = z. On aurait alors x — 2’ € G et
0 <x—12' <2a—a = a, ce qui contredirait la définition de a. Ainsi on a bien a € G, et
donc aZ < G puisque G est un sous-groupe de R. Pour montrer qu’inversement G < aZ,
il suffit de montrer que G N ]0,0[ € aZ car G = —G. Soit = € G N |0, 00| quelconque,
et soit n le plus grand entier tel que na < z. Alors na <z < (n + 1)a = na + a, donc
on peut écrire x = na + r avec 0 < r < a. Comme r = x — na appartient a G (car
x € G et a € @), on a nécessairement r = 0 par définition de a. Ainsi x = na, et donc
x € aZ. ]

COROLLAIRE 5.3. Si 0 € R\27Q, alors l’ensemble {eme; ne Z} est dense dans le
cercle unité T.

Démonstration. Soit G := 277+ 07 = {27rm +nb; m,n e Z}. 1l est assez clair que
G est un sous-groupe de R (exo). Comme 6 ¢ 27Q, on voit que G n’est pas de la forme
aZ (sil existait a > 0 et p, q € Z tels que 27 1 = ap et 6 = aq, on obtiendrait § = 27 g). Donc
G est dense dans R.

Soit alors f : R — T définie par f(t) := €. L’application f est continue et
surjective, donc T = f(R) = f(G) < f(G). Ainsi, f(G) est dense dans T. Mais comme
€™ = 1 pour tout m € Z, on voit que f(G) = {eine; n € Z}; ce qui termine la
preuve. O

Le résultat suivant est essentiellement évident ; mais tres utile.

PROPOSITION 5.4. (prolongement des identités)
Soient E et F' deuz espaces métriques, et soient f,g: E — F deux applications conti-
nues. S’il existe une partie dense Z < E telle que Yz € Z : f(z) = g(z), alors

=g

Démonstration. Soit © € E quelconque. Comme Z est dense dans E, on peut
trouver une suite (z;) d’éléments de Z telle que zp — x. Alors f(zx) — f(x) et
9(zr) — g(x) par continuité de f et g; et donc f(z) = g(z) puisque f(zx) = g(z) pour
tout k e N. O

EXEMPLE 1. Les seuls homomorphismes continus de R dans R sont les applications
linéaires : si f est une application continue telle que Yu,v e R : f(u+v) = f(u)+ f(v),
alors f est de la forme f(z) = az, pour une certaine constante a.

Démonstration. On observe d’abord que f(0) = 0 car f(0) = f(0+0) = f(0)+f(0);
et on en déduit que Vo € R : f(—z) = —f(z), car 0 = f(0) = f(x + (—x))
f(z) + f(—z). Ensuite, si z € R et n € N* alors f(nz) = f(z + -+ 2) = f(z) +
-+ f(x) = nf(x); et comme on vient de voir que f est impaire, on en déduit que
Vee RVneZ : f(nx) = nf(x). De la, on déduit que si r € Q, alors Vx € R
flrx) = rf(x) : en effet, si on écrit r = g avec p € N et q € Z, alors qrz = pz, donc
¢f(rz) = flqrz) = f(pr) = pf(z).

Posons maintenant a := f(1). Par ce qui précede,onaVre Q : f(r) = f(r1l) = ar.
Comme f et la fonction g(x) := ax sont continues, et comme Q est dense dans R, on
en déduit qu’on a f(x) = ax pour tout x € R O

EXEMPLE 2. (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Si A e My(C) et si on note x4 le polynéme caractéristique de A, alors x4(A) = 0.

Démonstration. Par définition, on a xa(A) = det(A — AI) pour tout A € C. Si on
écrit la formule pour le déterminant, on constate (exo) que xa(\) est une fonction
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polynomiale en A de degré < N, dont les coefficients sont des fonctions polyomiales en
les coefficients de A. Autrement dit :

VAe My(C) : xa(\) = co(A) + cr (A + - en(A)AY,

ol ¢j : Mn(C) — C est une fonction polynomiale en les coefficients de A pour j =
1,...,N. Donc

xa(A) = co(A) T +c1(A) A+ - -cn(A) AN,
En particulier 'application f : My(C) — My(C) définie par f(A) := xa(A) est
continue.

On veut montrer que f = 0. Comme f est continue et comme on a vu que les
matrices diagonalisables a valeurs propres simples sont denses dans My (C), il suffit
donc de montrer qu’on a f(D) = 0 pour toute matrice D diagonalisable et & valeurs
propres simples.

Notons Aq, ..., Ay les valeurs propres de D. Alors xp(A) = (A — A1) -+ (A = An),
donc f(D) = xp(D) = (D —MI)--- (D — AnI). Mais comme D est diagonalisable,
onaCY =ker(D—-MI)® - @ker(D— AyI); et donc (D — \I)---(D—AxI) =0
(exo). O

6. Encore du vocabulaire
6.1. Points isolés, points d’accumulation.

DEFINITION 6.1. Soit E un espace métrique, et soit M < E. On dit qu’un point
a € M est un point isolé de M, ou encore que a est isolé dans M, s’il existe un
voisinage ouvert V de a dans E tel que V.n M = {a}; autrement dit, si {a} est un
ouvert de M. On note Isol(M) l’ensemble des points isolés de M.

Exemple 1. Prenons E := R et M := {1} U2, 3]. Alors {1} est un point isolé de M

(prendre par exemple V := 11, 3[), et M n’a pas d’autre points isolés (exo).

EXEMPLE 2. Si I € R est un intervalle non trivial, alors I n’a pas de points isolés.

Démonstration. Sia € I, tout voisinage V' de a dans R contient un intervalle ouvert
J centré en a; donc V n I contient J n I, qui est un intervalle non trivial (faire un
dessin) ; et donc V' n I n’est pas réduit au point {a}. O

EXEMPLE 3. Si Q) est un ouvert de C, alors €2 n’a pas de points isolés.

Démonstration. Soit a € €2 quelconque. Si V' est un voisinage ouvert de a, alors
V N Q aussi car  est ouvert; donc on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) € V n Q.
Mais B(a,r) est un disque de rayon non trivial, donc certainement un ensemble infini ;
et en particulier, V n Q n’est pas réduit au point {a}. Donc a n’est pas un point isolé
de . O

EXEMPLE 4. Soit E un espace métrique quelconque. Si M < FE est topologiquement
discret, alors tous les points de M sont isolés dans M.

Démonstration. C’est évident par définition d’un espace topologiquement discret.
O

DEFINITION 6.2. Soit E un espace métrique, et soit M < E. On dit qu’'un point
a € E (n’appartenant pas forcément a M) est un point d’accumulation de M si
tout voisinage V de a dans E contient au moins 1 point de M différent de a. On note
M’ I’ensemble des points d’accumulation de M. (On dit parfois que M’ est l’ensemble
dérivé de M.)
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Remarque 1. 1l est clair par définition que M’ M ; mais on n’a pas nécessairement
M < M.

Remarque 2. 11 est également clair par définition que Isol(M) = M\M'.

EXEMPLE 1. Sia,be R avec a <b et M :=]a,b[, alors M’ = [a,b].

Démonstration. Comme M = ]a,b[ n’a pas de points isolés, on a Ja,b[ € M'; et
de plus M' € M = [a,b]. Ainsi, Ja,b[ € M’ < [a,b]. Il reste & voir que a et b sont des
points d’accumulation de M = ]a, b[, ce qui est un exo facile. ]

EXEMPLE 2. Si M := {0} U {%; n e N*}, alors M’ = {0}.

Démonstration. Comme % — 0, tout voisinage de 0 dans R contient des points de
la forme %, donc des points de M différents de 0; donc 0 € M’. De plus, il est facile
de voir (exo) que les % sont des points isolés de M ; donc 0 est le seul point de M’
appartenant a M, autrement dit M’ n M = {0}. Enfin, M est fermé dans R (exo);
donc M" < M. Au total, on a bien M’ = {0}. O

Exercice. Déterminer M’ pour M := Q < R.

__ PrOPOSITION 6.3. Soit E un espace métrique. Pour tout ensemble M < E, on a
M\M < M’, et donc M = M' v M.

Démonstration. Soit a € M\M. Comme a € M, tout voisinage V de a contient un
point de M, qui est nécessairement différent de a puisque a ¢ M ; donc a € M’. Ainsi,
ona M\M < M’'. Donc M € M u M'; et comme on sait par ailleurs que M < M et
M' < M, on a égalité. O

Remarque. 11 faut bien prendre garde au fait que la réunion M U M’ n’est pas
disjointe : il peut tout a fait (c’est méme tres souvent le cas!) y avoir des points de M
dans M’.

PROPOSITION 6.4. Soit E un espace métrique, et soit M < E. Pour un pointa € E,
les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) ae M.

(2) Il existe une suite (uy) S M formée de points deux & deux distincts telle que
U —> a;

(3) 1l existe une suite (ux) S M formée de points deux a deux distincts et
différents de a telle que up — a.

Démonstration. L’implication (3) = (2) étant évidente, il suffit de montrer que
(2) entraine (1) et que (1) entraine (3).

(2) = (1). Soit (uy) donnée par (2). Si V est un voisinage quelconque de a, on
peut trouver un entier K tel que ug € V pour tout k > K. Comme les uj sont deux a
deux a deux distincts, il existe certainement un k > K tel que up # a; et ainsi, uy est
un point de V n M différent de a. Donc a € M’.

(1) = (3). Supposons que a € M’, et construisons une suite (ux) vérifiant (3).

Pour ¢ := 279, on peut trouver un point ug € M N B(a,ep) avec ug # a. Ensuite,
on pose £1 := min(27!, d(a, ug)) et on choisit un point u; € M n B(a,&1) avec uj # a;
on a alors aussi u; # ug car d(uy,a) < e1 < d(ug, a).

En répétant ce raisonnement, on construit par récurrence une suite (ug) S M telle
que uy, # a et d(ug,a) < g 1= min(2*k, d(ug,a),...,d(ug_1, a)) pour tout k > 1. Alors
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up — a, les uy sont différents de a, et ils sont deux a deux distincts car d(ug,a) <
d(uy,a) pour tous k, k' tels que k' < k. Donc (3) est vérifiée.
O

6.2. Homéomorphismes.

DEFINITION 6.5. Soient E et E' deuz espaces métriques. On dit qu’une application
f: E — E' est un homéomorphisme de E sur E' si f est bijective et si f et f~!
sont continues.

REMARQUE. Si f : E — E’ est un homéomorphisme de E sur E’, alors f~!: E' —
E est un homéomorphisme de E’ sur E. Donc il revient au méme de dire qu’il existe
un homéomorphisme de F sur E’ ou bien qu’il existe un homéomorphisme de E’ sur
E. Dans ce cas, on dit que E et E’ sont homéomorphes. Cela signifie que F et E’
sont indistiguables en tant qu’espaces topologiques.

EXEMPLE 1. (intervalles de R)

(1) Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R une fonction continue. Alors f est
injective si et seulement si f elle est strictement monotone ; et dans ce cas f
est un homéomorphisme de I sur lintervalle I" := f(I).

(2) Deux intervalles non triviaux de R sont homéomorphes si et seulement si ils
sont de méme nature (ouverts, semi-ouverts, ou fermés bornés).

Démonstration. (1) Comme f est continue, on sait que I’ est un intervalle d’apres
le Théoreme des valeurs intermédiaires.

Il est clair que si f est strictement monotone, alors elle est injective. Inversement,
supposons que f soit injective, et montrons qu’elle est strictement monotone. Il suffit
de montrer que la restriction de f a tout intervalle fermé borné J < I est strictement
monotone (exo) ; donc on peut supposer d’emblée que I est fermé borné (et non trivial),
I = [a,b] avec a < b. Comme f est injective, on a f(b) # f(a); par exemple f(a) <
f(b). Montrons par I’absurde que f est strictement croissante. On peut se contenter
de montrer que f est croissante, puisque f est injective. Si tel n’est pas le cas, alors
on peut trouver u,v € [a,b] tels que u < v et f(u) > f(v). Comme f(a) < f(b), on
a alors nécessairement f(u) > f(a) ou f(v) < f(b). Si f(u) > f(a) alors, d’apres le
Théoreme des valeurs intermédiaires, on peut trouver o, S telsquea < a <u < 8 <wv
et f(a) = f(B) (faire un dessin); ce qui contredit l'injectivité de f. Méme type de
raisonnement si f(v) < f(b).

Montrons enfin que si f est injective (et donc une bijection de I sur I’), alors
f~1:I'" = I est continue. Par ce qui précede, f est strictement monotone, par exemple
strictement croissante. Soit () )reny une suite de points de I’ telle que zj, — 2’ € I'.
Ecrivons ), = f(xx) et 2/ = f(z) : on veut montrer que z — z. Comme I’ est un
intervalle et que xj, — 2, on peut trouver un intervalle fermé borné [a’,b'] tel que z}, €
[a/, V'] pour tout k € N et [a/,b'] < I’ (exo). Ecrivons a' = f(a) et ¥ = f(b). Comme
f est strictement croissante, on a a < b et x; € [a,b] pour tout k € N. Supposons
que z ne tende pas vers x. Alors, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’il existe € > 0 tel que Yk € N : |z — x| = . D’aprés le Théoreme de Bolzano-
Weierstrass, la suite (z3) possede une sous-suite (z, )nen telle que xp, — T € [a,b].
Alors ¥ € I car I est un intervalle et a,b € I. Donc z}, = f(xy,) — f(¥) par continuité
de f. Comme zj, — &’ = f(z), on a donc f(Z) = f(x), et donc T = x par injectivité de
f. Ainsi xp, — x, ce qui est absurde puisque |zg, — x| = € pour tout n € N.
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(2) Soient I et I’ deux intervalles non-triviaux de R homéomorphes : montrons
que I et I' sont de méme nature. Soit f : I — I’ un homéomorphisme. Par (1), f est
strictement monotone. Donc, I contient 0, 1 ou 2 de ses extrémités si et seulement si il
en est de méme pour I’ (exo); et ceci revient & dire que I et I’ sont de méme nature.

Montrons maintenant la réciproque, i.e. que deux intervalles de méme nature sont
nécessairement homéomorphes. C’est clair pour deux intervalles bornés, en considérant
des homéomorphismes affines : par exemple, si I = [0,1] et I’ = [a,b] ou bien si
I =1[0,1[ et I’ = [a,b[, alors la formule f(t) := (b—a)t+ a définit un homéomorphisme
affine de I sur I'; et de méme, si I = [0,1[ et I’ = ]a,b], on peut prendre f(t) :=
(b—a)(1—1t)+a=0b—(b—a)t. C'est clair également pour deux intervalles non bornés
d’un c6té : par exemple, si I = [0,00[ et I’ =] — o0, b], on peut prendre f(t) :=b—t. Il
reste a voir ce qui se passe si 'un des intervalles est borné et I’autre non, ou bien si 'un
des intervalles est ouvert et non borné d’un seul coté et 'autre est égal a R. Il suffit
de considérer les cas suivants : (i) I =]0,1[ et I’ =]1,00[; (ii) I =]0,1] et I = [1,00[;
(i) I =] —1,1[ et I’ =R; (iv) I =]0,00[ et I’ = R. Pour (i) et (ii), on peut prendre
comme homéomorphisme f(t) := 1/t. Pour (iii), on peut prendre f(t) := tan(5t). Et
pour (iv), on peut prendre f(t) := log(t). O

EXEMPLE 2. L’application f : [0,27] — T définie par f(t) := e* est une bijection
continue, mais f n’est pas un homéomorphisme. En fait, [0,27[ et T ne sont pas
homéomorphes.

Démonstration. 11 est clair que f est continue et bijective; mais f~! n’est pas
continue au point z := 1 € T : en effet, si on pose z; := €% = f(t) ol ty := 2w — %
pour k € N* alors la suite (z;) tend vers €™ = 1 = £(0), mais f~!(2;) = t; ne tend
pas vers f~1(1) = 0.

Montrons maintenant que [0, 27| et T ne sont pas homéomorphes, et méme qu’il
n’existe aucune surjection continue g : T — [0, 27[. Supposons qu’une telle surjection
g existe. Considérons la méme suite t; = 27 —% que plus haut. Comme g est surjective,
on peut choisir pour tout k£ un point z; € T tel que que g(zx) = tg. Ecrivons z;, = e

avec 0y € [0,27]. Par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass, la suite (6y) possede une
10

sous-suite (0, )nen qui converge vers un point 6 € [0,27]. Alors 2z, — z = €', et
donc t, = g(zk,) — t := g(z) € [0, 27| par continuité de g. Mais ¢, tend vers 2w, qui
n’appartient pas a [0, 27| ! O

6.3. Bases et bases de voisinages.

DEFINITION 6.6. Soit E un espace métrique, et soit B une famille d’ouverts non-
vides de EI. On dit que B est une base pour la topologie de E si tout ouvert non-vide
de E est réunion d’éléments de B ; autrement dit, si pour tout ouvert non-vide O € E
et pour tout point x € O, on peut trouver B e B tel que x € B et B < O.

EXEMPLE 1. Les boules ouvertes forment une base de la topologie de E

Démonstration. On sait depuis longtemps que les boules ouvertes sont des ouverts
de E et que tout ouvert de F est réunion de boules ouvertes. ]

EXEMPLE 2. Si E est un espace produit, £ = F; x --- x Ey, alors les ouverts
élémentaires forment une base pour la topologie de F.

Démonstration. C’est la traduction de la Proposition 3.11. ]
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Ezercice. Soit E un espace métrique, et soit M < E. Montrer que si B est une base
pour la topologie de E, alors By := {B n M; B € B} est une base pour la topologie
de M.

Le lemme suivant sera utilisé un peu plus bas.

LEMME 6.7. Si D est une partie dense de E, alors B := {B(z, %)7 ze€D,ne N*}
est une base pour la topologie de E.

Démonstration. Soit O un ouvert non-vide de E et soit x € O. Comme O est ouvert,

on peut choisir r > 0 tel que B(z,r) < O. Soit n € N* tel que % < 3, de sorte que
1,

B(z, %) € O. Comme D est dense dans E, on peut trouver z € D tel que d(z,z) < -
Alors x € B(z, 1) ; et d’apres I'inégalité triangulaire, on a B(z, 1) < B(z,2) < 0. O

Ezxercice. Soient E et F' deux espaces métriques, et soit f : F — F. Soit également
B une base pour la topologie de E. Montrer que f est continue si et seulement si
f71(B) est ouvert dans E pour tout B € B.

DEFINITION 6.8. Soit E un espace métrique, et soit a € E. On dit qu’une famille
W de voisinages de a est une base de voisinages pour a si, pour tout voisinage V
de a, on peut trouver W e W tel queaec W et W S V.

EXEMPLE. Pour tout a € FE, la famille {B(a, %)7 n e N*} est une base de voisi-

nages pour a. En particulier, tout point a de ’espace métrique F possede une base
dénombrable de voisinages.

Ezercice 1. Pour tout point a € E, on se donne une base de voisinages W, pour
a constituée d’ensembles ouverts. Montrer que la famille B := | J,.p W, est une base
pour la topologie de E.

Ezercice 2. Soit E un ensemble non dénombrable, et soit a € E. Montrer qu’on
définit une topologie T sur E en décrétant qu’'un ensemble O € E est ouvert si : ou
bien O < E\{a}, ou bien a € O et E\O est dénombrable. Montrer ensuite que cette
topologie est séparée, mais ne peut pas étre définie par une distance.

7. Role de la dénombrabilité

7.1. Ensembles dénombrables. Un ensemble D est dit dénombrable si ou
bien D = ¢J, ou bien on peut énumérer les éléments de D comme les termes d’une
suite, i.e. écrire D = {xo,x1,22,...} = {xp; n € N}. Par exemple, N est évidemment
dénombrable, et Z est dénombrable car Z = {0,1,—-1,2,—2,...}.

Remarque 1. Tout ensemble fini est dénombrable.

Démonstration. Si D = {aq,...,an}, on peut écrire D = {aq,...,an,an,an,...}.
O

Remarque 2. Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Démonstration. Soit D' une partie d'un ensemble dénombrable D. Si D' = ¢, il
n’y a rien & démontrer; on suppose donc que D’ # ¢ et on choisit un point a € D’.
Si D = {x,x1,22,...}, on peut alors énumérer D' comme D' = {zf, 2}, 2),...}, ol
x, =xpsiz,eD etz =asix, ¢ D. O
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Remarque 3. Tout ensemble qui peut étre “énuméré par un ensemble dénombrable”
est dénombrable. Autrement dit, si on peut écrire D = {x;; i € I} avec un ensemble
d’indices I dénombrable, alors D est dénombrable.

Démonstration. C’est évident : comme [ est dénombrable, on peut écrire I =
{ig,i1,19,...}, et donc D = {z, 21,29, ...} OU 2z, 1= x;, . O

n

Le résultat suivant est trés important, en particulier parce qu’il permet de fabriquer
des ensembles dénombrables a partir de ceux qu’on connait déja.

PROPOSITION 7.1. L’ensemble N x N est dénombrable.

Démonstration. On peut énumérer NxN en “serpentant” le long des anti-diagonales
A;:={(m,n); m+n=1i},ieN;
autrement dit, en écrivant
N x N = {(0,0),(1,0),(0,1),(0,2),(1,1),(2,0),(3,0),(2,1),...}
(Faire un dessin pour comprendre comment fonctionne ’énumération.) ]

COROLLAIRE 7.2. Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable : si
D1, ..., Dy sont dénombrables, alors D1 X -+ X Dy aussi.

Démonstration. 1l suffit de traiter le cas N = 2 (on procede ensuite par récurrence) ;
et ce cas découle immédiatement de la proposition puisque D1 x Dy s’énumere par N x N
si D1 et D9 sont dénombrables. O

COROLLAIRE 7.3. Q est dénombrable.
Démonstration. Q = {%; (p,q) €Z % N*} s’énumere par Z x N*. O

COROLLAIRE 7.4. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable : si (A;)ier est une famille d’ensembles dénombrables indexée
par un ensemble I lui méme dénombrable, alors A = | J,c; Ai est dénombrable.

Démonstration. Pour tout i € I, on choisit une énumération de A; par N, disons
A; = {xjpn; ne N} Alors A = {z;,; (i,n) € I x N}, donc A est dénombrable car I x N
lest. g

Il est cependant essentiel d’étre bien conscient du fait que tous les ensembles ne
sont pas dénombrables :

EXEMPLE 1. R n’est pas dénombrable.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si D € R est un ensemble dénombrable
quelconque, alors D # R, i.e. de trouver x € R tel que =z ¢ D. Ecrivons D =
{xo,x1,x2,...} : on cherche un point x € R qui soit différent de tous les z,,. Comme R
n’est quand méme pas réduit & 1 point, on peut trouver u € R tel que u # xp, puis un
segment non trivial Iy = [ag, bp] autour de u tel que xy ¢ Iy. Comme 'intervalle ouvert
Jag, bo[ n’est pas réduit & 1 point, on peut ensuite trouver u € Jag, bo[ tel que u # x1,
puis un segment non trivial [a1, b1 ] autour de u tel que [a1,b1] S [ao, bo] et z1 ¢ [a1,b1].
Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite décroissante de segments non
triviaux ([an, bn])n=0 telle que Vn =0 : xz, ¢ [an, b,]. De plus, on peut aussi imposer
a chaque étape que l'intervalle [ay, b,] soit de longueur < 27". D’apres le Théoreme
des segments emboités, I'intersection de tous les segments [a,, b, ] est non-vide, réduite
a 1 point {z}. Alors x # x,, pour tout n = 0, puisque z € [an, b,] et x,, ¢ [an,by]. O
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Remarque. La méme preuve montre que tout intervalle non trivial I < R est non
dénombrable : il suffit de commencer avec un intervalle [ag, by| contenu dans I.

Ezercice 1. Utiliser ce qui précede pour montrer que R\Q est dense dans R.

Ezxercice 2. Montrer que I’ensemble de tous les polynomes a coefficients rationnels
est dénombrable; et en déduire qu’il existe des nombres réels x qui ne sont racines
d’aucune équation P(z) = 0, ou P est un polynéme non nul & coefficients rationnels.
(De tels nombres x sont dits transcendants.)

Voici un exemple peut-étre encore plus important.

EXEMPLE 2. L’ensemble C := {0, 1}" de toutes les suites infinies de 0 et de 1 n’est
pas dénombrable.

Démonstration. Soit D = {x,; n € N} une partie dénombrable quelconque de
{0, 1}, 11 s’agit de montrer que D # {0, 1}, autrement dit de trouver z € {0, 1}V qui
soit différent de tous les x,,. Si on écrit chaque z,, sous la forme

Tn = (2,(0), 2,(1), 2,(2),...),
il suffit de définir z = (2(0),x(1),x(2),...) de sorte que z differe de z,, sur la coor-
donnée d’indice n, pour tout n € N. Autrement dit, on pose pour tout n € N :

1 sizp(n) =0,
z(n) = {o si zn(n) = 1.

Ezercice. Soit ¢ : {0, 1} — R I'application définie par
S
ola) := 3—: pour a = (g, g, g, ... ) € {0, 1}V,
n=0
Montrer que si a # o/, alors [p(a) — p(@/)| = 525w, ol ng est le premier entier tel que
Oy # Q. Conclure que ¢ est injective, et en déduire une autre preuve du fait que R

n’est pas dénombrable.
7.2. Ensembles F, et ensembles Gj.

DEFINITION 7.5. Soit E un espace métrique, et soit A = E. On dit que A est
un ensemble F, si A est réunion dénombrable de fermés; et on dit que A est un
ensemble Gy si A est intersection dénombrable d’ouverts.

FEzercice. Montrer qu'un ensemble M € E est F, si et seulement si E\M est Gj.

PROPOSITION 7.6. Si E est un espace métrique, alors tout fermé de E est un Gy,
et tout ouvert de E est un F.

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout fermé de E est un G (le cas des ouverts
s’en déduira par “passage au complémentaire” ).

Soit C' un fermé quelconque de E. Alors un point x € FE appartient a C si et
seulement si dist(z,C) = 0; ce qui s’écrit encore Yk € N* : dist(z,C) < 1+ On voit
ainsi que

C = ﬂ O ol Oy = {x € E; dist(z,C) < 1/k}.
keN*

Les ensembles Oy sont des ouverts de E par continuité de l'application x +—
dist(z, C); donc C est un Gs. O
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On ne dira rien de plus maintenant sur les ensembles F,, et Gy ; mais les G revien-
dront au Chapitre 6.

7.3. Espaces métriques séparables.

DEFINITION 7.7. On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un
ensemble D € FE a la fois dénombrable et dense dans E.

Le mot “séparable” est certainement tres mal choisi : on a du mal a voir quel en
est le contenu intuitif; et de plus, il est facile de confondre avec le mot “séparé”, alors
que les deux notions n’ont absolument rien en commun. Mais c’est la terminologie en
vigueur depuis toujours.

EXEMPLE 1. R est séparable car Q est dense dans R. De méme, C est séparable
car Q + 7Q est dense dans C.

ExXEMPLE 2. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie, il suffit de montrer
que (KY )| - o) est séparable pour tout N > 1. Comme K est séparable d’apres
I’Exemple 1, on peut choisir un ensemble D € K dénombrable et dense dans K. Alors
DY =D x --- x D est dense dans K = K x --- x K (exo), ce qui prouve que KV est
séparable car DYV est dénombrable. ]

EXEMPLE 3. L’espace (C([0,1]), ] - [«) est séparable.

Démonstration. On sait que les fonctions polynomiales sont denses dans C([0, 1]).
On en déduit (exo) que si on note D I'ensemble des fonctions polynomiales a coefficients
rationnels, alors D est dense dans C([0,1]). Donc C([0,1]) est séparable car D est
dénombrable (exo). O

Exercice 1. Soit E un espace métrique, et soit M < FE. Montrer que si M est
séparable (pour la distance induite), alors M est séparable.

FEzxercice 2. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M < E. Montrer que si M est
séparable (pour la distance induite par la norme de E), alors vect(M) est séparable.

Le théoreme suivant donne une caractérisation tres utile de la séparabilité.

THEOREME 7.8. Pour un espace métrique E, les choses suivantes sont équivalentes.
(1) E est séparable.

(2) E posséde une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration. (1) == (2). Supposons E séparable, et fixons un ensemble
dénombrable dense D < FE. Alors la famille B := {B(z, %), zeD ne N*} est une
base pour la topologie de E car D est dense dans E (c’est le Lemme 6.7); et B est
dénombrable car elle est énumérée par I’ensemble dénombrable D x N*.

(2) = (1). Supposons que E possede une base dénombrable d’ouverts B =
{B;; i € N}. Pour tout i € N, choisissons un point z; € B;. Alors D := {z;; i € N} est
bien entendu dénombrable. Montrons que D est dense dans F.

Soit a € F quelconque, et soit ¢ > 0. Comme B est une base pour la topologie
de E, on peut trouver i € N tel que a € B; et B; € B(a,e). Alors z; € B(a,¢), i.e.
d(z;,a) < €. Ainsi, pour tout a € E et pour tout € > 0, il existe un point z; € D tel
que d(z;,a) < e; et donc D est dense dans F. O
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COROLLAIRE 7.9. Si E est un espace métrique séparable et si M < E, alors M est
séparable.

Démonstration. Soit B une base dénombrable pour la topologie de E. Alors la
famille By := {B n M; B € B} est une base pour la topologie de M (exo, déja posé),
et Bys est dénombrable car elle est énumérée par B. Donc M est séparable par le
théoreme. O

COROLLAIRE 7.10. (propriété de Lindelof)
Soit E un espace métrique séparable. Si (O;)er est une famille quelconque d’ouverts
de E, alors on peut trouver un ensemble dénombrable J < I tel que | J,c; O; = U,es Os-

Démonstration. Soit B une base dénombrable pour la topologie de E, et soit B’ :=
{BeB; Jiel : Bc< O;}. Pour tout B € B, choisissons ip € I tel que B € O,
et posons J := {ip; B € B'}. L’ensemble J est dénombrable car il est énuméré par B’
(qui est dénombrable car c’est une partie de B). Montrons que J convient.

Soit a un point quelconque de | J;.; O, et soit ig € I tel que a € O;,. Comme O,
est ouvert et comme B est une base pour la topologie de E, on peut trouver B € B
tel que a € B et B < O;,. Alors B € B’ par définition de B'; et a € O;, car a € B et
B < O;. Ainsi, a € | J,c; O; - O

Exercice 1. Soit F un espace métrique séparable, et soit {2 un ouvert de E. Montrer
que pour tout € > 0, 'ouvert 2 est réunion dénombrable de boules ouvertes de rayon
inférieur a €.

Ezercice 2. Soit E un espace métrique. On suppose que pour tout € > 0, ’espace

E est réunion dénombrable de boules ouvertes de rayon inférieur a ¢. Montrer que E
est séparable.

PROPOSITION 7.11. Si E est un espace séparable, alors toute famille (2;)ier d’ou-
verts de E non-vides et deux a deux disjoints est nécessairement dénombrable (i.e.
l’ensemble d’indices I est dénombrable).

Démonstration. Soit D = {z,; n € N} un ensemble dénombrable dense dans E.
Comme chaque €; est un ouvert non-vide et comme D est dense dans E, on a Dn§; #
. On peut donc pour tout i € I choisir un entier n(i) € N tel que z,(;) € Q;. Alors
n(i) # n(j) sii # j car ;N Q; = . Autrement dit, 'application i — n(i) est injective.
Donc I est en bijection avec une partie de N, & savoir I’ensemble {n(i); i € I}, et donc
I est dénombrable. O

COROLLAIRE 7.12. Soit (E,d) un espace métrique. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et
une famille non dénombrable (z;);er de points de E qui est e-séparée, i.e. d(x;,xj) > €
si i # j. Alors E n’est pas séparable.

Démonstration. D’apres 'inégalité triangulaire, les boules ouverts €; := B(x;,£/2)
sont deux a deux disjointes (exo, tres facile) ; donc le résultat découle directement de
la proposition. O

EXERCICE. Pour tout A € N, on note 14 la fonction indicatrice de A, considérée
comme élément de 'espace ¢*(N). Calculer |14 — 1p|s si A # B, et en déduire que
¢*(N) n’est pas séparable.






Chapitre 4

Compacité

1. Sous-suites et valeurs d’adhérence

DEFINITION 1.1. Soit E un ensemble, et soit (ux)ren une suite de points de E.
Une sous-suite de (uy) est une suite (u),)nen de la forme ], = ug, , ot (kn)gen est
une suite strictement croissante d’entiers.

Remarque 1. On écrit parfois une sous-suite sous la forme u,, = Ug(n); OU @ : N — N
est strictement croissante.

Remarque 2. Si (ky) est une suite strictement croissante d’entiers, alors k, = n
pour tout k£ € N (exo) ; mais ce n’est pas trés important. Ce qui est trées important est
que k, — o0 quand n — 0.

Remarque 3. Soit (P) une propriété relative aux points de E. Pour une suite
(uk)ken S FE, les choses suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une infinité d’entiers k tels que uy possede la propriété (P)
ii) Il existe une sous-suite (u)) de (uy) telle que u/, possede la propriété (P) pour
n n

tout n € N.

Démonstration. Exo. O

DEFINITION 1.2. Soit E un espace métrique et soit (ug)ren une suite de points de
E. On dit qu’un point a € E est une valeur d’adhérence de la suite (uy) s’il existe
une sous-suite (up,) de (uy) telle que uj, — a. On note vad((uy,)) Uensemble des valeurs
d’adhérences de la suite (ug).

Exemple. Si E :=R et uy, := (—1)* pour tout k € N, alors vad((uy)) = {-1,1}.

REMARQUE 1. Si la suite (uy) converge, uy — a € E, alors vad((ux)) = {a}.

Remarque 2. Une suite peut tres bien posséder exactement une valeur d’adhérence
sans pour autant converger vers cette valeur d’adhérence. Par exemple, si £ := R et

T k si k est pair,
=71 0 sik est impair,

alors vad((uy)) = {0} mais uj ne tend pas vers 0.

Remarque 3. Une suite peut tres bien ne posséder aucune valeur d’adhérence. Par
exemple, F := R et up := k.

67
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Remarque 4. Une suite peut tres bien posséder une infinité de valeurs d’adhérence.
Par exemple, si £ := R et si on définit

2 i k est une puissance de 2,
3 si k est une puissance de 3,
up 1= 5 si k est une puissance de 5,

0 si k n’est pas une puissance d’un nombre premier,

alors Vad((uk)) contient 0 et tous les nombres premiers. (Exo : montrer qu’il n’y a pas
d’autre valeur d’adhérence.)

FEzercice. Soit (ux) une suite de nombres réels. On suppose que ug+1—ug — 0 quand
k — o0. Montrer que vad((ug)) est un intervalle (éventuellement vide) ; autrement dit,
que si a et b sont deux valeurs d’adhérence de (ug), alors tout nombre ¢ € [a,b] est
valeur d’adhérence de (ug).

PROPOSITION 1.3. Soit (E,d) un espace métrique, soit (uy)ren une suite de points
de E, et soit a € E. Les choses suivantes sont équivalentes.

(i) a est une valeur d’adhérence de (uyg).

(ii) Pour tout € > 0, il existe une infinité d’entiers k tels que d(ug,a) < e.

Démonstration. Supposons (i) vérifiée. Soit (ul,) = (ug,) une sous-suite de (ug)
telle que u,, — a. Pour ¢ > 0 donné, on peut trouver ny € N tel que Vn > ny
d(ul,,a) <e. Alors I := {ky; n = no} est infini et Yk € I : d(ux,a) < ; donc (ii) est
vérifiée.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Pour g := 270, on peut (grace a (ii)) trouver
ko € N tel que d(ug,,a) < g¢. Puis, pour g1 := 271, I'ensemble {k € N; d(uy,a) < €1}
est infini par (ii), donc on peut trouver k; > ko tel que d(ug,,a) < 1. Et ainsi de
suite : par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers (kj)pen
telle que Vn e N : d(ug,,a) < 27™. Alors ug, — a, donc (i) est vérifiée. O

COROLLAIRE 1.4. Si E est un espace métrique alors, pour toute suite (uy) de points
de E, on a

vad ((ug)) = ﬂ {up; k> N}.
NeN

En particulier, Vad((uk)) est toujours un fermé de E.

Démonstration. Sion écrit (ii) avec des quantificateurs, on obtient les équivalences
suivantes pour un point a € E :

a€vad((ug)) < Ve >0 : il y a une infinité de k tels que d(ug,a) < e
«— Ve>0VYNeN3Ik=N : dlug,a) <e

— VNGN[V5>03k>N : d(uk,a)<5]
<= VYNeN : ae{u k= N}.

Le lemme suivant est souvent utile.
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LEMME 1.5. Soit E un espace métrique, soit (ug)ren une suite de points de E, et
soit a € E. Si toute sous-suite de (uy) posséde une sous-suite qui tend vers a, alors
ur — a.

Démonstration. Supposons que (ug) ne tende pas vers a. Alors on peut trouver € >
0 tel que VK e N3k > K : d(uk,a) > ¢; autrement dit d(ug,a) = ¢ pour une infinité
d’entiers k. Donc il existe une sous-suite (u),) de (uy) telle que Vn e N : d(u),,a) > e.
Cette sous-suite (u],) n’admet aucune sous-suite qui tende vers a (micro-exo) ; donc on
a prouvé le lemme “par contraposée”. O

Le théoreme suivant est une généralisation du Théoréeme de Bolzano-Weierstrass
sur les suites bornées de nombres réels. Comme on s’en doute, c’est un résultat treés
important.

THEOREME 1.6. (Bolzano-Weierstrass)
Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toute suite bornée (uy) <
FE posséde une sous-suite convergente.

Démonstration. En tant que R-espace vectoriel, E est isomorphe & RY pour un
certain entier N. Si on choisit un isomorphisme .J : E — R et si on pose ||z|| := ||J(z)|
pour z € RV alors || - || est une norme sur RY et E est isométrique & (R™, || - [|)
(exo). De plus, par équivalence des normes sur RY, la norme || - || est équivalente & la
norme | - |lo. On voit donc qu’on peut se ramener au cas ot E = (RV | - [).

Soit (ug)ren une suite bornée dans (RV, || - |lso). On écrit uy = (ug(1), ..., up(N)).
La suite (ug(1))gen est bornée dans R; donc elle posseéde une sous-suite convergente

par le Théoréeme de Bolzano-Weierstrass classique. On a donc une sous-suite (u,) de

(u) et un nombre réel a(1) tels que u), (1) LN a(1). Maintenant, la suite (u),(2))nen

est bornée dans R, donc on a une sous-suite (u!) de (u),) telle que ! (2) — a(2) € R.
Alors (u!) est une sous-suite de (uy) telle que /(1) — a(1) et u(2) — a(2). En

répétant N fois ce raisonnement, on obtient une sous-suite (v,) = (u%N))neN de (ug)

et des nombres réels a(1),a(2),...,a(N) tels que v,(j) — a(j) quand n — oo pour
j=1,2,...,N. Sion pose a:= (a(l),...,a(N)) € RV, alors v, — a coordonnée par
coordonnée, donc pour la norme | - ||o. O

Ezercice 1. Pour k € N, soit uy, := 1y, € £°(N). Montrer que la suite (u)ren ne
posseéde aucune sous-suite convergente.

Ezercice 2. Soit (Py)ken une suite de polynomes de degré < 347 telle que Yk e N

Sé | P(t)| dt < 74. Montrer que (Py) posseéde une sous-suite qui converge uniformément
sur [—1000, 9000].

1.1. Digression : le “Théoreme de Riesz”. Le résultat suivant montre que le
Théoréeme de Bolzano-Weierstrass est en fait une caractérisation des evn de dimension
finie.

THEOREME 1.7. Si E est un espace vectoriel normé de dimension infinie, alors il
existe une suite (ug)geny S E telle que |ug| = 1 pour tout k € N et |ur, — up|| = 1/2
pour tous k, k' € N tels que k # k'. En particulier : dans tout evn de dimension infinie,
il existe des suites bornées qui ne possedent aucune sous-suite convergente.

Démonstration. La preuve repose sur les deux faits suivants.
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FaiT 1. Si F € FE est un sous-espace vectoriel de dimension finie, alors F' est fermé
dans F.

Preuve du Fait 1. Soit (uy)keny une suite d’éléments de F' telle que up — u € E :
on veut montrer que u € F. Comme la suite (ux) converge dans E, elle est bornée.
D’apres le Théoreme de Bolzano Weierstrass appliqué a F, la suite (uy) possede une
sous-suite (u],) qui converge vers un point v’ € F. Mais u,, — u puisque u; — u; donc
u' = u par unicité de la limite, et donc u € F. ]

Fair 2. Si F € E est un sous-espace vectoriel fermé tel que F' # F, alors on peut
trouver u € E tel que |ul| =1 et dist(u, F') > 1/2.

Preuve du Fait 2. Soit x € E tel que x € F. Comme F' est fermé dans E, on a
dist(z, F) > 0, et donc dist(x, F') < 2dist(z, F'). Par définition de dist(z, F'), on peut

donc trouver f € F' tel que |z — f| < 2dist(x, F'). Si on pose u := ﬁ, ce qui est
possible car x # f, alors ||ul| = 1 et, comme F' est un espace vectoriel et f € F
1 1 1
dist(u, F) = ————dist(z — f, F) = ——— dist(z, F') = =-
’ |z — /] |z — /I ’ 2
U
On peut maintenant démontrer le théoreme. Soit ug € E tel que |ug| = 1. Par le

Fait 1, Fy := vect(up) est un sous-espace fermé de E, et Fjy # E puisque dim(F) = o0.
Par le Fait 2, on peut donc trouver u; € E tel que |u1| et dist(uy, Fy) = 1/2; en
particulier, |u; — ug| = 1/2. En répétant ce raisonnement avec F} := vect(ug, ug), on
peut maintenant trouver ug € E tel que ||ug| = 1 et dist(ug, F1) = 1/2; en particulier,
|ug —ug| = 1/2 et |ug —uq|| = 1/2. Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une

suite (ug)ken S F telle que |ug| = 1 pour tout k € Net Vb =1 @ |up —u;| = 1/2
pour i =0,...,k — 1. On a alors ||uy — ug|| = 1/2 pour tous k, k" € N tels que k # k’;
donc la suite (uy) ne possede aucune sous-suite convergente (micro-exo). O

2. Espaces métriques compacts
2.1. Définition et exemples “immédiats”.

DEFINITION 2.1. Soit (K, d) un espace métrique. On dit que K est compact si toute
suite de points de K posséde au moins une valeur d’adhérence dans K. Autrement dit,
K est compact si toute suite (ug)ren S K posséde une sous-suite (ul,) qui converge
vers un point a € K.

Remarque 1. La compacité est une “propriété topologique” : si (K, d) est compact,
alors (K, d') est compact pour toute distance d’ topologiquement équivalente & d.

REMARQUE 2. Soit K un espace métrique compact, et soit (ux) une suite de points
de K. Alors (ug) est convergente si et seulement si elle possede exactement une valeur
d’adhérence.

Démonstration. Une implication est évidente. Inversement, supposons que (uy)
possede exactement une valeur d’adhérence, et notons a cette valeur d’adhérence.
Comme K est compact, toute sous-suite (u),) de (ug) posséde une sous-suite conver-
gente (u), et on a nécessairement lim u/ = a puisque a est la seule valeur d’adhérence
de (ug). Donc u; — a d’apres le Lemme 1.5. O
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Remarque 3. Soit (E,d) un espace métrique, et soit K < E. On dit que K est un
compact de F si K est compact pour la distance induite, i.e. si 'espace métrique
(K, d|gx k) est compact.

EXEMPLE 1. Tout intervalle fermé borné [a,b] < R est compact.

Démonstration. Soit (uy)ken une suite de points de [a, b]. Comme (uy) est bornée,
elle possede une sous-suite (u},) qui converge vers un point z € R, d’apres le Théoréme
de Bolzano -Weierstrass ; et comme les u,, sont dans [a, b] et que [a, b] est un fermé de
R, on a x € [a,b]. Ainsi, toute suite (ux) S [a,b] posseéde une valeur d’adhérence dans
[a,b]; autrement dit [a, b] est compact. O

EXEMPLE 2. R n’est pas compact.

Démonstration. la suite ug := k ne possede aucun valeur d’adhérence dans R car

EXEMPLE 3. Tout espace métrique fini est compact.

Démonstration. Soit K un espace métrique fini. Si (uy)ken est une suite de points
de K alors, comme K est fini et que N est infini, il existe un point a € K tel que
ur = a pour une infinité d’entiers k£ € N. On a ainsi une sous-suite (u},) de (uy) telle
que Yn € N : u), = a, et il est difficile de faire plus convergente que cette sous-suite

(ul). O

n

EXEMPLE 4. Soit E un espace métrique. Si (x;)en est une suite de points de E
qui converge vers un point zo, € E, alors K := {zs} U {x;; | € N} est un compact de
E.

Démonstration. Soit (ug)ren une suite de points de K. On veut montrer que (uy)
possede une sous-suite (u)) qui converge vers un point a € K ; et pour cela, on va
distinguer 2 cas.

Supposons d’abord qu’il existe un entier L tel que u;p = xy pour une infinité de
k € N. Alors, (ug) posséde une sous-suite (u]) constamment égale & xy, qui converge
assurément vers a := xy, € K.

Supposons maintenant que pour tout [ € N, 'ensemble {k € N; uj = x;} soit fini. On
va construire par récurrence une sous-suite (u},) = (uy, ) qui convient. Pour commencer,
on choisit un entier kg tel que ug, # xo. Ensuite, 'ensemble {k € N; u = 29 ou x1}
est fini, donc 'ensemble {k € N; wup # o et up # 1} est infini, et donc on peut
trouver un entier k; > ko tel que ug, # zo et ug, # x1. Et ainsi de suite : par
récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers (k,)nen telle que
VneN : wug, #zo,...,r,. Comme les uy, sont dans K, on voit donc que pour tout
n € N : ou bien u, = x4, ou bien ug, = z;, pour un certain entier /,, > n. Comme
x] — Top quand [ — 00, on en déduit que la sous-suite (ug, ) tend vers a := xo, € K. 0O

La remarque suivants montre qu’il faut lire attentivement la définition d’un com-
pact ; et accessoirement, il est bon de connaitre la définition a laquelle cette remarque
donne lieu.

REMARQUE 2.2. Soit E' un espace métrique, et soit A € E. Les choses suivantes
sont équivalentes.

(1) Toute suite (ug)ken S A posseéde une sous-suite qui converge dans E.
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(2) A est un compact de E.

Dans ce cas, on dit que A est relativement compact dans E.

Démonstration. L’implication (2) = (1) est claire (micro-exo). Inversement, sup-
posons (1) vérifiée et montrons que A est compact.

Soit (u) une suite de points de A. Par définition de A, on peut, pour tout k € N,
choisir un point 2 € A tel que d(@g, ux) < 27%. On obtient ainsi une suite () de
points de A. Par (1), cette suite possede une sous-suite (U, )neny qui converge vers
un point a € E. Comme les 7y, sont dans A, le point a appartient & A. Et comme
d(ug,,a) < d(ug,,Uy,) + d(Uy,,a) < 27% + d(Ty,,a), on voit que uy, — a. Ainsi,
toute suite (uy) S A posséde une sous-suite (u),) = (u,) qui converge vers un point

de A. O
2.2. Compacts et fermés.

PROPOSITION 2.3. Soit E un espace métrique.
(1) Tout compact de E est fermé dans E.

(2) Si E est un espace vectoriel normé, alors tout compact de E est a la fois fermé
et borné.

Démonstration. (1) Soit K un compact de E. On veut montrer que si (ug) est une
suite de points de K qui converge vers un point a € E, alors a € K. Comme K est
compact, la suite (uy) posséde une sous-suite (u),) qui converge vers un point a’ € K.
Mais u], — a puisque (u]) est une sous-suite de (ug). Donc o’ = a par unicité de la
limite ; et donc a € K.

(2) Soit K un compact de 'evn E. On sait déja que K est fermé. Si K n’était pas
borné, on pourrait trouver, pour tout k£ € N, un point uy € K tel que |uy| > k. La suite
(ug) ainsi construite ne possede aucune sous-suite convergente puisque |uy| — o0 ce
qui contredit la compacité de K. O

COROLLAIRE 2.4. Tout compact K < R possede un plus petit et un plus grand
élément.

Démonstration. Comme K est borné, m := inf(K) et M := sup(K) sont des
nombres réels bien définis ; et comme K est fermé, m et M appartiennent a K (puisque
la borne supérieure et la borne inférieure de tout ensemble A € R appartiennent & A). ]

PROPOSITION 2.5. Si E est un espace métrique compact, alors tout fermé de E
est compact.

Démonstration. Soit C' un fermé de E, et soit (uy) une suite quelconque de points
de C. Comme E est compact, la suite (uy) posséde une sous-suite (ul,) qui converge
vers un point a € E; et comme C' est fermé dans F, le point a appartient en fait a C.
Ainsi, toute suite (ur) € C posseéde une sous-suite qui converge dans C'; donc C' est
compact. ]

2.3. Compacts en dimension finie. Le théoréme suivant (particulierement fa-
cile & appliquer) donne une caractérisation constamment utilisée des compacts dans
un evn de dimension finie.

THEOREME 2.6. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors les
compacts de E sont exactement les ensembles fermés bornés.
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Démonstration. On a déja vu que tout compact de F est fermé borné. Inversement,
soit K € F un ensemble fermé borné, et soit (uy) une suite quelconque de points de
E. Comme K est bornée, la suite (ug) est bornée. D’apres le Théoréme de Bolzano-
Weierstrass (applicable car dim(E) < o0), la suite (uy) posséde une sous-suite (u},) qui
converge vers un point a € F; et le point a appartient a K car K est fermé dans F.
Donc K est compact. 0]

REMARQUE. D’apres le Théoreme 1.7, ce résultat n’est valable qu’en dimension
finie : si E' est un evn de dimension infinie, alors Br := {u € E; |Ju| < 1} est un
ensemble fermé borné qui n’est pas compact.

COROLLAIRE 2.7. Soit E un evn de dimension finie. Pour tout ensemble A € F,
on a l'équivalence suivante : A est relativement compact dans E <= A est borné.

Démonstration. Si A est compact, alors A est borné, donc A aussi puisque A € A.
Inversement, si A est borné, alors A aussi (exo0), donc A est compact car fermé borné
en dimension finie. O

EXEMPLE. L’intervalle [0, 27| et le cercle T ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Le cercle T est compact car fermé borné dans F := C, et 'intervalle
[0, 27[ n’est pas compact car il n’est pas fermé dans R. O

Exercice 1. Montrer que pour tout N € N*, I’ensemble
N
EN:{$:(.%’1,,Q}N)€RN,$J2O et E.I'j:l}
j=1

est un compact de RY. Dessiner ¥y et Y.

Ezercice 2. Montrer que I’ensemble des matrices orthogonales est un compact de
My (R).

2.4. Produits finis. Le résultat suivant, facile & démontrer, est un cas tres par-
ticulier du Théoréme de Tikhonov.

PROPOSITION 2.8. Si Eq,...,EN sont des espaces métriques compacts, alors E :=
E x -+ x En est compact.

Démonstration. Aux notations pres, la preuve est identique & celle du Théoreme
de Bolzano-Weierstrass dans un espace vectoriel normé de dimension finie. On la laisse
donc en exo. 0

2.5. Unions, intersection. la proposition suivante doit faire penser aux pro-
priétés de stabilité de la famille des fermés d’un espace métrique.

PROPOSITION 2.9. Soit E un espace métrique.
(1) Si Ky,...,Ky sont des compacts de E, alors K := Ky u---U Ky est compact.

(2) Si (Ki)ier est une famille quelconque de compacts de E, alors K := (\,o; K;
est compact.
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Démonstration. (1) Soit (uy)ken une suite de points de K = Kju---u Ky. Comme
il y a une infinité d’entiers k € N et un nombre fini de Kj, il existe au moins un
Jo € [1,N] tel que K, contient u; pour une infinité d’entiers k. Donc (uy) possede
une sous-suite (u;,) telle que Vn € N : u), € Kj,. Comme K}, est compact, la suite
(u7,) possede une sous-suite (uy) qui converge vers un point a € Kj,. Alors (uj,) est
une sous-suite de (ug) qui converge vers un point de K.

(2) Fixons un iy € I. On peut écrire K = (),.; Ci, ou C; := K; n K;,. Chaque C;
est un fermé de Kj,, car le compact K; est fermé dans E. Donc K = ﬂie ;1 Ci est un
fermé de K, ; et donc K est compact puisque K, est compact. O

3. Compacts emboités

Le résultat suivant est tres utile; on s’en servira plusieurs fois.

LEMME 3.1. (Théoréeme des compacts emboités)
Soit E un espace métrique. Si (K, )nen est une suite décroissante de compacts non-
vides de E, alors [,y Kn # &. De maniére équivalente : si (K,) est une suite
décroissante de compacts de E telle que (), .y Kn = &, alors il existe un ng tel que

Ky, = .

Démonstration. Soit (K )nen une suite décroissante de compacts non-vides de E.
Pour tout m € N, choisissons un point z,, € K,,. Comme la suite (K,,) est décroissante,
tous les x, appartiennent a Ky, qui est compact. Donc la suite (x,,) posséde une sous-
suite (74 )ien qui converge vers un point a € Ko. Si on fixe n € N, alors ¢(I) > n pour
tout [ assez grand (en fait, pour tout [ = n). Donc T4y € Ky pour tout [ assez grand ;
et donc a = limzyq) € K, car K, étant compact, est un fermé de E. Ainsi, le point
a appartient & K,, pour tout n € N, et donc (). Kn # &. ]

neN

COROLLAIRE 3.2. Soit E un espace métriqgue compact. Si (Cp)nen est une suite
décroissante de fermés non-vides de E, alors (), Cn # &.

REMARQUE 3.3. Le Corollaire 3.2 est une caractérisation de la compacité : si F est
un espace métrique ayant la propriété que toute suite décroissante de fermés non-vides
de F a une intersection non-vide, alors F est compact.

Démonstration. Soit E un espace métrique possédant cette propriété, et soit (uy)
une suite quelconque de points de £. On a vu que

Vad((uk)) = ﬂ Cn, ouC,:={ug; k=n}.

neN

Par définition, les C), sont des fermés non-vides de E'; et la suite (C,) est visiblement
décroissante. Donc vad((ux)) # &, pour toute suite (uy) < E. O

3.1. Illustration : le “Théoréme de Dini”. Comme application du Théoreme
des compacts emboités, on va démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 3.4. Soit K un espace métrique compact, et soit (fn)nen une suite
de fonctions continues, f, : K — R. On suppose que la suite (f,) est monotone, et
qu’elle converge simplement wvers une fonction f : K — R continue. Alors f, — f
uniformément.
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Démonstration. Supposons par exemple que la suite (f,,) soit décroissante. Si on
pose gn(t) := fn(t) — f(t), alors les g, sont continues car f et les f,, le sont, la suite
(gn) est décroissante, et g, (t) — 0 pour tout ¢t € K.

Soit € > 0 quelconque : on cherche un entier N tel |f,(t) — f(t)] < € pour tout
n = N et pour tout t € K. Autrement dit, comme |f,,(t) — f(t)| = gn(t) et que la suite
gn) est décroissante, on cherche un entier N tel que

Vie K : gn(t) <e.
Introduisons alors les ensembles suivants : pour n € N,
Cp = {te K; gn(t) = e}

Comme les g, sont continues, les C), sont des fermés de K ; et comme la suite (gy)
est décroissante, la suite (C,) est décroissante. De plus, comme g, (t) — 0 pour tout
te K,ona(),yCn = (micro-exo). Par le Théoreme des compacts emboités (K
est compact...), il existe donc un entier N tel que Cy = ¢J; ce qui est exactement la
conclusion souhaitée. ]

4. Compacité et continuité

4.1. Image continue d’un compact. Le théoreme suivant est tres général, tres
important, et ... tres facile & démontrer.

THEOREME 4.1. Soient E et F deux espaces métriques. Si f : E — F est une
application continue alors, pour tout compact K < E, l’ensemble f(K) est un compact
de F. Autrement dit : 'image continue d’un compact est un compact.

Démonstration. Soit (ug) une suite de points de f(K). Pour tout k € N, choisissons
un point x € K tel que up = f(zx). Comme K est compact ; la suite () possede une
sous-suite (z],) qui converge vers un point = € K. Alors u!, := f(x]) — f(z) := a par
continuité de f. Ainsi, toute suite (uy) < f(K) possede une sous-suite qui converge
vers un point a € f(K). O

COROLLAIRE 4.2. Soient E et F' deux espaces métriques, avec E compact. Si f :
E — F est une bijection continue, alors f est un homéomorphisme, i.e. f~1: F - E
est continue.

Démonstration. 11 suffit de montrer que ( ffl)fl(C') est fermé dans F pour tout
fermé C' < E, i.e que f(C) est fermé dans F'. Mais ceci est clair : comme E est compact,
le fermé C est compact, donc f(C) est compact car f est continue, et donc f(C') est
fermé dans F'. O

COROLLAIRE 4.3. Soient E et ' deux espaces métriques, et soit f : E — F. On
note Gy le graphe de f,

Gri={(z,y) e Ex F; y = f(z)}.
(i) Si Gy est un compact de E x F, alors f est continue.

(ii) Plus généralement, si f est a valeurs dans un compact L < F et si Gy est un
fermé de E x F, alors f est continue.

Remarque 1. (i) s’appelle le Lemme du graphe compact.
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REMARQUE 2. Le graphe d’une application continue f : E — F est toujours un
fermé de E x F (exo). La réciproque est fausse : par exemple, la fonction f: R — R
définie par f(0) := 0 et f(z) := 1/x pour z # 0 n’est pas continue, mais son graphe
est fermé dans R x R (exo). Cependant, (ii) montre que si f : R — R est une fonction
bornée dont le graphe est fermé, alors f est nécessairement continue.

Preuve du Corollaire 4.3. (i) Il suffit de montrer que f~1(C) est fermé dans E pour
tout fermé C' < F. Pour utiliser ce qu’on sait, il faut arriver & exprimer f~(C) a 'aide
de Gy. En notant g : B x ' — FE et mp : E x ' — F' les applications coordonnées,
on a

e = {;p e E; np(z, f(z)) € C}
- {ze B (@ f(2) e 73 (0)}
= ms(Gy a7l (0)).

Comime WEI(C) est un fermé de F x F' par continuité de 'application 7, ’ensemble
A:=Grn ﬂ'El(C) est un fermé de G, donc un compact de I/ x F' car Gy est compact.
Donc f~1(C) = 7g(A) est compact par continuité de g, et donc c’est un fermé de F.

(ii) On commence par démontrer le fait général suivant.

Farr. Pour montrer que f : EF — F est continue, il suffit de prouver que la
restriction de f a tout compact K € E est continue.

Preuve du Fait. Supposons que f|x soit continue pour tout compact K < E. Soit
(ug) une suite de points de E convergeant vers u € E. Comme uy — u, l'ensemble
K := {u} U {uy; k € N} est un compact de F; donc fix est continue, et donc f(uy) —
f(u). Par conséquent, f est continue. O

Supposons maintenant que f : £ — F soit a valeurs dans un compact L < F.
On peut ainsi considérer f comme une application de F dans L. Si K est un compact
quelconque de E, le graphe de f|x est égal a Gy n (K x L). Comme G est fermé dans
E x F et que K x L est compact, le graphe de f|x est donc compact (en tant que fermé
d’un compact). Donc ik est continue d’apres (i) ; et donc f est continue d’apres le Fait,
puisque K est un compact quelconque de F. ]

Ezercice. Démontrer le Corollaire 4.3 “directement”, i.e. en utilisant uniquement
la définition de la compacité.

Voici une petite illustration des résultats précédents.

EXEMPLE. Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné non trivial. Si v : [a, b] — C est
une application continue telle que )[4 est injective et v(b) = v(a), alors I' := v([a, b])
est homéomorphe au cercle T.

Démonstration. Comme [a,b] est homéomorphe a [0,27], on peut supposer que
[a,b] = [0,27]. Soit ¥ = T — I' 'application définie comme suit :

vt e [0,27] : F(e™) = (t).

Comme g2 €st injective, il est assez apparent que 7 est une bijection de T sur I'
(micro-exo). Pour conclure, il suffit de montrer que 7 est également continue : en effet,
comme T est compact, on en déduira que ¥ est un homéomorphisme par le Corollaire
4.2, et donc que I' et T sont homéomorphes.
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Comme (27) = 7(0), on voit qu'on a J(e') = ~(t) pour tout t € [0,27] et pas
seulement pour ¢ € [0, 27[. Donc, si on note G € T x T le graphe de 7, alors on peut
écrire

G = {(z,w) eTxT; Itel0,2n] : z= et et w = v(t)}.
Par conséquent, on a G = f([0,27]), ou f : [0,27] — T x I est Papplication définie par
f(t) == (e, 4(t)). Comme I'application f est continue (puisque 7 est continue) et que
[0,27] est compact, on en déduit que G est compact. Donc 4 est continue d’apres le
Lemme du graphe compact. (Exo : démontrer la continuité de ¥ sans utiliser le Lemme
du graphe compact.) O

4.2. Optimisation. Du Théoreme 4.1, on déduit tres facilement le résultat sui-
vant.

THEOREME 4.4. Soit E un espace métrique, et soit f : E — R une fonction
continue. Si K est un compact de E, alors fi posséde un mazimum et un minimum.

Démonstration. Par le Théoreme 4.1, f(K) est un compact de R, donc possede un
plus petit et un plus grand élément. O

Voici une conséquence immédiate, qui formalise la trés importante idée suivante :
la compacité donne de 'uniformité.

COROLLAIRE 4.5. Soit f : E — R une fonction continue, et soit c € R. On suppose
quon a f(x) < ¢ pour tout x € E. Alors, pour tout compact K < E, il existe une
constante ag < c telle que Vx € K : f(x) < ag. (Résultat analogue si f(x) > ¢ pour
tout v € E.)

Démonstration. C’est évident : la restriction de f a K possede un maximum, atteint
en un point zp € K ; donc Vz e K : f(z) < ax := f(xo) <c. O

COROLLAIRE 4.6. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit C
un fermé non-vide de E. Si f : C' — R est une fonction continue telle que f(x) — +00
quand |z| — oo, alors f posséde un minimum.

Démonstration. La “difficulté” est que C' n’est pas compact ; mais ’hypothese faite
sur f permet de la contourner en se ramenant & un compact.

Fixons a € C, et posons K := {x € C; f(z) < f(a)}. L’ensemble K est un fermé
de E car C est fermé et f est continue. De plus, K est également borné : en effet,
s’il ne I’était pas, on pourrait trouver une suite (x,) € K telle que |z,| — o0, donc
telle que f(x,) — +00, ce qui est absurde puisque f(x,) < f(a) pour tout n. Comme
dim(E) < oo, on en déduit que K est compact; et K # (J puisque a € K. Par
continuité, la restriction de f & K possede un minimum, atteint en un point xg € K.
On a ainsi f(z9) < f(x) pour tout x € K ; et on a également f(zg) < f(x) pour tout
x € C\K puisqu'un tel x vérifie f(x) > f(a) = f(zo). Donc f(xg) est bien la valeur
minimale prise par f sur tout l’ensemble C. O

Autre preuve. On va utiliser le Théoréme des compacts emboités. Posons
m :=inf {f(z); v € C},
qui est un élément bien défini de R U {—w0} car C # . Il suffit de montrer qu'il existe

un point = € C tel que f(z) = m, ce qui prouvera en méme temps que m > —o0 et que
f possede un minimum.
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Soit (au )nen une suite décroissante de nombres réels telle que o, — m et o, > m
pour tout n € N. Pour n € N, posons

K, :={zxeC; f(z) < a,}.

Comme f est continue, les K, sont des fermés de C, donc des fermés de E puisque
C' est fermé dans F; et comme f(x) — +00 quand ||x|| — o0, on voit que les K, sont
également bornés (exo). Donc les K, sont des compacts de E puisque dim(E) < o0. De
plus, la suite (K,) est décroissante car (a,) est décroissante. Enfin, les K, sont tous
non-vides par définition de m, puisque «, > m pour tout n € N. D’apres le Théoreme
des compacts emboités, on a donc [,y Kn # . Soit z € (),on Kn :0n a f(z) < ap
pour tout n € N, donc f(x) < m puisque «,, — m, et donc f(x) = m par définition de
m. O

Ezercice. Soit E un espace métrique, et soit f : £ — R. On suppose que pour
tout M € R, l'ensemble {x € E; f(x) < M} est compact. Montrer que f possede un
minimum.

On va maintenant donner quelques exemples d’illustration du Théoreme 4.4 et de
ses corollaires.

EXEMPLE 1. Soient D := {z € C; |2|] <1} et U := {z € C; Re(z) > 0}. Si K est un
compact de D, alors il existe une constante o < 1 telle que Vz € K : |z| < a. Si K est
un compact de U, alors il existe une constante a > 0 telle que Vz € U : Re(z) > a.

Démonstration. Soit K un compact de D. La fonction f : D — R définie par
f(2) := |z| est continue, et on a f(z) < 1 pour tout z € D; d’ou l'existence de la
constante « par le Corollaire 4.5. Méme preuve pour un compact K € U (exo). O

EXEMPLE 2. Soit O un ouvert deBN. Si K est un compact de O, alors on peut
trouver un ouvert W tel que K € W, W est compact et W < O.

Démonstration. Fixons une norme sur RY et notons d la distance associée. La
fonction f: RY — R définie par f(u) := dist (u, RN \O) est continue; et comme RV\O
est un fermé de RY, on a f(u) > 0 pour tout u € O. Comme K est un compact de O,
il existe donc une constante o > 0 telle que

Vue K : dist(u,RM\O) > a.
Posons alors
W = {u e RY: dist(u,K) < a/2}.
L’ensemble W est ouvert par continuité de la fonction u — dist (u, RN \O) Il est aussi
borné car le compact K est borné (exo); donc W est compact car on est en dimension
finie. De plus, il est clair que K = W. Pour conclure, il suffit donc de montrer que
W < O. Si u € W, alors dist(u,K) < a/2 (exo), donc on peut trouver x € K tel
que d(u,z) < 2a/3; et comme dist(z, RV\0) > a, on en déduit que u ¢ RM\O, i.e.
ue 0. O

EXEMPLE 3. Soient X un espace vectoriel normé, et soit C' un fermé non-vide de
X. On suppose que C' est contenu dans un sous-espace vectoriel E de dimension finie.
Alors, pour tout a € X, il existe au moins 1 point u € C tel que ||a — u| = dist(a, C).

Démonstration. Soit f : C'— R la fonction définie par f(u) := |a —ul|. La fonction
f est continue, et comme f(u) > |u| — |a, on voit que f(u) — +o0 quand |u]| — oo.
Donc f possede un minimum ; ce qui est la conclusion souhaitée. ]
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EXEMPLE 4. (“Théoreme fondamental de I'algebre”)
Si P est un polynéme non constant a coefficients complexes, alors P possede au moins
une racine complexe.

Démonstration. Comme toute fonction polynomiale est continue, la fonction z —
|P(2)] est continue sur C par composition. De plus, |P(z)| — +00 quand |z| — 400 car
P est non constant (exo). Donc |P(z)| posséde un minimum sur C par le Corollaire
4.6 : il existe zp € C tel que Yz € C : |P(20)] < |P(2)|. Quitte & remplacer P par le
polynéme P(z + zp), on peut également supposer que zgp = 0. On a ainsi

Vze C : [P(0)] < |P(2)];

et il s’agit de montrer que P(0) = 0. Supposons que P(0) # 0, et essayons d’obtenir
une contradiction. Quitte a remplacer P par % P, on peut supposer que P(0) = 1.

Comme P est non constant et P(0) = 1, on peut écrire
P(2) =14 ¢p2™ + 2™1Q(2),
oum =1, ¢ #0 et @ est un polynéome (éventuellement nul). Autrement dit,
P(z) =14 cpnz™(1+¢(2)),
oue(z) := éz@(z) Comme la fonction polynomiale Q(z) est continue, on voit que
e(z) >0 quand z — 0.
L’inégalité 1 = |P(0)| < |P(z)| s’écrit maintenant comme suit :
VzeC : [14+cnz™(1+¢(2))| = 1.

Voici maintenant le point clé : comme m > 1, tout nombre complexe de module
imb __ _‘Cm|

1 possede des racines m-iemes; donc on peut choisir 6 € R tel que e oy e
cme™ = —|c,n|. En prenant z = re?® dans I'inégalité précédente, on obtient ainsi
(+) vr>0:h—khwﬂl+dwﬁw>1.

Choisissons alors 7 > 0 tel que |c,|r™ < 1 et |e(re??)| < 1/2, ce qui est possible
puisque £(z) — 0 quand z — 0. Par (%), on a

1< ‘1 — ]cm\rm‘ + ‘|cm\rm€(rei9)‘
1
< |1 = lemlr™| + §|cm]rm
1
=1—|ep|r™ + §]cm\7“m
1= e <1
= 5lcmlr .

On a donc obtenu la contradiction cherchée. O

EXEMPLE 5. Si A € My (R) est une matrice symétrique, alors A posseéde au moins
une valeur propre réelle.

Démonstration. Comme on le sait, ce résultat est le point clé dans la preuve du
Théoréme spectral, selon lequel toute matrice symétrique réelle est diagonalisable
en base orthonormée : une fois ce point acquis, on obtient le Théoréeme spectral par un
argument standard d’algebre linéaire (récurrence sur la dimension).
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Dans ce qui suit, on note | - | la norme euclidienne sur RY, et ( , ) le produit
scalaire canonique.

Soit S la sphere unité de RV,
S:={ueRY; |u| =1}.

Par définition, S est un fermé borné de RY, donc un ensemble compact. De plus, la
fonction u — (Au,u) est visiblement continue sur S. Donc il existe un point ug € S' tel
que

(Aug, up) = sup {{(Au,uy; ue S} =\

Soit maintenant B : RY x RY — R la forme bilinéaire définie par

B(z,y) == M z,y) — (Az, y).
Comme A est symétrique, B et une forme bilinéaire symétrique. De plus, B est positive
par définition de A : on a bien sur B(0,0) = 0; et si x # 0, alors

B(z,z) = Az[* - (Az, 2)

= |l (A— <A|i||i|>>

S.

=0 car u := L €
||

Par définition de ug, on a B(ug,ug) = Aluo||* — (Aug,upy = A — A = 0. D’apres
Iinégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la forme bilinéaire positive B, on en déduit
que

¥y e RN ¢ |B(uo, y)| < Bluo,ue)"? By, y)"/* = 0.
Donc B(zg,y) = 0, autrement dit
A ug — Aug,yy =0 pour tout y € RV.

Par conséquent Aug — Aug = 0; et donc A est valeur propre de A puisque ug # 0. [

Voici pour finir un dernier exemple : une version pour enfants du Théoréme des
fonctions implicites. On suppose connues les notions de base de calcul différentiel.

EXEMPLE 6. Soit A un espace métrique,  un ouvert de RV et F': A x Q — RV,
On suppose que F' est continue sur A x Q, que F(A,y) est différentiable par rapport
ay € Q, et que 'application (\,y) — D, F()\,y) est continue de A x  dans L(RY).
Si (Mo, o) € A x  est tel que F(Ag,y0) = 0 et si application linéaire Dy F'(Ao,yo)
est inversible, alors il existe un voisinage ouvert V' de Ay et une application continue
y:V—o>Qtelsque VAeV : F(\y(\) =0.

Démonstration. Dans ce qui suit, on utilisera la norme euclidienne sur RY.

FarT 1. Il existe un voisinage Vg de Ao, une boule ouvert B = B(yo,r) avec B <cQ
et une constante ¢ > 0 tels que : D, F'(\,y) est inversible pour tout (\,y) € Vo x B et
IF(\, ") — F(\y)| = cly — y| pour tout X € Vy et pour tous y,y’ € B.

Preuve du Fait 1. Supposons d’abord que DFy (Ao, yo) = Id. Par continuité de I’ap-
plication (A, y) — Dy(\,y), on peut alors trouver un voisinage ouvert V; de Ag et une
boule B = B(yo, ) tels que B € Qet |DyF(\,y)—Id| < 1/2 pour tout (\,y) € Vo x B.
Cela entraine en particulier que Dy F()\,y) est inversible pour tout (\,y) € Vo x B.
(Voir le Corollaire 3.3 du Chapitre 6. Plus simplement, observer que si T € L(RY) vérifie
|T — Id| < 1, alors T est injectif — exo — et donc inversible car on est en dimension finie.)
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En observant que [F(A\¢') = FO\y)| = v —y| — [(F(X\ ) —¢) — (F(\y) —y)|
et en utilisant 'inégalité des accroissements finis, on montre ensuite (exo) qu’on a
IF(\y") = F(\ )l = (1/2) |y' — y]| pour tout A € Vg et pour tous y,3' € B.

Dans le cas général, on applique ce qui précede a F:=L 'oFouL:= DyF(Xo,v0),
et on obtient la conclusion souhaitée avec ¢ := 1/2|[L7Y| (exo). O

Remargue. La minoration |[F'(A,y') — F(A,y)|| = c[y’ — y| entraine en particulier
que pour tout A € Vp, application y — F'()\,y) est injective sur B.

Comme F(Ag,y0) = 0 et que l'application A — F(\,yg) est continue, on peut
trouver un voisinage Vjj de Ag tel que |[F(\, yo)| < er/3 pour tout A € V. On pose
alors V :=Vp n V.

FAIT 2. Si Ae V, alors |[F(A\,y)| > [|[F(A,yo0)| pour tout y € 0B.

Prewve du Fait 2. Siy € 0B, alors |y —yo| = r; donc |[F(\,y) — F(\ y0)|| = cr, et
donc |F(\g)| > er — |[FQho,)] > er — er/3 = 26r/3 > [F(\30)]. .

FarT 3. Pour tout A € V, il existe un unique y € B tel que F(\,y) = 0.

Preuve du Fait 3. Fixons A € V, et considérons la fonction ® : B — R définie par
®(y) := |F(\ y)||>. Cette fonction est continue sur B, et différentiable sur la boule
ouverte B avec D®(y)-h = 2(DyF(\,y)-h, F(\,y)) pour tout h € RY (exo classique).

Comme B est un compact de R, la fonction ® possede un minimum sur B, atteint
en un certain point yy. Par le Fait 2, le point y) ne peut pas appartenir & 0B. Donc
yx appartient a la boule ouverte B, et donc D®(yy) = 0. Vu Pexpression pour D
et comme D, F'(\,yy) est inversible, on en déduit qu’on a (z, F'(A,yx)) = 0 pour tout
ze RV ; et donc F(\, yy) = 0. Enfin, y) est le seul point de B tel que F'()\,y) = 0, par
injectivité de I'application y — F(\,y) sur B. O

Pour tout A € V, notons y(A) I'unique point y € B tel que F()\,y) = 0. On définit
ainsi une application y : V' — B. Notons Gy le graphe de y. Par unicité du point y tel
que F(\,y) =0, on a

Gy ={(\,y) eV x B : F(\y) =0}.
Donc Gy est un fermé de V' x B car F est continue. Comme B est compact, on en

déduit que 'application y est continue, d’apres le Corollaire 4.3. ]

4.3. Projection d’un fermé. Le lemme suivant, assez proche du Théoreme 4.1
dans 'esprit, est souvent bien utile pour montrer que certains ensembles sont fermés.

LEMME 4.7. Soient E et K deuz espaces métriques, avec K compact. Soit aussi
C cC E x K. On pose

KC.={zeFE; Jye K : (x,y) e C}.

Si C est fermé dans E x F, alors 35C est un fermé de E. Autrement dit : la projection
d’un fermé le long d’un facteur compact est un fermé.

Preuve directe. Soit (x3)ney une suite de points de 3% C' convergeant vers un point
x € F : on veut montrer que x € 3XC. Pour tout k € N, choisissons un point y;, € K tel
que (zk,yx) € C. Comme K est compact, la suite (yx) posséde une sous-suite (y,) =
(yk,) qui converge vers un point y € K. Si on pose z), := xy,, alors (a],,y.,) — (z,9);



82 4. COMPACITE

et donc (z,y) € C puisque les (z/,,y,,) sont dans C' et que C est fermé dans F x K.
Donc z € 3XC avec “témoin” y. O

Preuve alambiquée. On va utiliser le Théoreme 4.1. Notons 7 : K x E — FE la
lere application coordonnée. Par définition, on a 3XC = 7g(C). Si C était compact,
on aurait fini; mais C n’est pas compact...

L’application mg est continue, et elle possede de plus la propriété suivante : pour
tout compact I' € F, I'ensemble 75" (I") est un compact de E x K. En effet, on a
WEI(F) =TI x K, et on on a vu qu'un produit de deux compacts est compact. Soit
maintenant (,)nen une suite de points de 3¥C = 75(C) convergeant vers un point

z € E. Alors T := {2} U {z,; n € N} est un compact de E, donc 75" (I") est un compact
de E x K d’apres ce qu’on vient de voir, et donc C=Cn 7'['El<r) également puisque C
est fermé dans F x K. Par continuité de g, on en déduit que WE((NZ') est un compact
de E, et est donc fermé dans F. Comme z, € ﬂE(é) pour tout » € N par définition

de T, on a donc z = limz, € ng(C), et donc z € m(C) = IXC. Cela prouve que I5C
est un fermé de E. O

4.4. Continuité uniforme. Le résultat suivant est bien connu pour les fonctions
continues sur un intervalle fermé borné [a,b] < R. C’est une autre manifestation du
“principe” selon lequel la compacité donne de 'uniformité. Pour faire bonne mesure,
on va en donner 4 démonstrations.

THEOREME 4.8. (Théoréme de Heine)
Si K est un espace métrique compact, alors toute application continue f: K — F (o
F est un espace métrique quelconque) est uniformément continue.

1eére preuve. 11 s’agit de montrer que si (uy) et (vg) sont deux suites d’éléments
de K telles que f(ug,vi) — 0, alors d(f(uk), f(vk)) — 0. Supposons que ce ne soit
pas le cas. Alors, quitte & extraire une sous-suite de la suite des d(f(u), f(vk)), on
peut supposer qu’il existe € > 0 telle que Vk € N : d(f(uk),f(vk)) > e. Comme
K est compact, la suite (ug) possede une sous-suite (ug, ) qui converge vers un point
a € K. Alors vg, tend vers a également, car d(vg,,a) < d(vg,,ug,) + d(ug,,a) et
d(vg, ,uk,) — 0. Comme f est continue au point a, on en déduit que f(ux,) — f(a)
et f(vk,) — f(a). Donc d(f(uk,), f(vk,)) — d(f(a), f(a)) = 0, ce qui est absurde
puisque d(f(uk,), f(vk,)) = & pour tout n € N. O

2¢me preuve. Fixons € > 0, et pour n € N* posons

1
n

K, = {xeK; JyeF : d(z,y) < et d(f(x), f(y)) 25}.

Par définition, K, est la projection sur le ler facteur de I’ensemble
1
Fam{ ) € K xKs dlo) < et d(f(o) f0) >} € K x K
n

qui est un fermé de K x K par continuité de f, et donc un compact puisque K x K est
compact. Donc chaque K, est compact (image continue d’un compact). De plus, la suite
(Ky) est décroissante, et on a (), cy+ Kn = & car f est continue (exo). Par conséquent,
il existe un entier N tel que Ky = (J; ce qui1 signifie exactement que la définition de

l'uniforme continuité est satisfaite avec § := 5 O
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3eme preuve. Fixons € > 0, et introduisons I’ensemble
A= {(u,v) € K x K; d(f(u), f(v)) =¢}.

Comme f est continue, on voit que A est un fermé de K x K, et donc un ensemble
compact car K x K est compact. De plus, on a di(u,v) > 0 pour tout (u,v) € A, car
nécessairement u # v si (u,v) € A. Donc la distance d = dg, qui est continue sur K x K,
est minorée par une constante § > 0 sur A. Ainsi, on a V(u,v) € A : d(u,v) = ¢; ce
qui, par contraposée, signifie que

Vu,ve K ¢ d(u,v) <d§ = d(f(u), f(v) <e.
O

4éme preuve. D’apres le Lemme 3.14 du Chapitre 2, il existe une application conti-
nue § : Kx ]0,00[ — ]0, oo vérifiant la propriété suivante : pour tout = € E et pour tout
e > 0, le nombre §(z, ) est un “§ de continuité” pour f au point z, associé a €. Pour
tout € > 0 fixé, la fonction x — (z, ) est continue sur le compact K et strictement
positive en tout point, donc elle possede un minimum et ce minimum est strictement
positif. Ainsi, §(x,e) est minorée par une constante d(g) > 0, ce qui prouve que f est
uniformément continue. g

EXEMPLE. Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné, et soit F' un espace vectoriel
normé. Si f = [a,b] — F est une application continue, alors f est limite uniforme d’un
suite de fonctions en escalier.

Démonstration. 11 suffit (exo) de montrer que pour tout £ > 0, on peut trouver
une fonction en escalier ¢ : [a,b] — F telle que Yt € [a,b] : ||p(t) — f(t)]| <e. On fixe
donc € > 0.

Comme f est continue sur le compact [a, b], elle est uniformément continue ; donc
on peut trouver § > 0 tel que

[f(s) = f(t)|| <e pour tous s,t € [a,b] vérifiant |s — t| < 4.

Soit alors S = (sp,...,sy) une subdivision de [a,b] telle que |sp11 — sg| < & pour
k=0,...,N —1, et soit ¢ : [a,b] — F la fonction définie par

(t) = f(sg) site|[sk,skr1][ pour un certain k € [0, N — 1],
v T f(SN) SitZSNZb.

Par définition, ¢ est en escalier; et on a tout fait pour assurer que YVt € [a,b]
lo(t) = f(O] < e O

5. Produits dénombrables ; procédé diagonal

On a vu que tout produit fini d’espaces compacts est compact ; autrement dit, si
K1, ..., Ky sont des espaces métriques compacts et si on pose K := K x---x K, alors
toute suite (ux) S K posséde une sous-suite qui converge “coordonnée par coordonnée”.
Avec un peu plus d’efforts, on peut démontrer la méme chose pour un produit infini
dénombrable de compacts. Ce résultat pourrait s’appeler le Théoréme de Tikhonov
dénombrable.

THEOREME 5.1. Soit (K;)ier une famille dénombrable d’espace métriques compacts,
et soit K :=[],.; Ki. (Les éléments de K sont donc de la forme u = (u(i))iel, ot u(i) € K;
pour tout i € 1.) Si (ug)ren est une suite d’éléments de K, alors (u) posséde une sous-
(Z) m a; € Kz

suite (ul) qui converge coordonnée par coordonnée : Vi€ I : ul,
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Démonstration. On sait déja que le résultat est vrai pour un ensemble d’indices [
fini ; donc on peut supposer que I = N.

La suite (ug(0))xen vit dans le compact Ko, donc elle possede une sous-suite conver-
gente. Il existe ainsi un ensemble infini Ag € N et un point ag € Ky tels que u(0) — ag
quand k — oo et k € Ag.

De méme, la suite (ug(1))gen vit dans le compact Kj, donc on peut trouver un
ensemble infini A; € Ay et un point a1 € K; tels que ux(l) — a3 quand k — o0 et
ke Al.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite décroissante

(A;)i=0 de parties infinies de N et des points ag € Ky, a1 € Ko,a9 € Ko, ... tels que
. N k—o0
VieN : ug(i) — a;.
(0) keA;

Définissons alors

ko := min Ag,
ki = min{k’ €A k> k:g},

k, = min{k ey k> kn—1} pour tout n > 1.

Par définition, la suite (k,)k>0 est strictement croissante ; et pour tout i € N, la suite
(ug, ())n>i est extraite de la suite (ug(7))ges,. Donc ug,, 229, q; pour tout i € N.
Ainsi, on a bien trouvé une sous-suite (ug,) de (ug) qui converge coordonnée par
coordonnée. m

REMARQUE. La méthode utilisée dans la preuve qu’on vient de faire porte le nom
de procédé diagonal. Le principe général est le suivant : si (A;)en est une suite
décroissante de parties infinies de N, alors il existe un ensemble infini A qui est “presque
contenu” dans chacun des A;, au sens ou A\A; est fini pour tout ¢ € N. On dit qu'un
tel ensemble A “diagonalise” la suite (A;).

COROLLAIRE 5.2. Soit I un ensemble non-vide, F' un espace vectoriel normé de
dimension finie et (fx)ken une suite d’applications de I dans F. On suppose que la
suite (fy) est simplement bornée : pour tout t € I fizé, la suite (fi(t))ken est bornée
dans F. Enfin, soit D < I un ensemble dénombrable. Alors la suite (fy) posséde une
sous-suite (fx,) qui converge simplement sur D, i.e. Yz€ D : fi (z) > &, € F.

Démonstration. Par hypothese, on a pour tout z € D une constante M, < o0
telle que Yk € N |fx(2)| < M.,. Donc, pour tout z € D, la suite (fx(2))gen Vit
dans I'ensemble K, := B(0, M,), qui est un compact de F car dim(F) < oo. Donc,
si on pose uy := (fx(z)).ep pour tout k € N, on obtient une suite (uy) d’éléments de
K :=]],cp K.. Par le théoreme, la suite (uy) possede une sous-suite (ug, ) qui converge

coordonnée par coordonnée ; ce qui est exactement la conclusion annoncée. ]

Comume illustration du théoreme précédent, on va démontrer un cas particulier du
Théoreme d’Ascoli.

EXEMPLE. Soit [a,b] un intervalle compact de R, et soit (fi)ren une suite de
fonctions continues, fi : [a,b] — C. On suppose que la suite (fx) est simplement
bornée, et qu’il existe une constante C telle que toutes les fi soient C - lipschitziennes.
Alors la suite (fx) posséde une sous-suite (fg, ) qui converge uniformément sur [a, b].
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Démonstration. Soit D un ensemble dénombrable dense dans [a,b], par exemple
D := Q n [a,b]. Par le Corollaire 5.2 appliqué avec F' := C, la suite (f) poséde une
sous-suite (fx,) qui converge simplement sur D, fi (z) — £, pour tout z € D. On va
montrer que cette sous-suite (fg, ) converge uniformément sur [a, b]. Dans la suite, on
posera gn := [,

Montrons d’abord que la suite (g,,) converge simplement sur [a,b]. Pour cela, il
suffit de montrer que pour tout ¢ € [a, b], la suite numérique (g, (t))nen vérifie le critere
de Cauchy. Soit € > 0. Comme D est dense dans [a, b], on peut trouver z € D tel que
|z—t| <e. Alors |gn(t) — gn(2)| < C e pour tout n € N puisque gy, est C - lipschitzienne.
Ensuite, on peut choisir un entier N tel que Vn = N : |gn(2) — & < e. Alors
lgn(t) — & < (1 + C)e pour tout n = N, et donc |gq(t) — gp(t)] < 2(C + 1)e pour
tous p,q = N. Comme ¢ > 0 est arbitraire et que C' ne dépend pas de €, le critere
de Cauchy est donc bien vérifiée. Dans la suite, on posera g(t) := lim g,,(¢) pour tout
t € [a,b].

Montrons maintenant que la suite (g,) converge uniformément vers g sur [a,b].
Soit € > 0. Choissons une subdivision S = (sq,...,sx) de [a,b] de “pas” inférieur
a . Comme il n’y a qu'un nombre fini de points s;, on peut trouver N € N tel que
|gn(sk) — g(sk)| < e pour tout n = N et pour k =0,..., K. Soit maintenant ¢ € [a, ]
quelconque, et choisissons k € [0, K] tel que [t—si| < €, ce qui est possible par définition
de la subdivision S. Comme les g, sont C'-lipschitziennes, on a |g,(t) — gn(sk)| < Ce
pour tout n € N, et donc |g(t) — g(si)| < Ce en faisant n — 00. On en déduit que

V=N @ |ga(t) — g(t)] < lgn(t) — gn(se)] + gn(sk) — g(sk)| + [g(sk) — g(t)]

<
<Ce+e+Ce=(2C+ 1)e.

Comme l'entier N ne dépend pas de t € [a, b], cela montre que la convergence de g, (t)
vers ¢(t) est bien uniforme sur [a, b]. O

6. Propriété de Borel-Lebesgue

DEFINITION 6.1. Soit E un espace métrique. Un recouvrement ouvert de E est
une famille (O;)ier d’ouverts de E telle que | J;c.; O = E.

Exemple. Pour tout x € E, choisissons un nombre r, > 0 et posons By := B(x,ry).
Alors la famille (B,),ep est un recouvrement ouvert de E.

THEOREME 6.2. Pour un espace métrique K, les choses suivantes sont équivalentes.
(1) K est compact.

(2) Tout recouvrement ouvert de K posséde un sous-recouvrement fini; au-
trement dit : pour tout recouvrement ouvert (O;)ier de K, on peut trouver
il,...,iNEI tels que Oil U"'UOiN =K.

REMARQUE. La propriété (2) s’appelle la propriété de Borel-Lebesgue. C’est
elle qui est utilisé pour définir la compacité dans le cadre des espaces topologiques
généraux : un espace topologique F est dit compact s’il est séparé et s’il possede la
propriété de Borel-Lebesgue.

COROLLAIRE 6.3. Soit E un espace métrique. Pour un ensemble K < E, les choses
sutvantes sont équivalentes.

(a) K est compact.
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(b) Pour toute famille (V;)ier d’ouverts de E telle que | J;c; Vi 2 K, on peut

trouver i1,...,in € I tels que Vi, u--- UV, 2 K.

Démonstration. C’est clair par le théoréme, puisque les ouverts de K sont exacte-
ment les ensembles de la forme O =V n K ou V est un ouvert de E. ]

Comme en s’en doute, la preuve du Théoreme 6.2 consiste a démontrer deux im-
plications ; dont 'une se trouve étre plus simple que 'autre.

Preuve de limplication (2) = (1). C’est la partie “facile” du théoréme. Suppo-
sons (2) vérifiée. D’apres la Remarque 3.3, pour montrer que K est compact il suffit
de montrer que si (Cy)nen est une suite décroissante de fermés non-vides de K, alors
(Mpeny Cn # &5 ou de maniere équivalente : que si (Cp)pen est une suite décroissante
de fermés de K telle que (),,cy Cn = &, alors il existe un N € N tel que Cy = &.

Pour n € N, posons O, := K\C,. Les O, sont des ouverts de K ; et comme
Npen Cn = &, on a |,y On = K. Ainsi, la famille (Op)nen est un recouvrement
ouvert de K. Par (2), on peut donc trouver ny,...,n, € Ntelsque K = Oy, u---0O0,,.
Mais la suite (O,,) est croissante car la suite (C),) est décroissante. Donc, si on pose
N := max(nq,...,n,), alors Op, U --- U Oy, = Opn. Ainsi, on a Oy = F; autrement
dit Cy = &. O

La preuve de I'implication (1) = (2) est plus délicate. On va utiliser les deux
lemmes suivants.

LEMME 6.4. Soit K un espace métrique compact. Pour tout € > 0, on peut trouver
an,...,an € K tels que U;V:1 B(aj,e) = K.

Démonstration. Supposons que la conclusion annoncée soit fausse pour un certain
e > 0. Soit ug € K quelconque. On a K # B(ug, ) par hypotheése, donc on peut trouver
uj € K tel que uy ¢ B(ug,¢), i-e. d(u1,up) = €. De méme, on a B(ug,e)u B(u1,¢) # K,
donc on peut trouver up € K tel que ua ¢ B(ug,e) U B(ui,e), i.e d(uz,ug) = € et
d(u2,u1) = e. Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite (uy)ren de
points de K telle que Yk Vj < k : d(ug,u;) = €. On a ainsi d(uy, uy) = € pour tous
k,k" € N tels que k # k. Donc la suite (ux) ne possede aucun sous-suite convergente
(micro-exo), ce qui contredit la compacité de K. O

LEMME 6.5. (Lemme de Lebesgue)
Soit K un espace métriqgue compact. Si (O;)ier est un recouvrement ouwvert de K, alors
on peut trouver € > 0 vérifiant la propriété suivante : tout ensemble A < K tel que
diam(A) < ¢ est entiérement contenu dans un des ouverts O;. On dit que € est un
nombre de Lebesgue pour le recouvrement ouvert (O;)er.

Démonstration. Supposons que la conclusion annoncée soit fausse. Alors, pour tout
e > 0, on peut trouver un ensemble A, € K tel que diam(A.) < € mais A, n’est contenu
dans aucun des ouvert O;. En prenant ¢ := 1/k pour k € N* et en posant By, := Ay,
on obtient ainsi une suite (By) de parties de K telle que By, n’est contenu dans aucun
O; et diam(By) — 0 quand k — c0.

Les By sont en particulier non-vides, donc on peut choisir un point u; € By, pour
tout £k € N. Comme K est compact la suite (uj) posséde une sous-suite (uy,) qui
converge vers un point @ € K. Comme | J;.; O; = K, on peut trouver ig € I tel que
a € O, ; et comme O;, est ouvert, on peut choisir € > 0 tel que B(a,&) < O;,. Soit
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alors n € N tel que d(ug,,a) < /2 et diam(By,,) < €/2. Alors By, < B(a,e) d’apres
I'inégalité triangulaire (si u € By, alors d(u,a) < d(u,uy,) + d(ug,,a) < diam(By,) +
d(u,,a) < €). Donc By, < O,,, ce qui pose probleme puisque By, est censé n’étre
contenu dans aucun O;. O

On peut maintenant terminer la preuve du Théoreme 6.2.

Preuve de l'implication (1) = (2). Supposons que l’espace métrique K soit com-
pact, et montrons qu’il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de K. Par le Lemme 6.5, on peut choisir
un nombre de Lebesgue ¢ > 0 pour le recouvrement (O;). Par le Lemme 6.4, on

peut ensuite trouver ai,...,ay € K tels que K = B(a1,¢/2) u --- U Blayn,e/2).
Alors les boules By := B(ay,e/2) vérifient diam(By) < 2¢/2 = £; donc, par définition
de €, on peut trouver i1,...,in tels que By < O;, pour k = 1,...,N. On a alors

K = O;; U---U Oy, ce qui termine la preuve. O

EXEMPLE 1. Compacité de [a, b].

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R ; montrons que [a, b] possede la propriété
de Borel-Lebesgue. Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de [a,b] : on veut montrer
que [a,b] peut étre “recouvert” par un nombre fini de O;. Notons E l’ensemble des
points x € [a, b] tel que l'intervalle [a, x| peut étre recouvert par un nombre fini de O;.
L’ensemble E est non-vide car il contient évidemment a (micro-exo), et E est majoré
par b. Donc on peut poser ¢ := sup E. On va montrer que ¢ € E, puis que ¢ = b; ce
qui prouvera ce qu’on veut.

Observons d’abord que ¢ > a : en effet, si on choisit i, € I tel que a € O;, alors,
comme O;, est un ouvert de [a, b], on peut trouver § > 0 tel que [a,a+ 0] < O;, ; on a
ainsi a + 0 € E, et donc ¢ = a + 9. Soit i, € I tel que c € O;,. Comme ¢ > a et comme
O, est un ouvert de [a, b], on peut trouver € > 0 tel que [c¢ —¢,c] € O;,. Par définition
de ¢, on peut ensuite trouver ¢ tel que ¢ —e < ¢ < cet ¢ € E. Alors [a, ] peut étre
recouvert par un nombre fini de O;, et [/, ¢] aussi puisque [¢/, ¢] € [e—¢,¢] € O;, ; donc
[a, c] peut étre recouvert par un nombre fini de O;, i.e. ¢ € E. Si on avait ¢ < b, alors,
comme O;, est un ouvert de [a, b], on pourrait trouver ¢’ > ¢ tel que [¢, "] € O;, ; et
comme on sait maintenant que ¢ € F, on en déduirait comme plus haut que ¢’ € E, en
contradiction avec la définition de c.

EXEMPLE 2. Image continue d’un compact.

Soit f : E — F une application continue entre deux espaces métriques E et F, et
soit K un compact de E. Montrons que f(K) est compact en utilisant la propri’eté
de Borel-Lebesgue. Soit (V;);er une famille d’ouverts de F telle que | J,.; Vi 2 f(K) :
on veut montrer qu’il existe i1,...,ix € I tels que f(K) < V;, u---V;,. Si on pose
0; = f_l(Vi), alors les O; sont des ouverts de E car f est continue, et | J,c; O; 2 K
(micro-exo). Comme K est compact, on peut donc trouver ij,...,ixy € I tels que
K <O, u---00;,.Alors f(K) € f(Oi,)u---U f(Oiy) S Vi, Uu---U V.

EXEMPLE 3. Soit F' un espace vectoriel normé, et soit [a,b] un intervalle compact
de R. Si f : [a,b] — F est une fonction possédant une limite & gauche et une limite
a droite et une limite & gauche en tout point ¢ € [a, b], alors f est limite uniforme de
fonctions en escalier.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout € > 0, on peut trouver une
fonction ¢ : [a,b] — F en escalier telle que |p(t) — f(t)| < e pour tout ¢ € [a,b]. On
fixe donc € > 0. Dans ce qui suit, on notera f(t7) et f(¢7) les limites & droite et &
gauche de f en un point ¢ € [a, b] (donc f(a™) = f(a) et f(bT) = f(b)).

Par hypothese sur f on peut, pour tout x € [a, b], choisir un intervalle ouvert I, 5 =
tel que

f@&)—flz7)]| <e/2 sit<ua,
wernted - {0 E SiIE

Comme [a, b] est compact, on peut trouver un nombre fini de points z1, ..., xy tels
que [a,b] € Iz, U--- U I,. Soit alors S = (s, ..., sk) la subdivision de [a, b] obtenue
en prenant les points a et b, les points x1,...,zyN, et les extrémités des intervalles
I, ..., I, quiappartiennent a [a, b]. Cette subdivision possede la propriété suivante :
pour tout k € [0, K — 1], il existe un [ € [1, N tel que |ay, ag+1[ est contenu dans I,
et entierement a gauche ou entierement a droite de z;. (Le point a), appartient & I, pour
un certain [; donc ay, est inférieur a l'extrémité droite de I, ; donc ap41 ne peut pas étre plus
grand que cette extrémité droite par le choix de la subdivision S et donc Jak, agi1[ S Ip,. Si
ar, < xy, alors ag41 < 27 par le choix de la subdivision S et donc Jay, ax+1| est entierement a
gauche de z;; et si a > z;, alors |ag, ags1[ est entierement & droite de ;.) Par définition des
intervalles I, on en déduit que si k € [0, K — 1], alors

Vs, t € [ag, api1] ¢ [f(s) = f(O)] <e.
Choisissons alors un point sy € |ag, ag+1[ pour k =0,..., K —1, et soit ¢ : [a,b] —
F' la fonction définie comme suit :

(t) == f(t) sit=ay pour un certain k,
PEZ f(sk) site ag, aggr[ pour un certain k.

Par définition, ¢ est en escalier; et on a tout fait pour assurer que |¢(t) — f(¢)| < e
pour tout ¢ € [a, b] O

EXEMPLE 4. Soit E un espace topologique séparé. Si K et L sont deux compacts
de F, tels que K n L = (F, alors on peut séparer K et L par des ouverts : il existe des
ouverts U, V telsque K cU, LS VetUnV = .

Démonstration. Fixons x € K. Comme F est séparé et x ¢ L, on peut, pour tout
y € L, trouver un voisinage ouvert U, , de x et un voisinage ouvert V, , de y tels que
UpynVys = . Alors L < UyeL Vi@, donc, par compacité, on peut trouver yq,...,yn
tels que L < Vy, 2 U -+ U Vyy . Sion pose maintenant U, := Uzy, 0 - N Uypyy
et Vo = Vi, o U - U Vyy s, alors U, est un voisinage ouvert de x, V, est un ouvert
contenant L, et U, NV, = & (vérifier soigneusement).

Maintenant, on fait varier z dans K : comme | J, ., U, 2 K, on peut trouver
Z1,...,x0 tels que Uy, U - U Uy, 2 K. Alors U := Uz, U -0 Uy, et V =

M
Vey 0 -+ - Vi, sont ouverts et ont les propriétés requises. ]

Ezercice 1. Soit E un espace métrique. Montrer en utilisant la propriété de Borel-
Lebesgue que tout compact de E est fermé dans E'; et que si I'espace F est compact,
alors tout fermé de E est compact.

Ezxercice 2. Soit E un espace métrique. Montrer en utilisant la propriété de Borel-
Lebesgue que toute réunion finie de compacts de E est un compact.
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Ezxercice 3. Montrer en utilisant le Lemme de Lebesgue que toute fonction continue
sur un espace métrique compact est uniformément continue.

Ezercice 4. Soit I un intervalle compact de R. Montrer que si (I )ren est une suite
d’intervalles ouverts telle que (o I 2 I, alors || < 37 [ 1x]-

6.1. Précompacité. Le lemme 6.4 a mis en évidence une propriété intéressante
des espaces métriques compacts.

DEFINITION 6.6. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que E est précompact
(on dit aussi : totalement borné) si, pour tout € > 0 donné, on peut recovvrir E par
un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢, i.e. on peut trouver ai,...,any € F tels
que E = B(ay,e) u---u B(an,¢).

REMARQUE. Il revient au méme de dire que : pour tout € > 0 donné, on peut
recouvrir E' par un nombre fini d’ensembles de diametres < €, i.e. on peut trouver
des ensembles Zi,...,Zn € FE tels que diam(Z;) < e pour i = 1,...,N et E =
VARVRERNCWANS

Démonstration. 11 suffit d’observer qu’'un ensemble de diametre < ¢ est contenu
dans une boule ouverte de rayon ¢, et qu’une boule ouverte de rayon ¢ est de diametre
< 2e. O

EXEMPLE 1. Tout espace métrique compact est précompact.
EXEMPLE 2. Tout intervalle borné I < R est précompact.

Démonstration. Etant donné & > 0, on peut subdiviser I en un nombre fini d’in-
tervalles de longueur < e. O

FAIT 6.7. Soit E un espace métrique.
(1) Si E est précompact, alors tout ensemble A < E est précompact.
(2) Tout ensemble relativement compact A € E est précompact.

(3) Si E est un espace vectoriel normé, alors tout ensemble précompact A < E
est borné.

(4) Si E est un evn de dimension finie, alors les parties précompactes de E sont
exactement les ensembles bornés.

Démonstration. (1) est laissé en exo (utiliser des ensembles de diametre < € plutot que
des boules).

(2) découle de (1) : si A est compact, alors A est précompact, et donc A est
précompact puisque A < A.

(3) est évident; et (4) découle de (2), de (3), et du fait que les ensembles bornés
sont relativement compacts quand on est en dimension finie. ]

FA1T 6.8. Pour un espace métrique F, les choses suivantes sont équivalentes.
(i) E n’est pas précompact ;

(ii) 4l existe € > 0 et une suite (ug)reny S E tels que d(ug,up) = € pour tous
k,k' € N tels que k # k'. (On dit qu’une telle suite (uy,) est e-séparée.)
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Démonstration. (i) = (ii) Supposons que E ne soit pas précompact. Il existe alors
un € > 0 tel que F ne puisse pas étre recouvert par une nombre fini de boules ouvertes
de rayon €. Soit ug € E quelconque. Comme E # B(ug,¢), on peut trouver u; € E tel
que u; ¢ B(ug,¢e), i.e. d(u1,up) = . Ensuite, comme E # B(ug,¢) v B(uy,¢€), on peut
trouver ug € E tel que d(ug,ug) = € et d(uz,u;) = €. En continuant ainsi, on construit
par récurrence une suite (ug)r=0 S E telle que Vk > 1 Vi < k : d(ug,u;) = €. Cette
suite (uy) montre que (ii) est vérifiée.

(i) = (i). Supposons (ii) vérifiée avec témoins € > 0 et (uy)ken. Alors, par
Iinégalité triangulaire, deux uy d’indices différents ne peuvent pas étre contenus dans
une méme boule ouverte de rayon £/2. Comme il y a une infinité d’indices k£ € N, on
en déduit que E ne peut pas étre recouvert par une nombre fini de boules ouvertes de
rayon €/2 (micro-exo) ; donc E n’est pas précompact. O

CONSEQUENCE. Si F est un espace vectoriel normé de dimension infinie, alors la
boule unité de E n’est pas précompacte.

Démonstration. C’est ce que dit le Théoreme de Riesz (Théoreme 1.7). O

DEFINITION 6.9. Soit (E,d) un espace métrique. Etant donné ¢ > 0, on dit qu’un
ensemble A € E est un ¢ -réseau de E si tout point de E peut étre “approché a €
pres” par un point de A ; autrement dit : Yue E3dze A : d(z,u) <e.

REMARQUE. Un espace métrique est précompact si et seulement si, pour tout € > 0,
il possede un ¢ - réseau fini.

EXEMPLE 1. Soit E := R? muni de la distance euclidienne. Pour tout ¢ > 0,
I'ensemble A := eZ? = {(en,em); (n;m) € Z?} est un ¢-réseau pour E.

Démonstration. En faisant un dessin on voit que pour tout u € R?, on peut trouver
zeAtelqued(z,u)<§€<5. O

EXEMPLE 2. Soit (E,d) un espace métrique. Si D € E est dense dans E, alors D
est un €-réseau de E pour tout £ > 0.

PROPOSITION 6.10. Pour un espace métrique (E,d), les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(a) E est séparable.

(b) Pour tout € > 0, E posséde un ¢ - réseau dénombrable.

Démonstration. L’implication (a) == (b) est évidente d’apreés I'Exemple 2 ci-
dessus (on peut méme prendre le méme e -réseau dénombrable pour tous les € > 0, & savoir
n’importe quel ensemble dénombrable dense D < E). Inversement, supposons (b) vérifiée.
Pour tout n € N, choisissons un 27"-réseau dénombrable A,, € E. Alors D := | J,,cn An
est dénombrable, et on vérifie sans difficulté que D est dense dans E (exo). Donc E
est séparable. O

COROLLAIRE 6.11. Tout espace métrique précompact est séparable.



Chapitre 5

Connexité

1. Espaces métriques connexes

DEFINITION 1.1. Un espace métrique E est dit connexe si les seules parties de E
a la fois ouvertes et fermées dans E sont J et E.

Remarque 1. Cette définition a un sens pour tout espace topologique E.

Remarque 2. On dit qu’une partie non-vide M d’un espace métrique E est une
partie connexe de E si M est connexe pour la topologie induite ; autrement dit, si
les seules parties de M a la fois ouvertes et fermées dans M sont & et M. On convient
également que (J est un ensemble connexe.

Le fait suivant donne plusieurs reformulations de la notion de connexité; en par-
ticulier, (iii) et (iii’) signifient intuitivement qu’un espace métrique est connexe si et
seulement si il est “d’un seul tenant”. Petit point vocabulaire : dans tout ce chapitre,
on appellera partition d’'un ensemble F toute famille (A;);e; de parties de F deux a
deux disjointes telle que | J;c; A; = E. (On n’exige pas que les A; soient non-vides.)

Farr 1.2. Pour un espace métrique E, les propri¢tés suivantes sont équivalentes.

(i) E est conneze.

Pour tout AC E tel que A+ & et A+ E, on a 0A # .

Il n’est pas possible de partitionner E en deux ouverts non-vides.
1l n’est pas possible de partitionner E en deux fermés non-vides.

1l n’est pas possible de partitionner E en un nombre fini N = 2 d’ouverts
non-vides.

(iv’) Il n’est pas possible de partitionner E en un nombre fini N = 2 de fermés
non-vides.

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) vient du fait que si A € E, alors
A est ouvert et fermé < 0A = (.

(En effet, comme 0A = Z\A et Ac Ac A,onadA = siet seulement A = A = /i, ce
qui signifie exactement que A est ouvert et fermé.) On voit ainsi que (ii) est simplement la
contraposée de (i).

L’équivalence de (i) et (iii) est claire également : E est non connexe si et seulement
si il existe un ensemble A € E tel que A et E\ A sont tous les deux ouverts et non-vides,
ce qui signifie qu’il existe une partition (O1,02) de E en deux ouverts non-vides.

L’équivalence de (iii) et (iii’) est elle aussi immédiate : si (A, B) est une partition
de E, alors A = E\B; donc A et B sont tous les deux ouverts si et seulement si ils
sont tous les deux fermés.

91
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I est évident que (iv) entraine (ii). Inversement, si E se partitionne en ouverts

non-vides O1,0a,...,0n, alors Oy et O) := Oz U -+ U Oy forment une partition de
E en 2 ouverts non-vides. Ainsi, (ii) et (iv) sont équivalentes.
Enfin, I'équivalence de (iv) et (iv’) est laissée en exo. O

Ezxercice. Montrer que E est connexe si et seulement si la propriété suivante a lieu :
si A, B € E sont non-vides et vérifient A u B = F,alors A n B # JouAn B # .

EXEMPLE 1. Si E est un espace métrique, alors tout singleton {a} < F est connexe.
Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 2. Si F est un espace métrique topologiquement discret, alors les seules
parties connexes de E sont (J et les singletons ; et donc F n’est pas connexe s’il contient
au moins 2 points. En particulier, un espace métrique fini contenant au moins 2 points
n’est pas connexe.

Démonstration. Si M < E est non-vide et si on choisit a € M, alors {a} et M\{a}
forment une partition de M, ils sont tous les deux ouverts dans M car M est topo-
logiquement discret. Si de plus M contient au moins deux points, alors {a} et M\{a}
sont tous les deux non-vides, donc M n’est pas connexe. O

Exemple 3. M :=]0,1] u [3, 0] n’est pas une partie connexe de R.

Démonstration. Si on pose Oy := [0,1] et O2 := ]3,00[, alors O; et Oy sont des
ouverts de M (car par exemple O1 = M N ]—00,2[ et O est méme ouvert dans R), qui sont
non-vides et forment une partition de M. ]

Exemple 4. M := {(x,y) € R?; 2y # 1} n’est pas une partie connexe de RZ.

Démonstration. Si on pose O1 := {(z,y); xy > 1} et O := {(z,y); xy < 1}, alors
O1 et Oy sont des ouverts de R?, donc de M, ils sont non-vides (micro-exo) et forment
une partition de M. On peut également (c’est méme bien plus convaincant) faire un
dessin et constater que M se partitionne naturellement en 3 ouverts non-vides. U

Ezercice. Dessiner M et les ensembles O et Oy introduits dans la preuve.
EXEMPLE 5. GLN(R) n’est pas une partie connexe de My (R).

Démonstration. Si on pose O = {M; det(M) > 0} et O~ := {M; det(M) < 0},
alors O1 et O~ sont des ouverts de My (R) par continuité du déterminant, ils sont
non-vides (micro-exo), et ils forment une partition de GLx(R). O

L’exemple suivant particulierement important.
THEOREME 1.3. Les parties connexes de R sont les intervalles.
Démonstration. On aura besoin de la caractérisation suivante des intervalles.
Farr. Un ensemble M < R est un intervalle si et seulement si

(1.1) Va,ye M tels que x <y, ona |z,y[ S M.

Prewve du Fait. Tout intervalle satisfait évidemment (1.1).

Inversement, supposons que (1.1) soit vérifiée. Posons a := inf M (qui existe dans
Ru{—w}) et b :=sup M (qui existe dans Ru {c0}). Il suffit de montrer que l'intervalle
Ja,b[ est contenu dans M. En effet, comme M < [a,b] par définition de a et b, cela
entrainera que M est égal a |a, b[, [a,b[, ]a,b] ou [a, b] et donc que M est un intervalle.
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Soit z € ]a,b[ quelconque. Par définition de a et b, on peut trouver x,y € M tels
quea <z <zetz<y<b. Alors z €]z, y[, et donc z € M par (1.1). O

On peut maintenant passer a la preuve du théoreme proprement dite.

(i) Montrons qu’'une partie connexe de R est nécessairement un intervalle. Soit
M < R, et supposons que M mne soit pas un intervalle. Par le fait, on peut alors
trouver z,y € A avec x < y tel que |z, y[ n’est pas contenu dans A ; autrement dit, il
existe z ¢ A tel que z < z < y. On a alors A € |-, z[ U |z, [, donc les ensembles
O1:=An]—w,z[ et Oy := AN ]z, 0] forment une partition de A. De plus, O; et O
sont des ouverts de A, et ils sont non-vides car x € O1 et y € Os. Donc A n’est pas
connexe.

(ii) Montrons maintenant que tout intervalle est connexe. Soit I un intervalle de
R, que ’on peut supposer non-vide et non réduit a un point. Par ’absurde, on suppose
que I n’est pas connexe; soit donc A une partie de I a la fois ouverte et fermée dans
I, avec A # et I\A # .

Choisissons un point a € A et un point b € I\ A, en supposant par exemple que
a < b. Alors [a,b] € I car I est un intervalle.

Posons « := sup(4 N [a,b]). Alors a € A N [a,b]. Mais A N [a,b] est un fermé de
[a,b] car A est un fermé de I et [a,b] < I; donc A N [a,b] est un fermé de R car [a, b]
est fermé dans R, et donc aw € A N [a,b]. Comme b ¢ A, on en déduit que o < b.

Posons maintenant § := inf ((I\A) N [a,b]). Alors, comme précédemment, 3 €
(INA) N [a,b] car (INA) N [a,b] est un fermé de R. En particulier, 5 > « puisque
a € A

Par définition de «, aucun point de A N [a,b] ne peut étre strictement supérieur
a «; et par définition de 3, aucun point de (I\A) N [a, b] ne peut étre strictement
inférieur & . Donc, si on choisit z vérifiant o < z < (3, alors z ne peut appartenir ni
a A, ni a I\A; ce qui est absurde puisque z € [a, b] et donc en particulier z € I. On a
ainsi obtenu la contradiction souhaitée. O

Pour conclure cette section, voici un résultat parfois utile, qui permet d’éviter de
se torturer l'esprit avec des questions de topologie induite.

PROPOSITION 1.4. Soit E un espace métrique, et soit M < E. Les propriétés
sutvantes ont équivalentes.
(1) M n’est pas conneze.
(2) On peut trouver Vi et Vo ouverts dans E tels que Vi nVo =&, M ViUV,
etVinM # &, Von M # .
Démonstration. Supposons (2) vérifiée. Alors O; := Vi n M et Oy := Vo n M sont
des ouverts non-vides de M formant une partition de M ; donc M n’est pas connexe.

Inversement, supposons que M ne soit pas connexe. On peut donc partitionner M
en deux fermés non-vides C1, Cy. Posons alors V; := {z € F; dist(x,C}) < dist(z, C2)}
et Vo := {z € E; dist(x,Cs) < dist(z, C1)}. Les ensembles V; et V5 sont des ouverts de
E, et il est évident que V4 n Vo = .

Fair. Ona C; € Vi et Co S Vo,
Prewve du Fait. Soit x € C quelconque. On a évidemment dist(z, C1) = 0. De plus
x ¢ Cy puisque C1 n Co = (J, et donc x ¢ @M puisque Cy est fermé dans M. Comme

CQM = CynM et x € M, on en déduit que x ¢ Co, et donc dist(z, Cy) > 0 = dist(z, C1).
Ainsi, z € V7. On montre de méme que Cy € V5. O
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Par le Fait, on voit que V3 n M et Vo n M sont non-vides et que M = C; u Cy
V1 U Vi, ce qui termine la preuve de I'implication (1) = (2). O

Remarque. La moitié de ce résultat est spécifique aux espaces métriques : 'impli-
cation (1) == (2) est fausse pour un espace topologique E général. L’implication
(2) = (1) est en revanche vraie dans tout espace topologique.

Ezercice. Montrer que la Proposition 1.4 est vraie si on suppose que E est un
espace topologique séparé et que M est compact au sens de Borel-Lebesgue. (Utiliser
un exemple d’utilisation de la propriété de Borel-Lebesgue donné au Chapitre 4.)

2. Connexité et applications continues

2.1. Une autre caractérisation de la connexité. Comme on le verra plus loin,
la remarque suivante est tres souvent utile.

LEMME 2.1. Pour un espace métrique E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) E est connexe.

(2) Toute application continue de E dans l'espace a 2 éléments {0,1} muni de la
topologie discréte est constante.

Démonstration. Pour tout ensemble A € FE, on notera 14 la fonction indicatrice
de A, qui est I'application de E dans {0, 1} définie par

1 sixe A,
Lae) = {0 six ¢ A

Toutes les applications de E dans {0, 1} sont des fonctions indicatrices (une applica-
tion f: E — {0,1} est la fonction indicatrice de A := {z; f(x) = 1}). De plus, il est évident
que 14 est constante si et seulement si A = & ou E.

FAIT. 14 est continue si et seulement si A est ouvert et fermé dans E.

Preuve du Fait. On a A = 1;'({1}), et {1} est ouvert et fermé dans {0, 1}. Donc,
si 14 est continue, alors A est ouvert et fermé dans E. Inversement, supposons que A
soit ouvert et fermé dans E. Comme les seules parties de {0,1} sont ¢F, {1}, {0} et
{0,1}, on voit que pour tout ensemble V < {0,1}, on a 121(V) =, A, E\A ou E.
Ces ensembles sont tous ouverts dans F puisque A est ouvert et fermé, donc 14 est
continue. O

La preuve du lemme est maintenant immédiate : par le Fait, E' est non connexe si
et seulement si il existe un ensemble A € F tel que 14 soit continue et non constante,
ce qui revient a dire qu’il existe une application continue non constante f de E dans

{0,1}. O
2.2. Applications localement constantes.

DEFINITION 2.2. Soient E et Z deuz espaces métriques. On dit qu’une application
f: E — Z est localement constante si, pour tout point a € E, on peut trouver un
voisinage V' de a dans E tel que f soit constante sur V.

Exemple 1. L’application f : [0,1] U [2,3] — R définie par f(t) = 6site [0,1] et
f(t) =214 si t € [2, 3] est localement constante.

Démonstration. Exo. O
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EXEMPLE 2. Si l’espace Z est topologiquement discret (par exemple, si Z est fini),
alors toute application continue f : F — Z est localement constante.

Démonstration. Soit a € E quelconque, et soit b := f(a). Comme Z est topo-
logiquement discret, {b} est un ouvert de Z. Donc, par continuité de f, I’ensemble
V := f~1({b}) est un voisinage ouvert de a, sur lequel f est constante par définition. [J

EXERCICE. Montrer que toute application localement constante est continue.

Au vu de '’Exemple 2 ci-dessus, le lemme suivant généralise le Lemme 2.1. La
signification de ce résultat est que la connexité permet de “passer du local au global”.

LEMME 2.3. §i E est un espace métrique connexe, alors toute application locale-
ment constante f : E — Z est constante.

Démonstration. Soit f: E — Z localement constante, et soit a € E fixé. Soit aussi
b:= f(a).

Comme f est localement constante, elle est continue ; donc 'ensemble A := f~1({b})
est un fermé de E. Bien entendu, A est non-vide puisque a € A.

Montrons que A est également ouvert dans E. Soit x € A quelconque. Comme f
est localement constante, on peut trouver un voisinage ouvert V de z tel que f est
constante sur V. La valeur constante de f sur V est nécessairement égale a b puisque
f(xz) =b;donc V < f71({b}), i.e. V< A. Comme x € A est quelconque, cela montre
que A est ouvert.

En conclusion : I'ensemble A est ouvert, fermé et non-vide. Donc A = E par
connexité de F ; autrement dit, f est constante égale a b. O

COROLLAIRE 2.4. Soit U un ouvert connexe de RN. Si f : U — R est une fonction
différentiable telle que D f(x) = 0 pour tout x € U, alors f est constante.

Démonstration. 1l suffit de montrer que f est localement constante. Choisissons
n’importe quelle norme sur RY. Soit a € U, et soit 7 > 0 tel que B(a,r) < U.
Pour tout = € B(a,r), le segment [a, z] est contenu dans B(a,r) puisque B(a,r) est
convexe, donc [a,z] < U. Comme Df = 0 sur U, on en déduit, a I’aide de 'inégalité des
accroissements finis, qu'on a || f(x) — f(a)| = 0, i.e. f(x) = f(a), pour tout x € B(a,r).
Donc f est localement constante. ]

COROLLAIRE 2.5. Si E est conneze, alors toute application continue f de E dans
un espace topologiquement discret Z est constante. En particulier, toute application
continue sur E et ne prenant qu’un nombre fini de valeurs est constante.

Comme illustration, on va démontrer le résultat suivant. Rappelons d’abord que
si n € N*, alors tout nombre complexe z # 0 possede des racines n-ietmes dans C; en
fait, exactement n racines n-iémes.

PROPOSITION 2.6. Sin est un entier = 2, il n’existe pas de “fonction racine n-
ieme” continue sur le cercle T = {z € C; |z| = 1}. Autrement dit, il n'existe pas
d’application continue ¢ : T — C telle que ¢(z)" = z pour tout z € T.

Démonstration. Supposons qu’une telle racine n-ieme continue ¢ : T — C existe,
et essayons d’obtenir une contradiction.
Soit f : R — C la fonction définie par

F(t) ="' g(e™).
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On a par définition
f(t)n _ e—ni% ¢(eit)n _ e—iteit =1
pour tout ¢ € R. Donc f prend ses valeurs dans l'ensemble fini Z := {z € C; 2" = 1}.
De plus, la fonction f est continue car ¢ ’est. Comme R est connexe, on en déduit que
f est constante. En particulier, f(0) = f(2m).

Cependant, f(0) = ¢(1) et f(27) = e = ¢(e2™) = e~n ¢(1). Comme B(1) # 0
(car p(1)" = 1) et e £ 1 (car n > 2), on en déduit f(0) # f(27), ce qui est la
contradiction souhaitée. 0

2.3. Image continue d’un connexe. Bien que tres facile a démontrer, le résultat
suivant est absolument essentiel.

THEOREME 2.7. Soient E et F deuz espaces métriques. Si f : E — F est une
application continue, alors f change les connexes en connexes : pour tout ensemble
conneze C < E, l'ensemble f(C) est conneze.

Démonstration. Quitte a remplacer E par C et F par f(C'), on peut supposer que
E lui méme est connexe et que f est surjective. Il s’agit alors de montrer que F' = f(E)
est connexe.

Si A est une partie ouverte et fermée de F, alors f~!(A) est ouvert et fermé dans
E car f est continue. Comme E est connexe, on a donc f~1(A4) = & ou f~1(A) = E.
Mais A = f(f~1(A)) car f est surjective. Donc, ou bien A = f(J) = &, ou bien
A = f(E) = F. Cela prouve que F est connexe. O

Comme conséquence immédiate de ce résultat, on obtient le “Théoreme des valeurs
intermédiaires” :

COROLLAIRE 2.8. Soit I un intervalle de R. Si f : I — R est une fonction continue
et si a,b € I avec a < b, alors f prend dans lintervalle [a,b] toutes les valeurs entre

f(a) et f(b).
Démonstration. Comme 'intervalle [a, b] est connexe, I'ensemble f([a,b]) est une

partie connexe de R, donc un intervalle; et donc f([a,b]) contient tous les nombres
compris entre f(a) et f(b). O

Voici une autre conséquence, un peu inattendue.

COROLLAIRE 2.9. Si (E,d) est un espace métrique conneze contenant au moins 2
points, alors E est non dénombrable.

Démonstration. Choisissons a,b € E avec a # b, et soit § := d(a,b). La fonction
f+ E — R définie par f(z) := d(a,x) est continue; donc f(E) est un intervalle de
R car E est supposé connexe. Comme f(a) = 0 et f(b) = J, on en déduit que f(E)
contient l'intervalle [0, d]. Donc f(E) n’est pas dénombrable car [0, ] ne l'est pas; et
donc E non plus puisque f(E) = {f(z); = € E} s’énumere a l'aide de F. O

Remarque. Ce résultat est spécifique aux espaces métriques. Bien que cela soit
difficile a croire, il existe des espaces topologiques séparés, dénombrables (infinis) et
cependant connexes. (Sion n’exige pas que ’espace soit séparé, c’est évident : prendre F := N
avec la topologie “grossiere” {¢J, E}.)

COROLLAIRE 2.10. Soient E et F deux espaces métriques, avec E connezxe. Si
f: E — F est une application continue telle que f(F) est dénombrable, alors f est
constante.
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Démonstration. C’est évident par le corollaire précédent : f(E) est connexe, non-
vide et dénombrable, donc réduit a un point. ]

Ezercice 1. Montrer que T = {z € C; |z| = 1} est connexe.

Ezxercice 2. Soit E un espace métrique connexe, et soient f,g : £ — C deux
fonctions continues ne s’annulant pas. On suppose que pour tout x € F, il existe un
entier n > 1 tel que f(x)" = g(x)", et que f et g prennent la méme valeur en au moins
1 point x¢ € E. Montrer que f = g.

Ezxercice 3. Soit D € R un ensemble dénombrable. Montrer qu’il n’existe aucune
fonction continue f : R — R telle que f(D) € R\D et f(R\D) < D. (Commencer par

montrer qu'une telle f doit nécessairement étre constante.)

3. Connexité par arcs
3.1. Chemins et courbes.

DEFINITION 3.1. Soit E un espace métriqgue. Un chemin dans E est une ap-
plication continue v : [a,b] — E, ot [a,b] est un segment de R. L’tmage de 7 est
lensemble v([a,b]) < E. Une courbe dans E est un ensemble I' € E qui est l’image
d’un chemin 7y : [a,b] — E.

Remarque 1. Si M < E, un chemin dans M est donc un chemin v : [a,b] — E tel
que Y([a,b]) € M ; et une courbe dans M est une courbe I' € E entiérement contenue
dans M.

Remarque 2. Par définition, une courbe est un ensemble compact et conneze.

Remarque 3. Si u,v € F, on dira qu’une courbe I' € E relie v & v dans E si I’
est 'image d’un chemin 7 : [a,b] — E tel que vy(a) = u et v(b) = v.

Intuitivement (et si on fait un dessin dans le plan) une courbe reliant u & v est
une “ligne continue” partant de u et aboutissant a v. La ligne a le droit d’étre tres
biscornue, de se recouper tres souvent...; mais elle doit rester “continue” : il ne peut
pas y avoir de “coupure”. (Tout cela n’a évidemment pas grand sens.)

FEzercice. Montrer que si I' € E est une courbe reliant u a v, alors I relie v a u.

EXEMPLE 3.2. Soit E un espace vectoriel normé, et soient u,v € E. On définit
v :[0,1] - E par ~(t) := (1 — t)u + tv. Alors 7 est un chemin affine dont 'image est
le segment [u,v] € E. En particulier, [u, v] est une courbe reliant u & v dans E.

Ezxercice. Montrer que si I' € E est une courbe reliant u a v, alors il existe un
chemin v : [0,1] — E (Uintervalle de définition est [0,1]) d’image I' tel que y(0) = u et
v(1) = v.

Le lemme suivant est tres utile. Comme il est intuitivement évident, on ['utilisera
sans y faire explicitement référence ; mais il demande quand méme une preuve.

LEMME 3.3. Soit E un espace métrique, et soit u,v,w € E. Si 'y € E est une
courbe reliant u a v dans E, et si 'y € E est une courbe reliant v a w, alors I'y u Ty
est une courbe, qui relie u a w.
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Démonstration. D’apres l'exercice posé quelques lignes plus haut, on peut trouver
deux chemins 7y, v, Yow : [0,1] — E d’images respectives I'1,T's tels que v,,(0) = wu,
Yuw(l) = v = Yw(0) et Yyw(l) = w. Alors 'application v : [0,1] — E définie
par y(t) := vu.(2t) si t € [0,1/2] et y(t) := yw(2t — 1) si t € [1/2,1] est bien
définie et continue. Autrement dit v est un chemin dans F, d’image 'y u I's, avec
Y(0) = Yuw(0) = w et ¥(1) = Y4w(1) = w. Donc I'; U I'y est bien une courbe reliant u
a w dans F. O

Ezercice. Montrer qu’on définit une relation d’équivalence R sur E en déclarant
que uRwv si et seulement si il existe une courbe reliant v & v dans E.

Le résultat suivant porte parfois le nom de Lemme du passage des douanes.

PROPOSITION 3.4. Soit E un espace métrique, et soit A< E. Si~y:[a,b] > E est
un chemin tel que y(a) € A et v(b) € E\A, alors il existe au moins un t € [a, b] tel que
~v(t) € 0A. De maniere équivalente, si I' € E est un courbe reliant un point de A a un

point de E\A, alors T'n 0A # .

Démonstration. Soit I' € E une courbe reliant un point u € A & un point v € E\A :
il s’agit de voir que I" contient au moins 1 point de JA.

Siu¢ A, ona déja gagné car dans ce cas u € A\A € 0A. De méme, il n’y a rien a
faire si v € A car alors v € A\A € 0A. Dans la suite, on suppose donc que u € A et
ve E\A.

Supposons que I' n 0A = . Alors, comme E = A U 0A U (E\A), on al <
AU (E\A). Donc les ensembles Oy := ' n A et Oy := T'n (E\A) forment une partition
de I'. De plus, O; et Oy sont des ouverts de I' car A et E\A sont des ouverts de E, et
ils sont non-vides car u € O1 et v € Os. On en déduit que I' n’est pas connexe, ce qui
est une contradiction. O

COROLLAIRE 3.5. Soit E un espace métrique, et soit A < E. S’il existe une courbe
I’ € E reliant un point de A a un point de E\A, alors 0A # .

Démonstration. C’est évident par la proposition. O
3.2. Espaces connexes par arcs.

DEFINITION 3.6. Soit E un espace métrique. On dit que E est connexe par arcs
st, étant donné deux points quelconques u,v € E, 1l est toujours possible de trouver une
courbe I' reliant v ¢ v dans E.

Remarque. Comme toujours, une partie M de E est dite connexe par arcs si M
est connexe par arcs pour la topologie induite ; autrement dit, si pour tous u,v € F,
on peut trouver une courbe I' € F reliant u a v et entiérement contenue dans M.

PROPOSITION 3.7. Tout espace connexe par arcs est conneze.

Démonstration. Supposons E connexe par arcs. Il s’agit de montrer que si A € F
est non-vide et différent de F, alors 0A # (. Mais ceci est évident : en choisissant un
point u € A et un point v € E\A, on peut trouver une courbe I" joignant v & v dans E
puisque F est connexe par arcs, et on en déduit que A # ¢ par le Lemme du passage
des douanes. O

REMARQUE. On verra plus loin que la réciproque n’est pas vraie : il existe des
espaces métriques connexes qui ne sont pas connexes par arcs.



3. CONNEXITE PAR ARCS 99

Comme on va le voir, I'intérét de la connexité par arcs est qu’en pratique, lorsqu’un
espace est connexe par arcs il est facile de le vérifier, et tres facile de s’en convaincre.

EXEMPLE 1. Si E est un espace vectoriel normé, alors tout ensemble conveze
M < E est connexe par arcs (et donc connexe).

Démonstration. Si u,v sont deux points quelconques de M, on peut relier u a v
par les segment [u, v], qui est entierement contenu dans M puisque M est convexe. [

Exemple 2. L’ensemble Q := {(z,y) € R?; xy < 1} est connexe par arcs (et donc
connexe).

Démonstration. C’est clair en faisant un dessin. O

EXEMPLE 3. Si E est un espace vectoriel normé de dimension réelle > 2, alors
E\{0} et Sg :={u € FE; |u| = 1} sont connexes par arcs (et donc connexes).

Démonstration. (i) Soient u,v € E\{0} quelconques. Si le segment [u,v] ne passe
pas par 0, alors [u,v] est une courbe joignant u a v dans E\{0}. Si [u,v] passe par
0, alors u et v sont colinéaires. Comme dim(FE) > 2, on peut trouver w € F qui n’est
colinéaire ni & u ni & v. Alors les segments [u, w] et [w,v] ne passent pas par 0, donc
I := [u,w] U [w,v] est une courbe reliant u & v dans E\{0}.

(ii) Soient maintenant u,v € S quelconques. Par (i), on peut trouver une courbe

[y reliant u & v dans E\{0}. Alors T" := {m, x € Fo} est une courbe (exo), qui relie

u a v dans Sg. ]

Ezxercice 1. Montrer que si Z < C est un ensemble fini, alors C\Z est connexe par
arcs.

Exercice 2. Soit D < C un ensemble dénombrable.

(i) Soient u,v € C\D fixés, et soit A la médiatrice de [u,v]. Pour tout p € A, on
note C), le cercle de centre p passant par u et v. Observer que si z € C\{u, v},
alors z appartient a au plus 1 cercle C),; puis montrer que I'ensemble D :=
{peA; Cpn D # I} est dénombrable.

(ii) Montrer que C\D est connexe par arcs.

EXEMPLE 4. GLN(C) est connexe par arcs (et donc connexe).

Démonstration. Soient A, B € GLy(C) quelconques. On cherche un chemin ~ :
[a,b] = GLN(C) tel que y(a) = A et v(b) = B.

Pour A € C, posons P()) := det((1 — A)A + AB). Alors P est une fonction poly-
nomiale (micro-exo), et P # 0 car P(0) = det(A) # 0. Donc Z := {\ e C; P(\) =0}
est un ensemble fini; en particulier, C\Z est connexe par arcs (c’est 'Exercice 1 ci-
dessus). Comme 0 et 1 appartiennent & C\Z (car P(0) = det(A) et P(1) = det(B)), on
peut donc trouver un chemin A : [a,b] — C\Z tel que A(a) = 0 et A\(b) = 1. Soit
alors v : [a,b] — Mp(C) le chemin défini par (t) := (1 — A(¢))A + A(¢t)B. Comme
A(t) € C\Z, on a det(y(t)) = P(A(t)) # 0 pour tout ¢; donc y est un chemin dans
GLN(C); et bien str y(a) = A et y(b) = B. O

On a dit plus haut (sans le démontrer) que la connexité n’entraine pas la connexité
par arcs. La proposition suivante montre qu’il y a cependant une assez large classe
d’espaces pour lesquels les deux notions coincident.
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DEFINITION 3.8. On dit qu’un espace métrique E est localement connexe par
arcs si tout point a € E posséde une base de voisinages formée d’ensembles connezes
par arcs ; autrement dit, si pour tout voisinage U de a, on peut trouver un voisinage
V de a tel que VS U etV est connexe par arcs.

ExeEMPLE 3.9. Tout espace vectoriel normé est localement connexe par arcs.

Démonstration. Si a € E, alors les boules ouvertes B(a,r), r > 0 forment une
base de voisinages de a; et ces boules sont des ensembles converes, donc connexes par
arcs. O

Ezxercice. Montrer que si E est localement connexe par arcs, alors tout ouvert de
FE est localement connexe par arcs.

PROPOSITION 3.10. Si E est un espace métrique localement connexe par arcs, alors
tout ouvert connexe de E est connexe par arcs.

Démonstration. Soit 2 un ouvert connexe de F. On doit montrer que pour tous
u,v € ), on peut trouver une courbe I' € F contenue dans (2 et reliant u & v. Pour
cela, on fize un point u € 2, et on pose

A := {v € Q; il existe une courbe reliant v & v dans Q}.

L’ensemble A est non-vide car u € A (le singleton {u} est une courbe dans Q1!).

Montrons que A est un ouvert de €. Soit vg € A quelconque, et soit I'y ,, S € une
courbe joignant u a vg. Comme FE est localement connexe par arcs et comme 2 est
un voisinage ouvert de vy dans E, on peut trouver un voisinage V' de vy connexe par
arcs tel que V <€ Q et V est connexe par arcs. Pour tout point v € V', on peut trouver
une courbe I'y, , © V reliant vy a v. Alors I' := I'y , U Iy, » est une courbe contenue
dans 2 qui relie © & v; donc v € A. Ainsi, on a trouvé un voisinage V de vy dans F
entierement contenu dans A, ce qui prouve que A est un ouvert de F, et donc de €.

Montrons maintenant que A est également un fermé de 2. Soit v € A=A Q.
Comme v € € et comme E est localement connexe par arcs, on peut trouver un
voisinage V de v tel que V < Q et V est connexe par arcs. Comme v € A et que V
est un voisinage de v, on peut trouver un point vy € A tel que vg € V. Comme V est
connexe par arcs, on peut ensuite trouver une courbe I',, , S V qui relie vg a v; et
comme vy € A, on peut également trouver une courbe I'y, ., € Q qui relie u a vy. Alors
I':= Ty vy U Ty, est une courbe dans 2 qui relie u a v, et donc v € A. Ceci étant vrai

pour tout v € ZQ, cela prouve que A est bien un fermé de 2.

En conclusion, A est non-vide, ouvert et fermé dans . Comme 2 est supposé
connexe, on en déduit que A = €. Autrement dit, on peut relier v & n’importe quel
point v € € par une courbe contenue dans 2. Donc €2 est connexe par arcs. O

COROLLAIRE 3.11. Tout espace métrique connexe et localement connexe par arcs
est connexe par arcs.

Démonstration. C’est évident par la proposition. O

COROLLAIRE 3.12. Tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est conneze
par arcs.

Démonstration. Compte tenu de I'exemple 3.9, c’est a nouveau évident. O
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Ezxercice 1. Soit ¥ un evn. Si u,v € E, appelons ligne polygonale reliant v a v
tout ensemble I' € E de la forme I' = [ug,ui] U+ U [uy_1,un], ot ug = u et uy = v.
Montrer que tout ouvert connexe {2 € FE est “connexe par lignes polygonales” : deux
points quelconques u,v € €2 peuvent toujours étre reliés par une ligne polygonale I’
entierement contenue dans €.

FEzxercice 2. Soit E un espace métrique, et soit R une relation d’équivalence sur E.
Montrer que si toutes les classes d’équivalences pour E sont ouvertes, alors elles sont
également toutes fermées. En déduire une “autre” preuve du fait que si F est connexe
et localement connexe par arcs, alors il est connexe par arcs.

3.3. Un contre-exemple. Soit f : |0,00] — R la fonction définie par f(x) :=
sin(1/x), et soit G le graphe de f,

G={(z,y)€ R? o> 0ecty = sin(1/z)}.

Comme sin(1/x) prend toutes les valeurs entre —1 et 1 sur tout intervalle ]0, ],
e > 0, il n’est pas difficile de voir (exo) que I'adhérence de GG dans R? est donnée par

G=GuL ot L={0}x[-1,1].

On va montrer ici que G est une partie connexe de R?, mais n’est pas connexe par
arcs.

De fagon générale (voir la section suivante), ’adhérence d’un connexe est toujours
un ensemble connexe. Comme G est connexe (c’est I'image de l'intervalle ]0, o[ par 'ap-
plication continue z — (z,sin(1/z)), on en déduit que G est une partie connexe de R?.

Montrons maintenant que G n’est pas connexe par arcs, ce qui est un peu plus
délicat.

On va en fait montrer qu’il n’existe pas de courbe dans G reliant (0,0) (qui ap-
partient & ) & un point de G. On aura pour cela besoin du fait suivant, ot L est le
segment {0} x [—1,1] = {(0,y); y € [-1,1]}.

Farr. Soit D < R2£n disque centré en un point o € L et de rayon r < 1. Si C est
une partie connexe de G n D contenant «, alors C' € L.

Preuve du Fait. Si C' n’est pas contenu dans L, alors C' n G # (J, i.e. C' contient
un point (zg, f(w0)) avec 1o > 0. En notant 7 : R> — R la projection sur l'axe des
abscisses, on voit donc que 7(C') contient 0 (car o € C) et xp. De plus, 7(C') est connexe
car C est connexe; donc m(C) est un intervalle, et par conséquent 7(C') contient tout
Iintervalle [0, z0]. Comme C € G D < Lu (G n D) et n(L) = {0}, on en déduit que
m(G n D) contient U'intervalle ]0,zo]. Mais en faisant un dessin, on voit de suite que
ceci est impossible car D est de rayon strictement inférieur a 1. O

Soit maintenant v : [a,b] — G un chemin quelconque tel que y(a) = (0,0) : on
veut montrer que y(b) ¢ G ; et on va en fait prouver que y([a,b]) < L.

Soit A := {t € [a,b)]; v(t) € L}. Par définition, A est un fermé de [a,b] car L est un
fermé de R? et y est continu; et A # J car a € A. Comme [a,b] est connexe, il suffit
donc de vérifier que A est également un ouvert de [a,b] pour conclure que A = [a, b],
ce qui est le résultat souhaité.

Soit tg € A quelconque. Par continuité de -, on peut trouver & > 0 tel que, en
posant I := |tg — 0,19 + 0[ N [a,b], on ait v(I) € D := D(~(to),1/2). Alors C := ~(I)
est connexe et contenu dans G n D. Par le Fait (appliqué avec a := ~(tg), qui appartient
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bien & L puisque tg € A), on en déduit que v(I) < L. Ainsi, on a trouvé un voisinage
I de to dans [a, b] tel que v(t) € L pour tout ¢t € I, autrement dit I < A, ce qui prouve
que A est un ouvert de [a, b].

En conclusion, on a montré qu'il n’existe aucun chemin v : [a,b] —>? tel que
v(a) = (0,0) et y(b) € G. Autrement dit, il n’existe aucune courbe dans G joignant
(0,0) & un point de G ; et donc G n’est pas connexe par arcs.

4. Petites propriétés de stabilité
4.1. Adhérence d’un connexe.

PROPOSITION 4.1. Soit E un espace métrique. Si A S E esl connexe, alors tout
ensemble B tel que A< B € A est connexe. En particulier, si A est connexe alors A
est également connexe.

Démonstration. On montre que toute application continue f : B — {0,1} est
constante. Comme A est connexe et f|4 est une application continue de A dans {0, 1},

lapplication f est constante sur A. Mais A est dense dans B puisque B < A ; donc f
est constante sur B par continuité. O

FEzercice. Démontrer cette proposition en utilisant uniquement la définition de la
connexité.

Comme illustration, on va démontrer un tres joli résultat sur les fonctions dérivées,
qu’on appelle habituellement le Théoréeme de Darboux.

THEOREME 4.2. Soit I un intervalle de R. Si f : I — R est une fonction dérivable
en tout point, alors la fonction f’ vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires : pour
tout intervalle J < I, f'(J) est un intervalle.

Remarque. La subtilité vient du fait que la fonction f’ n’est pas nécessairement
continue.

Ezercice. Donner un exemple de fonction f dérivable sur R mais pas de classe C'.
Preuve du théoreme de Darbouz. Fixons un intervalle non trivial J < I. Posons
A= {(x,y)eJ x J; z <y},
et définissons ® : A — R par
fly) — f(z)
y—x

L’ensemble A est visiblement convexe (c’est un “triangle ouvert”), donc connexe ;
et la fonction ® est continue car f est continue. Donc ®(A) est connexe.

FAIT. On a ®(A) € f'(J) € ®(A).

(I)($, y) =

Prewve du Fait. Si(z,y) € A, alors f(y)— f(z) = f'(¢)(y—x) pour un certain point
c € Jx,y[ d’apres la formule des accroissements finis ; donc ®(x,y) = f'(c) € f/(J).

Inversement, si ty € J alors, en supposant par exemple que ty n’est pas la borne
de droite de J, on peut trouver une suite (y,) < J tendant vers ty avec y, > ty. On a

alors

n—0 Yn — to

= lim ®(to, yn),
n—00



4. PETITES PROPRIETES DE STABILITE 103

et donc f'(tg) € ®(A). Ainsi, f/(J) € ®(A). Si ¢y est la borne de droite de J, on
raisonne de méme avec une suite (x,) < J telle que z, — to et =, < to (on a
1 (to) = Um ®(zp, to) et (xn,to) € A). O

La preuve du théoréme est maintenant terminée : par le Fait et la Proposition 4.1,
f/(J) est une partie connexe de R, i.e. un intervalle. O

Ezercice 1. Montrer que si f : [a,b] — R est dérivable sur [a,b] avec f'(a) > 0 et
1/(b) <0, alors f atteint son maximum en un point ¢ appartenant a |a, b[. En déduire
une preuve “directe” du théoreme de Darboux.

Exercice 2. Soit I un intervalle de R. Montrer que si f : I — R est une fonction
conveze et dérivable en tout point, alors f est de classe C'.

4.2. Réunions de connexes. Une réunion d’ensembles connexes n’a en général
aucune raison d’étre connexe : par exemple, {0,1} = {0} U {1} n’est pas connexe.
Cependant, si ces ensembles connexes sont “reliés les uns aux autres”, alors la réunion
est connexe :

PROPOSITION 4.3. Soit E un espace métrique, et soit (C;);er une famille de parties
connexes de E. On suppose que pour tous ©,j € I, on peut trouver iy,...,iN € I avec
i1 =1 etin = J tels que C;, N C; #  pourk =1,...,N —1. Alors C := | J;c; C;
est connexe.

k+1

Démonstration. Soit f : C' — {0,1} une application continue. Comme les C; sont
connexes, 'application f est constante sur chaque Cj, disons f(z) = ¢; sur C;. Pour
montrer que f est constante sur C, il suffit de vérifier que ¢; ne dépend en fait pas de
i, autrement dit que ¢; = ¢; pour tous 7, j € I.

Soient i1,...,iy € I telsquei; = ¢,iy = jet C;,nC,,, # pourk =1,..., N—1.

k+1
B , . . . L O 4 <
Pour k =1,..., N — 1, 'application f est identiquement égale a ¢;, sur C;, et a ¢;,
sur Cj, . ,. Comme C;, nC;, ., # &, on adonc ¢;, = ¢, pourk=1,...,N—1;dou
C; =Cjy =Cjp =+ =CN_1= Cijy = Cj. |

COROLLAIRE 4.4. Si (C;)ier est une famille de parties connexes de E telle que
C; n Cj # & pour tous i,j € I, alors C = | J,.; C; est conneze.

Démonstration. C’est évident par la proposition : pour ¢,j € I donnés, on peut
prendre N =2, i1 =1 et ip = j. O

COROLLAIRE 4.5. Si (C;)er est une famille de parties connexes de E contenant
toutes un méme ensemble M # &, alors | J; C; est connexe.

4.3. Intersections. Une intersection de connexes n’est pas connexe en général
(ex0). On a cependant le résultat suivant.

PROPOSITION 4.6. Soit E un espace métrique. Si (K, )nen est une suite décroissante

de compacts connexes de E, alors K := (), .y Kn est conneze.

Démonstration. Supposons que K ne soit pas connexe. D’apres la Proposition 1.4,
on peut alors trouver deux ouverts V1,V5 de E tels que VinVo = @3, K <€ V3 u V5
et V; n K # ¢ pour i = 1,2. Comme K est contenu dans l'ouvert V := V; u %
et est lintersection de la suite décroissante de compacts (K,,), 'un des K, est déja
contenu dans V', d’aprés le théoreme des compacts emboités. On a donc un N € N tel
que Ky € Vi u Va. Mais V] et Vs sont toujours des ouverts disjoints, et Vi n Ky et
Vo n K sont non-vides car ils contiennent respectivement Vi n K et Vo n K. Par la
Proposition 1.4, ceci est absurde car K est supposé connexe. ]
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Ezercice 1. Montrer que le résultat est faux si on suppose seulement que les K,
sont fermés dans F.

Ezxercice 2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que E
est un espace topologique séparé et que que les K, sont compacts au sens de Borel-
Lebesgue.

4.4. Produits. Pour les produits, il n’y a aucune restriction :

PROPOSITION 4.7. Si Eq,..., En sont des espaces métriques connexes, alors E 1=
FE{ x -+ x EN est connexe.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de le montrer pour le produit de deux
espaces métriques connexes Fy, Fs.

Soit f : Ey x Ey — {0,1} une application continue : on veut montrer que f est
constante.

Si on fixe un point u € Ey, alors application f, : Fo — {0, 1} définie par f,(v) :=
f(u,v) est continue, donc constante car Fs est connexe. Donc f(u,v) ne dépend pas
de v € Es.

Mais de méme, f(u,v) ne dépend pas non plus de u € Ey. Ainsi, f(u,v) ne dépend

ni de u, ni de v; autrement dit, f est constante. ([l
Ezxercice. Montrer que si Fy, ..., Eny sont connexes par arcs, alors Fy X -+ x Ey
aussi.

5. Composantes connexes
Dans toute cette section, ¥ est un espace métrique.

DEFINITION 5.1. Une composante connexe de E est une partie connexe C de E
qui est maximale pour U'inclusion (il n’existe pas de partie connere M < E contenant
strictement C').

EXEMPLE 1. Si E est connexe, il a exactement une composante connexe, & Savoir

C:=F.

EXEMPLE 2. Si E est topologiquement discret, les composantes connexes de F sont
les singletons.

Démonstration. C’est clair puisque les parties connexes de E sont (J et les single-
tons. U

REMARQUE. Les composantes connexes de F sont toujours des parties non-vides
et fermées de E.

Démonstration. Comme il y a des parties connexes non-vides dans E (tous les
singletons), ¢ n’est pas une partie connexe maximale, i.e. pas une composante connexe
de E. Si C est une composante connexe, alors C' est connexe et contient C', donc C = C
par maximalité de C'; autrement dit, C' est un fermé de FE. O

LEMME 5.2. Soit C une composante connexe de E. Si M < FE est connexe et
MnC #, alors M < C.

Démonstration. Comme M n C # ¢, 'ensemble C' U M et connexe par la Propo-
sition 4.3, et il contient C'; donc C U M = C par maximalité de C, i.e. M < C. O



5. COMPOSANTES CONNEXES 105

LEMME 5.3. Si M < E est connexe et non-vide, alors il existe une et une seule
composante connezxe de E& qui contient M. Cette composant conneze est la plus grande
partie connexe de E contenant M.

Démonstration. Notons C' la réunion de toutes les parties connexes de £ contenant
M. Alors C contient M car il y a au moins une partie connexe de F qui contient M,
a savoir M elle méme. De plus, comme M # J, on voit que C' est connexe d’apres
la Proposition 4.3. Ainsi, C' est la plus grande partie connexe de E contenant M.
En particulier, C' est une partie connexe de F maximale pour l'inclusion, i.e. une
composante connexe de F. O

REMARQUE 5.4. Pour tout point a € E, on notera C(a) l'unique composante
connexe de F contenant a, qui est d’apres le Lemme 5.3 la plus grande partie connexe
de E contenant a. On dit que C(a) est la composante connexe de a dans FE.

PROPOSITION 5.5. Les composantes connexes de EE forment une partition de E.

Démonstration. Si C' et C’ sont deux composantes connexes de E et si CnC’ # &,
alors C' < C et C < C" d’apres le Lemme 5.2, donc C' = O’ ; autrement dit, si C' # C’
alors CnC’ = . Ainsi, les composantes connexes de F sont deux & deux disjointes. De
plus, tout point a € E appartient & une composante connexe de F, d’apres le Lemme
5.3 appliqué a M := {a}. d

La proposition suivante permet souvent de déterminer tres facilement les compo-
santes connexes.

PROPOSITION 5.6. Soit (;)ier une famille d’ouverts connexes de E. On suppose
que les €; sont non-vides et forment une partition de E. Alors les ; sont les compo-
santes connexes de E.

Démonstration. Remarquons d’abord que les ouverts €2; sont également tous fermés
dans E. Soit en effet ig € I. Comme les €; forment une partition de E, on a E\Q;, =
U 2io $2i, et done E\Q;, est ouvert dans E.

Montrons que les €2; sont des composantes connexes de F. Soit ¢ € I quelconque.
Comme (); est connexe, il est contenu dans une composante connexe C d’apres le
Lemme 5.3. D’apres ce qui précede, €2; est alors ouvert et fermé dans C'; donc ; = C
car C est connexe et ; # (7.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autres composantes connexes que les €;.
Soit C' une composante connexe de E. Comme C # J et | J,.;Q = E, on peut
trouver un ¢ tel que C' N Q; # & ; et comme C et €2; sont des composantes connexes
de E, cela entraine que C' = 2; puisque deux composantes connexes distinctes sont
nécessairement disjointes d’apres la Proposition 5.5. O

La preuve de la Proposition 5.6 a implicitement établi le fait suivant :

FAIT 5.7. Si C € E est connexe et si 2 S E est ouvert et fermé dans E, alors ou
bien QN C = &, ou bien C < Q2.

Démonstration. C’est clair car Q n C est ouvert et fermé dans C et C est connexe.
O

Exemple 1. Les composantes connexes de E := [0,1[ u [2,3] sont [0, 1] et [2,3].
En effet, ces ensembles sont connexes non-vides, ils forment une partition de F, et ils
sont également ouverts dans E car [0,1] = |—0,1[ n E et [2,3] = ]3/2,00[ n E.
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Exemple 2. Les composantes connexes de E := C\T = {z € C; |z| # 1} sont
O :={z; |z| <1} et Qo := {z; |2z| > 1}. En effet, Q; et Q9 sont des ouverts non-vides
de C, donc de E, ils forment une partition de E, et ils sont connexes par arcs (c’est
clair pour le disque ; qui est convexe, et facile & démontrer pour €23).

Exercice. Déterminer les composantes connexes de E := {(z,y) € R?; zy # 1}.

DEFINITION 5.8. On dit que l’espace métrique E est localement connexe si tout
point a € E posséde une base de voisinages formée d’ensembles connexes; autrement
dit : pour tout a € E et pour tout voisinage U de a dans E, on peut trouver un voisinage
V de a tel que V' est connexe et V S U.

ExEMPLE. Tout espace localement connexe par arcs est localement connexe. En
particulier, tout espace vectoriel normé est localement connexe.

PROPOSITION 5.9. Si E est localement connexe, alors les composantes connezxes de
tout ouvert Q < FE sont des ouverts de E.

Démonstration. Soit C' une composante connexe de €, et soit ¢ € C. Comme E
est localement connexe et comme () est un voisinage ouvert de a dans F, on peut
trouver un voisinage V' de a tel que V est connexe et V < Q. Alors V € C d’apres le
Lemme 5.2, car V est une partie connexe de §2, C' est une composante connexe de € et
V n C # . Ainsi, pour tout point a € C, on peut trouver un voisinage V' de a dans
E entierement contenu dans C; donc C est un ouvert de E. ]

COROLLAIRE 5.10. Si E est localement connexe, alors les composantes connexes
de E sont a la fois ouvertes et fermées dans E.

COROLLAIRE 5.11. Si E est un espace vectoriel normé, alors les composantes
connezxes de tout ouvert de E sont des ouverts de E.

Comme illustration de la notion de composante connexe (et de quelques autres
faits établis précédemment), on peut maintenant démontrer tres facilement le résultat
suivant, qui décrit completement tous les ouverts de R.

THEOREME 5.12. Tout ouvert de R est réunion dénombrable (éventuellement finie)
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints.

Démonstration. Soit € un ouvert de R, et notons (C;);er la famille des composantes
connexes de 2. Les C; sont des parties connexes de R, donc des intervalles. De plus,
les C; sont des ouverts de R car R est localement connexe ; donc ce sont des intervalles
ouverts. Enfin, 'ensemble d’indices I est nécessairement dénombrable car R est un
espace métrique séparable (cf la Proposition 7.11 du Chapitre 3). ]

Ezxercice 1. Soit F un espace métrique, et soit {2 un ouvert de E. Montrer que si
C est une composante connexe de €, alors 0C < 0f).

FEzercice 2. Montrer que si A € C est borné, alors C\A a exactement une compo-
sante connexe non bornée.

Ezercice 3. Soient K et L deux fermés de C. On suppose que K < L et que
0L < 0K. Montrer que L est la réunion de K et des composantes connexes de C\K
qui intersectent L.
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6. Espaces bien enchainés
DEFINITION 6.1. Soit (E,d) un espace métrique.

(1) Etant donnés u,v € E et ¢ > 0, on appelle € - chaine reliant v a v dans
E toute suite finie (r1,...,xy) de points de E telle que x1 = u, xy = v et
d(zi,xiy1) <e pouri=1,...,N —1.

(2) On dit que E est bien enchainé si, pour tout e > 0, deuz points quelconques
u,v € B peuvent toujours étre reliés par une € - chaine.

Il est important de noter que la notion de e-chaines est relative a une distance
donnée. Pour autant, elle a beaucoup a voir avec la notion purement topologique de
connexité.

PROPOSITION 6.2. Soit (E,d) un espace métrique, et soit € > 0. Pour u € E,
posons
C:(u) := {v € E; il existe une ¢ - chaine reliant u a v},

Alors Cz(u) est ouvert et fermé dans E.

Démonstration. (i) Montrons d’abord que C:(u) est un ouvert de E. Soit v €
C:(u) quelconque, et soit (z1,...,zN) une e-chaine reliant u a v. Alors, pour tout
x € B(v,e) = B(zn,¢€), la suite (x1,...,2N, ) est une - chaine reliant u a = ; et donc
x € Ce(u). Ainsi B(v,e) € Cs(u) pour tout v € Cz(u), donc C(u) est un ouvert de E.

(ii) Montrons maintenant que C.(u) est un fermé E. Soit z € C.(u) quelconque.
Alors B(z,e) n Ce(u) # &. Soit v € B(z,e) n Ce(u), et soit (z1,...,xxN) une e-chaine
reliant ua v. Alors (x1,...,2N,2) est une - chaine reliant u & = puisque d(zy,x) =
d(v,z) < e; donc z € Cc(u). O

COROLLAIRE 6.3. Tout espace métrique connexe est bien enchainé.

Démonstration. Soit u € E fixé. Pour tout € > 0, 'ensemble C,(u) est ouvert, fermé
et non-vide car u € Cc(u). Comme E est connexe, on a donc C:(u) = E; autrement
dit, pour tout point v € F, il existe une € - chaine reliant u & v. Comme v € E et € > (
sont quelconques, cela montre que F est bien enchainé. O

La réciproque de la Proposition 6.3 est fausse : par exemple, Q est bien enchainé
(ex0) mais n’est pas connexe. Cependant :

PROPOSITION 6.4. Un espace métriqgue compact est conneze si et seulement si 4l
est bien enchainé.

Démonstration. Soit (K,d) un espace métrique compact, et supposons que K ne
soit pas connexe : il s’agit de voir que K n’est pas bien enchainé.

Comme K est non connexe, on peut le partitionner en deux fermés non-vides
C1,Cy. Alors Cy et Uy sont compacts car K est compact.

Comme C1 n Cy = &, on a d(z,2') > 0 pour tout x € Cy et pour tout 2’ € Cs.
Comme C7 x Cy est compact et comme la fonction (z,2’) — d(x,2’) est continue sur
C1 x (9, on en déduit qu’il existe € > 0 tel que

(6.1) V(z,2') e Cy x Cy : d(z,2') > €.
Fixons maintenant u € C7 et v € (5, et supposons qu’il existe une e-chaine
(x1,...,zy) reliant v & v dans K = Cy u Cy. Comme 1 = u € (1, il existe un

plus grand indice i € {1,...,N} tel que = := z; € C1; et comme zxy = v ¢ C1, on
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ai < N —1. Alors 2/ := z;;1 ¢ Cy par définition de i, et donc 2’ € Cy. De plus
d(z,2') = d(x;, x;41) < € puisque (z1,...,zyN) est une ¢-chaine. On a donc trouvé un
point z € C; et un point 2’ € Cs tels que d(x,2’) < €; ce qui contredit (6.1).

Ainsi, on a montré qu’il n’existe aucune ¢ - chaine reliant u a v dans K ; donc K
n’est pas bien enchainé. O

Autre preuve. Soit (K, d) un espace métrique compact bien enchainé. Pour montrer
que K est connexe, il suffit de montrer que toute application continue f : K — {0, 1}
est constante.

Comme K est compact, 'application f est uniformément continue. On peut donc
trouver § > 0 tel que |f(z) — f(2')| < 1 pour tous z,2’ € K vérifiant d(z,z") < 4.
Comme f est a valeurs dans {0, 1}, on voit ainsi que pour tous z,z’ € K,

(6.2) d(z,2") <6 = f(z) = f(2)).

Soient maintenant u,v € K quelconques. Comme K est bien enchalné, on peut
trouver une 0 - chaine (z1,...,zy) reliant u & v; et par (6.2), on en déduit que f(u) =
f(@1) = f(x2) = = fzn-1) = f(zn) = f(v). Ainsi f(u) = f(v) pour tous u,v € K,
autrement dit f est constante. O

La Proposition 6.4 peut se généraliser, ce qui donne lieu a quelques conséquences
intéressantes. Dans ce qui suit, on dira qu’un espace métrique (K, d) est € - enchainé
(pour un certain € > 0 fizé) si on peut relier deux points quelconques u,v € K par
une ¢ - chaine. Ainsi, K est bien enchainé si et seulement si il est € - enchainé pour tout
e > 0.

PROPOSITION 6.5. Soit (K, )nen une suite décroissante de compacts dans un espace
métrique (E,d). On suppose qu’il existe une suite (gy,) tendant vers 0 telle que K, est

en - enchainé pour tout n € N. Alors K := (), .y Kn est conneze.

Démonstration. Supposons que K ne soit pas connexe. Comme dans la preuve de
la Proposition 6.4, on peut alors partitionner K en deux compacts non-vides C, Cs,
puis trouver € > 0 tel que d(x,z’) = ¢ pour tous x € C; et 2’ € Cs.

Si on pose Vi := {x € E; dist(z,Cy) < ¢/4} et V5 := {x € E; dist(x,Cs) < €/4},
alors 17 et V5 sont des ouverts de E contenant respectivement C et Cs, et on vérifie
facilement (exo utilisant I'inégalité triangulaire) que

V(v,0") e Vi x Vot d(v,0') = g/2.

Comme dans la preuve de la Proposition 6.4, on en déduit qu’il n’existe aucune
(e/2) - chaine dans Vi U V4 reliant un pomt ve V] aun pomt v’ € V5. Par conséquent,
aucun ensemble K C Vi u Vs tel que K n Vi # O et K n Vo # (& ne peut étre
(e/2) - enchainé.

Cependant, comme V7 U V5 est un ouvert de E et comme K = CruCy € V3 U Vs, il
existe un entier N € N tel que Ky < V3 uVs, d’apres le théoreme des compacts emboités
(ex0). Alors K,, € V1 u V5 pour tout n = N, et K, n'V; # & pour i = 1,2 puisque
K, 2 K. D’apres ce qui précede, aucun K,, n > N ne peut étre (¢/2)-enchainé, ce
qui est absurde puisque K, est €, -enchainé et ¢, — 0. U

COROLLAIRE 6.6. L’intersection de toute suite décroissante (K,) de compacts
connexes de E est encore connexe. (Résultat déja démontré.)

Démonstration. Les K, sont connexes, donc bien enchainés; et donc K, est 27"-
enchainé pour tout n € N. D’ou le résultat par la proposition. [l
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COROLLAIRE 6.7. Soit (E,d) un espace métrique compact. Si (uy) est une suite
de points de E telle que d(ug,ugr1) — 0 quand k — o0, alors l’ensemble des valeurs
d’adhérence de E est connexe.

Démonstration. Notons K 'ensemble des valeurs d’adhérences de (ug). Alors

K = ﬂKn, ou K, = {ux; k=n}.
neN

Les K, sont fermés dans E, donc compacts, et la suite (K,) est décroissante. Pour
montrer que K est connexe, il suffit donc de trouver une suite (g,) tendant vers 0 telle
que K, est g, -enchainé pour tout n € N.

Par hypothese sur la suite (ug), on peut trouver une suite (e,) tendant vers 0
telle que Yn € N : ¢, > sup{d(ug,ur+1); & = n} (il suffit par exemple de poser
en = 27" + sup{d(uk,ur+1); k = n}). Si n € N, alors I'ensemble A,, := {ug; k = n} est
en - enchainé puisque &, > d(ug, u1) pour tout k = n (micro-exo). Comme K,, = A,,
on en déduit que K, est e, - enchainé (autre exo, facile). O

COROLLAIRE 6.8. Soit (E,d) un espace métrique compact. Pour tout point a € E,
la composante connexe de a dans E est l'intersection de tous les ouverts fermés de E
contenant a.

Démonstration. Notons C'(a) la composante connexe de a dans F, et K (a) l'inter-
section de tous les ouverts fermés de E contenant a.

Si Q est un ouvert fermé de E contenant a, alors C(a) n Q # J et donc C(a) < Q
car C'(a) est connexe, d’apres le Fait 5.7. Par conséquent, C(a) € K(a).

Pour 'inclusion inverse, on a besoin du fait suivant (¢f la Proposition 6.2).

FAIT. Pour tout € > 0, ’ensemble C.(a) est -enchainé.

Preuve du Fait. Siu,v sont deux points quelconques de Ce(a), on peut trouver une

¢-chaine (z1,...,xy) joignant u & a et une € - chaine (y1, ..., yy) joignant a a v. Alors
tous les points x;,y; appartiennent a C.(a), donc (z1,...,2n = a = y1,...ym) est une
¢ - chaine reliant u & v dans C.(a). O

D’apres la Proposition 6.2 et par définition de K (a), on a K (a) < C.(a) pour tout
e > 0. Donc, si on choisit une suite décroissante (e,,) tendant vers 0, on a K(a) <
(Mpen Ce, (@). Comme les K, := C., (a) forment une suite décroissante de compacts (ils
sont fermés dans F par la Proposition 6.2), et comme K,, est &, - enchainé d’apres le Fait,
I'ensemble K := (), .y Kn est donc connexe par la Proposition 6.5. Comme de plus K
contient a, on en déduit que K est contenu dans C(a) par définition de C(a) (c¢f la
Remarque 5.4), et donc K (a) € C(a). O

Ezercice. Soit E un espace métrique compact. Montrer que si W € E est un ouvert
fermé non-vide, alors W est réunion d’un nombre fini de composantes connexes de F.
En déduire que la famille des ouverts fermés de E est dénombrable.






Chapitre 6

Espaces complets

1. Définitions et exemples
1.1. Suites de Cauchy, espaces complets.

DEFINITION 1.1. Soit (E,d) un espace métrique, et soit (ug)ken une suite de points
de E. On dit que (uy) est une suite de Cauchy si d(up,uys) — 0 quand p,q — 0.
Avec des quantificateurs : (ug) est de Cauchy si et seulement si

Ve > 03K € N tel que Vp,q = K : d(up,uq) <e.

REMARQUE 1. Toute suite convergente est de Cauchy.

P,q—%0

Démonstration. Si uy, — a, alors d(up, uy) < d(up,a) + d(a,uy) 0. O

REMARQUE 2. Dans un espace vectoriel normé, toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit (uy) une suite de Cauchy dans un evn (E, | - ||). Si on applique
la définition d’une suite de Cauchy avec € := 6, on obtient un entier K tel que

Vp,q = K |lug — up| < 6.

On a alors Vb = K |ug| < |uxr — uk]| + |Jlux| < 6 + |ux|. Donc, si on pose
M = max(Juol, - - Jurc 11,6 + Juxe]), alors

VkeN : |ug < M.
]

Remarque 3. Les suites de Cauchy restent les mémes si on remplace la distance d
par une distance Lipschitz-équivalente. Donc, dans un espace vectoriel de dimension
finie, I'expression “suite de Cauchy” a un sens intrinseque : cela signifie “suite de

?

Cauchy pour n’importe quelle norme”.

Démonstration. Exo. O

Le lemme suivant est souvent utile.

LEMME 1.2. Soit (ug)gen une suite de Cauchy dans un espace métrique (E,d). Si
(ug) posseéde une sous-suite convergente, alors (uy) est convergente.

Démonstration. Supposons que (uy) possede une sous-suite (ug, )nen qui converge
vers un point a € E, et montrons que uy — a. Soit € > 0. Comme (uy) est de Cauchy,
on peut trouver K € N tel que Vk, k' > K : d(ug,up) < e. Soit ensuite ng € N tel que
kn, = K. On a k, = K pour tout n = ng, donc Vk > K Vn = ng : d(uk,ux,) < €.
Comme uy, — a quand n — 00, on en déduit que d(ug,a) < € pour tout k > K. O

111
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DEFINITION 1.3. On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de
Cauchy de (E,d) est convergente dans E. Un espace vectoriel normé complet s’appelle
un espace de Banach.

ExXEMPLE 1. R est complet pour la distance usuelle : c’est ce que dit le critére de
Cauchy pour les suites de nombres réels.

Exemple 2. Q n’est pas complet pour la distance usuelle.

Démonstration. Soit (ry)gen une suite de rationnels convergeant vers un nombre
irrationnel a, par exemple a := +/2. La suite (ry) converge dans R, donc elle est de
Cauchy dans R pour la distance usuelle. Mais (r) est une suite de rationnels, donc
c’est une suite de Cauchy de (Q,]| - |); et comme a ¢ Q, elle ne converge pas dans Q.
Ainsi, (Q,| - |) n’est pas complet. O

1.2. Quatre exemples trés importants.
ExXEMPLE 1. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit (E,d) un espace métrique compact. Si (uy) est une suite de
Cauchy dans (E,d), alors (ug) possede une sous-suite convergente par compacité, et
donc (uy) est convergente d’apres le Lemme 1.2. O

EXEMPLE 2. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie, il suffit de montrer
que E := (RY,| - |o) est complet (micro-exo). Soit donc (uy)rey une suite de Cauchy
dans (RY, | - |e). On écrit ug = (ug(1),...,ur(N)).

Pour j € [1,N] et p,g € N, on a

[uq(F) — up(d)| < [lug — upleo-
Donc, pour tout j € [1, N], la suite (ug(j))ren est de Cauchy dans R, qui est complet.

Par conséquent, chaque suite (ug(j))reny converge, ug(j) LiniN u(j) € R. Si on pose

w:= (u(1),...,u(N)) e RV, alors uj, — u “coordonnée par coordonnée”, donc uy — u
pour la norme | - 4. Ainsi, on a bien montré que toute suite de Cauchy (uy) converge
dans (RY, | - [o0)- O

Remarque. Cet exemple montre en particulier que C est complet pour la distance
usuelle ; ce qu’on aurait pu voir directement.

EXEMPLE 3. Si I est un ensemble non-vide quelconque, alors 1’espace ¢*(I) est
complet pour la norme | - [o.

Démonstration. Soit (fi)ren une suite de Cauchy dans (¢*(I),| - |«). On veut
montrer que (f) converge dans £*°(I); autrement dit, qu'il existe une f € £*(I) telle
que ||fx — flloo — 0. On va faire cela en 3 étapes, ce qui est essentiellement toujours le
cas lorsqu’on veut montrer qu’un certain espace est complet.

ETAPE 1. Identification d’un “candidat limite”.
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Pour t € I fixé et pour tous p,g€e N, on a

7q_)w

|fq(t) - fp(t)| < qu - fp”oc 27 0.

Donc, pour tout t € I, la suite (fx(t))gen est de Cauchy dans K = R ou C, qui est
complet. Par conséquent, pour tout t € I, la suite (fx(t))ken converge, fx(t) — I; € K.
Si on pose f(t) := l;, on obtient ainsi une fonction f: I — K telle

Viel : fi(t) 225 F(b).
ETAPE 2. Le candidat limite appartient au bon espace; i.e. f € (® (I).

11 s’agit de voir que la fonction f est bornée. Comme la suite (f) est de Cauchy
dans ¢ (1), elle est bornée dans £*°(I) : on une constante M telle que || fx|c < M pour
tout k£ € N; autrement dit

VEVtel : |fr(t)] < M.

En fixant t € I et en faisant k£ — o0, on obtient
Viel : |f(t)] < M;

donc f est en effet bornée, avec ||| < M.
ETAPE 3. f, — f au sens de la distance considéré; i.e. |fr — f]o — 0.

Soit € > 0 quelconque. Comme la suite (f;) est de Cauchy dans ¢*(I), on peut
trouver K € N tel que Vp,q = K : |fq — follo < e, i.e.

Vp,g= KVtel : |fy(t) — fp(t)] <e.
En fixant ¢t € I, en prenant q := k > K et en faisant p — 00, on obtient
VE=KVYtel : |fr(t)— fO)] <e;

autrement dit || fx — f|o < € pour tout £ = K. On a donc bien montré que fr — f
pour la norme | -+ |o. O

EXEMPLE 4. Soient E et F' deux evn sur K = R ou C, et soit L(E, F') 'espace des
applications linéaires continues 1" : £ — F, muni de sa norme naturelle. Si ’espace
d’arrivée F' est complet, alors L(E, F') est complet. En particulier, pour tout evn F,
Pespace E* := L(E,K) est complet. (On dit que E* est le dual de l'evn E.)

Démonstration. Soit (T} )ken une suite de Cauchy dans L(E, F'). On veut montrer
quil existe T' € L(E, F) telle que | Ty —T| z(g,r) — 0. Dans la suite, on écrit simplement
| - [ auliea de || - |2z F)-

ETAPE 1. Identification d’un candidat limite.

Pour u € E fixé pour tous p,qg € N, on a

p,q—>0

174 (u) = Tp(w)| = (T = Tp)(w)| < [Ty = T Ju] = 0.

Donc, pour tout u € u, la suite (Tg(u))geny est de Cauchy dans F', qui est supposé
complet. Par conséquent, pour tout u € E, la suite (Tx(u))gen converge, Ty (u) — I, €
F. Si on pose T'(u) := l,,, on obtient une application 7' : E' — F telle

k—o0

Vue E : Ti(u) — T'(u).

ETAPE 2. Le candidat limite appartient au bon espace; i.e. T € L(E,F).
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Il s’agit de montrer que I’application T : E — F' est linéaire et continue. Comme
les T}, sont linéaires et que T (u) — T'(u) pour tout u € E, on vérifie sans difficulté que
T est linéaire (exo). Comme la suite (7)) est de Cauchy, elle est bornée dans L(E, F') :
on a une constante M telle que ||T;| < M pour tout k € N; autrement dit

VEVue E : ||Tp(u)| < M |ul.
En fixant u € F et en faisant kK — o0, on en déduit
Vue E ¢ |T(u)|| < M |ul.

Donc I'application linéaire T est continue, avec [T < M.

ETAPE 3. T, — T au sens de la distance considérée, i.e. [T, —T| — 0.

Soit € > 0. Comme la suite (7)) est de Cauchy, on peut trouver K € N tel que
Vpaq > K : HTq - Tp” < g, i.e.

Vp,qz KVue E - |[(Ty = Tp)(u)] < eul.
En prenant ¢ := k > K et en faisant p — 00, on en déduit
VE= KYueFE : |[(Ty — T)(u)| <e|ul;

autrement dit Vk > K : [T — T| < ¢, par définition de | - | = | - | £z ). On a donc
bien montré que |7} — T'|| — 0. O

1.3. Sous-espaces. Si (E,d) est un espace métrique et M < FE, on dira que M
est complet pour d si 'espace métrique (M, d|M><M) est complet.

PROPOSITION 1.4. Soit (E,d) un espace métrique et soit M = E. Si M est complet
pour d, alors M est fermé dans E.

Démonstration. Soit (uy)ken une suite d’éments de M telle que up — u € E : il
faut voir que u € M. Comme la suite (uy) converge dans F, c’est une suite de Cauchy,
donc une suite de Cauchy dans (M, dinrx ) puisque les uy appartiennent & M. Comme
M est supposé complet pour d, la suite (ug) converge dans M, i.e. up — u' € M. Par
unicité de la limite, on a u/ = u; donc u € M. O

Exemples. Q, R\Q, ]0,00[, ]0,1] ne sont pas complets pour la distance usuelle
(induite par la valeur absolue), car ils ne sont pas fermés dans R.

COROLLAIRE 1.5. Si E est un espace vectoriel normé quelconque, alors tout sous-
espace vectoriel de dimension finie M € E est fermé dans E.

Démonstration. On a vu que tout evn de dimension finie est complet. O

PROPOSITION 1.6. Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit M < E. Si M
est fermé dans E, alors M est complet pour d.

Démonstration. Soit (uy)ken une suite de Cauchy dans (M, d|arpr). Alors (ug)
est une suite de Cauchy dans (F, d), donc elle converge dans E puisque E est supposé
complet : up — u € E. Comme M est fermé dans E, on a u € M ; et donc (ug) converge
dans M. O

COROLLAIRE 1.7. Si [a,b] est un intervalle compact de R, alors l’espace C([a, b])
est complet pour la norme || - |-
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Démonstration. On sait que C([a, b]) est un sous-espace fermé de £*([a, b]), puisque
toute limite uniforme de fonctions continues est une fonction continue. Comme on a
vu que £*([a,b]) est complet pour la norme | - |5, on peut donc conclure que C([a, b])
est complet. O

1.4. Produits.

PROPOSITION 1.8. Soient (E1,dy),...,(En,dN) des espaces métriques, et soit E :=
FEy x---x Ex muni de la distance produit. St Eq, ..., En sont complets, alors E aussi.

Démonstration. Aux notations prées, la preuve est identique & celle de la complétude
de (RY,| - |so)- On la laisse donc en exo. O

Ezercice. Démontrer la réciproque : si £ = Fq X --- x En est complet, alors les E;
sont complets.

2. Fermés emboités

Le résultat suivant est & comparer au “Théoréme des compacts emboités” (Lemme
3.1 du Chapitre 4).

LEMME 2.1. (Théoréme des fermés emboités)
Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit (Cp)nen une suite de fermés non-vides
de E. On fait les hypothéses suivantes :

(i) la suite (Cy,) est décroissante (Cp+1 < Cy, pour tout n € N) ;
(ii) diam(Cy) — 0 quand n — 0.
Alors on peut conclure que (), oy Cr est non-vide, et en fait réduite a un point {a}.

Démonstration. Comme tous les C sont non-vides, on peut choisir pour tout k € N
un point zj € Cf.

Montrons que la suite (zx)gen est de Cauchy. Si p,q € N avec par exemple p < ¢
alors z, € Cp, et x4 € Cy < (), car la suite (C,,) est décroissante; donc d(xp,z,) <
diam(Cp). Ainsi :

Vp,geN : d($p7$q) < diam(cmin(p,q)) e

Comme FE est supposé complet, la suite de Cauchy (zj) converge, xp — a € E. Si
neN,alors Vk > n : z, € Cp < C,. Comme C,, est supposé fermé dans E on en
déduit que a = limzy, € Cy,, pour tout n € N. Ainsi a € (), .y Cr et donc (). Cn # .
Enfin, si b € (),ey Cn, alors d(a,b) < diam(C,) pour tout n € N puisque a et b
appartiennent a C,,, donc d(a,b) = 0 puisque diam(C,,) — 0 quand n — o0, et donc
b = a. Ainsi, [, .y Cn est réduite au point {a}. O

neN

Remarque. Dans le Théoreme des fermés emboités, la condition sur les diametres
est indispensable pour assurer que 'intersection des C,, est non-vide. Par exemple, si
on prend E := R et C, := [n, o[, alors E est complet et (C},) est une suite décroissante
de fermés non-vides telle que (), .y Cn = &.

ExEMPLE. Tout espace métrique complet sans points isolés est non dénombrable.
En particulier, R n’est pas dénombrable.

Démonstration. La preuve est la méme que celle donnée pour R au Chapitre 3.
Soit (E,d) un espace métrique complet. Il s’agit de montrer que si (zy)nen est une
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suite quelconque de points de E, alors on peut trouver un point a € E qui est différent
de tous les x,,.

Comme F n’a pas de points isolés, il n’est pas réduit a 1 point; donc on peut
trouver zg € E tel que zy # xg, puis 9 > 0 tel que zo ¢ B(z0,20); et on peut de plus
supposer que g9 < 270, Ensuite, comme E n’a toujours pas de points isolés, la boule
ouverte B(zp,&g) n’est pas réduite a 1 point; donc on peut trouver z; € B(zg,&0) tel
que z1 # w1, puis €1 > 0 tel que z1 ¢ B(z1,€1) et B(z1,e1) S B(z0,¢0), avec de plus
g1 < 27! Et on continue : par récurrence, on construit une suite décroissante de boules
fermées B, = B(zy,¢c) avec g, < 27", telle que Vn € N : x, ¢ B,. Par le Théoréme
des fermés emboités, l'intersection de toutes ces boules B,, est non-vide, réduite a un
point {a}; et a # x, pour tout n € N puisque a € B,, et x,, ¢ B,. O

Ezercice 1. Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que si B = B(x,r) et
B’ = B(2/,r') sont deux boules fermées de E telle que B’ € B, alors |2/ — zf < 3.
En déduire que si F est complet, alors toute suite décroissante de boules fermées de FE

a une intersection non-vide.

FEzercice 2. On munit N de la distance d définit comme suit : d(n,n) := 0, et
d(n,m) := a, si n < m, ol (ay)ken est une suite décroissante telle que a, — o >
0. Vérifier que d est effectivement une distance, et montrer que (N, d) est complet;
puis montrer qu'il existe dans (N, d) une suite décroissante de boules fermées dont
I'intersection est vide.

2.1. Projection sur un convexe complet. Pour illustrer Théoreme des fermés
emboités avec un exemple un peu élaboré, on va démontrer le résultat suivant, qui est
a la base de toute la théorie des “espaces de Hilbert” (dont on ne parlera pas...).

THEOREME 2.2. (Théoréme de projection)
Soit H un espace vectoriel normé pré-hilbertien, i.e. dont la norme | - | provient
d’un produit scalaire. Soit également C' € H une partie convexe, non-vide et complete
pour | - |. Pour tout point a € H, il existe un et un seul point u € C tel que |a — u| =
dist(a, C'). Ce point u s’appelle le projeté de a sur le convexe C, et se note en général

pc(a).

Démonstration. Quitte a remplacer C par C, := C —a = {u —a; u € C} — qui
est tout autant convexe et complet que C' — on se ramene au cas ou a = 0. Comme
dist(0,C") = inf {|u|; uw € C}, il s’agit alors de montrer que C' posséde un et un seul
point de norme minimale.

Posons d := inf {|u|; u e C}, et pour n € N*, soit

i {ueC’; Jul <d+71l}.

Par définition de d, les C), sont tous non-vides. Ils sont également fermés dans H (exo),
et la suite (C),) est visiblement décroissante. De plus, on a

ﬂ Cpn={ueC; |u| <d} ={ueC; |u| =d} par définition de d.

n=1

Il s’agit donc de montrer que ﬂn>1 C,, contient exactement 1 point ; et par le Théoreme
des fermés emboités, il suffit pour cela de vérifier que diam(C,,) — 0 quand n — 0.
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Soit n € N* quelconque. Si u,v € Cp, alors “TJ’”

conveze (exo), et donc |“F2|| > d. De plus, |[u| < d+ L et |v| < d+ L par définition
de C),. Enfin, d’apres 'identité du parallélogramme, on a

€ C, car (), est un ensemble

2
Ju+ v + Ju—v]* =2 (Jul® + |0]?) .
On obtient donc
Ju—* =2 (Jul® + [v]*) = |u+v[?

SCOR GO

8d 4
=—+

n  n?

Ceci étant vrai pour tous u,v € C,,, on en déduit
80,4 u
n = n?

diam(C,) < 0.

0

REMARQUE. Si C' est un sous-espace vectoriel de H, alors pc(a) est caractérisé par
les propriétés suivantes :

pcl@)eC et (a—pco(a)) LC.
Pour cette raison, on dit que pc(a) est le projeté orthogonal de a sur E.

Démonstration. Comme C' est un espace vectoriel, pc(a) + tv appartient a C' pour
tout v € C' et pour tout t € R. Donc, si on fixe v € C, la fonction f : R — R définie
par f(t) := |pc(a) + tv — al? posseéde un minimum en ¢ := 0 par définition de pc(a).
En développant le produit scalaire, et en supposant par commodité que ’espace H est
réel, on voit que f(t) = |v||?#? + 2{pc(a) — a,v)t + |pc(a) — a|?. En particulier, f est
dérivable sur R et f'(0) = 2{pc(a) — a,v). On a donc {(pc(a) — a,vy = 0, pour tout
vedC.

Soit w un point de C vérifiant (u — a) L C' : montrons que nécessairement u =
pe(a). Comme C' est un espace vectoriel, on a v — u € C' pour tout v € C, et donc
(a —u) L (v—wu). D’aprés le Théoreme de Pythagore, on a donc [la — v| = [a — ul,
pour tout v € C' (faire un dessin) ; et donc u = po(a) par “unicité du projeté”. O

Dans les trois exercices qui suivent, on garde les notations et les hypotheses du
Théoreme de projection; et on suppose que le corps de base est R par commodité.
FEzxercice 1. Montrer que si a € H, alors
VveC : {a—pc(a),v—pcla)) <O0.

(Commencer par vérifier que () := pc(a) + t(v — pc(a)) € C pour tout ¢ € [0,1]. En déduire
que f(t) := ||y(t) — a|? atteint son minimum sur [0, 1] au point ¢ := 0, et conclure.)

Ezercice 2. Montrer que l'application pc : H — C est 1-lipschitzienne. (Etant
donné z,y € H, appliquer I'Exercice 1 avec a := z, v := pc(y) et a := y, v := pc(z); puis
ajouter les inégalités.)

Ezercice 3. Montrer que si C' est un sous-espace vectoriel de H, alors 'application
pc est linéaire.
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3. Séries normalement convergentes

DEFINITION 3.1. Soit E un espace vectoriel normé, et soit (ug)ren une suite de
points de E. On dit que la série Y uy est normalement convergente si la série a
termes positifs > |ux| est convergente.

Exemples. Si E = R ou C, une série “normalement convergente” d’éléments de
E est simplement une série absolument convergente. Si E = (¢*(I),| - |«x), une série
normalement convergente d’éléments de E est une série de fonctions qui “converge
normalement” au sens habituel.

THEOREME 3.2. Dans un espace vectoriel normé E complet, toute série norma-
lement convergente est convergente. Autrement dit : si (ux) est une suite d’éléments
de E telle que >3 |uk| < o, alors la série Y, uy, converge dans E, i.e. la suite des
sommes partielles Sy, := > _oux, converge dans E.

Démonstration. La preuve est identique & celle du théoreme affirmant que toute
séries absolument convergente de nombres réels ou complexes est convergente.

Comme F est supposé complet, il suffit de montrer que la suite (S,,) est de Cauchy ;
ce qui est facile : si p,q € N et p < g, alors

q q
I1Sg = Spl = Z Ug|| < Z k| 225 0,
k=p+1 k=p+1
puisque la série Y [lug| est convergente. O

FEzercice. Soit (F,d) un espace métrique complet. Montrer que si (zj) est une
suite de points de E telle que la série >, d(z, vx+1) est convergente, alors la suite (z)
converge dans F.

COROLLAIRE 3.3. Soit E un espace de Banach. Si H € L(E) vérifie |H| < 1, alors
Id — H est inversible dans L(E), avec

0
(Id—H)™' = Y H,
k=0

ot la série converge dans L(E).

Démonstration. La série Y} H* est normalement convergente, car |H*| < | H|*
pour tout k € N et |H|| < 1. Donc la série >} H* converge dans L(E) car L(E) est
complet, et on peut poser 1T := ZZO:O HF.

Pour tout n € N, on a (Id — H)Y}_oH* = Id — H"*! (micro-exo). Comme
H™!' — 0 et comme I'application X ~— (Id— H)X est continue sur £(E), on en déduit
que (Id — H)T = Id en faisant n — c0. On montre de méme que T'(Id — H) = Id.
Donc Id — H est inversible, d’inverse T'. [l

EXERCICE. Soit GL(E) := {T € L(E); T inversible}. Montrer que GL(FE) est un
ouvert de L(E).

COROLLAIRE 3.4. Si A € Mn(C), alors la série ), Ak—f converge dans My(C). La

matrice
[0 0]
A Ak
e’ = —
k!
k=0

s’appelle comme il se doit ’exponentielle de la matrice A.
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Démonstration. On a le choix de la norme sur My (C) puisqu’on est en dimension

finie. On choisit une norme | - || subordonnée & une norme quelconque sur CV. Alors
H \AH

la série > & k, converge pour tout a € R; et donc la série Y 4+ © converge dans My (C)
puisque My (C) est complet. ]

pour tout £ € N. Donc la série Z est normalement convergente car

EXERCICE. Montrer que si A, B € My(C) vérifient AB = BA, alors eA+5 = eeB,

La proposition suivante est une réciproque du Théoreme 3.2.

PROPOSITION 3.5. Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que toute série
normalement convergente a termes dans E est convergente. Alors on peut conclure que
E est complet.

Démonstration. Soit (uy)ken une suite de Cauchy d’éléments de E. Si on applique
la définition d’une suite de Cauchy avec € := 27", on obtient, pour tout n € N, un
entier K, tel que

Vp,q = Kn ¢ ug —up| <27
De plus, on peut supposer que la suite (K,) est strictement croissante. Si on pose
Up 1= Uk, , on obtient donc une sous-suite (vy,) de (ug) telle que

VneN : |uppr —on| = Jur,  —ur, | <27

La série Y. ||vn+1 — vy est donc convergente; et donc, par hypothese sur E, la série
> (n41 — vy) converge dans E. Comme v,, = vy + Z?:_ol (vi+1 — v;) pour tout n € N, on
en déduit que la suite (v,) est convergente. Ainsi, on a montré que (ug) possede une
sous-suite convergente. Comme (uy) est toujours une suite de Cauchy, on peut donc
conclure que (uy) est convergente, d’apres le Lemme 1.2 ]

EXERCICE. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M S F un sous-espace vec-
toriel fermé. Montrer que si F est complet, alors 'espace vectoriel quotient /M est
complet pour la norme quotient. (On rappelle que la norme quotient est définie comme
suit : [[z]]|g/a = dist(z, M) pour tout z € E.)

3.1. Applications linéaires surjectives. Comme illustration du Théoreme 3.2,
on va démontrer un résultat donnant un critere de surjectivité pour les applications
linéaires continues. Ce critere est tres utile; en particulier, il permet de retrouver le
Théoréme de prolongement de Tietze, qu’on a démontré au Chapitre 3 (Théoreme 4.6).

PROPOSITION 3.6. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé, et
T : X — Y une application linéaire continue. On suppose qu’il existe deux constantes
M et ¢ avec ¢ < 1 telles que la chose suivante ait lieu : pour tout y € Y tel que |ly| < 1,
on peut trouwver x € X tel que ||x|| < M et |T(z) — y|| < c. Alors on peut conclure que
Uapplication linéaire T est surjective; et plus précisément, que pour tout y € Y, on
peut trouver x € X tel que |z| < 2L |y| et T(z) = y.

Démonstration. Par homogénéité, il suffit de montrer que pour tout y € Y vérifiant
ly| <1, on peut trouver x € X tel que ||z| < 17 et T(z) =

Comme ly| <1, on peut trouver xp € X tel que |zo| < M et ly—T(x0)| < c. Alors
y1 =1 (y— T(zo)) vérifie |y1] < 1, donc on peut trouver z;1 € X tel que ||lz1]| < M et
ly1 — T(x1)| < ¢; autrement dit, par linéarité de T :

ly = T(zo + ca1)| < ¢
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En continuant ainsi, on construit par récurrence une suite (xp)r=0 S X telle que
|lzx| < M pour tout k =0 et

VneN : |ly—T(xo+cay+ -+ x| <L

La série . cFxy est normalement convergente car |cFzy| < M ¥ et ¢ < 1. Comme
X est un espace de Banach, on peut donc poser

[ee}
- Sy
k=0

On a |z| < 3, lckar| < MY o = AL s et T(z) = y car T est continue et
At 0. O

COROLLAIRE 3.7. (Théoréme de prolongement de Tietze)
Soit E un espace métrique, et soit C un fermé de E. Pour toute fonction continue
bornée f : C — R, on peut trouver une fonction continue bornée f : C — R telle que

fio=1 et |flo=1fle-

Démonstration. Notons Cp(F) I'espace des fonctions continues bornées sur E, muni
de la norme || - |4, et considérons I’application linéaire (continue) T': Cp(E) — Cp(C)
définie par T'(u) := u)c. Avec ces notations, il s’agit de voir que pour toute f € Cy(C),
on peut trouver f € Co(E) telle que T(f) = f et |flw < | f]o- (On a toujours [uf. >
7))

Comme Cp(E) est un espace de Banach (c’est un sous-espace fermé de [ (E)), il suffit
de montrer la chose suivante : si f € Cp(C) vérifie | f|s < 1, alors on peut trouver
u € Cp(E) telle que |uleo < 1/3 et |[T'(u) — floo < 2/3. En effet, si cela est acquis, on
pourra appliquer la proposition avec M := 1/3 et ¢ := 2/3 (noter que 5 /23/3 =1).

Soit donc f € Cp(C) vérifiant || f|o < 1, i.e. —1 < f(2) < 1 pour tout z € C. Posons
A:={xeC; f(z) 21/3} et B:={z€C; f(z) <—1/3}. Comme f est continue, A et
B sont des fermés de C, donc des fermés de E puisque C est fermé; et An B = (.
Par la Proposition 4.4 du Chapitre 3, on peut donc séparer A et B par une fonction
continue : il existe une fonction continue 6 : E — [0,1] valant 1 sur A et 0 sur B. Si
on pose u(z) := 26(z) — 1, alors la fonction u est continue, elle est égale & 1/3 sur A
et & —1/3 sur B, et on a —1/3 < u(x) < 1/3 pour tout x € E. Comme 1/3 < f(z) <1
sur A, =1 < f(z) < —1/3 sur Bet —1/3 < f(2) < 1/3 sur C\(A U B), on voit qu’on a
lu(z) — f(2)| < 2/3 pour tout z € C (exo0), i.e. [T(u) — flloo < 2/3. Donc la fonction u
convient. g

4. Prolongement des applications uniformément continues

THEOREME 4.1. Soient E et F deuw espaces métriques, avec I complet. Soit
également D < E wune partie dense de E, et soit f : D — F. On suppose que f
est uniformément continue. Alors f se prolonge de maniére unique en une application
continue f E — F; et Uapplication f est uniformément continue.

Démonstration. (i) Comme D est dense dans F, I'unicité d’un éventuel prolonge-
ment continu de f découle du théoreme de “prolongement des identités” (Proposition
5.4 du Chapitre 3).

(ii) Montrons 'existence d’une application uniformément continue .]? :F — F qui
prolonge f.
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Faitr 1. Une application uniformément continue change les suites de Cauchy en
suites de Cauchy.

Preuve du Fait 1. C’est un exo de compréhension des définitions, qu’il est impor-
tant de faire soi méme. g

FAIT 2. Soit 2 € E quelconque. Si (zk)ken est une suite d’éléments de D telle que
2, — x, alors la suite (f(zk)) converge dans F'. De plus, lim f(z;) ne dépend pas de la
suite (zg) telle que z; — x.

Preuve du Fait 2. Par le Fait 1, la suite ( f (zk)) est de Cauchy dans F' car la suite
(zx) — qui converge dans E — est de Cauchy dans D et f est uniforméent continue;
donc ( f (zk)) converge dans F' puisque F' est supposé complet.

Si (zx) et (z5,) sont deux suites d’éléments de D telle que 2, — z et z;, — x,
alors la “suite mélangée” (zo, 2{,, 21, 2, ... ) converge également vers z; donc la suite
(f(20), f(20), f(21), f(2}),...) converge, ce qui entraine que d(f(2x), f(z})) — 0. On a
donc lim f(zy) = lim f(2},). O

Par le Fait 2, et comme D est dense dans F/, on peut poser, pour tout € F :

f(z) = Jim f(z),

oll () est n'importe quelle suite d’éléments de D telle que z; — 2. On a f(z) = f(x) si
x € D car pour un tel x on peut prendre z; := x. Montrons que 'application f : £ — F
est uniformément continue.

Soit € > 0 quelconque. On cherche un § > 0 tel que
d(f(z), f(z')) < e pour tous x,z’ € D vérifiant d(z,z’) < 4.

Comme on sait que l'application f : D — F est uniformément continue, on peut
trouver § > 0 tel que

d(f(2), f(z") <e pour tous z, 2’ € D vérifiant d(z,2') < 0.

Montrons que ce § convient. Soient x,2’ € E vérifiant d(z,2") < §. Choisisons des
suites (z) et (z;,) d’éléments de D telles que z, — x et 2z, — a’. Alors d(z, 2,) —
d(xz,2") < 0; donc on peut trouver un entier kg tel que Vk > ko : d(zx,2;,) <. On a
alors

Vk = ko @ d(f(zk), f(21) < &
et comme f(z,) — f(z) et f (25.) — f(a') par définition de I'application f, on en déduit

d(f(x), f(=')) = lim d(f (1), f(24)) <e. O

COROLLAIRE 4.2. Soit |a,b) un intervalle de R “ouvert a gauche”. Si f : ]a,b) — R
est uniformément continue, alors f se prolonge par continuité au point a. (Résultat
analogue pour un intervalle (a,b[ “ouvert a droite”.)

Démonstration. On applique le théoreme avec E := [a,b) et D := Ja,b), qui est
certainement dense dans E. O

COROLLAIRE 4.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, avec F' complet, et
soit M < E un sous-espace vectoriel dense dans E. SiT : M — F est une application
linéaire continue, alors T se prolonge de maniére unique en une application linéaire
continue T : B — F.
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Démonstration. L’application linéaire continue 7' : M — F est lipschitzienne, donc
umformement continue. Donc, par le théoreme, il ex1ste une unique application conti-
nueT:E— F qui prolonge T'. Il reste a voir que T est linéaire.

Soient A, 1 € K. Les applications (u,v) — T(Au + pv) et (u,v) — XT'(u) + pI'(v)
sont continues sur E x F car T est continue, et elles coincident sur M x M car 1~“| =T
et T est linéaire. Comme M x M est dense dans E x E, ces deux applications coincident
donc sur E x E par “prolongement des identités” (Proposition 5.4 du Chapitre 3) ; ce qui
prouve la linéarité de T. ]

4.1. Intégrale vectorielle. Comme illustration — sans doute un peu artificielle —
du Théoreme de prolongement des applications linéaires continues (Corollaire 4.3), on
va expliquer briévement comment donner un sens a l'intégrale d’une fonction “raison-
nable” définie sur un intervalle compact [a,b] € R et a valeurs dans un espace de
Banach F.

On commence par définir l'intégrale d’une fonction ¢ : [a,b] — F en escalier.
C’est formellement tres facile : si S = (s, ..., Sn) est une subdivision de [a, b] adaptée
a ¢, et si on note zp € F la valeur constante de ¢ sur lintervalle |sy,ski1| pour
k=0,...,N —1, alors

b N—-1
f p(t)dt = > (k1 — Sk)zk
@ k=0
Il y a cependant une peau de banane : il faut vérifier que cela ne dépend pas de la
subdivision S adaptée a ¢. Ce n’est pas tres difficile, mais cela demande quand méme
un peu de soin : on laisse cela en exo. En notant £([a, b], F) 'espace vectoriel constitué
par toutes les fonctions en escaliers ¢ : [a,b] — F, il est alors tfacile de vérifier que

lapplication ¢ — S t) dt est une application linéaire de £([a,b], F') dans F' (exo).

Il est clair que toute fonction en escalier ¢ : [a,b] — F' est bornée; autrement dit
&(la,b], F) < £*([a,b], F). On peut donc munir £([a,b], F) de la norme | - |o0.

Introduisons maintenant la classe des fonctions “raisonnables” : on dit qu’une fonc-
tion f : [a,b] — F est réglée si elle possede une limite & gauche et une limite a droite
en tout point ¢ € [a, b] ; et on note R([a, b], F') 'ensemble de toutes les fonctions réglées
de [a,b] dans F. 1l est assez clair que R([a,b], F') est un espace vectoriel, qui contient
toutes les fonctions continues. Il est également clair que toute fonction en escalier est
réglée; donc £([a,b], F') est un sous-espace vectoriel de R([a,b], F). De plus, on a vu
au Chapitre 4 que toute fonction réglée f : [a,b] — F est limite uniforme de fonc-
tions en escaliers (c’était un exemple d’utilisation de la propriété de Borel-Lebesgue). On en
déduit que toute fonction réglée est bornée (ce qui n’est pas évident); et qu’en fait,
R([a,b], F) est l'adhérence de £([a,b], F) dans (*([a,b], F).

LEMME 4.4. Il existe une unique application linéaire continue I' : R([a,b], F) — F
telle que I%(p) = Sb ©(t) dt pour toute fonction ¢ en escalier.

a

Démonstration. On vient de voir que &([a, b], F') est un sous-espace vectoriel dense
de R([a,b],F). Par le Théoreme de prolongement des applications linéaires conti-

nues, il suffit donc de vérifier que l'application linéaire ¢ — S t) dt est continue
de &€ ([ b], F') dans F'; autrement dit, qu’il existe une constante C telle que

[ et i < Clol

a

Vo e &([a,b], F) -
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Mais ceci n’est pas difficile : si S = (sp, ..., sy) est une subdivision de [a, b] adaptée a
la fonction ¢ € £([a,b], F') et si on note zj, € F la valeur constante de ¢ sur l'intervalle
I8k, sk+1[, alors
b
Jotera] -

N—
2 Sk+1 — Sk)Zk

N—
Z sk1 — 5k) 2]
N-1
< llos D (sk1 —s) = (b —a) |l
k=0

O

Evidemment la notation I? est ridicule, et on écrira désormais SZ f(t)dt au lieu de

I°(f). Ainsi, on a donné un sens raisonnable & I'intégrale SZ f(t) dt pour toute fonction
réglée f : [a,b] — F, et donc pour toute fonction f continue.

La définition est un peu bizarre car elle ne dit pas explicitement comment calcu-
ler SZ f(t) dt pour une fonction f € R([a,b],F) donnée. Cependant, il y a bien une

procédure “effective” : on a
b b
j F(t)dt — nmf on(t) dt
a n—w a

ou () est n’importe quelle suite de fonctions en escalier convergeant uniformément
vers f.

FEzercice 1. Montrer que si f € R([a,b], F'), alors

b
ff dt\ f|f )l d.

Exercice 2. Soit F’ un autre espace de Banach, et soit L : FF — F’ une application
lindire continue. Montrer que si f € R([a,b], F'), alors Lo f € R([a,b], F') et

L <Lbf(t) dt> = LbL(f(t))dt.

5. Complété d’un espace métrique

Le théoréme suivant montre en particulier que toute suite de Cauchy dans un
espace métrique (F,d) quelconque est en fait convergente ; mais dans un espace plus
gros.

THE/OR/I:\ZMAE 5.1. Soit (E,d) un espace métrique quelconque. Il existe un espace
métrique (E,d) possédant les propriétés suivantes :
« ‘B C E”, i.e. E se plonge isométriguement dans E ;
o F est dense dans E;
. (E, J) est complet.

~

De plus, l’espace métrique (E (A, d) est unique a isométrie prés. On dit que (E, ) est le
complété de l’espace métrique (E,d).
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Exemple. Le complété de Q muni de la distance usuelle est R, puisque R est complet
et que Q est dense dans R.

Preuve du théoréme. (i) Existence. On sait que, comme tout espace métrique, F
se plonge isométriquement dans (¢*°(I),| - |«) pour un certain ensemble I. On sait
aussi que (¢*(I),] - |4) est complet. Donc, si on note E I'adhérence de E dans (1)
et d la distance sur E induite par | - |, alors (E,d) possede les propriétés requises.

(ii) Unicité. On va utiliser le théoreme de prolongement des applications uni-
formément continues. Soient (M, d;) et (Ma,ds) deux “complétés” de (E,d) : on
veut montrer que (M, d;) et (Ma,ds) sont isométriques. Par hypothese, (M,d;) et
(Msy, da) sont complets avec “E < M,” et “E € My”, et E est dense dans M; et dans
Mos. Soient i1 : E — M et is : E — M> les injections canoniques. Comme F < M;
est dense dans M; et comme i3 : F — My est une isométrie, donc une application
uniformément continue (!), il existe une unique application continue J : M; — My
telle que J(z) = i2(z) = x pour tout x € E < M;. De plus, comme iy est une
isométrie, on vérifie (exo) que J est une isométrie. De méme, il existe une isométrie
J' i My — M; telle que J'(z) = x pour tout © € E € Ms. On a alors J' o J(z) = x
pour tout x € E < My, et Jo J'(x) = x pour tout x € E © Ms. Ainsi, I'application
J' o J: My — My coincide avec idys, sur E, et Jo J = My — My coincide avec idyy,
sur E. Comme E est dense dans M; et My et comme J' o J et JoJ' sont continues (ce
sont des isométries), on en déduit qu’on a J' o J = idyy, et JoJ = idy,. Donc J et J’
sont des isométries bijectives et J' = J~1; et ainsi, My et My sont isométriques. O

EXERCICE. Montrer que si F est un espace vectoriel normé, alors son complété E
peut étre muni d’une structure d’espace vectoriel normé. Autrement dit : le complété
d’un evn est un espace de Banach.

6. Complétude et compacité

On a vu plus haut que tout espace métrique compact est complet. De plus, on
sait également (cf le Chapitre 4) que tout espace métrique E compact est précompact,
i.e. que pour tout € > 0, on peut recouvrir F par un nombre fini d’ensembles de
diametres < €. Le théoréeme suivant montre que la chose qui manque a un espace
métrique précompact pour étre compact est précisément d’étre complet.

THEOREME 6.1. Un espace métrique (E,d) est compact si et seulement si il est
précompact et complet.

Le preuve de ce théoreme repose sur le lemme suivant.

LEMME 6.2. Pour un espace métrique (E,d), les choses suivantes sont équivalentes.
(i) E est précompact.
(ii) Toute suite (ug)reny S E posséde une sous-suite de Cauchy.

Prewve du Lemme 6.2. (i) = (ii). Supposons E précompact. Soit (uj)ken une
suite quelconque de points de E : on cherche & construire une sous-suite (ug, ) qui soit
de Cauchy. Comme E est précompact, on peut trouver des ensembles Z1,...,Zy € F
de diametre < g := 270 tels que E = Z; U--- U Zy. Il y a une infinité d’entiers k € N
et un nombre fini de Z;, donc on peut trouver iy € [1, N] et un ensemble infini Ag € N
tels que Vk € Ag : up € Z;,. On a alors

VK € Ao = d(up,up) < diam(Z;,) <270,
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En répétant ce raisonnement avec €1 := 27! au lieu de gy et Ag au lieu de N, on obtient
un ensemble infini A; € Ag tel que Yk, k' € Ay @ d(ug,up) < 271, Et ainsi de suite :
par récurrence, on construit une suite décroissante (A, ),>0 de parties infinies de N
telle que

Vn = 0Vk k' e Ay ¢ d(ug,up) < 27"

Posons alors ky := minAg et k, := min{k € A,; k > k,—1} pour tout n > 1
(procédé diagonal). On obtient de la sorte une sous-suite (ug, ) de (ug). Si p,q € N,
alors ky € Ay et kg € Ay; donc k, et k; appartiennent tous les deux a Apin(, ) car la
suite (A,) est décroissante. Par conséquent :

p.q

,q—>0
—_—

Vp,qe Nt d(up,,ug,) <27 mn@a) L 0;

et donc la sous-suite (ug, ) est de Cauchy.

(ii) = (i) Supposons (ii) vérifiée. Soit (£, d) le complété de (E,d). Par (ii), toute
suite (ug)reny S F posséde une sous-suite qui converge dans E. Donc E est relativement
compact dans E'; et donc E est précompact. O

Preuve du Théoréme 6.1. Par le Lemme 6.2, ¢’est a présent un micro-exo : il sufit
d’écrire les définitions. O

COROLLAIRE 6.3. Soit (M,d) un espace métriqgue complet. Pour un ensemble A <
M, on a léquivalence suivante A est précompact <= A est compact.

Démonstration. Si A est compact, _ alors A est précompact et donc A aussi. In-
versement, si A est précompact, alors A aussi (exo); donc A est compact car A est
complet en tant que fermé de ’espace complet M. ]

COROLLAIRE 6.4. Un espace métriqgue E est précompact si et seulement si son
complété E est compact.

Démonstration. C’est évident d’apres le corollaire précédent appliqué a M := E et
A:=F. O

6.1. Enveloppe convexe fermée d’un compact. Dans cette section, on donne
une illustration intéressante du Théoreme 6.1.

DEFINITION 6.5. Soit E un espace vectoriel normé. Si A est une partie de E,
l’enveloppe convexe de A est l'intersection de toutes les parties convexes de E conte-
nant A ; autrement dit, le plus petit ensemble convexe C < E contenant A. On notera
cet ensemble conv(A). L’enveloppe convexe fermée de A est ['ensemble conv(A) ;
c’est le plus petit convexe fermé C' < E contenant A.

REMARQUE. De maniére équivalente, conv(A) est 'ensemble de toutes les combi-
naisons convexes d’éléments de A, i.e. 'ensemble de tous les points u € E pouvant
sécrire sous la forme

N N
UZZ)\iai, ou Ag,...,Ax =0 et Z)\Zzl
=1 izl
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Démonstration. Notons C' 'ensemble formé par toutes les combinaisons convexes
d’éléments de A. On vérifie que C' est un ensemble convexe (exo). Comme C' contient
A, il contient donc conv(A) par définition de conv(A). Mais inversement, tout ensemble
convexe contenant A contient aussi C'. Donc C' = conv(A). O

PROPOSITION 6.6. Soit 2 un espace de Banach. Si K est un compact de E, alors
l’enveloppe convexe fermée de K est compacte.

Démonstration. Comme E est supposé complet, il suffit de montrer que conv(K)
est précompacte. Autrement dit, on veut montrer que pour € > 0 donné, conv(K)
possede un ¢-réseau fini. On aura besoin des deux faits suivants.

FAIT 1. Si A € F est un ensemble fini, alors conv(A) est compact.

Prewve du Fait 1. Ecrivons A = {ay,...,an}, et posons

N
E:—{()\l,...,)\N)GRN; Ai=0 et Z)\Z‘—l}.
=1

On a déja vu que ¥ est un compact de R (car fermé borné). De plus on a conv(A) =
®(X), on @ : X — E est 'application définie par

N
D(A1,. . An) = ) N,
i=1

Comme & est continue, on en déduit que conv(A) est compact. O

FAIT 2. Soit A € F, et soit n > 0. Si A € E est un n-réseau pour A, alors conv(A)
est un 7)-réseau pour conv(A).

Preuve du Fait 2. C’est un exo de compréhension des définitions. ]

On peut maintenant finir la preuve. Soit € > 0. Comme K est compact, il est
précompact ; donc K possede un (£/2)-réseau fini Ag. Alors L := conv(Ag) est un
(g/2) - réseau pour conv(K) d’apres le Fait 2. De plus, L est compact d’apres le Fait 1;
donc L possede un (g/2)-réseau fini A. On vérifie alors (exo) que A est un ¢-réseau
pour conv(K). O

7. Espaces topologiquement complets

DEFINITION 7.1. Soit (M,d) un espace métrique. On dit que M est topologique-
ment complet s’il existe une distance § sur M topologiquement équivalente a M et
telle que (M, 6) soit complet.

Le théoreme suivant, qu’on appelle souvent le Théoréme d’Alexandrov, donne
une caractérisation des parties topologiquement completes d’un espace métrique com-
plet.

THEOREME 7.2. Soit (E,d) une espace métrique complet, et soit G = E. Les
choses suivantes sont équivalentes.

(1) G est topologiquement complet.

(2) G est un G5 de E, i.e. une intersection dénombrable d’ouverts.

Démonstration. On va commencer par I'implication (2) = (1).
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Fart 1. Soit O un ouvert de E. Pour z,y € O, on pose
1 1
dist(y, E\O)  dist(z, E\O)|"
Alors 4 est une distance sur O topologiquement équivalente & djpyo, et (0,9) est
complet.

O(z,y) :=d(z,y) +

Preuve du Fait 1. D’abord, 6(x,y) est bien défini pour tous x,y € O : en effet,
dist(z, E\O) est >0 car = ¢ E\O et E\O est un fermé de E, donc on peut bien
considérer m ; et de méme pour m~ Le fait que ¢ soit une distance est
laissé en exo.

Montrons que § est topologiquement équivalente a djpx o, autrement dit que ces
deux distances ont les mémes suites convergentes. Comme d > ¢, toute suite (zx) < O
convergeant au sens de § converge également au sens de d. Inversement, si (xy) est une
suite de points de O convergeant au sens de d vers un point a appartenant a O, alors

. . 1 1
dist(zg, E\O) — dist(a, E\O)> 0, donc T, B0) — dsiamo) et done d(zg,a) — 0.

Montrons maintenant que (O, d) est complet. Soit (xy)ken une suite de Cauchy dans
(0,6). Comme 0(zp,xq) = d(zp,x4) pour tous p,q € N, la suite (x}) est de Cauchy
dans (E, d), qui est supposé complet. Donc () converge dans E vers un certain point

a. De plus, comme §(xp, x4) = dist(x;’E\O) - dist(x;E\O) pour tous p,q € N, la suite
<m> est de Cauchy dans R, donc elle est bornée : on a une constante M < oo

telle que m < M pour tout k € N. Si on pose € := 1/M, alors ¢ > 0 et

dist(zg, E\O) = € pour tout k € N. Donc dist(a, E\O) = € > 0, et donc le point a
appartient a O. Comme d|py o et d sont topologiquement équivalentes et que (rx) n’a
pas cessé de tendre vers a pour la distance d, on en déduit que x; — a pour la distance
d. Ainsi, la suite de Cauchy (x) converge dans (O, ). O

~

FAIT 2. Soit (M, d) un espace métrique. Si on pose y) = min(l, 5(1‘,3/)), alors

(,
5 est une distance topologiquement équivalente a d, et (M, d) est complet si (M, J) est
complet.

Preuve du Fait 2. On a déja vu que 5 est une distence topologiquement équivalente
a d : c’est la Proposition 1.13 du Chapitre 3. La 2éme partie est laissée en exo. O

On peut maintenant démontrer que (1) = (2). Supposons que G soit un Gy de
E, et écrivons G = ﬂneN Oy, ou les O,, sont des ouverts de E.
Par les Faits 1 et 2, on peut trouver pour tout n € N une distance 4,, sur O,, telle
que
. gn est topologiquement équivalente a d|o,, x0,, ;

e (O, gn) est complet ;

e Vz,ye O, : Op(z,y) < 1.
Soit alors § : G x G — R la fonction définie par

a0
5($,y) = Z 2—71 (Sn(.’E,y)
n=0

Cette définition a un bien sens : comme z,y € G < O,, on peut écrire gn(w,y)
pour tout n € N, et la série converge car o, (x,y) < 1. De plus, on vérifie sans difficulté
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(ex0) que ¢ est une distance sur G. Il s’agit de montrer que ¢ est topologiquement
équivalente a dgx ¢, et que (G, 0) est complet. Tout repose sur le fait suivant.

FAIT 3. Soit (zk)ken une suite d’éléments de G, et soit a € G. Alors 2 — a pour

la distance § si et seulement &y, (zy, a) LnsN pour tout n € N.

Prewve du Fait 5. Par définition de &, on a o,(z,y) < 2"8(z,y) pour tout n €
N et pour tous z,y € G. Donc, si §(zg,a) — 0, alors gn(a:k,a) — 0 pour tout
n € N. Inversement, si gn(:nk,a) — 0 pour tout n € N alors, comme on a la do-
mination 278, (z),a) < 27" (indépendante de k) et que la série 327" est conver-
gente, le Théoreme de convergence dominée (pour les séries) montre que 0(xp,a) =
Yo 2710 (), @) — Yo 2718, (21, a) = 8(xp, a). O

Comme Sn est topologiquement équivalente a d|p, x0, pour tout n € N, il découle
directement du Fait 3 que la distance § est topologiquement équivalente a d|g . (ex0).
Montrons que (G, 0) est complet. Soit (zx)ken une suite de Cauchy dans (G, ). Comme
gn(xp, xq) < 2"9(zp, x4) pour tout n et pour tous p, ¢ € N, on voit que pour tout n € N,
la suite (zy) est de Cauchy dans (O, gn), qui est complet ; donc, pour tout n € N, la
suite (xy) converge pour la distance 6~n vers un certain point a” € O,,. Comme 5~n est
topologiquement équivalente a d|o, x0,,, la convergence a lieu aussi pour la distance d;
et donc a™ ne dépend pas de n par unicité de la limite relativement a d. Si on écrit
maintenant a au lieu de a”, alors le point appartient a tous les O,, i.e. a € G. Ainsi,

on a trouvé un point a € G tel que Yn € N : gn(:nk, a) LN 0, ce qui revient a dire
que x — a pour la distance § d’apres le Fait 3.

Passons maintenant & l'implication (1) = (2). (Pour cette implication, on n’aura
pas besoin de supposer que (E,d) est complet.) Supposons que G soit topologiquement
complet, et montrons que G est un G5 de E. Dans ce qui suit, on fixe une distance
4 sur G topologiquement équivalente & d|gx ¢ telle que (G, 9) soit complet. On notera
Bs les boules ouvertes de G relativement & la distance 6, et §-diam(A) le diametre
d’un ensemble A € G relativement §. De méme, on notera By les boules ouvertes de
FE relativement a la distance d.

Observons d’abord que G est un G5 de E car c’est un fermé de 1’espace métrique
E (c¢f la Proposition 7.6 du Chapitre 3). Donc, pour montrer que G est un G5 de E, il
suffit de montrer que c’est un G5 de G (micro-exo). On peut donc en fait supposer que
G = FE, i.e. que G est dense dans E.

Pour n € N*, posons

1
Oy := {x € E; 3V voisinage ouvert de x tel que d-diam(V n G) < } .
n

Par définition, les O,, sont des ouverts de E. On va montrer que G = ﬂn>1 O,,.

Soit x € G, et soit n € N* fixé. Si on pose B := By (az, %), alors B est un ouvert
de G tel que §-diam(B) < 2 < % Donc, si on choisit un ouvert V de E tel que

= 3n
B =V n G, alors V témoigne que x € O,,. Ceci étant vrai pour tout n € N*, on a donc
montré Pinclusion G < (21 On.

Inversement, soit = € ﬂ O,, quelconque, et montrons que z € G. Pour tout

n=1
n = 1, choisissons un ouvert V,, € F tel que z € V,, et §-diam(V,, n G) < % Quitte

a remplacer V,, par V,, n By (a:, %), on peut supposer que V,, © By(x, %)7 et quitte a
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remplacer ensuite V,, par V,, n V,_1 pour n = 2, on peut également supposer que la
suite (V;,)n>1 est décroissante.

Comme G est dense dans E, on a V,, n G # J pour tout n € N, donc on peut
choisir un point z,, € V,, nG. Alors x,, — x car z,, € V;, € By ({L‘, %) De plus, si p,q € N,
alors z;, et 4 sont tous les deux dans Vjyin(,q) N G car la suite (V) est décroissante,
donc

§(xp, 2q) < 0-diam(Viginp.g) N G) PO

Par conséquent, la suite (z,,) est de Cauchy dans (G, ¢), qui est complet ; donc (x,)
converge pour ¢ vers un certain point o, € G. Mais § est topologiquement équivalente
a djgxg, donc T, — T4 pour d; et donc zo, = x car z, — x pour d. Donc z € G! [

8. Théoréme du point fixe
Le théoreme suivant possede d’innombrables applications.

THEOREME 8.1. Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit Z un ensemble tel
que B < Z. Soit également ® : E — Z. On suppose que

(i) E est stable par ®, i.e. D(F) S F;
(ii) Uapplication @ : (E,d) — (E,d) est contractante, i.e k - lipschitzienne pour
une certaine constante k < 1.
Alors ® posséde un unique point fixe dans E ; autrement dit, il existe un et un seul
point a € E tel que ®(a) = a. De plus, si on se donne un point xg € E quelconque,
alors la suite (xn)n=0 définie par la récurrence x,41 = ®(x,) converge vers a, et la
convergence a lieu a vitesse géométrique ; plus précisément :
n
1-k

Démonstration. Soit zg € E quelconque. Comme E est stable par ®, on peut en
effet définir une suite (z,,)n>0 S E par la récurrence z,,+1 = ®(x,).
Montrons que la suite (z,) est de Cauchy. On remarque d’abord que si n > 1, alors

d(n, Tns1) = A(P(Tn—1), ®(xn)) < kd(Tp—1,7n)

k2 d(rp—2,Tp—1) sin=2

Vn =1 : d(zy,a) < d(xo,x1).

Y/

NN N

kE"d(xg, x1).

(L’inégalité est vraie également pour n = 0.) On en déduit que si p,q € N et p < g,
alors

d(zp, Tq) < d(@p, Tpi1) + d(Tpi1, Tps2) + -+ + d(Tg-1, T4)

<
< (KP + KPP o+ B d (o, 21)
P 0 car la série Y k' converge.

Donc la suite (z,,) est en effet de Cauchy. Comme E est supposé complet, la suite
() converge, x,, — a € E. De plus, en prenant p := n € N et en faisant ¢ — o0 dans
I'inégalité précédente, on voit que

VneN : d(x,,a) < <Z k:Z) d(zo, 1) = T % d(zo,x1).
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Comme l'application ® est continue (car lipschitzienne), on a ®(a) = lim ®(z,,) =
limxy,y1 = a; autrement dit a est un point fixe de ®.
Enfin, a est le seul point fixe de ® : si b e E vérifie &(b) = b, alors

d(a,b) = d(®(a), ®(b)) < kd(a,b),
ce qui n’est possible que si d(a,b) = 0 puisque k < 1. O

COROLLAIRE 8.2. Soient (E,d) un espace métrique complet, Z un ensemble tel
que E € Z et ® : E — Z telle que ®(E) < E. S’il existe un entier r > 1 tel que
D" := Do --- P soit contractante, alors ® posséde un et un seul point fixe dans E.

Démonstration. Par le théoreme, 'application ®" possede un unique point fixe a.
Mais ®(a) est alors point fixe de " (micro-exo), donc ®(a) = a par unicité, et ainsi
a est en fait point fixe de ®. Enfin, si b est un autre point fixe de ®, alors b est aussi
point fixe de ®" (micro-exo), et donc b = a. O

ExXEMPLE 1. Soit E un espace de Banach. Si h : E — FE est une application
contractante, alors Id — h est une bijection de E sur E. De plus, (Id — h)~! est
lipschitzienne.

Démonstration. Montrons d’abord que f := Id — h est bijective. Soit y € E quel-
conque : on veut montrer que ’équation f(x) = y possede une et une seule solution.
Cette équation peut s’écrire comme un probléme de point fixe (c’est une idée impor-
tante) :

flz)=y < z+ (y—f(x)) = z.
Soit & = &, : F — E 'application définie par

®(z) =+ (y— f(z)) =y + h(z).

Comme y est fixé et que h est contractante, 'application ® est contractante ; donc
elle posséde un unique point fixe, ce qui prouve que f est bijective.

Montrons maintenant que f~! est lipschitzienne. Par hypothese, 'application h est
k - lipschitzienne pour une certaine constante k < 1. On a donc pour tous z,2' € E :

[f(2') = f@)] = |2’ = 2) = (h(@) = h(=))]
> |2’ = x| = [h(z') = h(x)]
= (1= k) o' — =],

Comme f est bijective, on en déduit

Vyy' e By —yl = A=k )~ FHW)l;
ce qui prouve que f~1 est M -lipschitzienne avec M := ﬁ O
Ezercice. Soit E un espace de Banach, et soit H € £(E) vérifiant |H| < 1. Ecrire
léquation (Id — H)T = Id d’inconnue T' € L(E) comme un probléme de point fixe
pour une certaine application ® : £L(E) — L(E), et montrer que ce probleme admet
une unique solution 7". Déterminer explicitement la suite (7},),>0 définie par Ty := Id

et l'itération T,,+1 = ®(T;,). Conclusion ?
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EXEMPLE 2. Soit I un intervalle compact de R, et soit f : I x R — R. On suppose
que f est continue sur I x R, et lipschitzienne par rapport a la 2éme variable. Alors,
pour tout tg € I et pour pour tout ug € R, il existe une unique fonction v : I — R de
classe C' qui est solution de 'équation différentielle u'(t) = f (¢, z(t)) avec la “condition
initiale” wu(to) = up.

Démonstration. 11 s’agit d’un cas particulier (mais non trivial) du Théoréme de
Cauchy-Lipschitz, dont on ne donnera pas ’énoncé général. Le propos ici est juste
de donner une illustration intéressante du Théoréme du point fixe sans s’embarasser
de complications techniques.

Dans le jargon des équations différentielles, on veut montrer que le Probleme de
Cauchy

(%) { u'(t) = f(t u(t))

u(to) = uo

possede une unique solution.
Si w: I — R est une fonction continue, alors u est solution de (x) si et seulement

si elle vérifie
t

Viel : u(t) =up+ f f(s,u(s)) ds.

to
Autrement dit, si on note comme d’habitude C(/) ’ensemble des fonctions continues
x: 1 — R et F(I) 'ensemble de toutes les fonctions = : I — R, alors u est solution du
probléme de Cauchy si et seulement si u est un point fixe de l'application ® : C(I) —
F(I) définie par

D(u)(t) :=up + t f(s,u(s))ds.

11 s’agit donc de montrer que ® posseéde un unique point fixe u € C(I).

On sait C(I) est complet pour la distance induite par la norme || - ||o,. De plus, si
u e C(I), alors ®(u) est une fonction continue et méme de classe C!, car f est continue.
Donc C(I) est stable par ®. Pour conclure, il suffit donc de montrer que application
® : C(I) — C(I) possede une itérée contractante, i.e. qu’il existe un entier r > 1 tel
que ®" soit contractante.

Par hypothese sur f, il existe une constante C' telle que

VseIVz,yeR : |f(s,y) — f(s,2)] < Cly —z|.

Donc, si u,v € C(I) et si t € I, alors

@ (v)(t) = @(u)(t)] <

t £ (s,0(s)) = f(s,u(s))| ds
t lv(s) —u(s)|ds
< Ct—to] x |v— uoo.

<C

En remplagant u et v par ®(u) et ®(v), on en déduit
182(0)(1) ~ @O < L, [B(0)(s) ~ @ (w)(s)] ds
<C|f;, Cls —tol Jv = ulo ds

C2 _ 2
= G o — ufls;
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puis par récurrence :

C"|t — to|"
|97 (0)(8) = 2" (W)l < —— 7 v~ ul
pour tout ¢ € I et pour tout 7 € N. On a donc
CT|I’T’
|27 (v) = " (u)]oo < v — o

r!

pour tout r € N et pour tous u,v € C(I). Ainsi, ®" est C, - lipschitzienne pour tout

. Tl . .
reN, ou C, := T', ". Donc ®" est contractante si r est suffisamment grand, puisque

C, — 0 quand r — oo0. O

FEzercice. Soient a,,up € R, et soit ® : C([0,1]) — C([0,1]) 'application définie
par ®(u)(t) := uo + S(t) au(s)ds. Déterminer explicitement la suite de fonctions (up)nen
définie par uo(t) := up et up11 := ®(uy). Conclusion ?

9. Théoréme de Baire

Le résultat suivant est un moyen souvent efficace de montrer que certains ensembles
sont non-vides. Il a de tres nombreuses applications, parfois inattendues.

THEOREME 9.1. Soit (E,d) un espace métrique topologiquement complet, et soit
(Oi)ier une famille dénombrable d’ouverts de E. On suppose que chaque ouvert O;
est dense dans E. Alors, on peut conclure que G := (,.; O; est dense dans E ; et en
particulier que (e O; # &.

el

Démonstration. On fait la preuve pour un ensemble d’indices I infini (ce qui est
clairement le cas le plus difficile). Comme I est dénombrable, on peut supposer que
I = N; et on note alors la suite d’ouverts (O, )nen plutét que (O;)ien. Enfin, comme
E est topologiquement complet, on peut d’emblée supposer qu’il est complet pour la
distance d donnée.

Soit O un ouvert quelconque de E, avec O # & : on veut montrer que G " O # .

Comme Qg est dense dans E, on a Oy n O # . Soit g € Oy N O. Comme
Op N O est un ouvert de E (intersection de 2 ouverts), on peut trouver £y > 0 tel que
B(zg,£0) € O n Op.

La boule ouverte B(xg,£0) est un ouvert non-vide de E'; donc B(xg,g9) N O1 # I
car O est dense dans E. Soit 21 € B(xg,£0) " O1. Comme B(xg,e9) N O1 est un ouvert
de E, on peut trouver e tel que 0 < e < 27! et B(x1,£1) S B(wg,0) N Oy.

En répétant ce raisonnement, on voit qu’on peut construire par récurrence une
suite (zy,)n>0 de points de E et une suite (¢,)n>0 de nombres réels > 0 telles que

e B(z0,20) € O n Oy.
e e, <2 "et B(wp,en) € B(wp_1,6n-1) N O, pour tout n > 1;

Posons alors C,, := B(zy, €,) pour tout n > 0. Par définition, les C,, sont des fermés
non-vides de F, la suite (C),) est décroissante, et diam(C),) — 0 quand n — 0. D’apres
le Théoreme des fermés emboités, on sait que ﬂn>0 C', est non-vide, réduite a un point
{a}. Comme C);, € O,, pour tout ne Net Co € O,onaacOn(),cyOn=GnO, ce
qui termine la preuve. U

Ezercice. Soit E un espace métrique quelconque. Montrer que si O1,...,Oy sont
des ouverts denses de FE, alors O1 n -+ n Opn est encore dense dans F.
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COROLLAIRE 9.2. Soit E un espace métrique topologiquement complet.

o Si (Fy)nen est une suite de fermés de E et si chaque F,, est d’intérieur vide
dans E, alors M := |Joy Fn est encore d’intérieur vide; et en particulier

E\UnENFn # @

e De maniére équivalente : si (Fy)nen est une suite de fermés d’un espace

métrique topologiquement complet E et si |, oy Fn est d'intérieur non-vide

dans E, alors il existe au moins un n € N tel que E, # .
Démonstration. Soit (Fy,)nen une suite de fermés d’intérieur vide. Si on pose O,, :=

E\F,, alors les O,, sont des ouverts denses de E. Donc G := ),y O est dense dans
E; autrement dit M est d’intérieur vide puisque E\G = M. ]

COROLLAIRE 9.3. Soit E un espace métrique topologiquement complet. Si (Cp)nen

est une suite de fermés de E telle que | JoyCn = E, alors Q := |, oy Cn est dense
dans E.

Démonstration. On va montrer que E\Q est d’intérieur vide. Comme E = | J, .y Cn,
on a
E\Q = (U on> \ (U on) < |J(@\Cn).
neN neN neN
Si on pose F,, := n\C’n, alors les F;, sont des fermés de E car les C), sont fermés;
et les F, sont visiblement d’intérieur vide (micro-exo). Donc E\Q = |, oy Frn est
d’intérieur vide d’apres le Corollaire 9.2 O

COROLLAIRE 9.4. Soit E un espace métrique topologiquement complet. Si (G;)ier
est une famille dénombrable de Gs denses de E, alors G := (,.; Gi est encore un Gs
dense de E.

iel
Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 1. Si E est un espace métrique topologiquement complet et sans point
1so0lé, alors E est nécessairement non dénombrable. En particulier :

e R n’est pas dénombrable ;

e Q n’est pas topologiquement complet.

Démonstration. On a déja démontré ce résultat en utilisant le Théoreme des fermés
emboités. Avec le Théoreme de Baire, ¢ca va un peu plus vite.

Supposons que F soit dénombrable, et écrivons E = {x,; n € N}. Si on pose
F, := {x,}, alors les F,, sont des fermés de F, et ils sont d’intérieur vide dans E
car E/ n’a pas de point isolé. D’apres le Théoreme de Baire, | . Fn doit encore étre
d’intérieur vide dans F, ce qui est absurde puisque | J,,cny Fr = E. O

EXEMPLE 2. 1l existe des fonctions continues sur [0, 1] qui ne sont dérivables en
aucun point.

Démonstration. On va utiliser le Théoréme de Baire pour montrer que I’ensemble
des fonctions continues nulle-part dérivable est dense dans ’espace de Banach C(][0, 1]),
et donc en particulier non-vide. Mais on ne produira pas explicitement une telle fonc-
tion, ce qui est typique dans les démonstrations d’existence d’objets bizarres basées
sur le Théoreme de Baire.
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Pour n € N, posons

O, = {feC([O,l]); Vo e [0,1] : SupM >n}.

y#ET ly — x|

Fart 1. Chaque U, est un ouvert de C([0,1]).

Preuve du Fait 1. Fixons n, et posons F,, := C([0, 1])\O,,. Par définition, une fonc-
tion f appartient & J,, si et seulement si il existe un point x € [0, 1] tel que la propriété
suivante ait lieu :

(+) vy e [0,1] : [f(y) - f(@)| < nlz -yl

Notons F ’ensemble des couples (z, f) € [0,1] x C([0,1]) vérifiant la propriété ().
Comme 'application (x, f) — f(x) est continue sur [0, 1] x C([0, 1]) (exo0), on voit que
I’ensemble F est un fermé de [0, 1] x C([0, 1]) ; et par définition de F, on a I’équivalence

feF, < 3Jxe|0,1] : (z,f)eF.

Comme [0, 1] est compact, on en déduit que F,, est fermé dans C([0,1]), d’apres le
Lemme 4.7 du Chapitre 4. Donc U,, est en effet ouvert. U

FarT 2. Chaque O,, est dense dans C([0,1]).

Preuve du Fait 2. On sait que I’ensemble des fonctions lipschitziennes est dense
dans C([0, 1] : cela vient par exemple du fait que toute fonction continue f : [0,1] —
R est limite uniforme de fonctions affines par morceaux; ou moins élémentairement
du fait qu'une telle f est limite de uniforme de fonctions polynomiales (Théoréme de
Weierstrass), qui sont lipschitziennes car de classe C! sur Iintervalle compact [0, 1].
Pour montrer que U,, est dense dans C([0,1]), il suffit donc de montrer qu’'on peut
approcher toute fonction lipschitzienne g : [0,1] — R par un élément de U,,. Fixons g,
et fixons € > 0. On cherche f € U, telle que |f — g|o < €.

Comme g est lipschitzienne, il existe une constante C' < oo telle que

‘g(y) —9(2)
y—x

<C

pour tous z,y € [0,1], x # y.
Soit M > 0 a fixer ultérieurement, et soit € : [0,1] — R une fonction continue affine
par morceaux de pente partout supérieure a M en valeur absolue et vérifiant |0, < €.

(Dessiner le graphe d’une telle fonction.) Enfin, posons f := g + 6. On a évidemment
If = gle <e.
Si x est un point quelconque de [0, 1], alors on peut trouver y # x tel que
w0
y—x
On a alors
fly) — f@) S M- 9(y) —g(z)
y—x y—x
=M-C
>n si on a choisi M >n + C.

Comme le point x € [0, 1] est arbitraire, on en déduit que f € U,. Ceci termine la
preuve du Fait 2. O
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D’apres le théoreme de Baire l'intersection de tous les ouverts U,, est dense dans
C([0,1]). Comme il est assez clair qu’une fonction f appartenant a tous les U, n’est
dérivable en aucun point (micro-exo), cela termine la preuve. ]

EXEMPLE 3. Soit E un espace métrique topologiquement complet (par exemple
un intervalle de R), et soit f : E — R. S’il existe une suite de fonctions continues
(fn)nen qui converge simplement vers f, alors I’ensemble des points de continuité de f
est dense dans F.

Démonstration. On va appliquer 2 fois le Théoreme de Baire. Dans la suite, on
notera Cont(f) 'ensemble des points de continuité de f. Pour € > 0, posons

O. :={xe E; 3V voisinage ouvert de x tel que Vy,zeV |f(y)— f(2)] <&}

Par définition, chaque ensemble O, est ouvert dans F. De plus, on vérifie sans
difficulté (exo) qu’on a
ﬂ O/, = Cont(f).
PpeN*
D’apres le théoreme de Baire, il suffit donc de montrer que chaque ouvert O, est
dense dans E. Fixons € > 0.

Pour n € N, posons
Cni={zeE; Vp,g=n : |fy(z) - fo(x)| <e/3}.

Comme les fonctions f, sont continues, les C), sont des fermés de E. De plus, comme
la suite (f,) converge simplement, elle est de Cauchy en tout point, et on a donc
U,, Cn = E. D’apres le théoreme de Baire (Corollaire 9.3), on en déduit que © := | J,, C,
est dense dans E. On va montrer que €2 est contenu dans O., ce qui terminera la
démonstration.

Soit x € ). Par définition, il existe un entier ng et un voisinage ouvert V; de zx tels
que V; € Cy,. Pour y,z € Vi, on a alors

[fo(y) = fo(2)] < [Fp(y) = Fao W] + 1o (y) = fro ()] + | o (2) = f(2)]

< 5/3 + |fn0(y) - fno(z)| + 8/3'
En faisant p — o0, on en déduit

Vy,z € Vl : |f(y) - f(Z)| < 25/3 + |fno(y) - fno(z)|‘
Mais la fonction f,, étant continue, on peut trouver un voisinage ouvert V5 de = tel
que | fno(y) — fno(2)| < /3 pour y,z € Vo. Si on pose V := Vi n Vs, alors V est un
voisinage ouvert de z tel que

Vy,zeV 1 |f(y) — f(z)| <e.
Donc x € Oe. ]

Remarque. Le résultat qu’on vient d’établir montre en particulier que si F': R - R
est une fonction dérivable sur R, alors la fonction F’ posseéde nécessairement des points
de continuité. En effet, F’ est limite simple de la suite de fonctions continues (f)n>1

définie par f,(x) := w

1/n






Chapitre 7

L’espace de Cantor

L’espace de Cantor, que I’on notera C, est I’ensemble de toutes les suites infinies
deOetdel:
C = {0,1}".

On écrira les éléments de C sous la forme

a = (a(0),a(1),(2),...),
ou «(i) € {0,1} pour tout i € N.

On a vu au Chapitre 2 (Exercice 1.2) qu’'on définit une distance d sur C en posant
d(a, a) := 0 et, pour «, § € C différents,

d(a, B) i= 2710),
ou i(, B) est le plus petit entier i > 0 tel que (i) # 5(7).

Dans ce micro-chapitre, on va démontrer quelques propriétés remarquables de 1’es-
pace métrique C.

LEMME 1. La convergence dans l’espace C est la convergence “coordonnée par
coordonnée” : une suite (ay) d’éléments de C converge vers o € C si et seulement si
ag(i) — a(i) pour tout i = 0; autrement dit, si pour tout i =0, on a ag(i) = a(i) a
partir d’un certain rang. En particulier, les “applications coordonnées” o +— a(i) sont
continues sur C.

Démonstration. On la laisse en exo. O
COROLLAIRE. L’espace C est compact.

Démonstration. Comme lespace a 2 éléments {0,1} est compact, cela découle
immédiatement du lemme et du “Théoréeme de Tikhonov dénombrable” (Théoreme
5.1 du Chapitre 4). O

LEMME 2. Notons S l’ensemble de toutes les suites finies de 0 et de 1. Pour s =
(80,---,58n), posons Wy := {a e C; a commence par s}. Alors les Wy sont ouverts et
fermés dans C, et ils forment une base pour la topologie de C.

Démonstration. On a Wy = {a € C; a(i) = s; pouri=0,... ,n}, donc Wy est
ouvert et fermé car les applications coordonnées o — «(7) sont continues de C dans
{0,1} et les singletons {s;} sont ouverts et fermés dans {0, 1}.

Si O est un ouvert quelconque de C et si o € O, alors on peut trouver un entier
n tel que B(a,27") < O. Si on pose s := ((0),...,a(n)), alors a« € W, et Wy <
B(a,27"71) par définition de la distance d; donc W € B(a,27™) < O. Ainsi, les Wy
forment une base pour la topologie de C. ]

137
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COROLLAIRE. L’espace C est totalement discontinu : les seules parties connezes
de C sont J et les singletons.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que si A < C contient au moins 2 points
o # (3, alors A n’est pas connexe. Par le lemme, on peut trouver s € S tel que o € W
et B¢ Ws. Alors W, n A est ouvert et fermé dans A, non-vide et différent de A ; donc
A n’est pas connexe. O

LEMME 3. L’espace C n’a pas de point isolé.

Démonstration. Soit a € C. Si V est un voisinage quelconque de «, on peut trouver
une suite finie s € S telle que @ € W et Wy € V. Comme Wy est clairement infini et
méme non-dénombrable (exo), on en déduit que tout voisinage V' de « est infini; et
donc que a n’est pas un point isolé de C. O

REMARQUE. On peut montrer que les 3 propriétés topologiques de C qu’on vient de
mettre en évidence caractérisent completement C en tant qu’espace topologique : Tout
espace métriqgue compact, totalement discontinu et sans point isolé est homéomorphe
a C. La preuve n’est pas du tout hors de portée, mais on ne la fera pas.

PROPOSITION. Tout espace métrique X compléetement métrisable et sans point isolé
contient une “copie” de C, i.e. il existe un compact K € X homéomorphe a C.

Démonstration. Soit d une distance définissant la topologie de X et telle que (X, d)
soit complet. Comme X n’a pas de point isolé, il contient au moins 2 points; et donc,
on peut trouver deux ouverts non vides Vp, Vi < X tels que Vo n' Vi = &, avec de plus
diam(Vp) < % et diam(V7) < % On peut faire de méme dans Vj et V7, et ainsi de suite.
De fagon précise, en notant comme d’habitude S ’ensemble de toutes les suites finies
de 0 et de 1, on construit une famille (Vy)ses d’ouverts non vides de X telle que pour
tout s € S, les choses suivantes aient lieu :

e VoouVs S Vset Voon Vs = J;
o diam(V;) < 27l oul |s| est la longueur de s.

Si a € C alors l'intersection ﬂfzo V(a(0),...,a(n)) €St non vide et réduite a un point
{xq}, d’apres le théoréeme des fermés emboités. On peut donc poser j(a) := z4, ce qui
définit une application j : C — X.

L’application j : C — X est continue. En effet, soit o € C quelconque. Si V' est un
voisinage ouvert de j(a) = ¥4, alors on peut trouver n € N tel que Vi (0),....am) S V
car diam(V(4(0),....a(n))) — 0 quand n — o0. Si on pose s := (a(0),...,a(n)), alors
toute suite § € C qui commence par s est telle que j(5) = zg € V, < V'; donc W est
un voisinage ouvert de « tel que j(W;) € V.

L’application j est de plus injective. En effet, si o # (3, soit n le plus petit indice tel
que ay, # P Alors Vig(o),....atm)) N V(30),...5()) = D, et donc j(a) = zq # 25 = j(B)
puisque Zo € Via(0),...a(n)) °t 8 € V(5(0)....8n))-

Comme C est compact, on peut maintenant conclure que K := j(C) € X est un
compact homéomorphe a C. O

EXEMPLE. Soit j : C — R 'application définie par

o)=Y, 20t

=0
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Alors j est injective et continue, donc Cj3 := j(C) < R est homéomorphe & C. L’en-
semble Cj s’appelle 'ensemble triadique de Cantor. Il est contenu dans [0, 1] et
contient 0 et 1.

Démonstration. La série définissant j(a) converge normalement sur C, donc uni-
formément. Comme les applications coordonnées o — «(i) sont continues, on en déduit
que ’application j est continue.

Montrons l'injectivité. Soient «, f € C avec o # (3 : on veut montrer que j(«) #
J(B). Soit ig := i(a, #), le plus petit entier ¢ > 0 tel que (i) # [(¢). Par définition de
ig, on a «a(i) = B(i) pour i < ig et |5(ig) — a(ip)| = 1. Donc

0 . .
. : 2(B(i) — a(i))
5B = i) = | Y ==
1=10
2 o 1B30) — a(i)]
= Jio+1l 2 Z 3i+1
i=ig+1
2 |
= Jio+1 —2 Z 3i+1
i=ig+1
2 2 1
T g0+l Zio+2 X 1-1/3
1 .
= 3ior1 ~ 0

et donc en effet j(a) # j(B).
Comme j est injective et que C est compact, j est un homéomorphisme de C sur
C3 = j(C). Le fait que {0,1} < C3 < [0, 1] est laissé en exo. O

EXERCICE. On définit une suite de fermés L,, < [0,1] de la maniére suivante :
Ly = [07 1]7 L, = [07 1/3] Y [2/37 1]7 Ly = [07 1/9] Y [2/97 1/3] Y [2/3a7/9] Y [8/97 1]7

et ainsi de suite (A chaque étape, on coupe en 3 les intervalles déja construits et on enleve
I'intervalle du milieu.) Montrer que C3 = [ Ly,

n=0

On vient de voir que I'espace de Cantor est contenu dans tout espace raisonnable-
ment “touffu”. Le théoreme suivant va dans 'autre sens : il montre que C est d’une
certaine fagon “plus gros” que n’importe quel espace métrique compact.

THEOREME. Tout espace métriqgue compact est image continue de C. Autrement
dit : si K est un espace métrique compact, alors il existe une surjection continue

¢:C— K.

Dans la preuve de ce théoreme, on aura besoin du lemme suivant, intéressant pour
lui méme.

LEMME. Si F' est un fermé de C, il existe une rétraction continue de C sur F,
i.e. une application continue v : C — F telle que r(8) = B pour tout 5 € F'.

Preuve du lemme. Soit d la distance sur C définie par

=0
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La fonction d est continue sur C x C par convergence normale de la série et par
continuité des applications coordonnées. (En fait, il n’est pas tres difficile de montrer que
d définit la topologie de C.) En particulier, si a € C est fixé, la fonction 8 — d(a, )
est continue sur le compact F'; donc il existe au moins 1 point 8 € F tel que d(a, f)
soit minimale. De plus, comme I’application C 5 & — > 2, S est injective (cf la preuve
concernant 1’ensemble triadique de Cantor), on voit que si « est fixé, alors

d(a, B) = d(a, B') — |8(3) — a(i)| = |8(5) — ali)] pour tout ie N — 3= 4.

Donc, pour tout « € C, il existe exactement 1 point 8 € F tel que d(a, 8) soit minimale.
On note ce point r(«). Par définition, on a r(8) = f pour tout 8 € F. De plus, le
graphe de 'application r : C — F est fermé dans C x F', car pour («,3) € C x F on
a I’équivalence

rl@) =B — V8 e F : da,B) < d(a,B).

Donc le graphe de r est compact puisque C x F' est compact; et donc r est continue
d’apres le Lemme du graphe compact. ]

Preuve du théoreme. Soit K un espace métrique compact quelconque. Grace au
Lemme 4, il suffit de montrer qu’il existe un fermé F < C et une surjection continue
s = F — K. En effet, comme il existe une rétraction continue r : C — F' (qui est en
particulier une surjection continue), on obtiendra alors une surjection continue ¢ : C — K
en posant simplement ¢ := sor.

Comme tout espace métrique compact, K est séparable et donc la topologie de K
possede une base dénombrable B = (V});en. Pour construire une surjection continue de
C sur K, Iidée de base est 'observation suivante : on peut “coder” tout point z € K
par une sous-suite de la suite (V;); de fagon précise, si x € K, alors {z} = (), () Vo
oul(z):={ieN; z eV}

Pour tout i € N, on posera

Ez(O) = K\‘/l et Ez(1> = Vz
Par définition, E;(0) et E;(1) sont des fermés de K.
FAIT 1. Pour tout a € C, I'ensemble E, := [,y Ei (a(z)) contient au plus 1 point.

Preuve du Fait 1. Soient z et ' deux points de K tels que x # 2. Comme B est
une base pour la topologie de K, on peut trouver i € N tel que z € V; et 2’ ¢ V;. Alors
x ¢ Eysia(i) =0,et 2’ ¢ E, si a(i) =1; donc E, ne peut pas contenir les 2 points z
et a’. O

FAIT 2. L’ensemble F' := {a € C; E, # J} est un fermé de C.
Preuve du Fait 2. Par définition, on a I’équivalence suivante pour tout o € C :
a€F — JeeK : zekE,.

Comme K est compact, il suffit donc, d’apres le Lemme 4.7 du Chapitre 4, de montrer
que ’ensemble

E:={(a,z) e Cx K; z€ Ey}
est un fermé de C x K. (Si on préfere ne pas utiliser ce Lemme 4.7, on peut aussi dire ceci :

si &€ est fermé dans C x K, alors il est compact car C x K est compact ; et donc F' est fermé
en tant qu'image d'un compact par une application continue.)
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Maintenant, la définition de E, montre que pour tout (a,z) € C x K, on a
I’équivalence suivante :

(,z) €€ < VieN : (afi) =0 et z€ E;j(0)) ou (a(i)=1 et ze E(l)).
Autrement dit,
£=é&,

1€EN
ou, pour 1 € N :

a;:gm@e0xﬁgum):oaxeam» w_@myzlaxe&u»}

Comme lapplication o — «() est continue sur C et que les ensembles E;(0) et E;(1)
sont des fermés de K, on voit que chaque ensemble &; est un fermé de C x K. Donc &
est également fermé. O

FarT 3. Pour tout o € F, notons s(a) 'unique point de l’ensemble E,. Alors
I’application s : FF — K est surjective et continue.

Preuve du Fait 3. Le graphe de I'application s est précisément ’ensemble &£ intro-
duit dans la preuve du Fait 2. On a vu que &€ est un fermé de C x K. Donc & est
compact car F' x K est compact ; et donc s est continue d’apres le Lemme du graphe
compact.

Soit € K quelconque, et soit o € C défini comme suit : «(i) = 0 si z € V; et
a(i) = 1 si « ¢ V;. Par définition, on a = € E;(a(i)) pour tout i € N; donc z € E,,
autrement dit « € F' et z = s(a). Donc I'application s est surjective. t

Par les Faits 2 et 3, la preuve du théoreme est maintenant terminée. [l

Voici une conséquence spectaculaire du théoreme qu’on vient de démontrer.

COROLLAIRE 1. 57 K est un compact convexe d’un espace vectoriel normé E, alors
il existe une surjection continue de l'intervalle [0, 1] sur K.

Démonstration. Soit C3 < [0, 1] 'ensemble triadique de Cantor. Comme Cg est
homéomorphe a C, on peut trouver une surjection continue ¢ : C3 — K. On va
prolonger ¢ en une application continue ® définie sur [0, 1] et encore & valeurs dans K.
L’application @ : [0, 1] — K sera alors surjective puisque ¢ l'est déja, donc elle fera le
travail.

Comme C3 est un fermé de [0, 1] contenant 0 et 1, 'ensemble [0,1]\C3 est un
ouvert de [0, 1] contenu dans |0, 1[; donc [0, 1]\C3 est un ouvert de R. Par conséquent,
[0,1]\C3 est réunion d’une famille (dénombrable) d’intervalles ouverts deux a deux
disjoints Ja;, b;[, & savoir les composantes connexes de [0, 1]\Cs, dont les extrémités a;
et b; appartiennent nécessairement a Cs (exo0). On définit alors @ : [0,1] — E de la
fagon suivante : ®(t) = ¢(t) sur Cs (donc en particulier en tous les points a;, b;), et ® est
affine sur chaque intervalle [a;, b;].

Montrons que ® est a valeurs dans K. Comme ® = ¢ sur Cg, il suffit de montrer
que ®(t) € K pour tout ¢ € [0,1]\Cs; ce qui n’est pas difficile : le point ¢ appartient a
un certain intervalle ]a;, b;[, donc ¢ est combinaison convexe de a; et b;, donc ®(t) est
combinaison convexe de ®(a;) et ®(b;) car ® est affine sur [a;, b;], et donc ®(t) € K
car ®(a;) = ¢(a;) et ®(b;) = ¢(b;) appartiennent & K (qui est supposé convexe).

La continuité de ¢ “se voit bien”, mais il faut ’écrire soigneusement. Comme la
restriction de ® & chaque intervalle ouvert |a;, b;[ est continue (car affine), on voit
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que ® est continue en tout point de l'ouvert [0, 1]\C3 (micro-exo). Donc il suffit de
montrer que ® est continue en tout point tg € Cs. On va supposer que 0 < to < 1
(Padaptation aux cas tg = 0 et to = 1 est laissée en exo). Soit € > 0 quelconque. Comme
®|c, = ¢ est continue, on peut trouver 7 > 0 tel que |®(t) — ®(to)| < € pour tout
t € Cs tel que |t — to] < n. Comme 0 < ty < 1, le point ¢y n’est ni “isolé & gauche”
ni “isolé a droite” dans Cs (exo0). Donc on peut trouver «, 5 € Cs tels que tg —n <
a <ty < B < tg+n. Choisissons alors 6 > 0 tel que [ty — 0,t0 + 6] < [, B]. Comme
d<n,ona |®(t) — P(ty)| < e pour tout ¢t € Cs tel que |t — to| < §. Montrons qu’on a
également |®(t) — ®(tg)| < € pour tout ¢ € [0, 1]\Cs vérifiant |t — tg| < . Par le choix
de §,on a a <t < . Comme « et 8 appartiennent a Cs, on en déduit que le point ¢
appartient & un intervalle |a;, b;[ avec o < a; < b; < 3, puisque ]a;, b;[ est entierement
contenu dans [0, 1]\Cs. Comme a; et b; sont dans Cs, on a donc ||®(a;) — P(tp)| < € et
|®(b;) — @(to)| < e. Mais ®(t) est combinaison convexe de ®(a;) et de ®(b;) puisque
® est affine sur [a;, b;]; donc on a aussi || ®(¢) — @(p)| < € par convexité de la boule
E(Cb(to), 5). Ainsi, on a trouvé un “§ de continuité” pour ® associé a e. O

COROLLAIRE 2. [l existe une surjection continue de l’intervalle [0,1] sur le carré
[0,1] x [0,1] ; autrement dit, il existe un chemin ~y : [0,1] — R? dont I’image remplit
tout un carré. Un tel chemin est souvent appelé une courbe de Peano.

Démonstration. On applique le Corollaire 1 avec K := [0,1] x [0,1] < R O

Autre preuve. On va démontrer le Corollaire 2 directement, sans faire appel au
théoreme. Pour cela, on a besoin des deux faits suivants.

Fair 1. L’espace C est homéomorphe a C x C.

Preuve du Fait 1. Pour tout a € C, notons o et a' les éléments de C définis
par a¥ := (a(0),a(2),a(4),--+) et at := (a(1),a(3),a(5),--). Il est assez clair que
I'application a +— (a’, ') est une bijection de C sur C x C, et facile de vérifier que
¢’est un homéomorphisme (exo). O

FarT 2. 1l existe une surjection continue de C sur [0, 1].

Preuve du Fait 2. C’est un cas tres particulier du théoreme, qui se démontre a la
main. Soit s : C — R D'application définie par

s(a) = ; ;(3

L’application s est bien définie et continue par convergence normale de la série et
continuité des applications a — «(i). Il est assez clair que s est a valeurs dans [0, 1]
(micro-exo). Enfin, s est surjective de C sur [0, 1] car tout nombre réel z € [0, 1] admet
un “développement en base 2”. O

En appliquant le Fait 2 puis le Fait 1 et en se souvenant que C est homéomorphe
a Cg, on voit (exo) qu’il existe une surjection continue ¢ : C3 — [0,1] x [0,1]. En
raisonnant comme dans la preuve du Corollaire 1, on montre alors que ¢ se prolonge
en une surjection continue ® : [0,1] — [0,1] x [0,1]. O

EXERCICE. Le but de ce long exercice est de montrer que tout espace métrique
compact totalement discontinu et sans point isolé est homéomorphe a C. Dans ce qui
suit, on fixe un tel espace métrique (K, d).
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Montrer que tout point & € K posséde une base de voisinages formée d’en-
sembles ouverts fermés. (Utiliser le Corollaire 6.8 du Chapitre 5.)

Déduire de (1) que si V € K est ouvert fermé et si € > 0 est donné, alors V/
est réunion d’un nombre fini d’ensembles ouverts fermés deux a deux disjoints
de diametre < ¢.

Montrer que si W < K est un ouvert fermé non-vide alors, pour tout k£ € N*,
on peut partitionner W en k ouverts fermés non-vides.

En utilisant (2) et (3), montrer que si V € K est un ouvert fermé non-vide et
si € > 0 est donné, alors, pour tout entier N assez grand, on peut partitionner
V en 2V ouverts fermés non-vides de diametre < e.

On note S I'ensemble de toutes les suites finies de 0 et de 1 (y compris la suite
vide @). Montrer qu’on peut construire une famille (Vj)ses d’ouverts fermés
non-vides de K de sorte que les choses suivantes aient lieu :

o Vo =K;
e VionVs1 = et Vygu Vi1 = Vi pour tout se€ S;
+ diam(V;) — 0 quand |s| — oo.

Démontrer le résultat annoncé.
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