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Chapitre 1

Intégrale des fonctions d’une variable

1. Définition et propriétés de ’intégrale

La définition de 'intégrale va se faire en 3 étapes : fonctions positives, fonctions a
valeurs réelles pouvant changer de signe, et fonctions & valeurs complexes. Toutes les
propriétés de l'intégrale se déduisent de maniere assez formelle du cas des fonctions
positives.

1.1. Fonctions positives. Une fonction f définie sur une partie I de R sera dite
positive si elle prend ses valeurs dans [0, o0]. Le fait d’autoriser la fonction & prendre
la valeur co n’est pas une pédanterie gratuite : on en a vraiment besoin dans certaines
situations.

On peut calculer avec co comme avec n’importe quel nombre, & un détail pres : il
faut donner un sens a 0 x o0 et 00 x 0. Par convention, on posera

Oxow=0=0x0.

Bien entendu, on a également o + 00 = o0 = 00 + a pour tout “nombre” « € [0, 0], et
a x 0 =00 =0 X «asia>0. Enrevanche, il faut se méfier des soustractions : o — 3
n’a pas de sens si a = o0 = .

DEFINITION 1.1. (sous-graphe)
Soit I une partie de R, et soit f une fonction positive définie sur I. (Le domaine
de définition de f peut étre strictement plus grand que I). Le sous-graphe de f au
dessus de I est ’ensemble

SG(f,I) ={(x,\)eRxR; zelet0< )< f(x)}.

Autrement dit SG(f, I) est la partie du plan comprise entre 1’axe des abscisses et
le graphe la restriction de f a ’ensemble I. Un dessin est indispensable ici!

Il faut tout de suite prendre conscience du fait que le sous-graphe est une partie du
plan R x R = R2. Par suite, SG(f, I) possede une aire. On considérera ici que tout le
monde a une idée intuitive de ce qu’est une aire. On verra au fur et a mesure quelles
sont les propriétés des aires nécessaires au développement de la théorie (sans vraiment
insister dessus), et ces propriétés seront formulées explicitement dans le chapitre suivant
quand on définira l'intégrale des fonctions de plusieurs variables.

DEFINITION 1.2. (intégrale)
Soit f une fonction positive définie sur un ensemble I < R. L’intégrale de [ sur
U’ensemble I est l'aire du sous-graphe de f au dessus de I; on la note S[f ou
§; f(x) dx. Ainsi

Lf _ qire (SG(f,1)).

5



6 1. INTEGRALE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE

Remarque 1. Au lieu de SI x)dz, on peut écrire SI t)dt ou S[ u) du. Cela
dépend du nom qu’on a donné a la varlable (x,t,u,...), qui est * muette dans I’écriture
de l’intégrale (De méme, l'indice i est muet dans une somme Y. x;). La notation
§; f(x) dx sera “expliquée” plus loin.

Remarque 2. Par définition S[f est un nombre positif, éventuellement égal a 0.
Par exemple, si f = 1, la fonction constante égale a 1, alors SR 1 = oo, car la bande
comprise entre ’axe des abscisses et la droite d’équation y = 1 a une aire infinie.

Remarque 3. Si f est définie sur un intervalle [a, b], alors

J[a,b] I= f]a,b[ I= f[a,b[ I= f]a,b] .

ce qui se voit immédiatement en faisant un dessin : la partie de SG(f, ) située au
dessus des abscisses a et b est constituée de deux segments (semi-ouverts) verticaux,
qui ont une aire nulle et ne contribuent donc pas au calcul de l'aire de SG(f,|[a, b]).
Ainsi, I'intégrale S(a’b) f ne dépend pas de la nature de l'intervalle (a,b) (ouvert, fermé

ou semi-ouvert). Il n’y a donc aucune ambiguité a poser

b
f f@yde=| f
(a.b)

pour toute fonction positive définie sur (a, b). Remarquons en passant qu’on a

Jf )dz =0.

On utilisera aussi la notation SZ dans le cas d’'un intervalle (a,b) non borné, i.e. si
a = —o0 ou b = 0. Ainsi, Slioo est synonyme de S(foo by’ etc.

Exemple 1. (intégrale d’une constante)

Supposons que I soit un intervalle , et notons |/| sa longueur : [I| =b— a si I est
un intervalle borné (a, b), et |I| = o0 si I est non-borné. Si la fonction f est constante,

f(z) = C, alors
JC':C’X |I].
I

Si I est un intervalle borné (a,b), cela s’écrit encore
b
J Cdr=Cx(b—a).

DEMONSTRATION. C’est évident en faisant un dessin : le sous-graphe SG(f, I) est
un rectangle de base |I| et de hauteur C' (éventuellement infinies), dont l'aire vaut
C x |I|. O

Exemple 2. Soient a, b vérifiant 0 < a < b et soit f : [a,b] — R définie par f(z) =
(c’est une fonction positive car a > 0). En faisant un dessin, on voit que 1’aire du sous-
graphe SG(f, [a, b]) est la différence entre aire d'un “grand” triangle rectangle isocele
de base b et celle d’'un “petit” triangle rectangle isocele de base a. On a donc

b 2 2
f rdr = % — % :
a

Exemple 3. En utilisant uniquement la définition, on ne voit pas tres bien comment

calculer une intégrale aussi simple que Sé z? dz.
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PROPOSITION 1.3. L’intégrale des fonctions positives posséde les propriétés sui-
vantes.
(1) Additivité par rapport au domaine. Si I = Iy U Iy avec I) n Iy = J, alors
SI f= Sh f+ 512 f pour toute fonction positive f définie sur I. En particulier,
si f est définie sur un intervalle (a,b) et si a < c < b, alors on a la relation
de Chasles

Lbf(x) dr = ch(a:) dx + Lbf(m) dx .

(2) Croissance. Si f < g sur I, alors SIf < ng.
(3) Linéarité. Si f et g sont des fonctions positives définies sur I, alors Sl(f—f-g) =
S, f+ 5,9 et S0 f = XS, f pour tout nombre nombre réel A = 0.

DEMONSTRATION. (1) En faisant un dessin on voit que SG(f,I) est la réunion
disjointe de SG(f, I1) et SG(f, I2), donc I'aire de SG(f, I) est la somme des deux aires,
ie.§; f =1, f+§, [ Larelation de Chasles s’obtient en écrivant (a,b) = (a, c[u]e,b).

La partie (2) est évidente en faisant un dessin : si f < g, alors SG(f, I) est contenu
dans SG(g, I), et donc l'aire de SG(f, ) n’est pas plus grande que celle de SG(g, I).

En revanche, la partie (3) n’est absolument pas évidente. On la démontrera a la fin
de ce chapitre (section @ O

Remarque 1. Malgré ce qu’on vient de dire concernant la linéarité, il est tres facile
de démontrer qu'on a {,(f +g) = {; f + §, g si I'une des deux fonctions est constante.
En effet, si par exemple f(z) = C < oo, alors un dessin montre que SG(f + g,I) est
la réunion disjointe de SG(f, ) et d'un ensemble A qui est un translaté de SG(g, ),
plus précisément, I'image de SG(g, I) par la translation verticale de vecteur @ = (8 )
Comme les aires s’ajoutent et sont invariantes par translations, on a donc

aire (SG(f + g,1)) = aire (SG(f,I)) + aire(A) = aire (SG(f,I)) + aire (SG(g,I)),

autrement dit {,(f 4+ ¢g) = §; f +§; 9. On aura besoin de ce résultat pour démontrer le
“théoreme fondamental de ’analyse”.

Remarque 2. Il y a un autre cas ou il est tres facile de montrer directement a partir
de la définition qu’on a Sl(f +g) = SI f+ SI g : c’est le cas ou f et g sont “portées par
des ensembles disjoints” ; autrement dit, lorsqu’il existe I¢,I, < I avec Iy n I, = &
tels que f est nulle en dehors de Iy et g est nulle en dehors de I,. Les détails sont
laissés en exercice.

Ezxercice. Si I < R, la fonction indicatrice de [ est une fonction sur R notée 1j,
définie par
1 sizel
L) = {0 size T
Montrer que pour toute fonction f: R — [0,00],ona §, f = {1/f.
1.2. Fonctions de signe quelconque.

DEFINITION 1.4. (partie positive et partie négative)

Soit f une fonction a valeurs réelles (non nécessairement positive) définie sur un
ensemble I — R. La partie positive et la partie négative de f sont les fonctions f*
et f~ définies par

vy Jfx) sif(z)=0 N 0 si f(x) =0
! ("’”)—{ 0 sif(z)<0 f (x)_{—f(x) si f(z) <0
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PROPRIETES. Par définition, f* et f~ sont des fonctions positives, et on a
F=fr =1 et Ufl=f g
Enfin, f* et f~ sont “portées” par les ensembles disjoints I = {z; f(z) > 0} et
I~ ={z; f(z) <0}, de sorte qu'on a par définition de l’intégrale

=[]

DEFINITION 1.5. (intégrale d’une fonction sommable)
Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur I < R. On dit que f est sommable
sur I sionafl, ft <owetl,f~ <oo. Dans ce cas, on définit Uintégrale de f sur I

par la formule
o=l

Remarque. Cette définition a bien un sens car SI fToet SI f~ sont des “vrais”
nombres (ils ne valent pas o).

INTERPRETATION. L’intégrale de f sur I est I’aire algébrique définie par le graphe
de f : on compte positivement aire située au dessus de ’axe des abscisses et en dessous
du graphe de f, et négativement ’aire située au dessus du graphe de f et en dessous
de I'axe des abscisses. (Faire un dessin).

Exemple. Soient a,b vérifiant a < 0 < b et soit f : [a,b] — R la fonction définie
par f(z) = x. En faisant un dessin, on voit que 'aire algébrique définie par le graphe
de f est la différence entre I’aire d’un triangle rectangle isocele de base b et I'aire d’un
triangle rectangle isocele de base |a| = —a. On a donc Ssazd:c = % — (_g)z = % — “2—2,
la méme formule que celle trouvée lorsque 0 < a < b.

Ezxercice. Soit I un intervalle symétrique par rapport & 0 et soit f : I — R une
fonction sommable impaire (f(—z) = —f(z)). Calculer §; f(z)dz.

NOTATION. On notera L!(I) I'ensemble des fonctions sommables sur I & valeurs
réelles.

LEMME 1.6. Une fonction f est dans L'(I) si et seulement si §,|f| < c.
DEMONSTRATION. C’est immédiat puisque §, [f| =§, f* +§, f~. O

Remarque 1. On déduit en particulier de ce lemme que L'(I) est un espace vec-
toriel : si f,g € LY(I) et si A € R, alors f + g € LY(I) et A\f € LY(I). En effet,
comme |f + g < [f| + |g] et [\f| = [A[|f], ona §;[f + g < §;1f]+ {19l < o0 et
§ Al = 1Al §; 1] < oo (par linéarité de I'intégrale pour les fonctions positives).

Remarque 2. On en déduit également que si f € L'(I), alors f € L'(I") pour tout
ensemble I’ < I.

PropoOSITION 1.7. Si I est un intervalle borné, alors toute fonction f bornée sur
I (i.e. telle que |f(x)] < M pour une certaine constante M indépendante de x € I) est
dans L(I).

DEMONSTRATION. Si|f(z)| < M sur I, alors {, |f(z)|dx < §; M dx < M x|I| < o
car l'intervalle I est borné, donc f € L1(I). O
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COROLLAIRE 1.8. Toute fonction continue est sommable sur tout intervalle fermé
borné [a,b] contenu dans son domaine de définition.

DEMONSTRATION. On sait (mais ce n’est pas évident) que toute fonction continue
sur un intervalle fermé borné est bornée. O

Remarque. Ce dernier résultat est faux si Uintervalle (a,b) n’est pas fermé, méme
si (a,b) est borné. Par exemple, f(x) = 1/ est continue sur ]0,1[, mais f n’est pas
sommable sur ]0,1[. En effet, on a 801 f= Sl dz _ [In(z)]! = —In(e) pour tout

£

e €]0,1], et comme —In(e) tend vers 400 quand € — 07, on en déduit S]o 1 %x = 0.

PROPOSITION 1.9. (linéarité de I'intégrale)

Sif,ge L*(I) et siAeR, alors §;(f +9)=§,f+§,9 et S, f=A§,f

DEMONSTRATION. En écrivant (f4+¢)"—(f+9)" =f+g9=(fT—f)+(@gT—9g),
on voit que fT+g" 4+ (f+9)” =f +g9 +(f+g)*". Par linéarité de I'intégrale pour
les fonctions positives, on en déduit

e freara e [

autrement dit §,(f +9)" = §,(f+9)” = §, /T =5,/ + 5,97 —§,97, ou encore

S+ =5 f+59
L’identité §,(Af) = A§; f est laissée en exercice : utiliser le fait que (Af)" = Af*
t (Af)” = Af" si A= 0, tandis que (Af)T = =Af" et (A\f)” = =AfT si A <0. O

COROLLAIRE 1.10. Si f,g€ L*(I) et si f < g, alors §, f <, g.
DEMONSTRATION. Ona g — f >0, donc {,g—§, f=§,(9— f) = 0. O
Ezercice. Démontrer ce dernier résultat sans utiliser la linéarité de l'intégrale.

Remarque. Soit f € L'(I). Pour u,v € I avec u < v on pose ' f = —§" f. Avec
cette convention, la relation de Chasles

b c b
Jor=doe L
a a C
est valable quels que soient a,b,c € I (méme si ¢ n’est pas entre a et b).

DEMONSTRATION. Si a < ¢ < b, cela découle de la relation de Chasles pour les
fonctions positives en considérant séparément f* et f~. Si par exemple ¢ < a < b alors

Szf + SZf = Sg f, donc SZf = ng — ng = ng + SZ f. Les autres cas se traitent de la
méme fagon. O

1.3. Fonctions a valeurs complexes.

DEFINITION 1.11. Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur un ensemble
I c R. On dit que f est sommable sur I siles fonctions a valeurs réelles Re(f) et
Im(f) le sont. Dans ce cas, on pose

| 1= retry+i | 1),

Autrement dit, si f = u+iv ol u et v sont a valeurs réelles, alors §; f = §,u+if,v

Remarque. Par définition, on a donc §; Re(f) = Re (§, f) et §,Im(f) = Im (§, f).
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NOTATION DEFINITIVE. On notera L!(I) 'ensemble des fonctions sommables sur
I, a valeurs réelles ou complexes.

Remarque 1. Comme |u|, |v| < |u+iv| < |u|+ |v], on voit qu'une fonction f = u+iv
& valeurs complexes est dans L' () si et seulement si §, | f| < 00. On en déduit (comme
pour les fonctions & valeurs réelles) que L' (I) est un espace vectoriel, et que si f € L*(I),
alors f € LY(I") pour tout I' = I.

Remarque 2. Comme pour les fonctions a valeurs réelles, on montre que toute
fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est dans L'([a, b]).

PROPRIETES DE L'INTEGRALE. (1) Relation de Chasles. Si f € LY(I) et si
a,byeel,alors  f =< f+ (0 f.
(2) Linéarité. Si f,ge L*(I) et si A € C, alors

Juro=[r+]o e [rr=a]r.

(3) Majoration du module. Si f € L*(I), alors

Uf )do| < [ 7@ da.

DEMONSTRATION. La preuve de (1) est facile en écrivant f = u +4v et en utilisant
la relation de Chasles pour les fonctions a valeurs réelles. De méme, on montre tres
facilement que {,(f +¢g) = §; f + ;9. Pour montrer que §,(Af) = A, f, on écrit
A=a+ibet f=wu+iv, ce qui donne \f = au — bv + i(av + bu), et on applique la
définition de l'intégrale (exercice).

La preuve de (3) est un peu plus astucieuse. Si f est a valeurs réelles, on utilise la
définition de la valeur absolue et la croisance de I'intégrale : comme —|f| < f < |f|, on
a = 1f1<§, <S5, 1f] e [§, f] <§,1f]- Sif est & valeurs complexes, on choisit un
nombre complexe w de module 1 tel que |{, f| = w§, f autrement dit |{, f| = §,(wf)
(par linéarité de 'intégrale). Comme ‘S i f ‘ est un nombre réel, on a alors

[1]-se(f )

et comme Re(wf) < |wf| = |f], on en déduit |{, f| < §,|f]. O

2. le “théoréme fondamental de ’analyse”

2.1. Enoncé et preuve du théoréme. Le résultat suivant est “fondamental”
pour toutes sortes de raisons. En ce qui nous concerne, il sera indispensable pour
calculer effectivement des intégrales. On dira qu'une fonction définie sur un intervalle
I c R est de classe C! sur I si elle est dérivable sur I et si sa dérivée est continue.

THEOREME 2.1. (théoréme fondamental de ’analyse)
Soit f : I — C une fonction continue sur un intervalle I R, et soit a € I. Pour

xz €I, on pose
7) :f F(t) dt

Alors F est de classe C' et F' = f.
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DEMONSTRATION. Comme f est continue, il suffit de montrer que F est dérivable
sur I avec F'(z) = f(x) pour tout x € I. Fixons un point zg € I. Il s’agit de montrer
que w tend vers f(zo) quand h — 0. On va se contenter de le faire pour h
tendant vers 0 en restant > 0, la preuve étant identique pour h tendant vers 0.

Pour h > 0, on posera
e(h) = sup{\f(t) — f(=o)l; t € [mo,z0 + h]}

Comme f est continue, £(h) tend vers 0 quand h — 0%.
Sih >0, alors F(wo+h)—F(xg) = {0 f(t)dt—§2° f(t)dt = §2°*" f(t) dt d’apres

a
la relation de Chasles. D’autre part, on a aussi f(xg) = %(mo) = %Sigﬁh f(zo) dt car
f(zg) est une constante. Donc

B " zo+h xo+h
F(IEO‘Fh})L F( 0) _f(x()) _ ;JJ f(t)dt—}llf f(xo)dt
zo+h
- 1] o - rao]a,

ol on a utilisé la linéarité de 'integrale.
Comme |f(t) — f(zo)| < e(h) pour tout t € [xg,xo + h], on en déduit
F h) — F 1 [roth
At BZFO) )| < g [ emyar = <0

Zo

et comme e(h) — 0 quand h — 0", on a donc bien montré que tend vers
f(zo) quand h — 0. O

COROLLAIRE 2.2. Toute fonction f continue sur un intervalle I possede des pri-
mitives sur 1. Sia,be I, on a

b
f f(t)dt = F(b) — F(a),

ou F est n’importe quelle primitive de f.

F(Z‘o+h)—F(1‘o)
h

DEMONSTRATION. Si F| et Fy sont deux primitives de f, on sait que Fj et I
different d’une constante (car la fonction F; — Fy a une dérivée égale a f — f = 0) :
Fy = C+F5. On adonc F1<b)—F1(CL) = (Fg(b)+0)—(F2<CL)+C) = FQ(b)—FQ(a). Ainsi,
la quantité F'(b) — F'(a) ne dépend pas de la primitive F' de f. En prenant la primitive
F définie dans le théoréme, on a F(b) — F(a) = SZ fe)ydt —§ f(t)dt = SZ f(t)dt car
§o f(t)dt = 0. O

COROLLAIRE 2.3. Si F' : I — C est de classe C* et si a,be I, alors
b
F(b)— F(a) = J F'(t)dt.

DEMONSTRATION. On applique le corollaire précédent a f = F’ (!) O

NOTATION. Pour F : I — C et pour a,b e I, on posera [F]% = F(b) — F(a). Avec
cette notation, la formule du corollaire devient

j?@ﬁ—ww

ol F est une primitive de f.
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Exemple. Pour tout n€ Net a,be R, on a

b b
J* P dp — l‘n+l _ bn+1 B an+1 '
@ n+1 n+l n+1

a
Sur cet exemple, on mesure le chemin parcouru : avec la seule définition de l'intégrale

. 1 . . . .
on ne voyait pas comment calculer So 22 dz, et on sait maintenant faire des choses bien
plus compliquées.

2.2. Primitives “usuelles”. Le théoreme fondamental de I'analyse montre que
I’évaluation de n’importe quelle intégrale se ramene “en principe” a un calcul de pri-
mitive (si la fonction a intégrer est continue). Il est donc important de disposer d’un
“catalogue” de primitives “connues”. Pour autant, il n’est pas question de dresser un
catalogue démesurément long qu’il faudrait apprendre par coeur : on va se contenter
de donner une tres courte liste de primitives “indispensables”. Bien entendu, il n’est
pas interdit d’en connaitre plus.

NOTATION. Si f : I — C est une fonction continue sur un intervalle I, on écrira
§ f(z) dz (sans bornes d’intégration) pour dire “les primitives de la fonction f7.

Remarque. 11 ne faut pas oublier les constantes quand on calcule des primitives :
2 . .
par exemple, on a {xzdx = %+ cte et sinwcosx dr = sinx + cte.

Voici maintenant une liste minimale qui ’il serait déraisonnable de ne pas connaitre.

PRIMITIVES USUELLES. (1) SineN, alors

x?’L
J:}:”d:ﬁz + cte.
n+1

(1) Pour a € R, la fonction z — z® = e®(#) est continue sur |0, oo[, et on a

1
Jazo‘dm = 22T 4 cte si a £ —1
o

d
fx_ld:v - | &= In(x) + cte.
x
(2) Ona | lj‘zQ = arctan(x) + cte. Plus généralement, si a # 0 alors

dx 1 T
——— = —arctan (—) + cte.

a?+2z2 a a

(3) Si u est une fonction de classe C' et ne s’annulant pas sur un intervalle I,
alors

UI(:E) = 1n |u\x cle
fu(x)dx—l ()| + cte.

(4) Si u est une fonction de classe C! et si n € N, alors

[EOREr

’LL(:L’)n+1

+ cte.
n+1

(4’) Si u est une fonction de classse C! strictement positive et si a € R\{—1}, alors

fu(:c)au'(az) dz =

u($)a+1

———— 4 cte.
a+1
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(5) Si A e C\{0}, alors
Az 1 Az
e™Mdr = Xe + cte.

1 .
2243

z+1

z+1 2x
z2+3 +

1
243~ 2 2243

dx en écrivant

FEzercice 1. Calculer Sé
Ezercice 2. Déterminer les primitives de la fonction tan(x) sur 'intervalle | — T, 7.

Ezercice 3. Déterminer {cos®zdx et {sin?zdz en utilisant une formule trigo-
nométrique pour cos(2z), puis déterminer {(cosz)3dz et {(sinz)3dx.

Ezercice 4. En écrivant e” sin(2z) = Im (e(”%)x), calculer (i e” sin(2x) d.

2.3. Une remarque sur la linéarité. Un “sous-produit” du théoreme fonda-
mental de analyse (sous la forme du corollaire est qu’il permet de démontrer la
linéarité de l'intégrale pour les fonctions continues sur un intervalle fermé borné. En
effet, si f, g : [a,b] — C sont continues, si A € C et si on choisit des primitives F et G
de f et g, alors F' 4+ G est une primitive de f + g et AF' est une primitive de Af. On a
donc SZ(f +9)=[F+G’=[F2+[G]’ = SZ [+ SZg (exercice : vérifier la deuxieme
égalité) et P Af = [AF]L = A[F]L = A f.

Un examen de la preuve du théoreme fondamental de ’analyse montre qu’il n’y a
pas de cercle vicieux dans le raisonnement. On a effectivement utilisé la linéarité de
intégrale dans la démonstration, mais seulement sous la forme §,(f +g) = §, f +
SI g lorsque la fonction g est constante; et ce cas particulier découle directement de
la définition de l'intégrale (voir la remarque 1 juste apres la proposition . On a
aussi utilisé la propriété de majoration du module, dont la preuve n’utilise en fait
pas la linéarité de 'intégrale lorsque la fonction est a valeurs réelles, mais seulement la
propriété de croissance, qui peut se voir directement sur la définition de l'intégrale (c’est
I’exercice posé apres le corollaire. Comme le cas “complexe” du théoreme se déduit
instantanément du cas “réel”, on voit donc que la preuve du théoréme fondamental de
I’analyse peut se faire sans utiliser la linéarité de 'intégrale. On a donc bien démontré
la dite linéarité pour les fonctions continues sur un intervalle fermé borné.

3. Intégration par parties; changements de variable

3.1. La formule d’intégration par parties. Le résultat suivant est tres simple,
mais extraordinairement utile.

PROPOSITION 3.1. (“primitivation par parties”)
Si F et G sont deux fonctions de classe C' sur un intervalle I, alors

fF'(x)G(x) de = FG — JF(:E)G’(:U) da .

DEMONSTRATION. La fonction FG est de classe C! avec (FG) = F'G+ FG', donc
FG = {(FG) (z)dz + cte = { F'(2)G(z)dx + § F(2)G'(z)dz + cte. 0

COROLLAIRE 3.2. (formule d’intégration par parties)
Si F et G sont de classe C' sur I et si a,be I, alors

b b
f F'()G(t)dt = [FG]° —J F(t)G'(t)dt.

a
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DEMONSTRATION. Si U est une primitive quelconque de F'G’, alors F'G —U est une
primitive de F'G et donc " F'G = [FG - U} = [FG]% — [U]} = [FG]%, — * FG'. O

Exemple 1. En posant F'(x) = z et G(x) = In(z), on obtient
1

fln(a:) dr = zln(x)— Jx X —dx
x
= zln(x) — fdac

= zln(x) —z + cte.

Exemple 2. Soit f : R — C une fonction sommable, et soit f : R — C transformée
de Fourier de f, qui est la fonction définie par

) = JR f)e Nz

Si f est nulle en dehors d'un intervalle borné [a, b] et de classe C' sur [a, b], alors

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que f()\) est bien défini pour toute f €
LY(R) car §, |f(z)e ™ |dz = § |f(2)|dz < c© et donc la fonction z — f(z)e™™* est
sommable sur R.

Ici, f est nulle en dehors de [a,b] donc f S f(z)e~*dz. Pour A # 0, on

intégre par parties en primitivant e =% et en derlvant f(x )
f(}\) _ [ z)\xf ] +J —z/\xf
b

_ % (e—i)\af(a) _ e_i)‘bf(b)> + ’Ll)\J‘ e_MIf/(x) dx

a

Comme |e~™?| = 1 = |e7™*| (car Aa et \b sont réels) et |f'(x)e~"| = |f'(z)|, on
en déduit
C
FOV] < W |f(O)] + [f(a)| + If )| dx =
pour tout A # 0, d’ou le résultat puisque 1/|A\| — 0 quand A — +o00. O

Ezercice 1. Déterminer {(cosz)*dx.
Ezercice 2. Pour n € N, on pose J,, = {2 (sin #)" dz. En remarquant que (sin z)"*2 =
(sinz)™ — <(sin x)" cos x) x cosx et en intégrant par parties, trouver une relation de

récurrence entre J,1o et J,.
3.2. La formule de changement de variable.

NOTATION. Pour tous u, v € R, on notera [u, v] I'intervalle fermé borné d’extrémités
u et v (méme si on n’a pas u < v).

PRrROPOSITION 3.3. (formule de changement de variable)
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Sip: [a,b] — R est une fonction de classe C* sur un intervalle [a,b] et si f : I — C
est une fonction continue sur un intervalle I contenant ¢([a,b]), alors

»(b) b
f S f Fo(t)) @'(1) dt

o(

DEMONSTRATION. Soit F' une primitive de f sur I, et soit G : [a,b] — C la fonction
définie par G(t) = F(¢(t)). Comme F et ¢ sont de classe C, la fonction G est C!, avec

G'(t) = F'((t)) x ¢'(t) = f(o(t) (1) -

On a donc

b
j fe)gma = [GF,

a

0

Remarque. Dans la pratique, tous les changements de variable ¢ seront mono-
tones, i.e. croissants ou décroissants. Dans ce cas, on peut oublier de vérifier que
f est définie sur un intervalle contenant ¢([a,b]) : par monotonie, on a ¢([a,b]) =
[¢(a), p(b)], donc il suffit de savoir que l'intervalle de définition de f contient (a) et

o(b).
UTILISATION PRATIQUE DE LA FORMULE. Pour calculer une intégrale Sg f(z)dx
en utilisant la formule de changement de variable, on procede de la fagon suivante :

(i) on devine qu’il peut étre intéressant de poser x = ¢(t) pour une certaine
fonction ¢ (c’est la partie délicate);

(ii) on écrit x = ¢(t), de = ¢'(t)dt;

(iii) on trouve lintervalle [a,b] ou ¢ habite (n’importe quel intervalle tel que
p(a) = a, o(b) = B et ©([a,b]) < [a, B]) ;

(iv) on applique la formule en faisant attention aux bornes : comme o = ¢(a)
et B = p(b), 'intégrale Sg devient SZ,

(v) on remet les nouvelles bornes a et b dans le bon sens s'il le faut;

(vi) on fait le calcul.

Toutes les étapes sont “mécaniques” a ’exception de la premiere ou il faut deviner
quelle fonction ¢ utiliser.

Exemple. Calcul de l'intégrale J = Sé V1 —x2dz.

Compte tenu de l'identité cos® +sin? = 1, on devine qu’il peut étre intéressant de

poser x = cost, et donc dr = —sintdt. On a o = 0 pour t = § et x = 1 pour t = 0,
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donc [0, 1] correspond a [7,0]. Ainsi :

0

1
J V1—22dx = V1 —cos?t x (—sintdt)
0
%
= f Vsin? ¢ sint dt
0

2
= fsm%ﬁ
0

INE]

car sint > 0 pour ¢ € [0, 3] et donc Vsin?t = sint.
Pour conclure, on utilise I'identité cos(2t) = cos?t —sin?t = 1 — 2sin? ¢, qui donne

1—cos(2t)

3 - On obtient alors

sin?t =
s

f"u — cos(2t)) dt
0

™
2

[t - ;sin(2t)}

0

=Y o= N

Ezercice 1. Calculer S(l] v/1 — x2 dzen utilisant uniquement la définition de I'intégrale.

Ezercice 2. Calculer 'intégrale S(l] 221 — 22 dx.

UTILISATION DE LA FORMULE “DANS L’AUTRE SENS”. Pour calculer une intégrale
Sg f(z)dzx, il se peut qu’on trouve judicieux d’effectuer le changement de variable en
sens inverse, i.e. d’écrire “u = @(x)” pour une certaine fonction ¢ plutét que “x =
(t)”. Cela revient a appliquer la formule de changement de variable a la fonction
réciproque ! (si elle existe).

sin x
3+sin? z dz.

ENEIVE]

Exemple. Calcul de l'intégrale J =

Au vu du terme sinz dz, il est raisonnable de poser u = cosx, de sorte que du =
\/5 ™

—sinzdr. On a v = %= pour = § et u = 0 pour x = 5, donc [§, §] correspond a
[g,O]. De plus, sin?z = 1 — cos?z = 1 — u?. Ainsi :
g 0 —du
§3+1—M
V3
B % du
N 0 4*'(1/2

1
4—u

Pour terminer le calcul, on décompose > en “éléments simples” :

1 1 YA
4—u2  (2-u)2+u) 4\2-u 2+u
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On obtient donc

VR
S
S
)
S
IS
+
(=)
ol
)
nE
<
~__—

[l
NN e Y

N\
L
B
N
)

|

I
'
_|_

=3
7 N\
[\)

_l’_

SE
N~
'

d’ou la formule

»

2 sinx 1 4442
7_2dx:*1n .
=~ 3 +sin“x 4 4—4/2

4
4. Intégration sur un intervalle semi-ouvert ou ouvert

4.1. Passage a la limite dans les bornes d’intégration. Le résultat suivant
est intuitivement “évident” (mais en fait non-trivial) et trés important.

PROPOSITION 4.1. Soit [a,b] un intervalle de R, avec b < 0. Si f : [a,b[— C est
ou bien positive, ou bien sommable sur [a,b[ alors

b B
f Fydi = tim [ f@)de

B—b~

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que pour toute suite strictement croissante
(Bn)nen tendant vers b, on a lim,,_, o S[aﬁn] f= S[a,b[ f
Supposons d’abord f positive. Si on pose A,, = SG(f, [a, ,]), alors la suite d’en-
sembles (A, )nen est croissante (i.e. A, < A,i1) car la suite (f5,,) est croissante, et
on a | J,eny An = SG(f,[a,b]) car B, — b. (Faire un dessin). Donc l'aire de A, =
G(f,[a,Br]) tend vers l'aire de SG(f, [a,b]) quand n — oo ; autrement dit S[a,ﬁn] f
tend vers S[a7b[ f
Si f est sommable et & valeurs réelles, on écrit f = f* — f~ et on applique le
cas “positif” & fT et f~ pour obtenir la conclusion souhaitée. Si f est sommable et &
valeurs complexes, on applique le cas “réel” a Re(f) et a Im(f). O

Remarque. Bien entendu, on a le méme résultat pour un intervalle du type ]a, b],
et également pour un intervalle ouvert ]a,b[ : dans ce cas, la conclusion est

f f= lim f.
Jab[ oot J[onp]

COROLLAIRE 4.2. Soit f : [a,b[— C une fonction continue. Si f est ou bien positive
ou bien sommable sur [a,bl, alors on a le droit d’écrire

jf [F]! = F(b) — F(a)

ot F est nimporte quelle primitive de f sur [a,b[, en interprétant F(b) comme la
limite lim,_,,— F'(z), qui existe dans R U {400} si f est positive et dans C si f est
sommable.
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DEMONSTRATION. Supposons d’abord f positive. Alors la fonction F' est crois-
sante, donc F'(z) admet une limite dans R u {+0} quand x — b~. Comme Sf flt)dt =
[F ]3 = F(B) — F(a) pour tout 8 < b, la proposition permet donc de conclure que
b .

§, f(t)dt =limg_,- F(8) — F(a) = [F]).

Si f est sommable et a valeurs réelles et si on choisit des primitives F, et F_
de f™ et f—, alors I, et F_ ont des limites finies en b d’apres le cas “positif’, car
S[a,b[ ftr < owet S[a,b[ f~ < oo. Alors F = F, — F_ est une primitive de f et admet

une limite en b, égale & F (b) — F_(b). D’apres le cas “positif’, on a donc S[a b[f =

S[a,b[ fr= S[a,b[ fm=1F, = [F-15 = [Fy = F-1 = [F15
Si f est sommable et a valeurs complexes, on applique le cas “réel” a Re(f) et

Im(f). O
Exemple. Pour tout A > 0, I'intégrale SSO e *dx est bien définie car la fonction
x — e est positive; et on a Sgo e My = [—%e_’\x]ooo = % car e ™ — 0 quand

x — +00. (En particulier, e™** est sommable sur [0, oo[ puisque 1/ < o0).

COROLLAIRE 4.3. Si ¢ :]a,b[— R est une fonction monotone de classe C', alors
la formule de changement de variable

o (b) b
f Sy j Fe(t)g'(t) dt

o
est valable pour toute fonction f :la,b[— C positive ou sommable sur |a,b[, en in-
terprétant p(a) et o(b) comme les limites (finies ou infinies) de p en a™ et en b™.

Exemple. On peut calculer I'intégrale S;o xh‘f# (qui a un sens car la fonction sous

5. , oy . _d ©¢] d. _ (% du __
I'intégrale est positive) en posant u = In(x) : on a du = <%, donc ThE = SIH(Q) g =

[_%K(z) - ﬁ

COROLLAIRE 4.4. La formule d’intégration par parties SZ F'G = [FG]® - SZ FG
reste valable pour des fonctions F,G de classe C* sur un intervalle (a,b) quelconque,
a condition de supposer que F'G et FG' sont sommables sur (a,b).

DEMONSTRATION. Par la formule d’intégration par parties usuelle, on a Sg F'G =

[FG’]g - Sg FG' pour tout intervalle fermé borné [«, 5] < (a,b). En supposant F'G et
FG’ sommables sur (a,b), on en déduit que F'G a une limite en a et en b (d’apres la
proposition. Donc le “crochet” [FG]? a un sens, et on obtient la formule souhaitée
en passant a la limite dans la formule d’intégration par parties usuelle. 0

Remarque. 11 est facile d’oublier de vérifier que FG' et F'G sont sommables sur
(a,b), ce qui peut conduire a des formules absurdes du style o0 = o0 — o0 lorsqu’on
écrit formellement 'intégration par parties. Pour cette raison, il est plus prudent de
commencer par intégrer par parties sur des intervalles fermés bornés, et ensuite de
passer a la limite dans la formule obtenue si cela est possible (et si on en a besoin).

4.2. Un critére de sommabilité. Le lemme suivant découle facilement de la
proposition [.1]
LEMME 4.5. Soit a € R et soient ¢, A tels que 0 < e < A.

(1) La fonction t — & est sommable sur [A, o[ si et seulement si o > 1.
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(2) La fonction t — t% est sommable sur ]0,¢] si et seulement si o < 1.

—a 0 —a
DEMONSTRATION. (1) Si @ > 1, alors {7 & = (¥ t~dt = [t_aﬁ]A = Aa_f <
car 7" — 0 quand ¢ — 0. Si o = 1, alors {7 % =1 % = [In(?)]§ = . Si a < 1,

0
o0 dt _ |t _ l1-a
alorsSAt—a—[l_a]A—oocart — oo quand t — 0.

—a+17]¢ _
6dt—[t ] =owecart " — o
0

La preuve de (2) est identique : Sia > 1, alors §

0t = | —a+1
quand t — 0; si o = 1, alors Sg % = [In(#)]§ = o car In(0) = —o0; et si a < 1, alors
A R N
Oti"‘_[l—a]o_a—l < @©. O

On en déduit un critere de sommabilité tres utile dans la pratique. Convenons de
dire qu'une fonction f : I — C définie sur un intervalle I est localement sommable
si elle est sommable sur tout intervalle fermé borné [«, 5] < I. Par exemple, toute
fonction continue est localement sommable.

COROLLAIRE 4.6. (criteres de sommabilité de Riemann)

(1) Soit f : |a,0[— C localement sommable (par exemple continue). S’il existe
a>1 tel que t*f(t) — 0 quand t — o, alors f est sommable sur [a, 0.

(2) Soit f :]0,b] — C localement sommable. S’il existe o < 1 tel que t*f(t) — 0
quand t — 0%, alors f est sommable sur ]0,b].

DEMONSTRATION. Si t*f(t) — 0 quand ¢ — o0 avec a > 1, alors on peut trouver
A tel que [t“f(t)| < 6 pour tout ¢ > A. On a alors

JOO [f)]dt < JA |f(8)| dt + 6foo dt .

a a Ata

La premiére intégrale est finie car f est localement sommable (donc sommable sur
Vintervalle [a, A]); et la deuxieme est également finie car o > 1. Donc § | f(t)| dt < o0
et f est sommable sur [a, 0.

Si t*f(t) — 0 quand ¢ — 07 avec a < 1, alors on peut trouver ¢ > 0 tel que
[t“f(t)| < 12 pour t €]0,¢], et on en déduit exactement de la méme fagcon que f est

sommable sur 0, b].
t

Exemple. Pour tout n € N, la fonction ¢ +— e~ est sommable sur [0, col.

DEMONSTRATION. Si on pose f(t) = t"e™!, alors f est continue sur [0,00[ et
t2f(t) = t""2e~" tend vers 0 quand ¢t — o0 car “l’exponentielle I'emporte sur la puis-
sance”. Donc f est sommable sur [0, oo[, d’apres le critére de sommabilité de Riemann
appliqué avec a = 2. O

FEzxercice 1. On pose J, = SSO t"e~tdt. Trouver une relation de récurrence entre .J,,
et J,—1 (pour n > 1) en intégrant par parties, et en déduire la valeur de J,, pour tout
n e N,

Ezercice 2. Déterminer pour quelles valeurs de § > 0 la fonction ¢ — —— 7 est

()]
sommable sur [2,00[, et pour quelles valeurs de [ cette fonction est sommable sur
10, 1/2[. (Poser u = In(t)).
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4.3. Intégrales “généralisées”. Rappelons qu'une fonction f : [a,b[— C est
dite localement sommable si elle est sommable sur tout intervalle fermé borné [«, 5]
[a, b ou, ce qui revient au méme, sur tout intervalle [a, X]. (Par exemple, toute fonction
continue est localement sommable).

Si f : [a,00[— C est localement sommable, il peut arriver que Sf f(t) dt admette
une limite dans C quand X — b sans pour autant que f soit sommable sur [a,b| (de
méme qu’il y a des séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes). Si la

limite limx_p Sf f(t) dt existe, il est naturel de la noter SZ f(t)dt, et on dit alors que
SZ f (t) dt existe en tant qu’intégrale généralisée.

Evidemment, on définit de méme la notion d’intégrale généralisée pour une fonction
f :]a,b] — C, avec a = —o0. Pour une fonction f :]a,b[— C définie sur un intervalle
ouvert ]a,b[, on dit que SZ f(t)dt existe en tant qu’intégrale généralisée si, un point
¢ €]a,b[ ayant été fixé, les intégrales {© f(t) dt et Sﬁf(t) dt existent. Dans ce cas, on
pose bien sir SZ ftydt =S f(t)dt+ Slc) f(t)dt. (Exercice : cela ne dépend pas du point
c).

PROPOSITION 4.7. (critere de Cauchy)

Soit f : [a,b[— C localement sommable. Alors SZ f(t)dt existe en tant qu’intégrale

généralisée si et seulement si S? f(t)dt tend vers 0 quand X et X' tendent vers b.

DEMONSTRATION. Supposons que J = SZO f(t)dt existe. Pour X, X' > a, on a
S? ft)dt = Sf/ f(t)dt — Sf f(t)dt, et comme Sf/ f(t)dt et Sf f(t)dt tendent tous les
deux vers J, on en déduit que S? f(t)dt tend vers 0 quand X et X’ tendent vers I'infini.

Inversement, supposons que S;l f(t)dt tende vers 0 quand X et X’ tendent vers b.

Si X = (X,) est une suite quelconque tendant vers b et si on pose u,, = Sf" f(t)dt, alors
X,
I'infini. Donc (uy,) est une suite de Cauchy dans C, et par conséquent converge dans C.
La limite dépend a priori de la suite X, donc il faut la noter par exemple [(X). Mais
si X et Y sont deux suites tendant vers b, alors la suite Z = (Xo, Yp, X1,Y1,...) tend
aussi vers b. On doit donc avoir limy,_,q SUZ% f)dt =1(Z) = lim, o0 S?”“ f(t)dt, et
comme Zo, = X,, et Zo,11 = Yy, cela signifie que I(X) = [(Y'). Ainsi, [(X) ne dépend
pas de la suite X tendant vers b, et on peut noter ce nombre I. On a donc montré
Pexistence d’un nombre [ € C tel que Sf” f(t)dt — [ pour toute suite (X,) tendant

vers b; autrement dit, SZ f(t)dt existe et vaut [. O

Ug—Up = f(t)dt pour tous p, ¢, et donc ug —u, tend vers 0 quand p et ¢ tendent vers

sint
t

DEMONSTRATION. Si 1 < X < X', une intégration par parties donne

X! . X/ 5
t t t
J sin Qi - [_cos ] B J‘ cos i@t

Exemple. L’intégrale Sio dt existe en tant qu’intégrale généralisée.

v 1 t e Jx 2
_cos X cos X'’ X' cost @t
X X/ v 2

Comme | cosz| < 1 pour tout z € R, on en déduit
X sint 11 (Mat 2
—dt| < — =
x ¢

Sy Txt) 7T x
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ce qui montre que le critére de Cauchy est vérifié. O

o0 .
1 Cots tdt existe

Remarque. On montre évidemment de la méme fagon que l'intégrale §
en tant qu’intégrale généralisée.

Exercice. En utilisant I'identité sin?t = 1_#5(%), montrer que Sf( %Qt dt tend vers
+o0 quand X — o0, puis en déduire que f(t) = S‘tﬂ n’est pas sommable sur [1, o0].

5. Calcul approché; sommes de Riemann

DEFINITION 5.1. Soit I = (a,b) un intervalle borné de R. Une subdivision pointée
de I est la donnée

- d’un découpage de I en intervalles Iy, I, ..., Ix ;
- pour chaque j € {0, ..., k}, d’un point z; € I;.
Une telle subdivision se note o = (({o, zo), - -, (Ix, Zk))-

Exemple. (subdivision réguliere)

Soit N e N*. Si on découpe l'intervalle I = [a,b] en N intervalles I; de méme
longueur et si on choisit comme point x; '’extrémité gauche de I'intervalle I;, on obtient
la subdivision pointée o = (({o,z0),...,(IN-1,ZN-1)), OU Zj = a —I—jb_Ta et I; =
[2;,2j+1[. On dit que o est la subdivision réguliére de longueur N de 'intervalle

[a,b].

DEFINITION 5.2. Soit 0 = (ly,zg),- .., Ik, x)) une subdivision pointée de I =
(a,b), et soit f: (a,b) —> C. La somme de Riemann associée o [ et o est le nombre

k
So(£) = D0 L1 f (),
j=0

ot on a noté |I| la longueur d’un intervalle I.

Remarque importante. Les sommes de Riemann sont en fait des intégrales : on a
b

S,(f) = f polt)dt,

a

ol ¢, : (a,b) — C est la “fonction en escaliers” définie par ¢, (t) = f(z;) pour t € ;.

Exemple. Soit N € N*. Si ¢ = ((Lo,0),-..,(IN—1,2Nn-1)) est la subdivision

régulicre de longueur N de l'intervalle [a, [, alors |I;] = 2% pour tout j et donc

N-1

b—a b—a
S0 =5 2 1 (avi"F).
7=0
NoTATION. Sio = ((Iy,xg), ..., (I, zx)) est une subdivision pointée d’un intervalle

I = (a,b), on pose |o| = max(|Iy|,..., |Ix|). On dit que |o| est le pas de la subdivision.
Par exemple, si N € N* et si o est la subdivision réguliere de longueur N de l'intervalle
[a,b[, alors |o| = 252

THEOREME 5.3. Soit I = (a,b) un intervalle borné de R et soit f : [a,b] — C une
fonction continue sur l’intervalle fermé [a,b]. Si (o) n=1 est une suite de subdivisions
pointées de (a,b) telle que limy_,o0 || = 0, alors S,~(f) tend vers SZ f(t)dt quand
N — 0.
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DEMONSTRATION. Pour A > 0, on posera
£(h) = sup {|f(y) = f(@)]; @,y [ab], ly—al <h}.

Comme f est continue sur l'intervalle fermé bornée [a,b], on sait (mais ce n’est pas
évident) que e(h) tend vers 0 quand h — 0 : c’est la traduction du fait que f est
uniformément continue.

Soit o = ((Iy,zg), ..., (Ik,x)) une subdivision pointée quelconque de (a,b). En
notant ¢, la fonction en escaliers définie par ¢, (t) = f(z;) pour t € I;, on a Sy(f) =
b
§. @o(t)dt et donc

b b
Sulf) - f f(tydt = f (galt) — F(£))dt

a
Sit e (a,b), alors t appartient a I'un des intervalles I; de la subdivision o et on a
alors ¢, (t) = f(x;). Comme x; est aussi dans I'intervalle I}, on a |t — z;| < |[;| < |o|,
et donc
0o (t) = F(t)] < &(lo])
pour tout ¢ € (a,b). On en déduit

b
Sa(f) - f f(t) dt

pour toute subdivision pointée o. Comme £(h) — 0 quand A — 0, on voit donc que

< (b—a)e(lo]),

So(f) tend vers Ss f(t)dt quand |o| — 0, ce qui termine la démonstration du théoreme.
U

En prenant pour ¢ la subdivision réguliere de longueur N de l'intervalle [a, b[,
on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.4. Si f : [a,b] — C est une fonction continue, alors
b N-1
. b—a b—a
Lf(t)dt:ﬂnw N JZ_Of<“+J N )

Exemple. Appliquons ce résultat pour retrouver la valeur de I'intégrale Sé xdx. Ici,

on prend I = [0,1] : alors 5% = L et a + j 552 = %, donc on obtient

1 1 NS 1
f”xi&%zv;)zv:]&%mx 2,7

0

On sait que la somme du membre de droite vaut w

1
1 NN-1) 1

:1 — _— L = —
Joxdx Nos 2 N 2’

ce qui est le résultat attendu.

Ezercice 1. Essayer d’utiliser la méme méthode pour calculer Sé z2 dz.

Ezxercice 2. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que si f :
[a,b] — R est de classe C! et que si on note ¢V la subdivision réguliere de longueur N
de intervalle [a, b[, alors

s(n- [ 0 i <

—a)?
OO s supfle); e [a, b}
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Ezercice 3. En remarquant que In(2) = 1 t, utiliser ’exercice précédent pour

donner une valeur approchée de In(2) & 1072 pres.

Remarque. Le théoreme permet d’“expliquer” la notation SZ f(x)dx. Soit a =
2o <21 <...,< Zpp1 = b une subdivision de U'intervalle [a,b[, & laquelle est associée
la subdivision pointée o = ((Io, zo) . .., (Ix, x)), ou I; = [xj, zj41[. Pour j € {0,... k}
posons 0x; = xj4+1 — &j. Avec ces notations, on a S,(f) = Z?zof(asj) 0z, que I'on
peut aussi écrire S° f(x) dz, ot1 la notation S? signifie “somme sur tous les = entre a
et b appartenant a la subdivision”. Donc le théoreme peut se formuler de la fagon
suivante (volontairement imprécise) : on a

s [

Autrement dit (et de maniere treés informelle) : le dz tendant vers 0 devient un dz
“infinitesimal”, et le symbole “S” devient un “S allongé” §.

6. Le “théoréeme de convergence monotone”

Le théoreme suivant est peut-étre le résultat le plus important de toute la théorie.
Il possede de nombreuses applications, mais on n’en donnera qu’une seule dans ce
chapitre : la preuve de la linéarité de 'intégrale, qu’on a pour le moment admise (sauf
dans le cas des fonctions continues sur un intervalle fermé borné).

THEOREME 6.1. (théoréme de convergence monotone)
Soit (fn)nen une suite de fonctions positives définies sur un ensemble I — R, et
soit f une fonction positive sur I. On suppose que

(i) fu(z) = f(x) pour tout x €1 ;

(ii) la suite (fy) est croissante, i.e. fn(x) < fni1(x) pour tout n et pour tout
zel.

Alors on peut conclure que §; f(x)dx = lim §; fn(x)da.

DEMONSTRATION. Posons A, = SG(fn,I) et A = SG(f,I). Alors la suite d’en-
semble (A, )nen est croissante (A, < A,41) car la suite (f,) est croissante, et (A,)
“tend” vers A, au sens ol | J,,.y An = A car fp(x) — f(x) pour tout x € I. Donc, 'aire

de A,, tend vers 'aire de A quand n — o0 ; autrement dit S[ fn tend vers § . f
O

Remarque. Sans ’hypothese de croissance (ii), on ne peut pas en général conclure
que §; f = §; f. Par exemple, si on définit f,, : R — [0, 00[ par f,(z) = 1siz € [n,n+
1[ et f(z) = 0 sinon, alors fn(x) — 0 pour tout x € R (exercice) mais {5 fr(x)dz =

SZH dx = 1 pour tout n.

Exzxercice. Utiliser le théoreme de convergence monotone pour montrer que si f est
une fonction positive sur un intervalle semi-ouvert [a, b[, alors S[a o/ = lima—y S[a g f

APPLICATION. Preuve de la linéarité de I'intégrale.

Dans ce qui suit, I est une partie de R. On veut montrer que si f et g sont des
fonctions positives définies sur I, alors S](f +g) = S[ f+ S[ g, et que si A € RT alors
§;(Af) = A§; f. On aura pour cela besoin de la définition suivante.
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DEFINITION 6.2. On dira qu’une fonction f : I — [0,0] est simple si elle ne
prend qu’un nombre fini de valeurs.

L’intérét des fonctions simples est ... qu’elles sont simples, mais qu’elles peuvent
approcher n’importe quelle fonction. C’est le contenu du lemme suivant.

LEMME 6.3. Toute fonction f : I — [0,0] est limite d’une suite croissante de
fonctions simples (fr).

DEMONSTRATION. On définit d’abord des fonctions u,,, n € N* de la facon suivante.
On découpe I'ensemble d’arrivée [0, o0] sous la forme [0, o] = [0, 1[U[1,2[u - - U [n —
1,n[u[n,©]. Si f(z) =n (i.e. f(z)€ [n,x]) on pose u,(x) =n. Si f(z) < n, il existe
un unique entier ¢ € {0,...,n — 1} tel que i < f(x) <i+1 (e f(z) € [i,i+ 1]), et
un unique entier k € {0,...,n — 1} tels que 7 + % < flz) <i+ %; et on pose alors
up(x) =1+ % De maniere plus “explicite” :

( 0 si 0< flz)< i
1 - 1 %
- si S < flo) < 2

n=l si = < flx) <1

1 si 1< f(z) <141

1+ si 142l < fa) <2
2 si 2< flz)<2+12

n—1+21 si n-1+2l< f(z)<n
n si flx)=n

\
Il est clair que les u,, sont des fonctions simples, et qu’on a 0 < u,(z) < f(z) pour
tout n et pour tout x € I. De plus u,(x) tend vers f(z) quand n — o0, pour tout
x € I. En effet, on a u,(x) = n pour tout n > 1 si f(x) = oo, donc u,(z) — f(z) dans
ce cas; et si f(x) < oo, on peut trouver un entier N tel que f(z) < N, et on a alors
0 < f(z) — un(z) < L pour tout n > N.
La suite (uy) n’est peut-étre pas croissante, mais si on pose

fn(x) = max(ug(x), ..., uy(x)),

alors la suite (f,,) a toutes les propriétés requises. O
ETAPE 1. La formule S](f +g) = S[ f+ SI g est vraie si f est une fonction simple.

DEMONSTRATION. On va le montrer par récurrence sur le nombre n de valeurs
différentes prises par la fonction f.

Sin =1, la fonction f est constante, et on a déja démontré le résultat dans ce cas
(voir la remarque suivant la proposition .

Supposons avoir démontré le résultat pour toutes les fonctions prenant n valeurs
différentes, et soit f une fonction simple prenant n + 1 valeurs. Soit C' une des valeurs
prises par f, et posons I; = {x € I; f(z) = C} et I = {z € I; f(x) # C}. Alors
I=TLvlyet hnly=, donc §,(f+g) = 7§, (f+g)+§,(f+g). Sur I'ensemble
I, la fonction f est constante (égale a C'), donc SIl(f +g) = Sh f+ Sh g d’apres le
cas “n = 17. Sur 'ensemble I, la fonction f ne prend plus que n valeurs distinctes
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(puisqu’on a enlevé la valeur C'), donc S]z(f +g) = SIQ f+ SI2 g d’apres 'hypothese de
récurrence. Au total, on obtient

L(f+g) = L(f+g)+£2(f+g)
(el ]e)
(Ll (ool
= Jele

Le résultat est donc démontré par récurrence. ]
ETAPE 2. On a §,(f+9) =1, f+ ;g pour toutes fonctions positives f, g.

DEMONSTRATION. D’apres le lemme on peut trouver une suite croissante de
fonctions simples (f,) telle que fn(x) — f(z) pour tout x € I. Alors §, f, — §, f
et S[(fn +g9) — SI( f + g) d’apres le théoréme de convergence monotone. Comme de
plus Sj(fn +9) = SI fn + SIg d’apres I’étape 1, on obtient le résultat en passant a la
limite. ]

ETAPE 3. On a §,(Af) = A, f pour toute fonction positive f et pour tout A € R,

DEMONSTRATION. On montre d’abord par récurrence qu’on a §,(nf) = n §{, f pour
tout n € N : c’est évidemment vrai pour n = 0, et le passage de n a n + 1 se fait en

écrivant SI((n +1)f) = Sl(nf +f) = S[(”f) + SI f.
On en déduit que 7 > 0 est rationnel, alors Sl(rf) =r SI f. En effet, on peut écrire
r = g ou p € N et ¢ € N*. En appliquant le cas “entier” & %f puis a f, on obtient
§,rf) = §;(px 5) =PSI§ et §; f = §;(gx 5) = q5157 d’ot §,(rf) préng =r{, f
Pour A € RT quelconque, on choisit deux suites de rationnels (r,,) et (r],) tendant
vers A, avec r, < A < r},. On a alors

| f=fen<[on<en-r]

pour tout n € N, d’ott A{, f < §,(Af) < A{, f en passant & la limite, ie. {,(\f) =
AT O

Ezercice. Démontrer 1’étape 3 en utilisant le théoréeme de convergence monotone,
comme dans I’étape 2. Formuler précisément la propriété des aires utilisée.






Chapitre 2

Intégrales multiples

1. Volumes N-dimensionnels

1.1. Mesures.

DEFINITION 1.1. Soit Q un ensemble, et soit P() l’ensemble des parties de €.
Une mesure sur ) est une application p : P(Q) — [0,00] vérifiant les propriétés
sutvantes.

(o) u(@) =0.
(i) Additivité : si An B = &, alors p(A v B) = u(A) + u(B).

(ii) Continuité : si (Ap)nen est une suite croissante d’ensembles de “limite” A =
U An, alors p(A) = lim, o0 p(Ay).

Remarque. Dans la définition d’une mesure, la valeur co est autorisée.

Exemple 1. On définit une mesure sur R? en posant u(A) = aire(A) pour tout
A < R?; et on définit une mesure sur R? en posant p(A) = volume(A) pour A — R3.
Ces mesures s’appellent respectivement la mesure d’aire sur R? et la mesure de
volume sur R3.

Exemple 2. Soit {2 un ensemble quelconque. On définit une mesure sur €2 en posant
(A) = card(A) si A e P(Q2) est fini, et p(A) = o0 si A est infini. On dit que p est la
mesure de comptage sur ).

Exemple 3. Soit 2 I’ensemble de tous les résultats possibles d’une “expérience
aléatoire” (par exemple : tirer 5 cartes au hasard dans un jeu de 32 cartes, cocher
6 cases au hasard sur une grille de loto). Un ensemble A € P(Q2) devient alors un
“événement possible” (par exemple : tirer un brelan, avoir 4 bons numéros). Si on note
1(A) la probabilité que 'événement A ait lieu, on définit une mesure sur €.

Exercice. Soit p une mesure sur un ensemble €2.
(1) Montrer que si A ¢ B < Q, alors pu(A) < u(B).
(2) Montrer que si A, B < , alors u(Au B) = u(A) + u(B) — u(A n B).
(3) Montrer que si u(A n B) =0, alors u(A u B) = pu(A) + p(B).
(4) Montrer que si (A,)n>0 est une suite décroissante d’ensembles et si pu(Ay) <

oo pour au moins un N € N, alors p (ﬂ(o)o An) = limy, o0 p(Ap).

1.2. Pavés N-dimensionnels. Si NV est un entier strictement positif, on note
R Dlensemble de tous les N-uplets x = (x1,...,2N), ou les x; sont des nombres réels.
Donc R! = R, R? est “le plan” (rapporté & un systéme de coordonnées) et R? est
I’“espace”. Dans R2, on écrit plutot (x,%y) au lieu de (x1,23), et dans R? on écrit en
général (z,vy,2).

27
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DEFINITION 1.2. Soit N € N*. Un pavé de RN est un ensemble II ¢ RN de la
forme I1 = (a1,b1) % (ag2,b2) x -+ x (an,bn), ou les (a;,b;) sont des intervalles bornés.
Autrement dit : 11 = {(x1,...,zn5) € RY; 21 € (a1,b1),..., 2N € (an,bn)}.

Exemples. Si N = 1, un pavé de R! = R est un intervalle borné. Si N = 2, un pavé
de R? est un rectangle & cotés paralleles aux axes de coordonnées. Si N = 3, un pavé
de R? est un parallélépipede rectangle a cotés paralleles aux axes de coordonnées.

On admettra le lemme suivant, qui jouera un role essentiel dans toute la suite.

LEMME 1.3. (lemme d’unicité)

Soit N € N*, et soient i et ps deuz mesures sur R™Y. Si uy et puo prennent les
mémes valeurs finies sur les pavés (i.e. si p1(I1) = po(II) < 00 pour tout pavé I1), alors
H1 = 2.

Remarque. 11 suffit en fait de considérer uniquement des pavés fermés (i.e. produits

d’intervalles fermés bornés), car tout pavé peut s’écrire comme réunion d’une suite
croissante de pavés fermés (exercice).

1.3. La mesure de Lebesgue sur R".

NOTATION. SiII = (ay,by) x -+ x (ay,by) est un pavé de RV, on pose
N
vol (I) = (by — a1) x -+ x (by —an) = | [(bi — as).
i=1
Exemples. Si II est un pavé de R = R (i.e. un intervalle) vol(IT) est la longueur
de II. Si IT est un pavé de R? (i.e. un rectangle), vol(Il) est I'aire de II. Si IT est un
pavé de R? (i.e. un parallelépipede rectangle), vol(II) est le volume de II.

Remarque. Soient p,q € N*. Si TI; est un pavé de R? et si Iy est un pavé de R?,
alors II = II; x Il est un pavé de RP x R? = RP1Y et

vol(IT; x IIy) = wvol(II1) x vol(Ily) .

Inversement, tout pavé de RPT4 = RP x R? est de la forme II = II; x II, ot II; est un
pavé de RP et Il5 est un pavé de RY.

DEMONSTRATION. (C’est un exercice “immédiat”. O

THEOREME 1.4. Si N € N*, il existe une unique mesure A\y sur RN telle que

An (TT) = vol(T1) pour tout pavé I < RN. On dit que Ay est la mesure de Lebesgue
sur RV,

Remarque. L’unicité est claire d’apres le lemme d’unicité. L’existence de la mesure
Ay est difficile a établir, et bien str on I'admettra. En revanche, il est tres facile de
donner une formule pour Ay : si A = RY, alors

e}
An(A) = inf { > ol (Hk)} :

k=0
ou la borne inférieure est prise sur toutes les suites de pavés (Ilx)gen telles que A <
USO II;,. Démontrer que Ay ainsi définie convient est une autre paire de manche; et
en fait, cela dépend des axiomes que 'on admet a la base des mathématiques! Si on
admet ce que l'on appelle 'axiome du choix, alors on peut démontrer qu’il n’existe
aucune mesure définie sur toutes les parties de RV et prenant la valeur souhaitée sur les
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pavés : il y aura toujours des ensembles “pathologiques” qui empécheront les propriétés
d’additivité et de passage a la limite d’avoir lieu pour tous les ensembles. Mais si on
rejette ’axiome du choix, on peut démontrer que I'existence d’une telle mesure n’est
pas contradictoire : il existe un “modele” de 'univers mathématique (construit par le
logicien R. Solovay) pour lequel on dispose bien d’une mesure de Lebesgue définie sur
toutes les parties de R™V. Quoi qu’il en soit, il est de toutes facons vrai que la formule
précédente définit effectivement une mesure sur une tres vaste classe d’ensembles, qu’on
appelle les ensembles mesurables au sens de Lebesgue ; mais on n’entrera pas dans
ce genre de “détails” : pour nous, tous les ensembles seront mesurables.

Exemples. La mesure A est la mesure d’aire sur R?, et la mesure A3 est la mesure
de volume sur R3. La mesure \; pourrait s’appeller la mesure de longueur sur R,
puisqu’elle est caractérisée par le fait que la mesure de tout intervalle est égale a sa
longueur.

1.4. La notion de “presque partout. On dit qu’une propriété P(u) dépendant
de u € RV a lieu pour presque tout u e I (ot I = RY) si la mesure (de Lebesgue) de
l’ensemble des u € I pour lesquels P(u) n’a pas lieu est égale & 0. On dit aussi que P(u)
a lieu presque partout sur I. La notion de “presque partout” est trés importante
pour de multiples raisons théoriques. Comme on le verra plus loin, il y a des situations
ou il est imposible d’y “échapper”.

2. Définition et propriétés de I’intégrale

Maintenant qu’on dispose de la mesure de Lebesgue, on peut définir 'intégrale
d’une fonction de N variables exactement comme on 1’a fait dans le premier chapitre
pour le cas “N = 1” : il suffit de remplacer l’aire, i.e. la mesure de Lebesgue 2-
dimensionnelle, par la mesure de Lebesgue (N + 1)-dimensionnelle. On va donc aller
vite dans la présentation de l'intégrale.

2.1. Fonctions positives. Soit N € N*, et soit I une partie de R"V. Une fonction
f définie sur I est dite positive si elle prend ses valeurs dans [0, c0]. Le sous-graphe
d’une telle fonction f au dessus de I est défini par

SG(f,I) ={(z,\) e RN xRy zeTet0< A< f(z)} .

Ce sous-graphe est une partie de RY x R = RV*! donc il a une mesure (N + 1)-
dimensionnelle. L’intégrale de f sur [ est alors définie par

L f = AN (SG(f.1).

NoTATIONS. On utilise indifféremment les notations suivantes pour désigner 'intégrale
de f sur I :

J;f, Lf(xl,...,xN)dxl-uda:N, Lf(a:)da:, Lf(a:)d)\N(x).

Bien entendu, pour une fonction de 2 variables on écrit plutot S] f(z,y)dxdy, et
pour une fonction de 3 variables (z,y,z) on écrit §; f(x,y, z)dzdydz. Mais si les va-
riables s’appelaient par exemple (u, v) ou (u, v, w) il vaudrait mieux écrire § 7 f(u,v)dudv
ou §; f(u,v, w)dudvdw.
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Exemple. (intégrale d’une constante)
Soit f est une fonction constante, f(z1,...,2xy) = C = 0. Pour tout ensemble
IcRY ona

dewl-"d$N=CX>\N(I).
1

En particulier, Ay (I) = §,dzy - - - dzy.
Remarque. On rappelle que par convention, on a 0 X 0 =0 =0 x 0.

DEMONSTRATION. On a SG(f,I) = {(z,)\) e RN xR; 2z e T et 0 < X\ < C},
autrement dit SG(f,I) = I x [0,C[. Il s’agit donc de montrer que pour tout ensemble
IcRY onalyyi(Ix[0,C])=C xAn().

Supposons d’abord C' < oo0. Alors le résultat est évident si I est un pavé II car
alors IT x [0,C[ est aussi un pavé et donc Ay 1(II x [0,C[) = vol(Il x [0,C[) =
vol(I1) x vol ([0, C[) = C Ax(II). D’autre part, si on pose u1(I) = C x Ay (I) et po(I) =
An+1(Ix[0,C[, on vérifie tres facilement que ju1 et po sont des mesures sur RV, D’apres
le lemme d’unicité, on a donc p; = pe, ce qui est le résultat souhaité.

Supposons maintenant C' = co0. Soit (C),) une suite croissante de nombres réels
tendant vers c0. Si I < RN, on a Ayy1(I x [0,Cp[) = C, x Ax(I) pour tout n € N
d’apres le cas “C' < o0”. Comme la suite d’intervalles ([0, C),[) est croissante et que Ay
et An4+1 sont des mesures, on en déduit Ay 41 (L % [0,0[) = limy, o0 An+1(I %[0, Cy) =
limy, o0 (Cr, X An (1)) = 0 x An(I).

O

Le lemme suivant sera parfois utile.

LEMME 2.1. Soit I < RN et soit f une fonction positive définie sur I.
(1) Si§, f < oo, alors f(x) < o0 pour presque tout x € I.

(2) On af§; f =0 si et seulement si f(x) =0 pour presque tout x € I.

DEMONSTRATION. (1) En posant Z = {z € I; f(z) = o}, onacw >, f={, f=
0 X AN (Z), et donc Ay(Z) = 0.

(2) Si f(x) = 0 presque partout sur I et si on pose E = {z € I, f(x) # 0}, alors
SEf=0car0<SEf<)\N(E)><oo=0><oo:O.Commedeplusglfngfpar
définition de E (car SI\Ef = SI\Zde = 0) on a donc §, f = 0.

Inversement, supposons qu’on n’ait pas f(x) = 0 presque partout sur I, autrement
dit que E = {z € I; f(z) > 0} vérifie A\y(E) > 0 : il s’agit de montrer que §, f # 0.
Si on pose E, := {x € I; f(x) = 1/n} (pour n € N*), alors la suite d’ensembles
(En)n>1 est croissante, et on a E = | J{” E,. Comme Ay est une mesure, on a donc
AN(E) = limyo0 AN(Ey); et par conséquent on peut trouver un entier n tel que
AN(Ep) > 0. On aalors §, f > {, (1/n)dx = (1/n) x An(Ep) > 0, et donc §; f >0

puisque S[f > SEn f. O

Exercice 1. Montrer que si I < RV vérifie An(I) = 0, alors SI f = 0 pour toute
fonction positive f définie sur I.

Ezxercice 2. Montrer que si I’ < I < R, alors S], < S[ f pour toute fonction
positive f définie sur I.
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2.2. Fonctions & valeurs réelles ou complexes. Soit I une partie de RV. Une
fonction f définie sur I et a valeurs réelles ou complexes sera dite sommable si on a
§; |f] < oo. L’intégrale d’une fonction sommable & valeurs réelles est définie par

Jr=]r=]r.

et I'intégrale d’une fonction a valeurs complexes est définie par

| 1= retry+i | 1),

On notera L'(I) I'ensemble des fonctions sommables sur I, & valeurs réelles ou
complexes.

Ezercice. Montrer que si f et g sont deux fonctions égales presque partout sur I,
alors f e L'(I) si et seulement si g € L*(I), et dans ce cas §, f = {, g.

2.3. Propriétés de ’intégrale. Les propriétés de 'intégrale sont exactement les
meémes que pour les fonctions d’une variable, avec exactement les mémes démonstrations.
Rappelons les plus importantes.

(1) Additivité. Si I = I; u Iy avec Iy n Iy = &, alors S[f = Sh f+ SIQ I
2) Linéarité. §,(f+9) =§,f+§;9 et §,(Af) = AS, 1.

3) Croissance. Si f < g alors §, f <§,g.
4) Majoration du module. |S[f| < §;Ifl

(
(
(
(5

)
)
)
) Toute fonction continue sur un ensemble fermé borné I = RV est sommable
sur 1.

(6) Convergence monotone. Si (fy,) est une suite croissante de fonctions positives
et si fn(x) — f(x) pour tout x € I, alors §; f = lim, e §; fn.

2.4. Conclusion. Apres avoir défini 'intégrale, on se retrouve devant le méme
probleme que pour les fonctions d’une variable : comment fait-on pour effectivement
calculer des intégrales de fonctions de plusieurs variables? La suite de ce chapitre
est consacrée a deux résultats répondant a cette question : le théoréme de Fubini, qui
permet de ramener un calcul d’intégrale “multiple” a des calculs d’intégrales “simples” ;
et la formule de changement de variables, qui joue exactement le méme role que pour
les fonctions d’une variable.

3. Intégrales “itérées”

3.1. Coupes et volumes. Dans ce qui suit, p et ¢ sont des entiers strictement
positifs.

NOTATION. Soit I < RPt? = RP x RY. Pour z € RP, on pose
I = {y e R% (z,9) € I},
et pour y € R?, on pose
IY ={zeRP; (v,y)el}.
On dit que I, et 1Y sont les coupes de 'ensemble I selon I’abscisse x et 'ordonnée y
respectivement.
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Exemple. Supposons que I soit de la forme I = A x B, ou A c RP et B < RY.
Alors on a
ja B size A v A siyeB
T\ sizg¢ A |\ siyé¢ B

PROPOSITION 3.1. Pour tout ensemble I « RPT? = RP x RY, on a

Apqg(l) = Aq(Le) dw = Ap(1Y) dy .
RP R4
DEMONSTRATION. On va se contenter de montrer la premiere égalité. La preuve
repose sur le fait suivant.

FAIT. L’application p : P(RPT7) — [0, 00] définie par pu(I) = §p, Ag(Iz) dz est une
mesure sur RP1Y,

PREUVE DU FAIT. Il s’agit de vérifier les propriétés (o), (i) et (ii) de la définition
d’une mesure.

(o) Si I = ¢, alors I, = J et donc A\j(I;) = 0 pour tout z € RP. Donc pu() =
Sgo 0dz = 0.

(i) Soient I,I' = RPT? vérifiant I n I’ = ¢. On a alors I, n I, = & pour tout
xz € RP, et donc A\y(I; u I) = Ag(I) + Ag(IL) car Ay est une mesure. Comme de plus
(I vlI)=(ul),, onen déduit

p(Iol) = Rp)\q (Tul'),)dx

[l
_—

A(I;)) dz
Rp

= f (1) dz —i—f N(1L) dx
RP
) +u(l'),
ol on a utilisé la linéarité de I’ integrale a la troisieme ligne.
(ii) Soit (I5)nen une suite croissante de parties de RP4, de “limite” I = | Jg In.

Pour tout 2 € RP, la suite d’ensembles ((I,).)nen est croissante et a pour “limite”
USO(In)m = (USO In)x = I,. Comme )\, est une mesure, cela entraine que la suite

(()\q((ln)x))neN est croissante et a pour limite \;(I,). D’apres le théoreme de conver-

gence monotone appliqué a f,(z) = A\y((In)z) et f(z) = A\y(I;), on en déduit
pn = | L) de
RP

= lim | A((In)e) d

n—o0 Jpp
= lim p(l).
O

La proposition sera établie si on montre que u = Ap44; et d’apres le lemme d’uni-
cité, il suffit de vérifier que p et A\p; 4 prennent les mémes valeurs sur les pavés.

Soit IT un pavé quelconque de RP™4. Alors IT = A x B, oll A est un pavé de RP et B
est un pavé de R?. Pour x e RP,onall, = Bsize AetII, = & siaz ¢ A, donc A\(II)
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vaut A\g(B) siz e Aet 0siz ¢ A. On en déduit p(IT) = §, A\g(B) dx = X\g(B) x Ay (A), et
donc p(II) = A\p4q(II) puisque A\piq(IT) = vol(II) = vol(A)vol(B) = Ap(A)Ng(B). O

COROLLAIRE 3.2. Si A RP et B < RY, alors A\piq(A x B) = A\p(A) x A\g(B).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition, on a Apyq(Ax B) = {5, A\((Ax B),) dx.
Pour montrer que ceci est égal & \,(A)A;(B), on recopie la fin de la preuve de la
proposition : pour z € RP, ona (Ax B), = Bsize Aet (AxB), = Jsiz¢A;
donc \;((A x B)y) vaut \y(B) size Aet 0siz ¢ A, et on en déduit

M((A x B),) dz — J N(B) dz = \(B) x Ay(A) .
Rp A

0

Remarque. D’apres le lemme d’unicité, la mesure de Lebesgue est la seule mesure
sur RPTY vérifiant cette dernieére propriété.

Exemple 1. Volume d’un cylindre.

Soient 7, h > 0 et soit C' = {(x,y,2) e R3; 22 + y?> <r?et 0 < z < h}. L’ensemble
C' est un cylindre, basé sur le disque D de centre 0 et de rayon r dans le plan des (z,y)
et de hauteur h. En écrivant C = {((z,9),2) e R2 x R; 22 + y?> <r?et 0 < 2z < h}, on
voit que C' = D x [0, h]. D’apres le lemme, on a donc

A3(C) = Aa(D) A ([0, h]),
autrement dit
volume(C) = aire(D) x longueur([0, h]) = 7r®h.

Exemple 2. Aire d’un disque.
Soit R > 0 et soit D = {(z,y) € R?; 22 + y? < R?}, le disque de centre 0 et de
rayon R dans R?. En faisant un dessin, on voit que pour z € R on a

%) siz¢ [—R,R]
D, = {[—\/R2—$2,\/R2_$2] six e [—R,R]

Par conséquent, \1(D,) vaut 24/ R? — 22 si z € [—R, R] et 0 sinon ; donc l'aire du
disque D est donnée par

aire(D) = \y(D) = LRR A ([_\/}32 —22,\/R? - ;1:2]> dzx
JR 24/ R?2 — x2dx.
R

Le changement de variable x = Rt donne ensuite

R 1
f VRZ —x2dx = J v R? — R?t2 Rdt
-R -1
1
= RQJ V1 —t2dt
—1
1
= 232f V1 —t2dt,
0
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car la fonction ¢ — +/1 — t2 est paire. La derni¢re intégrale a déja été calculée : elle
vaut 7- Au total, on obtient donc

T
aire(D) = 2 x 2R? x i T R?,
ce qu’on devait trouver!

Exemple 3. Volume d’une boule.
Soit R > 0 et soit B la boule de centre 0 et de rayon R dans R? :

B = {MeR3 OM <R}
= {(z,y,2); 2 +y* + 22 < R%}.
En faisant un dessin, on voit que pour z € R, la coupe B* est vide si z ¢ [- R, R,

et que B? est un disque de rayon vV R? — 22 si z € [—R, R]. On a donc \y(B?*) = 0 si
z¢ [-R,R] et \o(B?) = m(R? — 2%) si z € [-R, R], d’ou

jR Ao(B?) dz

—R

volume(B) = A3(B)

(R? — 2%)dz

I
)
|
5 Iay

I
3
X
Ve
[\&)
s
w
|
[NV}
5
w
N———

Exemple 4. Volume d’un cone.

Soient R,h > 0, et soit C' = R> un coéne de hauteur h basé sur un disque D de
rayon R. Pour calculer le volume de C, on peut supposer que le disque D est centré
en 0 et contenu dans le plan des zy. En faisant un dessin, on voit que pour z € R, la
coupe C? est vide si z ¢ [0, h], et que C* est un disque de si z € [0, h]. Le rayon r(z)
de ce disque se calcule a ’aide du théoréeme de Thales : on a

)]

et donc r(z) = R (1 — %) . Par conséquent,

volume(C') = A3(C)

[l
S
>
>
[N}
Q
1S3
S~—
SN
Q

[l
e &
3
VS
=
/N
—
|
> W
N—
N—
(V)
IS8
Q
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Ezxercice. Soient L,l, h > 0. Calculer le volume d’une pyramide de hauteur h dont
la base est un rectangle de cotés [ et L.

3.2. Le théoréme de Fubini. Dans ce qui suit, p et ¢ sont toujours des entiers
strictement positifs.

THEOREME 3.3. (théoréme de Fubini)

Soit I une partie de RPT4 = RP x RY, et soit f une fonction positive ou a valeurs
complezes définie sur I.

(1) Si f est positive, alors

[s-] 1) dy | dur = [ _ S de| dy.

(2) Si f est sommable sur I, alors on a le droit d’écrire

[r=L | fw) dy | dur = [ 7 S de| dy.

COMMENTAIRE. La signification précise de (2) est la suivante.
(i) Pour presque tout T € ]Rp la fonction y — f(z,y) est sommable sur I, de

sorte que ®(x SI (z,y)dy est bien défini sur un ensemble A tel que
Ap(RP\A) = 0

(i’) pour presque tout y € Rq la fonction x — f(xz,y) est sommable sur IY de

sorte que ¥(y) = Sly x,y)dx est bien défini sur un ensemble B tel que
Aq(RN\B) = 0

(i) sion définit arbitrairement ® sur RP\ A et ¥ sur R?\B, alors ® et ¥ sont som-
mables sur R? et R? respectivement, et on a {p, ®(x)de = §, f = {5, @

L’énoncé du théoreme de Fubini peut paraitre un peu compliqué pour un ensemble
I général, car on est obligé de considérer les coupes de I. Lorsque I est un ensemble
produit A x B, tout devient beaucoup plus simple. Dans ce cas le théoreme de Fubini
dit exactement que pour calculer une intégrale § axp f(®,y)drdy, on peut intégrer
d’abord par rapport & x et ensuite par rapport a ¥, ou bien l'inverse : le résultat sera
le méme.

COROLLAIRE 3.4. Soient Ac RP et B < RY. Si f est une fonction ou bien positive
ou bien sommable définie sur A x B < RPT4, alors

foB /= L [fo(x’y) dy] dz = JB UA f(z,y) dl‘} dy .

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme de Fubini, on a

JAXB d JRP [J(AXB),; f(z,y) dy] dx .

De plus, comme (A x B), = Bsize Aet (Ax B), = & si x ¢ A, lintégrale
S(AxB)z f(x,y)dy vaut (5 f(z,y)dy six € Aet 0siz¢ A Par conséquent :

JAxBf:fA UBf(xay)dy] dz .

La preuve de la deuxieme égalité est identique.
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> dxdy.

Exemple 1. Calcul de l'intégrale J = S[o o[ [0,00] T2 T722

La fonction & intégrer est positive, donc on peut appliquer le théoréeme de Fubini :

o0 o0 T
J = . —; T
fo Uo (1+ 2% +2)2 x) Y
©r 1 1 r=®©
[t o
0 21+.'17 +y =0

B 1]” dy
n 2 0 1+y2

™

4
Exemple 2. Calcul de I'intégrale J = {, & dzdy, ot

D={(z,y)eR*} 1<2<2, 1<y<a?}.

En faisant un dessin, on voit quon a D, = & si x ¢ [1,2], et D, = [1,2%] si

1 <2 <2 Donc
2 mQx
J = J J —dy|dx
1 1Y

2 2
| em a

1

Jz z1n(z?) da

1

= 2[237111(37)6137.

1
Pour terminer, on integre par parties, ce qui donne

;- 2{{ln )| fxdw}

= 4In(2) — Lxdl‘

3

= 4In(2) — 3

_dxdy

Exemple 3. Calcul de l'intégrale J = SD @ry)

oo™ ol
D={(z,y)eR* z>1,y=>1letz+y<4}
En faisant un dessin, on voit qu’'on a D, = ¢J si « ¢ [1,3], et D, = [1,4 — x] si

1 <z < 3. Donc
3 4—x
d
J [J % 4]dx
1L (+y)
3 y=4—x
1 1
[l
1L 3 (x+y)?

A (et )

S
Il

*'%Q\H I}
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Le calcul ne présente alors plus de difficulté, et on trouve finalement J = %-

PREUVE DU THEOREME DE FUBINI. (1) Supposons f positive et notons Z le sous-
graphe de f au dessus de [ :

T = {((z,9),\) e (RP xRY) xR; (z,y)elet0< A< f(x,y)}
= {(z,(y,\) eRP x (RTx R); (z,y)elet0< A< flz,y)}.

Par définition de l'intégrale et d’apres la proposition (appliquée avec p et g + 1
au lieu de ¢), on a

[ 1= 2@ = [ Az do,
I RP
D’autre part, si z € R? alors
Z, = {(yyN)eRIxR; (z,y)elet0< A< f(z,y)}
{(y, \VeRIxR; ye I, et 0 <\ < f(x,y)}
= SG(fahIx)a

ou f; est la fonction y — f(z,y). Ainsi, on obtient

Lf - fRﬁqH(SG(fx,Ix))dx

Jull 2]

JRP [ Y dy] d

On montre évidemment de la méme fagon qu'on a aussi §; f = §, [§,, f(z,y) dz] dy.

I

(2) Supposons f sommable sur I. Par (1), on a g, [SIT |f(z, )] dy] de = §,|f| < .
Donc la fonction positive ® définie par ®(z) = § 1, |f(z,y)| dy est sommable sur RP. En

particulier, on a &)(:c) < o0 presque partout.
Posons A = {z € RP; ®(z) < w}. D’apres ce qui précede, on a A\p(RP\A) = 0. De
plus,

P(z) := . flz,y)dy
est bien défini pour tout = € A, puisque A est exactement ’ensemble des = € RP tels
que la fonction y — f(z,y) est sommable sur I,.

Par définition, on a [®(z)| < §; |f(z,y)|dy = & (x) pour tout z € A, donc presque
partout. Donc la fonction @, prolongée arbitrairement a RP, est sommable sur R?
puique ® est sommable.

Si f est & valeurs réelles, on peut appliquer la partie (1) aux fonctions f et f~;
et comme \,(RP\A) = 0 cela s’écrit

Lﬁ:L[ IIf*(m)dy] i [ [Lf(w)dy] i
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Pour tout x € A, on sait que Slx fH(x,y)dy < o et Slx f(z,y)dy < o0, donc on a
le droit d’écrire la différence §; f*(z,y)dy —§, f~(z,y)dy. On en déduit

Lf = Ler_Lf
- L urﬁ(‘”’y)dy—Lf‘(:r,y)dy] da

i ren-ramala

x

= JA O(x)dx

- JRP O(z) dz,

ol on a encore utilisé le fait que A,(RP\A) = 0.
Si f est a valeurs complexes, on applique le cas “réel” a Re(f) et Im(f) pour obtenir
a nouveau {, f = {5, ®(x) dx, ce qui termine la démonstration.
]

FEzxercice. Montrer que la proposition [3.1] est un cas particulier du théoréeme de
Fubini.

3.3. Remarques sur les hypothéses. Soit f une fonction définie sur A x B, ou
A c RP etB < RY. Le théoreme de Fubini dit que sous certaines conditions, on peut
écrire

s [l enfe [ el

(i) Si f est positive, il n'y a pas de questions a se poser : les deux intégrales
“itérées” ont un sens (intégrales de fonctions positives) et sont égales dans
tous les cas. Il se peut que I'une des deux vaille oo, et dans ce cas l'autre
aussi.

(ii) Si f n’est pas positive, il faut avoir vérifié que f est sommable sur A x B
pour étre certain de la validité de (3.1)).

(iii) Pour montrer que f est sommable sur A x B, il sufit de vérifier qu'on a

S. 81 f(zy)|dylde < oo ou §4[§,|f(z,y)|dz]dy < oo, car les intégrales
itérées sont toutes les deux égales a axp |l d’apres le cas “positif” du
théoreme de Fubini.

UN CONTRE-EXEMPLE. Soit f :]0,1[x]0, 1[— R la fonction définie par

x2_y2

f(%y):m'

Un calcul facile montre que

£( )_i Yy _ 0 = .
YT\ ) T e 2
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Pour z €]0, 1] fixé, la fonction y — f(z,y) se prolonge continiment a [0, 1], donc

elle est sommable sur ]0,1[; et on a
1 1 0
Y
f(z,y)dy J <>dy
fo ®3) 0 Oy \z?+y?
ing
2 + 12 y=0

1
14 22

En particulier, la fonction z — S(l) f(z,y)dy se prolonge contintiment & [0, 1], donc
elle est sommable sur |0, 1[, et on a

f; Uolf(%y) dy] da = Ll : ixe = [arctan(z)]; = Z.

On montrerait exactement de la méme fagon que

N e e

Ainsi, le théoréme de Fubini ne s’applique pas a la fonction f.

FEzercice. Montrer directement que f n’est pas sommable sur ]0,1[x]0,1[.

4. Changements de variables

4.1. Difféomorphismes. Dans ce qui suit, IV est un entier > 1.

RAPPELS. On considérera que les notion suivantes sont “bien connues”.
(1) Un ensemble Q < R est dit ouvert si, pour tout point a = (ay,...,ay) € Q,
on peut trouver € > 0 tel que le pavé
II(a,e) =]a1 —e,a1 +¢[x -+ x]ay —€,an + ¢
est contenu dans 2. En d’autres termes, cela signifie que si a € €, alors tout
point de RV “suffisamment proche” de a est encore dans €.

(2) Soit © un ouvert de RY. Une application ® :  — R" est de classe C' si, en
écrivant ®(x) = (P1(x),...,Pn(z)), les fonctions Pq,..., Py possedent des
dérivées partielles continues.

Ezxercice. Montrer que tout produit de N intervalles ouverts est un ouvert de RV,

DEFINITION 4.1. Soient Q et Q' deuz ouverts de RN . Un difféomorphisme de Q
sur ' est une application ® : Q — Q' vérifiant les propriétés suivantes.

(i) @ est une bijection de Q) sur ), autrement dit : pour tout 2’ € ', I’équation
®(x) = 2’ posséde une unique solution x € Q ;

(i) ® et @=L sont de classe C'.
Exemple 1. Soit ® : RN — R une application linéaire, c’est-a-dire de la forme

®(x) = Mz, ot M est une matrice N x N. Alors ® est un diffSomorphisme de R sur
RY si et seulement si la matrice M est inversible, ce qui revient & dire que det (M ) # 0.
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Exemple 2. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit ® : I — R une fonction de classe
C! telle que ®'(z) # 0 pour tout x € I. Alors ® est strictement monotone, I’ = ®(I)
est un intervalle ouvert, et ® est un difféfomorphisme de I sur I’.

Exemple 3. Soit ® :]0, 00| x]0, o0[—]0, o[ x |0, oo 'application définie par ®(z,y) =
(zy, 5). Alors ® est un difféomorphisme de ]0, o[ x]0, oo sur ]0, 50[x]0, oo[.

DEMONSTRATION. L’application ® est de classe C! et envoie visiblement ’ouvert
2 =10,0[x]0, 00 dans lui-méme.
Si (z,y) € Q et (u,v) € , alors on vérifie facilement 1’équivalence suivante :

T =/ uv
d(z,y) = (u,v) =
(w9) = (w0 = {5 2 Vi
Par conséquent, ® est une bijection de Q sur Q, avec ®*(u,v) = (Vuv,/%). Ces
formules montrent que ®~! est de classe C', donc ® est un difféomorphisme.

O
DEFINITION 4.2. Soit Q un ouvert de RN et soit ® : Q — RY de classe C',
Py ()
o) = |
Py (x)

(1) SiaeQ, la matrice jacobienne de ® au point a est la matrice

Jaco(a) = (a(bi (a)>N

0x; ij=1

(2) Le déterminant jacobien de ® en un point a € Q) est le nombre
Jo(a) = det (Jace(a)) .

Remarque. Pour ne pas se tromper entre les lignes et les colonnes de la matrice
jacobienne, il suffit de bien veiller a écrire ® “en colonne”. Ensuite, on dérive la colonne
par rapport a chaque variable xq,...,xzN.

Exemple 1. Si @ : RN — R¥ est linéaire, ®(z) = Mz, alors Jace(xr) = M pour
tout z € RN et donc Jg(x) = det(M).

Z1
DEMONSTRATION. Ecrivons M = (a;;)Y On sait que si z = ( : ), alors

=1
TN
q>1($)
O(x) = Mx s'écrit ( : ) avec
Dy ()
N
(I)l(l‘) = Z Ai;Tj .
j=1
On en déduit immédiatement qu’on a gfj (x) = a;j pour tous i,j € {1,..., N}, et
donc Jace(z) = M pour tout z € RY. O

Exemple 2. Si € est un ouvert de R et si ® : & — R est de classe C', alors
Jace(x) = (9'(x)) (matrice 1 x 1) pour tout z € Q, et donc Jg(x) = &'(x).
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Exemple 3. Si ® :]0, 0[]0, o[— R? est définie par ®(x,y) = (zy, %), alors
x
sacate) = (1 %)
y

et donc Jo(z,y) = -2 -

On admettra le résultat suivant, qui n’est pas du tout évident.

PROPOSITION 4.3. Soit ® : Q — Q' une bijection C' entre deuzx ouverts de RY.
Alors @ est un difféomorphisme si et seulement si Jp(x) # 0 pour tout x € .

Remarque 1. L’intérét de ce résultat est qu’il donne un moyen de montrer que ®~*
est de classe C! sans avoir besoin de calculer ®~1.

Remarque 2. On peut montrer que si ® : Q — RN est de classe C! et Jp(z) # 0
pour tout z € €2, alors ®(2) est un ouvert de RN . Mais 1& encore, ce n’est pas du tout
évident. Quoi qu'il en soit, on en déduit que si ® : @ — RY est injective et de classe C!,
avec Jo(x) # 0 pour tout x € Q, alors ® est un difféomorphisme de Q sur Q' = &(Q).

4.2. La formule de changement de variables.
4.2.1. Le cas de la dimension 1. Le lemme suivant est une ré-écriture (d’un cas
particulier) de la formule de changement de variable établie au chapitre 1.

LEMME 4.4. Soit ® : Q — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts de R. Pour
tout intervalle [a,b] = Q et pour toute fonction f continue sur ®([a,b]), on a

f f@yde = f) |9 (w) du.
®([a,b]) [a,b]

DEMONSTRATION. On sait qu’on a
<I>(b)
f ©) da _f FO@) () du— | F()® (u) du.
D(a [a,b]

D’autre part, le dlﬁeomorphlsme ® est strictement monotone sur [a, b]. Si ® est crois-
sant sur [a,b], alors ®([a,b]) = [®(a), P(b)] et ®'(u) = |P'(u)| puisque D = 0; et si P
est décroissant, alors ®([a,b]) = [®(b), P(a)] et ®'(u) = —|P'(u)|. Dans les deux cas,
la formule précédente peut effectivement s’écrire

f f(@)de = f £(u) |9 ()] dc.
D([a,b]) [a,b]
]

4.2.2. Le cas général. Le théoreme suivant est formellement une généralistaion
“immédiate” du lemme [.4]en dimension N quelconque. La preuve est cependant beau-
coup plus difficile!

THEOREME 4.5. (formule de changement de variables)
Soit ® : Q — Q' un difféomorphisme entre deuz ouverts de RN, et soit f une
fonction positive ou a valeurs complexes définie sur €.

(1) Si f est positive et si I < Q, alors

f fl@ dx—ff )) o (u)] du.
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(2) Si f est a valeurs complexes et si I < ), alors on a le droit d’écrire

| 1@ = | s@@)LI@]
a condition d’avoir vérifié que f est sommable sur ®(I).

Remarque. Plus précisément, la partie (2) signifie que f est sommable sur ® (1) si
et seulement si la fonction (f o ®)|Jp| est sommable sur I, et que dans dans ce cas les
deux intégrales dont il est question sont égales.

En prenant f = 1, on obtient une formule décrivant 'effet d’un difféomorphisme
sur les volumes :

COROLLAIRE 4.6. Soit ® : Q — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts de RY .
Pour tout ensemble I < ), on a

A (@(1) = jl o ()] .

UTILISATION PRATIQUE DE LA FORMULE. Supposons qu’on veuille calculer une
intégrale

J = f flxy,...,xN)dxy -+ - day
D
sur un certain “domaine” D < RY. On peut procéder de la facon suivante.

(i) On devine qu'il peut étre avantageux d’utiliser de nouvelles variables uy, ..., uy.

(ii) On exprime x = (x1,...,zy) en fonction de v = (uy,...,un), et on vérifie
qu’on a bien un difféomorphisme x = ®(u).

(iii) On écrit © = ®(u), dz = |Jp(u)|du, autrement dit
(1,...,zn) = P(ug,...,un),

dry---dry = |Jq>(u1, .. .,UN)| duy -+ - dup

Ici, il faut donc calculer le déterminant jacobien Jg(u).

(iv) On n’oublie pas de remplacer D par le domaine D tel que ®(D) = D.

(v) On écrit la formule de changement de variable

f f(x) da = ﬁf@(u)) (1) | du
D D

sans oublier la valeur absolue autour de Jg(u), et on effectue le calcul de la
deuxieme intégrale en espérant qu’on va y arriver.

Exemple. Soit D — R? le domaine délimité par les 4 droites d’équations y = = + 1,
y=x+2,x+2y=3et x4+ 2y =2. On veut calculer I'intégrale

sz xy dxdy .
D

Un point (z,y) appartient & D si et seulement si 1 <y —x <2et 2 <z + 2y <3.
On devine donc qu’il est intéressant de poser

U=y—2a
v =+ 2y
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car (z,y) € D < (u,v) € [1,2] x [2,3], de sorte que D correspond donc au domaine
“plus simple” D = [1,2] x [2,3].

Pour exprimer (x,y) en fonction de (u,v), on “inverse” le systéme précédent : apres
un calcul facile, on trouve

Autrement dit :

(z,y) = <U —32u7u—:|3—v> = (u,v).
(

Il est clair que ® est un difféomorphisme (linéaire), et on a

Jo(u,v) = det (—13 %) -

3 3
pour tout (u,v) € R?. La formule de changement de variables s’écrit donc

-2 1
J xydxdyzf Y uxu+vx(—7dudv).
D [1,2]x[2,3] 9 3 3

Il ne reste alors plus qu’a finir le calcul, ce qui est facile :

1 2
J = ——
27 ), (
1 2/ 3
- 5 (J (2u2+uv—v2)dv> du
1 \J2

1 (2 5 19
= 1<2u2—|—u—>du

25
324

Jg(v — ou)(u+ v) dv) du

2

4.3. Volumes et applications affines. Une application ® : RV — R¥ est affine
si elle est de la forme

®(x) =a+ L(z),

ol a € RN est fixé et L est une application linéaire, L(z) = Mz pour une certaine
matrice M.

Exemples. Les translations sont des applications affines (L = 0), et toute appli-
cation linéaire est affine (a = 0). De méme, les projections et les symétries sont des
applications affines

Si ®(z) = a + L(x) est une application affine, on dit que L est 'application
linéaire associée & ®. Elle est caractérisée par la proprité suivante : pour tous p, q €

RN, on a
L(pt) = ®(p)(q)

Le déterminant d’une application affine ® est le déterminant de 'application
linéaire associée : si ®(z) = a + L(z) = a + Mz, alors

det(®) = det(L) = det(M).
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Il est facile de vérifier qu’une application affine ®(x) = a + L(z) = a + Mz est un
difféomorphisme si et seulement 'application linéaire associée est inversible. De plus,
on Jace(z) = M pour tout z € RV, et donc

Jo(x) = det (D).

D’apres la formule de changement de variables, on en déduit immédiatement le résultat
suivant.

PROPOSITION 4.7. Si ® : RV — RN est un difféomorphisme affine, alors

f(x) dz = | det(®)| j F(®(u)) du

(1)

pour tout I < RN et pour toute fonction f positive ou sommable sur ®(I). En parti-
culier, ® multiplie les volumes par le facteur | det(®)| : pour tout I = RN, on a

AN(@(I)) = |det(®@)| An(T).
Exemple 1. Si ABCD est un parallelogramme dans R?, alors 1’aire de ABCD est
donnée par la formule suivante : aire(ABCD) = | det(AB, AD)] .

DEMONSTRATION. Un point M appartient au parallelogramme ABCD si et seule-

ment si on peut écrire
AM = \AB + I AD

avec 0 < A<let0< pu<l.
En d’autres termes, en notant (z4,y4) les coordonnés du point A et en écrivant

- 3) = - ).

le parallélogramme ABC D est I'image du pavé [0, 1] x [0, 1] par 'application ® : R? —
R? définie par
S\, 1) = (za+ Aa+ pe,ya + Ao+ pd) .
L’application ® est un difféomorphisme affine de R? sur R? et on a

det(®) = det (Z ;) — det(AB, AD)

pour tout (), x) € R2. D’apres la proposition on a donc
A2(ABCD) = |det(AB, AD)| x A2([0,1] x [0,1]),

ce qui est le résultat souhaité.

Exemple 2. Aire de l'intérieur d’une ellipse.

Soient a,b > 0. On veut calculer I'aire du domaine £ entouré par une ellipse I' de
“demi-axes” a et b. On peut supposer que I' est centrée en (0,0), de sorte que

ZL‘2 y2
5={($,y)e]R2; a2+b2<1}.

On voit tout de suite qu'il est avantageux de poser (u,v) = (%, %), car

(r,9) e = u® + 02 <1,
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Le domaine &£ correspond donc au disque & de centre (0,0) et de rayon 1, qui est
clairement “plus simple” que £.

On a (x,y) = (au,bv) = ®(u,v). Lapplication ® est un difffomorphisme linéaire,
avec

det(®) = det <8 2) =ab.

Par conséquent, \2(E) = ab x \a(€), autrement dit
aire(€) = mab.

!/

RAPPEL. La distance entre deux points u = (ug,...,un) et u’ = (uf,...,uy) de

RN est définie par

dlu,u) = \f(uh ) o+ (uy — un)?.

DEFINITION 4.8. Une application ® : RN — RN est une isométrie si elle préserve
les distances, i.c. d(®(x), ®(x")) = d(x,x’) pour tous x,x’ € RV,

Exemples. Les translations, les rotations et les symétries orthogonales sont des
isométries.

Le résultat suivant est une propriété fondamentale de la mesure de Lebesgue.

THEOREME 4.9. La mesure de Lebesgue est invariante par isométries : si @
est une isométrie de RY, alors An(®(I)) = An(I) pour tout ensemble I < RY.

DEMONSTRATION. On admettra que toute isométrie de RY est affine, et plus
précisément de la forme ®(z) = a + Mz ou M est une matrice orthogonale, c’est a
dire vérifiant MM = Id. Comme det(* M) = det(M), on a det(M)? = det(Id) = 1, et
donc det(M) = +1. D’ou le résultat par la proposition O

Vu 'importance du théoreme [4.9] on va maintenant en donner une démonstration
plus “directe”. Tout repose sur les deux lemme suivants.

LEMME 4.10. La mesure de Lebesgue est invariante par translations : on a
An(a+ 1) = Ax(I) pour tout a € RY et pour tout I = RV,

DEMONSTRATION. Si a € RY et si on pose juq(I) = Ay (a + I) pour tout I = RY,
on vérifie trés facilement que p, est une mesure sur RY telle que p,(I1) = wvol(II)
pour tout pavé IT ¢ RY. Donc p, = Ay pour tout a € RV, i.e. Ay est invariante par
translations. O

LEMME 4.11. Si pi est une mesure sur RY invariante par translations et telle que
w([0,1]V) < o, alors pu est multiple de la mesure de Lebesgue : il existe une constante
C < w telle que u(I) = C An(I) pour tout I < RY.

DEMONSTRATION. On va montrer que = C Ay, avec C = u([0,1["). D’apres le
lemme d’unicité, il suffit de prouver qu’on a p(I) = C' An(II) pour tout pavé II RN,
Commencons par le cas ou Il est un pavé rationnel semi-ouvert, c’est-a-dire un

pavé de la forme IT = [a1,b1[X -+ X [an,by[ ou les a; et les b; sont rationnels. En
réduisant tout au méme dénominateur, on voit qu’on peut trouver un entier K > 1
et des entiers p;,q; tels que a; = £ et b; = £ pour tout ¢ € {1,..., N}. En faisant

un dessin (dans le plan), on se convainc sans peine que le pavé II est réunion de
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Il = (g1 —p1) x -+ x (gqv — pn) translatés deux-a-deux disjoints du pavé [0, %[N
Comme g est une mesure invariante par translations, on a donc u(IT) = I x (][0, %[N )-
De plus, le pavé “unité” [0, 1[N est pour sa part réunion de K translatés deux &
deux disjoints du pavé [0, & [V, et donc p([0,1[V) = KV x u([0, £[V) ; autrement dit :
n([0, [) = % On obtient donc

C
pdD) = 1x KN
(@1 —p1) - (an — pN)
= (Cx %N
= Cwol(1l),

ce qui est la conclusion souhaitée.

On passe ensuite au cas des pavés fermés. Comme tout intervalle fermé borné
[a,b] < R est l'intersection d’une suite décroissante d’intervalles semi-ouverts [ay,, by[
a extrémités rationnelles (exercice), on voit que tout pavé fermé II est l'intersection
d’une suite décroissante de pavés rationnels semi-ouverts (I1,,) ,en. Comme g et Ay sont
des mesures et comme (), An(Ily) < o0, on a p(Il) = limy, o p(Il,) et Ay (1) =
lim,, 00 AN (IL,) ; done p(IT) = C An(II) pour tout pavé fermé I, d’apres le cas “semi-
ouvert”.

Enfin, comme tout pavé est réunion d’une suite croissante de pavés fermés, on
obtient le résultat pour un pavé quelconque II = RY en utilisant & nouveau le fait que
1 et Ay sont des mesures.

O

La démonstration du théoreme [4.9] est maintenant “facile”. Soit ® une isométrie
de RY. Alors ® est de la forme ®(x) = a + L(x), ott L est une isométrie linéaire.
Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translations, on a Ay (®(1)) = Ay (a+
L(I)) = An(L(I) pour tout I = R¥. Si on pose u(I) = Ay (L(I)), alors on définit une
mesure sur R car L est une bijection de RY sur RV ; et la mesure y est invariante
par translations car L est linéaire et Ay est invariante par translations : si a € RV,
alors p(a + 1) = An(L(a + I)) = An(L(a) + L(I)) = An(L(I)) = p(I). De plus,
w([0,1]Y) = AN(L([0,1]Y)) < oo car L([0,1]") est un ensemble borné. On a donc
u = C Ay pour une certaine constante C. Comme L est une isométrie linéaire, on
a L(B) = B, ou B = {x € RY; d(x,0) < 1} est la “boule unité” de R™. Donc
CAN(B) = u(B) = An(B), et donc C =1 car Ay (B) > 0. On peut donc conclure que
= AN, ce qui termine la démonstration.

4.4. Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques.
4.4.1. Coordonnés polaires. Dans le plan R?, on peut repérer un point M = (z,y)
a l'aide de ses “coordonnés polaires” (r,6) en posant

T = rcosf
y =rsinf

ot 7 =0 et § €[0,27r]. On a alors r? = 22 + 42
Notons @ :]0, o[ x]0, 2m[— R? I’application définie par

O(r,0) = (rcosf,rsinb).
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Il est clair que ® est de classe C', et il est facile de voir que ® est une bijec-
tion de 'ouvert Q =10, 00[x]0, 27| sur l'ouvert ' = R?\L, ot L est la demi-droite
correspondant a 'angle § = 0, i.e. L = {(z,0); = > 0}.

La matrice jacobienne de ® en un point (r,6) € Q est facile a calculer : on a

Jaca (r, 0) — <C059 —rsin 9)

sinf rcos6

et donc
Jo(r,0) =r.

En particulier, on a Jg (7, 0) # 0 pour tout (r, 6) € Q, et donc ® est un difféomorphisme
de Q =]0,0[x]0,27[ sur Q' = R?\L. La formule de changement de variables permet

donc d’écrire
L= fo®|Jal,
R2\L 10,00[ x]0,27[

pour toute fonction f opositive ou sommable définie sur R?. D’autre part, la demi
droite L “n’a pas d’aire”, i.e. vérifie Ao(L) = 0, et on a donc

JRQ fRQ\L

Comme Jg(r,6) = r, la formule de changement de variables prend donc la forme
suivante :

21 o0
J f(z,y) dedy = f J f(rcosf,rsinf)rdrdd .
R2 o Jo

Plus généralement, pour tout domaine D < R?, on a
f f(z,y)dedy = f~ f(rcos@,rsinf)rdrdd,
D D

ot le domaine D est défini par
D = {(r,0) €]0,20[x]0, 2x[; (rcosh,rsinb) e D}.

En résumé, la seule chose a retenir concernant le passage en coordonnées po-

laires est la correspondance
dxdy «— rdrdf.
Il est également important de garder en téte qu’on a
r? = 22 + y2 .

Exemple 1. Aire d’un disque (!)

Soit R > 0, et soit D le disque de centre 0 et de rayon R dans R%. En coordonnées
polaires, le disque D correspond au domaine D = {(r,0) €]0,0[x]0,27[; » < R}. On
a donc

2w
aire(D) = \y(D) = J J rdrdf
2w R2
= wR?,

ce qu’on savait bien entendu depuis longtemps.



48 2. INTEGRALES MULTIPLES

Exemple 2. Comme autre illustration du passage en coordonnés polaires, on va
calculer I'intégrale
+o
J = f e tdt.

—00

L’idée “miraculeuse” est de calculer J2. On a

() ()
()

RQ

J2

ou on s’est servi du théoreme de Fubini.
En passant en coordonnés polaires, on en déduit

27 00 5
J? = f f e x rdrdf
0 0
0 2
= QWJ re” " dr
0

1 0
= 27 {— €_T2:|
2 0

= .
Par conséquent J = /7, ce qui mérite bien une formule centrée :
+oo
f e dt = /.
—Q0

4.4.2. Coordonnées cylindriques. Dans I'espace R3, on peut repérer un point M =
(x,y,2) alaide de ses “coordonnés cylindriques” (r, 0, z) en posant

T = rcosb
y =rsinf
z2=2z

ot r =0, 0 e [0,2r] et z€ R. On a alors 7% = 22 + y%.
Soit ® :]0, 00[x]0, 27[ xR — R3 I'application définie par

®(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z) .
Il est clair que ® est de classe C', et on vérifie facilement qu’elle envoie bijective-
ment ouvert € =]0,00[x]0,27[xR sur I'ouvert Q' = R3\H, ott H est le demi-plan

correspondant & 6 = 0 : H = {(x,0,2); z > 0}.
La matrice jacobienne de ® en un point (7,6, z) €  est

cosf —rsinf 0
Jace(r,0,z) = | sind rcosf 0|,
0 0 1

et on a donc
Jo(r,0,z) =r.
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En particulier, Jg ne s’annule jamais, donc ® est un difféomorphisme de Q =
10, 00[x]0, 27 [ xR sur Q' = R¥\ H. Comme le demi-plan H n’“a pas de volume”, i.e.
A3(H) = 0, la formule de changement de variables s’écrit donc

2T o0
JRSf(x,y,z)dxddeZJRL Jo f(recosf,rsinb, z) rdrdfdz ;

et plus généralement :
f f(z,y, z) dedydz = f~ f(rcos@,rsiné, z) rdrdfdz
D D

pour tout domaine D < R3, ol
D = {(r,0, 2)]0,0[x]0, 27 [ xR; (rcosf,rsinb,z) e D}.
En résumé, il faut retenir la correspondance
dxdydz «— rdrdfdz ,

et ne pas oublier que
r? = 2%+ y2 .
4.4.3. Coordonnées sphériques. Dans I'espace R, on peut aussi repérer un point
M = (z,y,z) a l'aide de ses “coordonnés sphériques” (r, 0, ) en posant

x = rsinf cos
y =rsinfsing
z =rcost
ot r =0, 0e[0,7] et ¢ €[0,27]. On a alors r2 = 22 + 3% + 22
Soit @ :]0, 00[x]0, 27[x]0, 7[— R I'application définie par
®(r,0,
L’application ® est de classe C', et elle envoie bijectivement  =]0, oo[x]0, 7[x]0, 2~[
sur Q' = R3\H, ou H = {(x,0,2); = > 0}.

) = (rsinfcos @, rsinfsin p, rcosh) .

On a
sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
Jacg(r,0,p) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosyp
cos 6 —rsinf 0

pour tout (r,6,¢) € Q, et en développant le déterminant par rapport a la derniere
colonne on en déduit

. ‘ 0 s .

Jo(r,0,0) = —rsinfsing x det (sm sing.rcosOsin ('D)

cosf —7rsinf

— rsinfcose x det (sm@cosgo rcos&cosap)

cos 6 —rsind
= r2sinfsin® ¢ + r?sinf cos> 6

= r’sinf.

Comme sinf > 0 sur |0,7[, on voit donc que Jp ne s’annule pas et que par
conséquent ® est un difféomorphisme de 2 =]0,00[x]0,27[x]0, [ sur ' = R3\H.
Comme de plus A\3(H) = 0 et comme |Jg(r, 0, )| = r?sind, la formule de changement
de variables s’écrit donc

2T T 00
JRS f(z,y, z) dedydz :Jo fo L f(rsinf cos @, 7 sin O sin @, r cos ) 72 sin O drdfdy
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pour toute fonction f positive ou sommable sur R3, et plus généralement
f f(z,y, z) dedydz = JN f(rsin 6 cos @, rsin @sin o, r cos ) 1 sin 6 drdfdy
D D

pour tout domaine D < R3, o
D = {(r,0, ¢) €]0,0[x]0, 7[x]0, 27[; (rsinb cosp,r sinfsin @, rcosh) € D}.
Il faut donc retenir la correspondance
drdydz «— r?sin6 drdfdyp,

sans oublier qu’on a

r2=x2+y2+22.

Exemple. Utilisons les coordonnés sphériques pour calculer a nouveau le volume
d'une boule B — R3 de rayon R > 0. On peut supposer que B est centrée en 0,
autrement dit que

B = {(z,y,2) e R} 22 + ¢ + 2?}.

Avec les notations précédentes, on alors B = {(r,0,9); " < R}, en on en déduit

volume(B) = \3(B) = f dxdydz
B

27 rm R
J J J r? sin pdrdedd
o Jo Jo
T R

= QWJ sing0<f r2dr> dy
0 0

us R3

= 27‘(’J singp x — dyp

0 3
RS

= 27r? [—cos g

= §7TR3

4.5. Preuve de la formule de changement de variables. Pour démontrer la
formule de changement de variables, il suffit (comme d’habitude) de traiter le cas d’une
fonction f positive. On utilisera plusieurs fois le lemme suivant.

LEMME 4.12. Si f est une fonction positive définie sur un ensemble I' = RN, alors

f(x)dx = JOO A ({zels f(z) >t})dt.
It

0

DEMONSTRATION. 11 suffit d’écrire la définition et d’appliquer la proposition
(ou si on préfere, le théoreme de Fubini) :

= AN (SG(LTY)

f AN (SG(f. I')) dt
R

JOO A ({zel’s f(z) > t})dt.

0
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COROLLAIRE 4.13. Pour un difféomorphisme ® : Q — Q' entre deux ouverts de
RN la formule de changement de variables est équivalente & I’énoncé suivant : pour
tout ensemble I < €,

(4.1) A (@(1)) = L o ()] du.

DEMONSTRATION. Comme Ay (®(I)) = S<I>(I) 1 dx, lidentité l' est simplement
la formule de changement de variables appliquée a la fonction f = 1.

Inversement, supposons vérifiée. Si f est une fonction positive définie sur €/
et si I < (), alors on a d’apres le lemme

L(I) flo)de

[ e 2 1) = tpar

0

[ @ uet @) =) .

0
En utilisant (4.1)) et le théoreme de Fubini, on en déduit

Q0
f f(z)dx f (J | Ja (u)] d“) dt
®(I) 0 {uel; f(®(u))>t}
[ 1w (f dt) a
I {t; 0<t<f(2(u))}

f[ o ()] f(®()) du,

ce qui est la formule souhaitée. ]

REMARQUE 4.14. Dans le corollaire précédent, il suffit en fait que (4.1) soit vraie
localement, ce qui signifie que pour tout a € 2, on peut trouver un voisinage ouvert
U de a (contenu dans ) tel que (4.1)) soit vraie pour tout ensemble I < U.

DEMONSTRATION. Appelons pavé rationnel un pavé II qui est un produit d’inter-
valles a extrémités rationnelles. Pour tout a € Q) et pour tout voisinage ouvert U de a,
on peut trouver un pavé rationnel II tel que a € II < U. Comme la famille des pavés
rationnels est dénombrable, on en déduit que si est vraie localement, alors il
existe une suite (IL,)nen de pavés (rationnels) telle que Q = g~ IL,, et est vérifiée
pour tout ensemble I contenu dans un II,.

Pour tout = € €2, notons n(x) le plus petit entier n tel que x € II,,. Si I est une
partie quelconque de Q et si, pour n € N, on pose I, = {x € I; n(z) = n}, alors
les I,, sont deux-a-deux disjoints et I = USO I,,. De plus, I, est contenu dans II,, par
définition, donc est vraie pour chaque I,,. Il est alors facile de conclure que
est vraie pour ’ensemble I, en utilisant le fait que les applications I — Ay (®(I)) et
I — §,|Jp(u)| du sont des mesures sur Q. O

Commencons maintenant la preuve de la formule de changement de variables, qui
va se faire en plusiurs étapes.

ETAPE 1. La formule de changement de variables est vraie en dimension N = 1.
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DEMONSTRATION. Soit ® : Q — Q' un difféomorphisme entre deux ouverts de R.
D’apres le corollaire il s’agit de montrer qu’on a

(42) M@D) = | o] du

pour tout ensemble I < 2.
Pour cela, définissons deux applications pq, ug : P(2) — [0, 00] par

() = M(®(D) et pa(l) = [ 18'0)|du.

Il n’est pas tres difficile de vérifier que 1 et po sont des mesures sur €2. De plus,
d’apres le lemme appliqué avec f = 1 on a uy(I) = pe(I) pour tout intervalle
fermé borné I = [a,b] < Q. D’apres une variante “évidente” du lemme d’unicité (ol
on considere des mesures sur €2 et non sur R"V), on en déduit u1(I) = pa(I) pour tout

ensemble I c Q, c’est-a-dire ([4.2]).

ETAPE 2. Si la formule de changement de variables est valable pour ®! : Q — ¢
et 2 : QY — Q) alors elle est valable pour ® = ®2 o &1,

DEMONSTRATION. Soit I < €. En supposant la formule de changement de variables
vraie pour ®! et ®2, on peut écrire

AN(@(D) = An(2*(@'(D))

- f T2 (0)] do
1(1)

j o2 (B ()] [T ()] s

D’autre part, on sait que la matrice jacobienne de ® = ®2 o ®! en un point u €
est donnée par
Jace (u) = Jacg2(®'(u)) Jace: (u) .
On en déduit Jg2(®!(u)) Jp1(u) = Jo(u), d’'ott finalement

A (®(1)) = f o ()] .

Par le corollaire la, formule de changement de variables est donc vraie pour le

difféomorphisme ®. O

DEFINITION 4.15. On dira qu’un difféomorphisme ¥ : RY — RN est une permu-
tation de coordonnées si X est de la forme X(w1,...,2N) = (To(1)s -+ -5 To(n)) 5 OU
o est une permutation de l’ensemble {1,..., N}, i.e. une bijection de {1,..., N} sur
{1,...,N}.

ETAPE 3. La formule de changement de variables est valable pour toute permuta-
tion de coordonnées 3.

DEMONSTRATION. Soit ¥ une permutation de coordonnées, et soit o la permuta-
tionde {1,..., N} associée. Alors ¥ est une application linéaire, et en notant (eg, ..., ex)
la base canonique de RY, on a ¥(e;) = eq—1(;) pour tout j € {1,..., N}. En particulier,
on a det(X) = det(e,-1(1),---,€e-1(n)) = £1; donc |Jg(u)| = 1 pour tout u € RN,
D’apres le corollaire il suffit donc vérifier qu’on a Ay (3(I)) = An(I) pour tout
ensemble I < RV,
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Si I est un pavé Il = Iy x - - - x Iy, on voit que X(II) est le pavé Iy = [, 17y x - -+ %
I,-1(ny- Les deux pavés II et II, ont visiblement le méme volume, donc Ay (%(II)) =
An(IT) pour tout pavé II. Comme application I +— An(3([)) est une mesure sur
RY, on en déduit Ay (X(I)) = Ay (I) pour tout ensemble I = RY, d’apres le lemme
d’unicité. 0

O

DEFINITION 4.16. Soit Q un ouvert de RY et soit ® : Q — RN, Soit également
i€ {l,...,N}. On dira que ® préserve la i-éme coordonnée si, en écrivant x =
(x1,...,zN) et P(x) = (P1(x),...,Pn(x)), on a P;(x) = x; pour tout x € Q.

ETAPE 4. Soit ®: Q —  un difféomorphisme entre deux ouverts de R¥+1. Pour
tout a € €2, on peut trouver un pavé ouvert U contenant a tel que

VueU : ®(u) = ®? o0 d' o X(u),

oll ¥ est une permutation de coordonnées, ®! est un difféomorphisme préservant les
N premieres coordonnées, et ®2 est un difféomorphisme préservant la (N + 1)-ieme
coordonnée.

D1 (u)
DEMONSTRATION. Ecrivons ®(u) = ( : ) et fixons un point a € Q. Comme
PN y1(u)
® est un difféomorphisme, la matrice jacobienne Jacg(a) est inversible, et en particulier

sa derniere ligne n’est pas identiquement nulle. On peut donc trouver j € {1,..., N+1}

tel que %(a) # 0. Par continuité de aq;ij +1 on peut alors trouver un pavé ouvert
J

E/‘<I>N+

U contenant a tel que == (u) # 0 pour tout u € U.

Notons o la permutation de {1,..., N + 1} qui échange j et N + 1, et 3 la per-
mutation de coordonnées associée. Posons également V' = 3(U) et définissons une

Wy
application ¥ : V — RN¥*! par ¥ = ® o 1. Si on écrit ¥ = ( : ), alors on a
Unt1
ov
YweV . =—NH v) #0,
OUN+1

par définition de o. De plus, ¥ est un difféomorphisme de V sur ¥ (V).
Soit maintenant ®% : V' — RN*! Papplication définie par

U1

Uni1(v)

L’application ®2 est de classe C', et il n’est pas difficile de voir que ®? est injective
sur V. En effet, V = 3(U) est un pavé ouvert car ¥ est une permutation de coordonnés.
Ecrivons V = II x I, ot II est un pavé de RY et I est un intervalle ouvert. Pour

(v1,...,v,) € II fixé, la fonction ¢ — %i’g: (v1,...,vN,t) ne sannule pas sur I par
le choix de V. Donc la fonction t — ¥y i1(vy,...,vN,t) est injective sur I d’apres le
théoréme des accroissements finis; et vu la forme de ®2, on en déduit immédiatement

que @5 est injective sur V. De plus, par définition de ®2 on a Jg2(v) = %i’g:

(v), et
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donc Jg2(v) # 0 pour tout v € V. Par conséquent, ®? est un difféomorphisme de V/
sur V' = ®%(V); et bien sir ®2 fixe les N premieres coordonnées.

Notons ®! le difféomorphisme W o (®2)~! (défini sur V’). Par définition, on a
®1(®2(v)) = ¥(v) pour tout v = (vy,...,vN41) € V, ce qui s’écrit

(131(1)1, e ,UN,\I/N+1(?}>) = <\I/1(U>, i .,\I/N(?}>,\I/N+1<’l))) .

Ainsi, on voit que pour tout v' = ®2(v) € V’, la (N + 1)-iéme coordonnée de ®!(v’) est
égale a celle de v’ ; autrement dit, ®! fixe la (IV + 1)-iéme coordonnée.

Au total, on a obtenu P o X' =V =Pl o @2 sur V =%(U), ie. P =Pl 0d20 %
sur U, o ®!, 2 et ¥ ont les propriétés requises. O

ETAPE 5. La démonstration.

On est maintenant en mesure de démontrer, par récurrence sur la dimension N,
que la formule de changement de variables est valable pour tout difféomorphisme entre
deux ouverts de RY.

Par I’étape 1, le résultat est valable pour N = 1. Pour le passage de N a N + 1,
supposons avoir établi la validité de la formule de changement de variables pour un
certain N > 1, et fixons un difféomorphisme ® : Q — € entre deux ouvert de RN+1,

D’apres la remarque il suffit de vérifier que pour tout point a € €2, on peut
trouver un voisinage ouvert U de a tel que

(4.3) Avar(I) = L o (u)] dus

pour tout ensemble I < U. On fixe donc un point a € ).

Par ’étape 4, on peut trouver un pavé ouvert U c RY+1 contenant a sur lequel
le difféomorphisme ® peut se “décomposer” sous la forme & = &2 o0 dl o ¥, ¥ est une
permutation de coordonnées, ®' est un difféomorphisme préservant la premiere coor-
donnée, et ®? est un difféomorphisme préservant la derniere coordonnée. Compte tenu
des étapes 2 et 3, on voit donc qu’il suffit d’établir sous I’hypothese additionnelle
que ¢ préserve la premiere ou la derniere coordonnée.

Supposons par exemple que ® préserve la derniere coordonnée (le calcul serait le
méme si ® préservait la premiere coordonnée). En écrivant le “point générique” de
RN+ sous la forme u = (v,t) ot v € RY et t € R, on a alors

(4.4) B(u) = D(v,t) = (U(v, 1), 1)

pour tout u = (v,t) € U, o ¥ est une application de U dans R¥.

Dans la suite, on écrira U = V x T, ott V est un pavé ouvert de RN et T est un
intervalle ouvert de R. Pour tout t € T, on notera ¥, : V — RY D’application définie
par

\I/t(U) = \IJ(U,t) .

Vu la forme de ®, on voit immédiatement que 'application W; est injective, et

qu’on a

Jw, (7)) = Jcp(v,t)
pour tout z € V. En particulier Jy, ne s’annule pas sur II, de sorte que ¥ (V') est un
ouvert de RY et W, est un difféomorphisme de V' sur ¥;(V).

Soit maintenant I < U. D’apres la proposition [3.1] on a

A1 (B(1)) = jT A (@ (1)) dt



5. CENTRE DE GRAVITE; THEOREME DE GULDIN 55
De plus, par on peut écrire
d(I); = {VeRN; Juel : &)= (v,1)}
(V' eRY; JveV : (v,t)elet (U(v,t),t) = (1)}
= U ().
On en déduit

v (B(D) = jTANwt(It»dt

_ L ( ) J\I,t(v)|dv> dt,

ou on a appliqué '’hypothese de récurrence aux difféomorphismes ;.
Comme Jy, (v) = Jg(v,t) pour tout (v,t) € V xT = U, on obtient donc finalement

A () — L(bu@(v,mdv)dt
_ LJ@(U)\du.

Ceci acheve la récurrence et la preuve de la formule de changement de variables.

5. Centre de gravité; théoréme de Guldin

5.1. Centre de gravité.

NOTATION. Soient N,n € N* et soit ? : I — RY une “fonction vectorielle”
définie sur I < R™. Berivons f (z) = (fi(x),..., fn(z)). Si les fonctions fi,..., fn
sont sommables sur I, on note S] ?(x) dz le vecteur de RN dont les composantes sont

§; fil@)de, .. 5, fy(2) do

SI fi(x)dx
| F@a=|

SI fNiib) dx

Ezercice. Montrer que si 7 : I — RY est une fonction vectorielle et si L : RV —
RN est une application linéaire, alors

L(L?(az) d:c) = LL(?(g;))dx.

DEFINITION 5.1. Soit A une partie bornée de RY telle que Ay (A) # 0. Le centre
de gravité de A est le point G € RN défini par

0G = 1 fa?cda:,
A

AN(A)
ou O est Uorigine de RN
CAS PARTICULIERS.

e Si N =2 (donc A = R?) les coordonnées du point G sont données par

{336‘ = m'rel(A) §azdrdy

Ya airel(A) Saydady
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e Si N =3 (donc A = R3) les coordonnées de G sont données par

TG = We(«‘l) § 4z dxdydz

Ye = volun}e(A) SAyd.’L'dde

Ezxercice. Montrer que le centre de gravité de A est caractérisé par I'identité
f Grdr =0 .
A
Exemple. Le centre de gravité d'un rectangle R = [a,b] x [c,d] = R? est le point

d’intersection de ses diagonales.

DEMONSTRATION. L’aire du rectangle R est égale & (b— a)(d — ¢). En notant G le
centre de gravité de R, on a donc

1
T = J x drdy
R

CERCEDE S
- saaal ([ n)®
b
- (bia>L”“i”” 2
1 b a
- (b—a)x(2_2)
a+b c+d

On trouverait de méme yg = #- Donc G = (?, ?), ce qui est le résultat
annoncé. 0

PROPOSITION 5.2. Soit A < RY de centre de gravité G. Si A est invariant par
une certaine bijection affine o : RN — RN autrement dit si on a o(A) = A, alors G
est un point fize de o, i.e. o(G) = G.

DEMONSTRATION. D’aprés la propriété caractéristique du centre de gravité, il
s’agit de montrer qu’on a

J o(G)xdr =0 .
A

Comme o(A) = A, la formule de changement de variables donne

fAc;(T;Ygdx - L o(G)z dx

)
| det(o)| L (G du.

D’autre part, en notant L ’application linéaire associée a o, on a

o(G)o(u) = L(Gu)
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pour tout u € A. On obtient donc

L Crdr - |det(o)] L L(Go) du

| det(o)| L (LEZ@)

—

= 0,

olt on a utilisé la linéarité de L & deuxieéme ligne, et le fait que { Amdu = 0 et
- g N LR .
L(0) = 0 ala troisieme ligne.

0

Lorsque la transformation affine o est une symétrie, on connait exactement les
points fixes : ce sont les points appartenant & I’ensemble par rapport auquel est effectuée
la symétrie. On obtient donc les résultats suivants.

COROLLAIRE 5.3.

(1) Si A c R? est symétrique par rapport a une droite, alors son centre de gravité
appartient o cette droite.

(2) Si A < R? est symétrique par rapport a une droite ou a un plan, alors son
centre de gravité appartient a cette droite ou a ce plan.

(3) Si Ac RN est symétrique par rapport & un point, alors ce point est le centre
de gravité de A.

Exemple 1. Dans R?, le centre de gravité d’un parallélogramme quelconque est le
point d’intersection de ses diagonales.

DEMONSTRATION. C’est immédiat puisque le parallélogramme est symétrique par
rapport au point d’intersection de ses diagonales. ]

Exemple 2. Le centre de gravité d’un triangle ABC < R? est le point d’intersection
de ses médianes. On a donc

_Tat+xBtITC _ YAty tyc
rg=——_—"—"" et yg="—"-—"-—"—"-""".
3 3
DEMONSTRATION. Notons I le milieu de [BC], et o la symétrie par rapport a la
médiane (AI) dans la direction de la droite (BC). Le triangle ABC' est visiblement
invariant par la symétrie o, donc G appartient a la médiane (AIl); et de méme, G
appartient aux deux autres médianes de ABC'. O

Exemple 3. Centre de gravité d'une demi-boule.

Soit R > 0 et soit B < R? la “demi-boule” de centre 0 et de rayon R située dans
le demi-espace {z > 0} :

B={(z,y,2)eR3 2= 0et 2® + 4> + 2 < R*}.

La demi-boule B est symétrique par rapport a I’axe 0z, donc son centre de gravité
G est sur 0z, autrement dit xg = 0 = yg. La coordonnée z¢g se calcule bien en utilisant
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les coordonnées sphériques : comme \3(B) = % (% 7rR3) = %WR?’, on a

3

zg = 27TR3fBzalacalydz

3 2r 3 R )
= — rcos @ X r7sin @ dedrdd
el b

3 27 £R4
= 27‘(‘R3J0 L24Singocos<pd<pd9

us

2 1]

= — x27 fQSin(Qw)dw
0o 2

= -R.

Le centre de gravité de B est donc situé sur 'axe 0z, aux % de la hauteur de la
demi-boule.

5.2. Corps de révolution ; théoreme de Guldin.
NOTATION. Dans ce qui suit, on notera P le demi-plan {(0,y, 2); y = 0} dans R3.

DEFINITION 5.4. Soit A un ensemble contenu dans le demi-plan P . Le corps de
révolution engendré par A est le “solide” A — R3 obtenu en faisant tourner A
autour de l’aze 0z.

Il est indispensable de faire des dessins pour illustrer les exemples qui suivent.
Exemple 1. Si A est un rectangle avec un coté sur I’axe 0z, alors A est un cylindre.

Exemple 2. Si A est un demi-disque ayant son diametre sur ’axe 0z, alors A est
une boule.

Exemple 3. Si A est un triangle rectangle avec un des cotés de I'angle droit sur
I’axe 0z, alors A est un cone.

Exemple 4. Si A est un disque disjoint de ’axe 0z, alors A est une “chambre & air”
(on dit aussi : un tore).

Remarque. Si A P, on considere A comme une partie de R? en identifiant un
point (0,y, z) € A au point (y, z) € R?. Par conséquent, A a une aire, et un centre de
gravité si A est borné avec une aire non nulle.

THEOREME 5.5. (théoréme de Guldin)
Si A < Py a pour centre de gravité G = (0,yq, 2c), alors l'aire de A et le volume
de A sont reliés par la formule suivante :

~

volume(A) = 2m yq aire(A) .

DEMONSTRATION. En faisant tourner un point M = (0,y,2) € A d’un angle «
autour de 0z (dans le sens “direct”), on obtient le point (ysina,ycosa, z). Donc, si

on pose A" := {(y,2) € R?; (0,y,2) € A, 'ensemble A peut étre décrit comme suit :

A= {ysina,ycosa, 2); (y,2) e A", ae|0,2r]}.
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D’autre part, ’ensemble {(sina,cosa); a € [0,27]} est identique a l’ensemble
{(cos@,sinf); 6 € [0,27]},etonay = 0si(y, z) € A'. Donc, en changeant les notations,
on obtient R

A= {(rcosf,rsind,z); r=0,0¢€[0,2n], (r,z) € A'}.

Autrement dit, si on passe en coordonnées cylindriques le domaine A correspond a
B:={(r,0,z2); (r,z) e A'}. D’apres la formule de changement de variables, on a donc

volume(A) = fAdazdydz
A

= frdrd@dz
B

L% (J /rdrdz) do

27rf ydydz
A/

2 yg aire(A) .

0

Remarque. On peut formuler le théoreme de Guldin de maniere plus géométrique
et sans faire référence & aucune coordonnée. Soit P un plan dans l'espace R3, et soit
A une droite contenue dans P. Si A est situé enticrement d’un méme coté de la droite
A, notons A* le solide obtenu en faisant tourner A autour de A. Alors le théoréme de
Guldin s’énonce comme suit : en notant G4 le centre de gravité de A et dist(G4,A)
la distance de G4 a l'axe de rotation A, on a

volume(A%) = 2 aire(A) dist(Gu, A) .
Exemple 1. Volume d’une chambre & air.

Soit C = R3 la chambre & air engendrée par la révolution d’un disque A c P de
rayon r dont le centre M est situé a une distance R > r de ’axe 0z. Par symétrie, le
centre de gravité de A est égal & M, et donc yg = R. Comme laire de A vaut 7r2, on
en déduit

volume(C) = 2w R x nr? = 2r*R2.

Exemple 2. Centre de gravité d’'un demi-disque.

Soit A < P4 un demi-disque de centre 0 et de rayon R, et notons G le centre de
gravité de A. par symétrie, GG est situé sur I’axe Oy, i.e. zg = 0. Le corps de révolution
engendré par A est la boule de centre 0 et de rayon R, dont le volume vaut %WR?’.
D’apres le théoréme de Guldin, on a donc

4 R?
gﬂ'R3=27ryG X %,

et donc yg = %r R. Ainsi, le centre de gravité du demi-disque A est situé sur son axe
de symétrie, a une distance % R de son centre.






Chapitre 3

Intégrales curvilignes

1. Chemins et courbes
1.1. Définitions.

DEFINITION 1.1. Un chemin dans le plan est une application continue v : [a, b] —
R2, ou [a,b] est un intervalle de R. L’ensemble T = ~([a,b]) = {y(t); t € [a,b]
s’appelle I'tmage du chemin ~.

Remarque 1. Deux chemins différents peuvent tres bien avoir la méme image. Par
exemple, les deux chemins vy : [0,27] — R% et vo : [0, 7] — R? définis par (t) =
(cost,sint) et y2(t) = (cos(—4t),sin(—4t)) ont tous les deux pour image le cercle T’
d’équation 22 4+ 32 = 1. Le cercle I est parcouru 1 fois dans le sens trigonométrique
avec le chemin 71, et 2 fois dans le sens anti-trigonométrique avec le chemin ~s.

Remarque 2. On dit qu'un chemin v : [a, b] — R? est de classe C! par morceaux
si on peut subdiviser I'intervalle [a, b] en intervalles [a1,b1], ..., [an,by] sur lesquels v
est de classe C'. Pour éviter d’écrire trop souvent “C! par morceaux”, on conviendra
que tous les chemins seront supposés C' par morceaux.

Remarque 3. On peut définir de la méme facon les chemins & valeurs dans RY
pour tout N > 1, et en particulier dans I'espace R3.

—_—
NOTATION. Pour tout chemin v : [a,b] — R2, on notera ~/(t) la dérivée de 7 en
—

un point t € [a, b], en mettant une fleche pour signifier qu’on considere 4/(t) comme un
vecteur de R2. Si on note x(t) et y(t) les coordonnées de (t), i.e. v(t) = (z(t),y(t)),

alors
7 95/@))
t) = :
6= (4
/ . . .
Comme 7 est C! par morceaux, 7/ (t) est défini en tout point sauf un nombre fini.

DEFINITION 1.2. Soit I une partie de R?.

(1) On dit que I' est une courbe simple réguliére siI' est l’image d’un chemin

7 : [a,b] — R? wérifiant les propriétés suivantes :

(i) 7/ (t) ne s’annule jamais ;

(i) v est injectif, i.e. y(t) # (') sit #1t'.

n dit que I’ est une courbe fermeée réguliere st 1’ est ['i'mage dun chemin

(2) On dit que T be f Se réguliére si T est limage d’un chemi

v : [a,b] — R? vérifiant

(i) ¥'(t) ne s’annule jamais ;

(i) v est injectif sur [a,b[;

(iii) ~y est un chemin fermé, i.e. y(b) = v(a).

Dans les deux cas, on dira que v est un paramétrage de la courbe réguliére I'.

61



62 3. INTEGRALES CURVILIGNES

Remarque. On dit qu'une courbe réguliere est de classe C' si elle admet un pa-
ramétrage v : [a,b] — R? de classe C!, avec de plus 7/(b) = 7/(a) si la courbe est
fermée.

Exemple 1. Segments.

Si p et ¢ sont deux points du plan (p # q), alors le segment [p, g] est une courbe
simple réguliére. Il y a au moins deux fagons naturelles de paramétrer ce segment.

e On obtient un paramétrage « en posant, pour t € [0, 1] :

¥(t) = p+tpg
= (Tp+tzg—2p)Yp +t(Yg — Yp));

et on a alors

e On peut également paramétrer [p, ¢] en commengant par déterminer une équation
de la droite (pq). Si la droite (pg) admet une équation de la forme y = ax + f et si
on suppose par example qu’on a x, < x4, on obtient un paramétrage v de [p,q| en
posant, pour t € [z, z4] :

V() = (t,at + B).
Si la droite (pg) est horizontale, elle a pour équation y = C, ot C' = y,, = y,, et on peut
paramétrer [p, q| en posant v, (t) = (¢,C) pour t € [xp, z4]; et de méme, si la droite
(pq) est verticale, d’équation = = C, on peut poser (t) = (C,t) pour t € [yp, Y4l

Exemple 2. Cercle.

Un cercle est visiblement une courbe fermée réguliere. En notant m le centre du
cercle et R son rayon, on obtient un paramétrage v en posant, pour t € [0, 27] :

Y(t) = (zm + Reost, ym + Rsint);

— 3 _ (—Rsint
v(t) = <Rcost ) '
Si le cercle est centré en 0, le paramétrage s’écrit

~v(t) = (Rcost, Rsint).

et on a alors

Exemple 3. Graphe d’une fonction.

Si f : [a,b] — R est une fonction de classe C!, son graphe T ¢ est une courbe
simple réguliere. On obtient un paramétrage v en posant, pour ¢ € [a, b] :

V() = (& f(1);

- ()

Exemple 4. Le bord d’un triangle, le bord d’un rectange [a,b] x [c,d], sont des
courbes fermées régulieres. Dans chaque cas, on peut obtenir un paramétrage en “met-
tant bout a bout” des paramétrages de chacun des segments constituant la courbe;
mais c’est un peu fastidieux car il faut choisir les paramétrages de facon a ce que leurs
intervalles de définition se “recollent”.

et on a alors

Le lemme suivant nous sera treés utile.
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LEMME 1.3. (lemme de changement de parametre)

Soit T = R? une courbe réguliére (simple ou fermée). Si v : [a1,b1] — R? et
v @ [ag, ba] — R? sont deux paramétrages de T, avec v1(a1) = y2(az) lorsque la courbe
I est fermée, alors il existe une unique bijection s : [a1,b1] — [a2,ba] telle que

M(t) = 72(s(t))
pour tout t € [ay,b1]. De plus, s est de classe C' par morceauz, et méme de classe C*
siy1 et yo sont C'. On dit que lapplication s est un changement de paramétre.

DEMONSTRATION. On traite seulement le cas ot la courbe I' est simple et ol les
deux paramétrages sont de classe C1. Dans ce qui suit, on écrira 1 (t) = (21(t), y1(t))
et y2(s) = (z2(s), y2(s)).

Par définition, ; est une bijection de [a1, b1] sur T et 75 est une bijection de [ag, b2]
sur I'. Il est donc clair qu'il existe une unique bijection s : [a1,b1] — [a2,be] telle que
Y1(t) = y2(s(t)), & savoir s = v 0y, . On admettra que application v, ! : T — [az, bo]
est continue, de sorte que s est également continue.

Fixons un point p € [a1,b1], et montrons que 'application s est dérivable au point
p. Par hypothese, on a v5(s(tg)) # 0, donc par exemple @ (s(p)) # 0 Comme ; (t) =
x2(s(t)) par définition de I'application s, on peut écrire, pour t # p :

zi1(t) —xa(p) _ wa(s(t)) — z2(s(p))
t—p t—0p

2(s(t)) — 22(s(p))  s(t) —s(p) |
s(t) — s(p) t—p

Quand t tend vers p, le membre de gauche tend vers 2/ (p), et w tend
& 1 s(t)=s(p)

vers zh(s(p)) car s(t) tend vers s(p) par continuité de s. Comme x4 (s(p) # 0, on en

déduit que %;(p) tend vers x,x és((pp))) ; autrement dit, s est dérivable au point p avec
2
/
x
8/( ) _ 1(p) .

z5(s(p))

On a obtenu cela en utilisant uniquement le fait que 24 (s(p)) # 0. Comme x4 (s(t))
reste # 0 pour ¢ assez proche de p par continuité de x4, et de s, on en déduit que s est
dérivable dans un voisinage de p avec s'(t) = 2 (t)/x5(s(t)) ; et cette formule montre
que s’ est continue dans un voisinage de p. Ainsi, s’ est de classe C' au voisinage de

tout point p € [a, b1], et donc de classe C! sur [aq, b1].
]

1.2. Orientation. Soit I' = R? une courbe réguliere. On dit qu’on a orienté I'
si on a choisi un “sens de parcours” sur I'. Ce n’est pas véritablement une définition
au sens mathématique du terme, mais cela nous suffira. L'important est de retenir les
faits suivants.

Farr 1. Il n’y a que deux orientations possibles pour une courbe réguliere I'.

e Si la courbe I' est simple, d’extrémités p et ¢, on peut 'orienter “de p vers
q” ou “de q vers p”.

e Si la courbe I' est fermée, elle entoure un “domaine” D. On dit que I' est
positivement orientée si, quand on parcourt I' dans le sens choisi, on a
constamment le domaine D “a sa gauche”. Dans le cas contraire (i.e. quand
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le sens de parcours fait qu’on a le domaine D & sa droite), on dit que T" est
négativement orientée.

FA1T 2. Tout paramétrage de I' définit une orientation de I'.

FAIT 3. Soient 71 : [a1,b1] — R? et 42 : [ag,b2] — R? deux paramétrages de T’
(avec y1(a1) = v2(az) si ' est fermée) et soit s : [a1,b1] — [ag,be] le changement de
parametre tel que 1 (t) = y2(s(t)). Alors 71 et 2 définissent la méme orientation de T’
si et seulement si le changement de parametre s est croissant.

2. Intégrale d’une fonction sur une courbe ; longueur

RAPPEL. Si @ = () est un vecteur de R?, la norme de @ est le nombre ||

défini par
|7 =+a? + 2.
Autrement dit, || est la longueur du vecteur w. La norme vérifie les propriétés
suivantes :
(i) |@| = 0, et |[@] = 0 seulement pour @ = 0 ;
(ii) |+ 7| < |@]| +|7"| (inégalité triangulaire);
(iii) M@’ = |A||@ | pour tout A € R.

DEFINITION 2.1. Soit T' « R? une courbe réguliére. Si f : T'— C est une fonction
continue, l'intégrale de f sur I', notée SF fdl, est définie par la formule

jfw jf D@t

ot 7y : [a,b] — R? est n’importe quel paramétrage de T.

Remarque. 11y a un petit point a clarifier car la fonction p(t) = f(y(t)) ny ()] n'est
a priori pas définie partout. Mais si on définit ¢ arbitrairement aux éventuels points
t1,...,t, ol vy n’est pas dérivable, on obtient une fonction borné et donc sommable sur
[a,b], dont l'intégrale ne dépend pas des valeurs arbitraires ¢(t1), ..., @(t).

LEMME 2.2. Cette définition a bien un sens : la quantité S fly )H7 (t)|| dt ne
dépend pas du paramétrage v : [a,b] — R? de T.

DEMONSTRATION. Il s’agit de vérifier que si 1 : [a1,b1] — R? et 2 : [ag, ba] — R?
sont deux paramétrages de I'; alors

b1 . ba N
f@ﬁ»h%ﬁﬁ—J F () |75 | ds

ai
On va se contenter de le faire lorsque la courbe I' est simple et que les paramétrages
71 et 2 sont de classe C'.
Soit s : [a1,b1] — [ag, b2] le changement de parameétre tel que v1(s(t)) = y2(s(t)).
Alors s est de classe C! et on a

Y6 = 5 (1) x 74(s(8))

T
pour tout ¢ € [a1,b1]. On en déduit nyl( ) =15"(®)| x |[75(s(t))], et par conséquent
b1 bl

Fon®) Ol dt = | Fra(s) [25(s@)] |s'(2)] dt

al ai
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En effectuant le changement de variable s = s(t), on obtient donc

by -
Fon(®) Bl dt = f[ b]f(’Yz(S(t)))Hvé(S(t))H\S’(t)ldt

al

- f Fa(5)) [74(5)  ds
s([a1,b1])

b2

= F(ra(5)) 7559 | ds

az

Exercice. Soit I' 'arc de I'hyperbole d’équation y = = joignant le point (%,
au point (2, ) Calculer lintégrale (., fdl, ot f est la fonctlon définie par f(z,y)

vVt +y2
DEFINITION 2. 3 Soit T' = R? une courbe réguliére. La longueur de T', notée I(T),
est définie par I(T' SF 1dl. Autrement dit :

=f V@t

ot 7y : [a,b] — R? est n’importe quel paramétrage de T.

& 0O

Exemple 1. Longueur d’un segment (!)

Si p et ¢ sont deux points du plan, on s’attend évidemment a trouver I([p, q]) = pq,
la distance entre les points p et ¢. Le segment [ ,q| se parametre par v(t) = p + t pq,
out € [0,1]. On a 'm Pq et donc H’y( )| = |pg|| pour tout ¢ € [0,1]. Donc

) = S(l) |pg| dt = ||pg|| = pq, comme il se doit.

Exemple 2. Longueur d’un cercle.

Soit I' un cercle de rayon R : on s’attend bien str a trouver {(I') = 2rR. En notant

m le centre du cercle, on a vu que I" se parametre par 'y(t) = (X + Rcost,ym,+ Rsint),
ou t € [0,2r]. On a /(t) = (F¥nt), et donc H’y — V/R?sint + R2cos?t = R
pour tout ¢ € [0,27]. D’ou [(T) = 2" Rdt = 2nR.

Exemple 3. Longueur d’un graphe.

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C!, et notons I'y le graphe de f. On a vu
que I'y se paramétre par fy(t) = (t,f(t)), ou t € [a,b]. On a alors /(t) = <f(1/t)), et

donc ||’Y = +/1+ f'(t)?. Par conséquent :
I(Ty) = f 1+ f(t)?dt.
a

Exercice. Calculer la longueur de I’arc de la parabole d’équation y = x? d’extrémités
(1,1) et (2,4).

REMARQUE. Si une courbe réguliere I' se décompose en un nombre fini de courbes
I',..., 'y et si f est une fonction continue définie sur I', alors SF fdl = SFI fdl+---+
SFN fdl. En particulier, on a [(I') = I(T'y) +- - - +1(I'y). Cette remarque est importante,
car elle montre qu’il est inutile d’écrire un paramétrage global de la courbe I' : il suffit
de paramétrer séparément chacun des morceaux I'y,..., 'y et d’ajouter les intégrales.
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Exemple 4. Si T est le bord d'un triangle ABC, alors I(T') = I([AB]) + I([BC]) +
I([CA]) = AB+ BC + C'A. Autrement dit, [(T") est le périmeétre du triangle ABC. De
meéme, la longueur du bord d’un rectangle est le périmetre de ce rectangle.

3. Formes différentielles, champs de vecteurs
3.1. Définitions.

DEFINITION 3.1. Soit Q un ouvert de R?. Une forme différentielle sur Q) est
une expression du type w = Pdx+ Q dy, ou P et QQ sont des fonctions sur 2, a valeurs
réelles.

Remarque. Quand on écrit w = Pdx + Qdy, il est sous-entendu que les variables
dont dépendent les fonctions P et @ sont notées = et y. Si d’aventure les variables
étaient par exemple notées u et v, on écrirait plutot w = Pdu + Qdv.

EXEMPLE. Soit f : Q — R une fonction de classe C!. La différentielle de f est la
forme différentielle df définie par

dff

of 4
@y

DEFINITION 3.2. Soit Q un ouvert de RN. Un champ de vecteurs sur Q) est une
application V.Q >RV,

dr + ==

Pour N = 2, un champ de vecteurs sur un ouvert £ c R? possede 2 “composantes”
P et Q, qui sont des fonctions sur §2; et on écrit

7-(7)

On peut donc associer de fagon canonique a V 1a forme différentielle w = P dz + Qdy;
et inversement, a toute forme différentielle w correspond un champ de vecteurs :

w=Pdz+Qdy «—— V = <g>

En particulier, si f est une fonction de classe C! sur €, la forme différentielle
or
Z?). Ce champ de

Jy
vecteurs s’appelle le gradient de la fonction f, et se note v f. En résumé :

2
df = fd +a—fd —Vf= <2§>
oy

3.2. Intégration des formes différentielles.

df = %dm + g—idy correspond au champ de vecteurs V = <

DEFINITION 3.3. Soit w = Pdx + Qdy une forme différentielle continue sur un
ouvert Q < R?, et soit v : [a,b] — R? un chemin dont l’image est contenue dans ).
On écrit y(t) = (x(t),y(t)). L'intégrale de w sur v, notée va, est définie par

b

b
J Pdz+Qdy = J P(x(t),y(t)) 2 (t)dt +J Q(xz(t),y(t) y'(t)dt .
¥ a

a

MoDE D’EMPLOI. Pour calculer une intégrale “curviligne” Sv P dx+Q dy, on procede
mécaniquement comme suit :
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(t)

(i) on écrit y(t) = (z(t ) y(t));
(ii) on pose x = x(t) et y = y(t), donc dx = 2/(t)dt et dy = y/(t)dt;
(iii) on remplace dans P(z,y)dx + Q(z,y) dy;

(iv) on integre entre a et b (les bornes de l'intervalle de définition de 7).

REMARQUE. Si V = (5) est le champ de vecteurs associé a w = Pdx + Qdy, alors

Lw=f7www7$ﬁ,

oll “” désigne le produit scalaire usuel sur R2.

Exemple 1. (théoréme fondamental de 1’analyse)

Soit 7 : [a,b] — R? un chemin d’image T'. Si f est une fonction de classe C! sur un
ouvert contenant I', alors

| dr = 1600 - f31a).
.
En particulier, si v est un chemin fermé (i.e. y(b) = v(a)), alors S,Y df = 0.

DEMONSTRATION. Pour simplifier, supposons v de classe C'. Ecrivons y(t) =
(x(t),y(t)). Par définition, on a

b
[a = [ Zeowomswns [ Laosvon

O

Exemple 2. Soit w = idgf;"’”, forme différentielle définie sur Q = R?\{(0,0)}. Pour

R > 0, notons g : [0,27] — R2 le chemin défini par yr(t) = (Rcost, Rsint). Alors

xdy — ydx
a2 2T
vr T Ty

DEMONSTRATION. On a w = Pdz + Qdy avec P(z,y) = ﬁ et Q(z,y) =
donc
2m :
—Rsint Rcost
w = x (—Rsint) + x (Rcost) | dt
LR Jo (R2 cos?t + R2sin’t ( ) R2cos?t + R2sin%t ( )>
B J% R%cos?t + R%sin’t
o RZcos?t+ R2sin’t
= 27.

T _
2 +y2 9

0

LEMME 3.4. Soit I' = R? une courbe réguliére, et soient vy et vyo deux paramétrages
deT.
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(1) Sivyy et~y définissent la méme orientation de T', alors SM w = Sm w pour toute
forme différentielle w continue sur L.

(2) Sivy ety définissent des orientations inverses, alors 871 w=-\, w

DEMONSTRATION. Comme d’habitude, on suppose que la courbe I' est simple et
que les paramétrages sont de classe C1. Notons [a1,b1] et [ag,be] les intervalles de
définition de v, et o, et s : [a1,b1] — [ag,b2] le changement de parameétre tel que

M(t) = 2(s(t)).

Ecrivons w = Pdz+Qdy, et notons V= (5) le champ de vecteurs associé. Comme
7(t) = 72(s(t)), on a

pour tout t € [a1, b1], et donc
b1
|«
m a1

::vamwm»wwmyww

al

V) )

En effectuant le changement de variable s = s(t), on obtient donc

Llw—J T/)’yg —(Sds.

Si 1 et 2 définissent la méme orientation de I, alors le changement de parametre
s: a1, b1] — [a2,be] est croissant ; donc s(ay) = ag et s(b1) = ba, et donc

Lw—:vm@w%@@_kw

Si 7y et o définissent des orientations inverses, alors s est décroissant, donc s(a;) =
by et s(b1) = ag et donc
a2
f w
71 b2
b

I
=
-2
V)
—
VA
~—
~
—~
~—
I
VA

Il
=~
2
)
—~
»
S~—
~—
—
N—
IS
»

Ce lemme justifie la définition suivante.

DEFINITION 3.5. Soit I' « R? une courbe réguliére orientée. Si w est une forme
différentielle continue sur I', on définit l’intégrale de w sur I' (notée SF w) par

oo J

ot 7y est n'importe quel paramétrage de I' compatible avec l’orientation.
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REMARQUE. Si la courbe orientée I' se décompose en un nombre fini de courbes
: P . [ LFIpRT] o
I'1,...,I'y (munies de l'orientation “induite” par T') alors Srw = Srl w+ -+ SFN w.
Cela permet de calculer Srw sans écrire un paramétrage global de la courbe I', mais
en se contenant de paramétrer séparément les courbes I';.

Exemple 1. Intégrale sur le bord d’un rectangle.

Soit I' le bord d’un rectangle |a, b[x]e, d[, orienté positivement. Notons A, B,C, D
les sommets du rectangle, en commencant par le sommet inférieur gauche et en tournant
dans le sens positif (conformément & l'orientation de I'). On a alors

T o s

On sait comment paramétrer les 4 segments constituant I :

e Le segment [AB] se parameétre par y(z) = (x,¢) ou x € [a,b] ; on a alors dy = 0
et donc S[AB] Pdz + Qdy = SZ P(z,c)dz.

e Le segment [BC] se parametre par y(y) = (b,y) ou y € [¢,d]; on a alors dz = 0

d
et donc S[BC] Pdz + Qdy = § Q(b, y) da.

e Le segment [C'D] se parametre par vy(z) = (z,d) ou = € [a,b]; mais ce pa-
ramétrage n’est pas compatible avec 'orientation “positive” car il fait parcourir
le segment [CD] de D = (a,d) vers C = (b,d). On a donc S[CD] Pdx + Qdy =
—§, Pdz + Qdy = — §, P(x,d) dx.

e De méme, [DA] se parametre par v(y) = (a,y) ou y € [c,d], et ce paramétrage
fait parcourir [DA] de A vers D ; donc S[DA] Pdx + Qdy = — Sg Q(a,y)dy.

Au total, on obtient

b

Lde—l—Qdy:JbP(x,c)da:—FLdQ(b,y)dx—f P(x,d)dx—fcg(a,y)dy

a a
Exemple 2. Soient a,b > 0, et soit I' = R? Dellipse d’équation % + g—; = 1, orientée
positivement. On va calculer 'intégrale SF xdy — ydx.
L’ellipse I" se parametre par v(t) = (acost,bsint), out € [0, 27] ; et ce paramétrage
est compatible avec 'orientation “positive”. On a donc

2m 2m
f xdy —ydr = f (acost) x (bcostdt) — f (acost) x (—asintdt)
r 0 0
27
= f ab (cos? +sin? t) dt
0
= 2mab.

En notant D le domaine entouré par l'ellipse I', on a vu au chapitre 2 que 'aire de
D est égale a wab. On constate donc qu’on a

J xdy — ydx = 2 aire(D).
r

On verra plus loin que cette identité n’est pas du tout fortuite : elle est en fait
valable pour toute courbe fermée réguliere I' entourant un domaine D.
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3.3. Circulation d’un champ de vecteurs. On a vu que si 7 : [a,b] — R? est
un chemin d’image I' et si w = Pdx + Qdy est une forme différentielle continue sur I,
—
alors va = SZ V(y®) -+ () dt, on V = (5) est le champ de vecteurs associé a w.
Compte tenu du lemme [3.4], on peut donc poser la définition suivante :

DEFINITION 3.6. Soit I' = R? une courbe réguliére orientée. Si V est un champ
de vecteurs continu sur I', la circulation de V le long de T est le nombre réel, noté

Sr V. Ef, défini par
b —_—
f V.d- j V(3(1) - @) dt,
T a

ot v : [a,b] — R? est n’importe quel paramétrage de I' compatible avec l’orienta-
tion.

La notation V - dl fait penser a celle utilisée pour désigner 'intégrale d’une fonction
sur une courbe (SF f dl, sans fleche sur le dl). Ce n’est pas un hasard : on va expliquer
cela en introduisant le champ de vecteurs tangent a la courbe I'.

DEFINITION 3.7. Soit I'  R? une courbe réquliére orientée de classe C', et soit
7y : [a,b] — R? un paramétrage de T' compatible avec l'orientation. Si & = ~(t) est un
point de I, le vecteur unitaire tangent a I' au point & est le vecteur 77(€) défini
par

I @)l

REMARQUE. Cette définition est bien indépendante du paramétrage v compatible
avec l'orientation de I'. Ainsi, 7 est une fonction (a valeurs vectorielles) parfaitement
définie sur la courbe T'.

DEMONSTRATION. Supposons comme d’habitude que la courbe I" est simple. Soient
71 ¢ [a1,b1] — R2 et s : [az, ba] — R? deux paramétrages de I' compatibles avec I’orien-
tation, et soit s : [a1, b1] — [az2, b2] le changement de parametre tel que 1 (t) = y2(s(t)).
On a~;(t) = s'(t) xv,5(s(t)) et donc | (t)|| = |s'(t)] % |v2(s(t))]. De plus, le changement
de parametre s est croissant puisque y; et o définissent la méme orientation de I';
T e ’ 7 .
donc §'(t) = 0 et ainsi ||] (t)| = s'(¢) x [|75(s(2))]. Pour tout point £ = 71 (t) = y2(s) € T
(ou s = s(t)), on a donc
/ /
7)) Sty
TR0
@l ') |

ce qui est la conclusion souhaitée.

6 %0
;

&) )]

O

LEMME 3.8. Soit I' = R? une courbe réguliére orientée de classe C*. Si V est un
champ de vecteurs continu défini sur I', alors

LV’-EZ:L(V?F)CU.

DEMONSTRATION. C’est en fait évident. Soit 7 : [a,b] — R? un paramétrage de T’
compatible avec l'orientation. Par définition de 7 et de I'intégrale d’une fonction sur
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b TR N
[ 7o <|'Y E?’) < @ de

b —_—
f V) @ dt

Lv.m’.

3.4. Formes exactes; champs gradients.

une courbe, on a

L(V ) dl

DEFINITION 3.9. Soit Q un ouvert de R?.
(1) On dit qu’une forme différentielle w définie sur Q) est exacte sur Q s’il existe
une fonction f de classe Ct sur §) telle que w = df.

(2) On dit qu’un champ de vecteurs V sur Q est un champ gradient s’il existe
une fonction f € C1(Q) telle que V= ?f.

Remarque 1. Par définition, une forme différentielle w = Pdx + Qdy est exacte si
et seulement si le champ de vecteurs V= ( 5 ) est un champ gradient.

Remarque 2. La notion de champ gradient a un sens sur RV pour tout N € N*, et
pas seulement pour N = 2.

Exemple. La forme différentielle w = 32%y%dx 4 223y est exacte sur R? : on a
w=df ou f(z,y) = =%y
PropPOSITION 3.10. Si w = Pdx + Qdy est une forme différentielle exacte et de

classe C', alors & aQ = a—P De maniéere équivalente, si V= (g) est un champ gradient

de classe C', alors %—Cj — a—P =0.

DEMONSTRATION. Si w = df pour une certaine fonction f € C1(£2), alors % =P
et % = . Comme P et Q sont de classe C', la fonction f est en fait de classe C2. On

'\2 2
axafy = (%aj; , et on en déduit

0Q o (of of\ P
0-£()-30-%

DiGRrEssION. Champs gradients et rotationnel.

sait qu’on a

0

Soit W un champ de vecteurs sur un ouvert de R3. Alors W a trois composantes :
on écrit W = <R> Le rotationnel de W est le champ de vecteurs rot(W) défini par

R _ 0Q
— o |5
I‘Ot(W) == % _— gf}zj
Jr  Jy
Formellement, on a
0
= P
— = 9 —
rot(W) = aﬁ AlQl=V AW,
il R
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oll “A” est le produit vectoriel sur R3.
On montre exactement comme plus haut (en utilisant la symétrie des “dérivées
—
partielles croisées” pour une fonction de classe C?) que si W est un champ gradient de
1 e =4 r~d
classe C*, alors rot(WW) = 0.
Soit maintenant V = (g) un champ de vecteurs (de classe C!) sur un ouvert
Q < R%. En posant QO =0Qx R, on peut considérer V comme un champ de vecteurs

~ P
sur €2 (& valeurs dans R3) en identifiant V au champ de vecteurs (%2) ; autrement dit

en posant
P(x,y)
V(z,y,2) = | Qz,y)
0
On a alors

0

rob(V) = 0
Q _ 9P
ox oy

donc la condition “%—g — %—I; = 0" de la proposition précédente signifie exactement que

ot(V)=10.

DEFINITION 3.11. On dit qu’une forme différentielle w = Pdx + Qdy est fermée

si elle est de classe C' et vérifie % = %—};- On dit qu’un champ de vecteurs V est

irrotationnel s’il est de classe C et vérifie Tob(V) = 0.

La discussion précédente se résume donc ainsi :
exacte = fermée

champ gradient = irrotationnel

Exemple 1. La forme différentielle w = x3y*dz + (52 + y?)dy n’est pas fermée, donc
elle n’est pas exacte sur R?.

Exemple 2. Soit w = 24U forme différentielle définie sur 2 = R*\{(0,0)}. Alors

w est fermée, mais elle n’est pas exacte.

DEMONSTRATION. On a w = Pz + Qdy avec P(z,y) = ﬁ et Q(z,y) =

Ja . 7 (')Q _ y2*$2
et on vérifie sans difficulté que 7% = %5 v

Si w était exacte, w = df, on devrait avoir Srw = SF df = 0 pour toute courbe
fermée I' = R%\{(0,0)}, d’apres le théoreme fondamental de analyse (voir 'exemple 1
apres la définition de l'intégrale curviligne). Mais si on prend pour I" un cercle centré en
(0,0), onavuquona {w = 27 (exemple 2 apres la définition de I'intégrale curviligne).
Par conséquent, w ne peut pas étre exacte. ]

-z _
2 +y2 9

= %—1;- Donc w est fermée.

La démonstration faite dans ’exemple 2 a mis en évidence une autre condition
nécessaire d’exactitude : si une forme différentielle w est exacte sur un ouvert €2, alors
I'intégrale de w sur tout chemin fermé dont l'image est contenue dans €2 doit valoir
0. Il se trouve que contrairement a la “fermeture”, cette condition est en fait une
caractérisation de I'exactitude. C’est le contenu du théoreme suivant.

THEOREME 3.12. Soit Q un ouvert de R?. Une forme différentielle w continue sur
Q est exacte si et seulement si on a §pw = 0 pour toute courbe (orientée) fermée
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I' € Q. De maniére équivalente, un champ de vecteurs V sur Q est un champ gradient
—>
si et seulement si on a SF V.d =0 pour toute courbe fermée I' < ().

DEMONSTRATION. On a déja vu que la condition est nécessaire, et méme que si
w est exacte, alors va = ( pour tout chemin fermé dont I'image est contenue dans
) (méme si cette image n’est pas une courbe réguliere). On va montrer que si cette
derniére propriété est satisfaite, alors est exacte. (C’est un résultat a priori un peu
moins fort que celui énoncé dans le théoréme, mais en fait équivalent). Dans la suite,
on supposera que l'ouvert €} est connexe, ce qui signifie qu’il est toujours possible
de relier deux points quelconques de 2 par un chemin v dont 'image est entierement
contenu dans €.

Fixons un point p € . Le point clé est 1'observation suivante : si z est un point
quelconques de €2 et si 1 et v sont deux chemins reliant p a z et dont les images sont
entierement contenus dans €2, alors S% w = Sw' En effet, en mettant bout a bout les
chemins v et “y, parcouru en sens inverse” (de z vers p), on obtient une chemin fermé
7. Par hypothese sur w, on a donc Sﬂ/w = 0, autrement dit S% w— S%) w = 0.

Cette observation permet de définir une fonction f : 2 - R comme suit :

f<z>=fzw,

ou I', est n’importe quel chemin reliant p a z et dont I’image est entierement contenue
dans Q. On va montrer que f est de classe C! avec df = w.
of

Ecrivons w = Pdx + Qdy. On va se contenter de montrer que 7, existe en tout

point, avec % = P. (Le raisonnement serait identique pour montrer que % =Q).

Fixons un point zp = (x0,y0) € Q. Comme 2 est ouvert, on sait que si { € R est
assez proche de zp et si on pose z = (£, y0), alors le segment [z, z] est entiérement
contenu dans 2. Pour calculer f(z) on peut donc prendre pour v, le chemin “y,, suivi
du segment [2g, z]”. On a ainsi

flz) = f w + J w
Yzo [20,2]
~ )+ | Pdz + Qdy.
[(w()vyo)v(g»yo)]
autrement dit
3
J(& yo) = f(wo,y0) +L P(x,y0) dx .

Comme la fonction P est continue, on en déduit (d’apres le théoreme fondamental
de 'analyse), que la fonction & — f(&,y0) est de classe C! au voisinage de g avec pour
dérivée P(,yo). En particulier, %(zo) existe et vaut P(zp). Comme le point zy € £
est quelconque, cela termine la démonstration.

O

4. La formule de Green-Riemann

4.1. Enoncé général, et preuve dans un cas simple. La “formule magique”
suivante relie I'intégrale d’'une forme différentielle w = Pdx+Qdy sur une courbe fermée
a l'intégrale de la fonction “témoin de fermeture” 9Q _ %—I; sur le domaine entouré par

axr
la courbe.
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THEOREME 4.1. (formule de Green-Riemann)

Soit I' = R? une courbe fermée réguliére entourant un domaine D. On oriente T’
dans le sens positif.
Siw = Pdx+Qdy est une forme différentielle de classe C' sur un ouvert contenant

DuT, alors
f de—i—Qdy:f (8@_8]3) dxdy .
T D ox (9y

De maniere équivalente : si V = (5) est un champ de vecteurs de classe C' au
voisinage de D U T, alors

LV-EZ’:JD<‘;§—Z];>dxdy.

PREUVE DANS UN CAS TRES PARTICULIER. On va démontrer la formule de Green-
Riemann dans le cas ou la courbe T est le bord d’'un rectangle D = ]a,b[x]c,d[. La
vérification est alors un calcul direct mais cependant intéressant, basé sur le théoréme
fondamental de I’analyse et le théoréme de Fubini :

Jb P(z,c)dx + Ld Qb,y)dy — fb P(z,d)dx — Ld Q(a,y)dy

a a

J Pdx + Qdy
r
b

| '[Q(b) - Qo) ]y - | [Pt = Pa.d)]as
fd ZZ)(% y) dy> dz

[ ([, o) [ (]

0Q oP
L (a B ay> dody

Une premiere conséquence importante de la formule de Green-Riemann est le fait
que sur certains ouverts, toute forme différentielle fermée est exacte.

O

COROLLAIRE 4.2. Soit Q < R? un ouvert simplement connexe, ce qui signifie
que pour toute courbe fermée I' < Q, le domaine D entouré par I' est entierement
contenu dans ). Alors toute forme différentielle fermée sur §2 est exacte. De maniére
équivalente, tout champ de vecteurs irrotationnel sur §2 est un champ gradient.

DEMONSTRATION. Soit w = Pdx + Qdy une forme différentielle fermée sur €.
L’hypothese fait sur 2 permet d’appliquer la formule de Green-Riemann a toute courbe
fermée I' < 2, et comme w est fermée on obtient Srw = 0 pour une telle courbe T'.
D’apres le théoreme [3.12 on en déduit que w est exacte. O

Exercice 1. Montrer que tout ouvert convexe de R? est simplement connexe.
Ezercice 2. Montrer que Q = R%\{(0,0)} n’est pas simplement connexe.

FEzercice 3. Montrer directement (i.e. sans utiliser le corollaire [4.2)) que toute forme
différentielle fermée sur 2 = R? est exacte. (Suggestion : en écrivant w = Pdx + Qdy,
commencer par trouver toutes les fonctions f € C*(R?) telles que % = P).

Une deuxieme conséquence est la caractérisation suivante des champs de vecteurs
irrotationnels.
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COROLLAIRE 4.3. Soit V un champ de vecteurs de classe C* sur un ouvert Q < R2.
—
Alors V est irrotationnel si et seulement si on a SF V.dl =0 pour toute courbe fermée
réguliere I' < Q entourant un domaine D entiérement contenu dans §Q.

DEMONSTRATION. D’apres la formule de Green-Riemann et en posant ¢ = %—g—%—g,
cela revient & montrer que si ¢ est une fonction continue sur €2 (a valeurs réelles), alors
¢ = 0 si et seulement si {, @¢(z,y) dedy = 0 pour tout domaine D entouré par une
courbe fermée I avec D U I' < (.

Evidemment, si ¢ = 0 alors §p ¢(x, y) dedy pour tout domaine D < Q. Inversement,
supposons ¢ # 0 : il s’agit de trouver une courbe I' entourant un domaine D < 2 tel que
$pd(x,y) dedy # 0. La fonction ¢ prend par exemple une valeur strictement positive
en un point pg = (xg,yp) € . Par continuité, on peut trouver € > 0 et un cercle I'
centré en py (entourant un disque D) tels que I' U D < Q et ¢(x,y) = € sur D. On a

alors { ¢(x,y) dedy > € aire(D) > 0, donc la courbe I' convient. O

Enfin, la formule de Green-Riemann permet de voir que ce qu’on a constaté plus
haut dans le cas d’une ellipse est en fait une propriété tres générale.

COROLLAIRE 4.4. Si ' © R? est une courbe fermée réquliére entourant un domaine
D et orientée dans le sens positif, alors

1
aire(D) = 5 J xdy — ydx .
r

DEMONSTRATION. D’apres la formule de Green-Riemann, on a

J —ydr + xdy = J Az) _ o=y) dzdy = QJ dxdy = 2 aire(D) .
r p\ 0% dy D

O

Exercice. Soit f : R — R une fonction de classe C!. Montrer que pour toute courbe
fermée réguliere I' © R?, on a (. f(2)dy = §. f(y)dz.

4.2. Preuve de Green-Riemann dans un cas assez général. Soit I' — R?
une courbe fermée réguliere entourant un domaine D. On va démontrer la formule de
Green-Riemann en supposant que D U I est un “rectangle déformé”. De fagon précise,
on suppose qu’il existe un rectangle Dy = Ja, b[x]c, d[ (dont le bord est noté I'y) et une
application ® : Dy u 'y — D u I vérifiant les propriétés suivantes :

e ¥ est un difféomorphisme de Dy sur D;
e &(Iy) =T

e ® est de classe C? sur Dy u Iy (ce qui signifie que ® peut se prolonger en une
fonction de classe C? sur un ouvert contenant Dy U I'y).

Pour éviter des écritures trop lourdes, on va établir la formule de Green-Riemann
uniquement pour une forme différentielle du type w = Pdx. (Le cas “Qdy” se traiterait
de la méme fagon, et le cas général s’obtient en ajoutant ces deux cas particuliers). Il
s’agit donc de vérifier qu'on a

dexz—f a—Pal:ndy.
r p 0y

On admettra les deux faits suivants.
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FAIT 1. On peut supposer que le déterminant jacobien Jg(u,v) est partout stric-
tement positif sur Dy.

FAIT 2. Si g est un paramétrage de I'g compatible avec 'orientation “positive”,
alors v = ® o v est un paramétrage de I' compatible avec I'orientation positive.

Soit g : [a,b] — R? un paramétrage de I'g compatible avec l’orientation positive,
et écrivons vo(t) = (u(t),v(t)). En posant ®(u,v) = (X (u,v),Y (u,v)), la courbe T’
se parametre par y(t) = (x(t),y(t)), ou x(t) = X(u(t),v(t)) et y(t) = Y(u(t),v(t))
(d’apres le fait 2). On a donc

b
L Pdr = jP<X<u<t>,v(t»,Y(u(t),v(t)))d[x<u<t>>,v<t>>]dt

dt
b
= [ P, v ) (G, o) )+ 5 tule) vo) d
- f P(X,Y) ‘ZXdu+P(X, Y) %de.
T'o u v

Comme I'y est le bord d’un rectangle et comme on a vu que la formule de Green-
Riemann est vraie pour les rectangles, on en déduit

(4.1) f Pdx = L:O {;u {P(X Y) %ﬂ ;v [P(X,Y) aaﬂ } dudv .

Mainetenant, on doit calculer un peu. D’apres formules pour les dérivées partielles
d’une fonction composée, on a

0 0X 0 0X *X
5 (P(X Y) au) = - (P(X,Y) 5+ P(XY) 5=
oP 8X oP oY\ 0X *?X
B (6 (XY) 50 ou (3 oy XY ﬁu) e tPXY) 55 dudv’

et de méme :

0 0X oP 0X 0P oY\ X 02X
(P(X Y) ) = <ax(X,Y) ot @(X, Y) 6’0) +P(X)Y)—

ov ou ou ovou
Comme gigf} gjgi , on obtient donc apres simplification :
0 0X 0 0X 0P oY 0X Y X
Em (P<X Y) % ) E™ <P<X Y) au> = Y <auav - avau>
0P
= —@((I)(u,v)) X J‘P(uvv)v

Y 0X Y 0X
car (X,Y) = ®(u,v) et donc 55 — 55 = Ja(u,v).
Comme de plus Jg = |Jg| puisqu’on suppose depuis le début que Jg > 0 (fait 1),
on peut alors conclure en revenant & (4.1)) et en utilisant la formule de changement

de variable :



4. LA FORMULE DE GREEN-RIEMANN e

op
Lde _ —JDOay(@(u,v))u@(u,v)ldudv

oP
= — —(z,y) dzdy
L(DO) ay( )

= — a—P dxdy .
D Y
4.3. Une autre preuve, dans un autre cas. Pour faire encore quelques jolis
calculs, on va donner une autre démonstration de la formule de Green-Riemann, dans
le cas oi1 D est le domaine compris entre deux graphes de fonctions de classe C!.
De fagon précise, on suppose que le domaine D est de la forme

D ={(z,y); z€]a, bl et f(z) <y <g(x)},

ot f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a,b], de classe C! sur Ja, b[,
avec f(x) < g(x) pour tout x € |a, b|.

Dans ce cas, la courbe I' est la réunion des graphes I'y et I'y et des deux segments
verticaux (éventuellement réduit(s) & un point) joignant d’une part les points A =
(a, f(a)) et D = (a,g(a)), et d’autre part les points B = (b, f(b)) et C = (b, g(b)).

Si w est un forme différentielle continue sur I', on a alors (compte tenu des conven-

tl.ODS (1,()1 ient a,‘ i()n)
f c g [ ]

En écrivant w = Pdz + Qdy, on obtient donc

b b
JPM+Q@::JFMJ@WM+JQWHMU%Mx
I a

g(b)
+ Q(b,y) dy
f(b)

_ (fb P(x,g(x)) dx + Lb Q(z, g(z)) g/(x)da;>

g(a)
— Qa,y)dy.
f(a)

En réorganisant les termes, cela s’écrit encore

de:U+Qdy=A~I—B,
r

ou A et B sont donnés par

b
A= | [P(a.gla) - Pla.f@)] do et

b ‘ g(b) g(a)
B=f[@%&Wﬂ@—QWﬂ@M%H®+ Q) dy— [ Qlary)dy.
a f(b) f(a)
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Le terme A est facile a calculer en utilisant le théoreme fondamental de 'analyse :

b [ r9@) pp
A = —f f (m,y)dy) dx
a ( f(zx) dy

oP
= —f a—ydxdy.

Il reste donc a voir que B est égal a SD s dxdy. Pour cela, on va utiliser le fait
suivant

FAIT. Soit F la fonction définie sur Ja, b| par
g9(x)
F(z) = Q(z,y) dy
f(z)

Alors F est de classe C! et on a

g(x)
F(@) = Qag(0)) /() — Qo f@) @) + [ 2

d
i) 0@ —(z,y)dy.

PREUVE DU FAIT. Soit ® la fonction de trois variables définie par
U
D (u,v,2) = f Q(z,y) dy
u

Alors ® est de classe C! et ses dérivées partielles sont données par

(u,v,2) = —Q(x,u)
% L, (u,v,1) = Q(z,v)
% u,0,2) = 5, B,y dy
Comme F(z) = ®(f(x),g(x),x), on en déduit que F est de classe C! avec
Fa) = (s, ge)2) 5 @)+ o (7). (@), 2) x o (@) + oo (f(), gla), ) x 1

9(%) 90

~ Qg @) - Q@) P + | Ty,
flz) OF
Revenons maintenant au calcul de B : par définition de la fonction F' et d’apres le
fait, on a
b 9(x) 6Q
B = J —F'(:U)+f o —(z,y)dy | dx + F(b) — F(a)
a f(z)
) o
= —[F]Z+f f % (a,y)dy | do + [F1:
o \Jf@) 0%
aQ
= dxd
(937 ey
Ceci termine la preuve de Green-Riemann dans le cas considéré. ]

4.4. Autres formulations. On va maintenant donner deux “ré-écritures” de la
formule de Green-Riemann, qui ont 'avantage d’étre immédiatement généralisables en
dimension 3.
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4.5. La formule de Stokes. Rappelons que si V= (5) est un champ de vec-
teurs sur un ouvert 2 — R?, on peut considérer V' comme un champ de vecteurs a
P ~
valeurs dans R? en l'identifiant au champ (Q) (défini sur 2 = Q x R). On a alors
0

0
rot(V) = 0

2Q opP

ox ox
NOTATIONS. Si ¥ est une partie de R?, on identifie ¥ & une partie de R? contenue

. 0
dans le plan des zy. Pour tout point £ € X, on note nw le vecteur ((1)) (vecteur “normal”

a X au point ). Si W est un champ de vecteurs & valeurs dans R3 défini (et continu)
sur X, on pose

j W)d_q;:j W)~7T§dxdy.
b)) b))
On dit que SZ W - dd est le “flux’ du champ de vecteurs W a travers X.

Le résultat suivant est une reformulation immédiate de la formule de Green-Riemann,
ol on a juste changé quelques notations.
PROPOSITION 4.5. (formule de Stokes)

Soit ¥ = R? un domaine entouré par une courbe fermée réguliere T' (orientée

positivement). Si V = (5) est un champ de vecteurs de classe C' au voisinage de
X uTl, alors

LV-EZ:LE‘E(V)d—Lﬁ.

DEMONSTRATION. C’est évident d’apres la formule de Green-Riemann, puisque

0 0
rot(V) - iz = 0 o=@k
%Q_?Tp 1 or Or

0

4.6. La formule de la divergence. Si V= (g) est un champ de vecteurs de

classe C! sur un ouvert de R2, la divergence de V est la fonction div(v) définie par

aiv(7) = £ + 2.

=—+
or 0y
Formellement, on a donc

diwmzv.v:(z%).v.

NOTATIONS. Soit ¥ c R? une courbe fermée réguliere de classe C! entourant un
domaine D. Pour tout point £ € ¥, on note n3 (&) le vecteur normal & 3 au point &
(i.e. perpendiculaire a la tangente & X au point &) unitaire (i.e. de norme 1) et dirigé
vers extérieur du domaine D. Si V est un champ de vecteurs continu sur 3, on pose

LT/’-d’cﬁ:LV’-@dl.

On dit que Sz V - d® est le flux du champ de vecteurs V & travers Y.
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THEOREME 4.6. (formule de la divergence)

Soit ¥ = R? une courbe fermée réguliére de classe C' entourant un domaine D. Si
V = (5) est un champ de vecteurs de classe C' au voisinage de D U X, alors
Q

L V. dd = L div(V) dady .

DEMONSTRATION. Orientons la courbe ¥ dans le sens positif (le domaine D &
gauche), et pour £ € ¥, notons 7% (§) le vecteur unitaire tangent & ¥ au point &.
Par définition, les vecteurs n3(§) et T%(§) sont unitaires et orthogonaux, et de plus
(T2(€),n%(§)) est orienté dans le sens indirect car 7y (&) est dirigé vers l'extérieur du

domaine D. Si on écrit T2 (§) = (Z((g ), on a donc

m© = ().
On en déduit

VE -6 = bE)P(E) —a(©)Q(e)
= W(E =),

oll on a posé W = (_g). En appliquant la formule de Green-Riemann au champ de

vecteurs W, on obtient donc

[va - [
:f 3
(- 52)

= L; div(V) dady .

=
3l

\el
%l

O

La formule de la divergence permet de caractériser les champs de vecteurs V a
divergence nulle, i.e. vérifiant diV(X_/)) =0:

COROLLAIRE 4.7. Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert Q  R2.
—
Alors V est a divergence nulle si et seulement si on a SE V.dd =0 pour toute courbe
fermée réguliére ¥ < Q entourant un domaine D entiérement contenu dans €.

DEMONSTRATION. D’apres la formule de la divergence et en posant ¢ = div(V),
il s’agit de montrer qu’'une fonction ¢ continue sur €2 est identiquement nulle si et
seulement si on a { ¢(x,y) dzdy = 0 pour tout domaine D  entouré par une courbe
I' c Q. Cela a déja été fait, dans la preuve du corollaire ]

Pour finir, voici une autre formule tres importante, faisant cette fois intervenir
I'opérateur laplacien. Si f est une fonction de classe C? sur un ouvert de R?, le
laplacien de f est la fonction Af définie par

f f
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Autrement dit :

Af=V -Vf=div(Vy).

COROLLAIRE 4.8. (formule de Green)
Soit ¥ < R? une courbe fermée régulicre entourant un domaine D. Siu et v sont
deuz fonctions de classe C? au voisinage de D U X, alors

f (uVo —vVu) L dd = f (uAv — v Au) dzdy .
b D
DEMONSTRATION. Un calcul facile montre qu’on a

div(u Vo) = Vi - Vo + uAv.

Si on applique la formule de la divergence au champ de vecteurs V=u W, on obtient
donc

—

J(uﬁ)-d@ = J (W-W—i—uAv)d:rdy.

by D

En permutant les roles de u et v, on a également
J(vv—ﬁ)ﬁzf (W-ﬁvaAu)d:ﬂdy.
by D

En faisant la différence de ces deux identités (et comme Vu - Vo = Vo - V) on

obtient la formule de Green.
O

Une fonction u de classe C? est dite harmonique si elle vérifie Au = 0. En faisant
v = 0 dans la formule de Green et en raisonnant comme dans la preuve du corollaire
(ou mieux : en appliquant au champ de vecteurs V = ﬁ), on obtient la
caractérisation suivante des fonctions harmoniques :

COROLLAIRE 4.9. Soit Q un ouvert de R?, et soit u une fonction de classe C* sur
—
Q. Alors u est harmonique si et seulement si on a Sz Vu-dd =0 pour toute courbe
fermée X < Q entourant un domaine D entiérement contenu dans Q.

Exercice. Soit u une fonction harmonique sur un ouvert < R?.

(a) Montrer que si D < 2 est un domaine entouré par une courbe fermée réguliere

>, alors
f W’u?d:cdy:f(u%)-da
D >

(b) En déduire que si u est nulle sur la courbe 3, alors elle est nulle dans le
domaine D.






Chapitre 4

Intégrales de surface

1. Surfaces

1.1. Surfaces paramétrées, et surfaces “générales”.

DEFINITION 1.1. Soit ¥ une partie de R3. On dit que ¥ est une surface pa-
ramétrée si “on peut décrire ¥ a l'aide de deuxr paramétres”. De facon précise, s’il
existe une application ® = U — R3 définie sur un ouvert U de R? et de classe C' telle
que

(i) ®(U) =3, et ® est une bijection de U sur ¥ ;
(ii) ® est un homéomorphisme, i.c. lapplication ®~' : ¥ — U est continue;

0 o
(iii) Pour tout (u,v) € U, les vecteurs a—(u,v) et (a—(u,’u) sont linéairement
u v

indépendants.

On dit alors que ® est un paramétrage de la surface 3.
Exemple 1. Parallélogramme.

Soit ¥ I’“intérieur” d'un parallélogramme ABCD de R3. Analytiquement, ¥ est
—
I'ensemble des points M € R3 tel que le vecteur AM s’écrive sous la forme

mzu@—kv;ﬁ,

oun0<u<let0<wv<1 SionposeU =]0,1[x]0,1[, on a donc ¥ = &(U), ou
® : U — R3 est définie par

®(u,v) = A+ uAB +vAD.

Comme les vecteurs AB et CD ne sont pas colinéaires, ’application ® est injective, et
est donc une bijection de U sur . Si § = ®(u,v) est un point de X, alors u et v sont
les coordonnées de £ dans le repere A,A—B),@ du plan (ABC), donc (u,v) dépend
contintiment di, ¢ ; autrement dit, l’applicat_io)n &~ ! est continue sur ¥. Enfin, on a

0 0P op 00
P AB et — = Azj, donc les vecteurs e et e sont linéairement indépendants
u u v

v
en tout point (u,v). Ainsi, ¥ est une surface paramétrée.
Exemple 2. Graphe d’une fonction.

Soit U un ouvert de R2. Si f : U — R est une fonction de classe C!, alors son
graphe X est une surface paramétrée. On obtient un paramétrage ® en posant, pour
(u,v) e U :

O (u,v) = (u,v, ®(u,v)).

83
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Il est clair que @ est une bijection de U sur ¥y. On a ®~!(z,y,2) = (z,y) pour tout
(z,y,2) € By, donc &1 est continue. Enfin, on a

—(u,v) = 0 et —(u,v) = 1 ,

ou of ov of

ou (’LL, ’U) ou (U, ’U)

et on voit facilement que ces vecteurs sont linéairement indépendants.
Voici maintenant la définition d’une surface “générale”.

DEFINITION 1.2. On dira qu’une partie ¥ de R® est une surface si “L est une
surface paramétrée au voisinage de chaque point”. De facon précise, si pour tout point
§ € X, on peut trouver un voisinage ouvert We de & tel que We N X est une surface
paramétrée. Si ® : U — R3 est un paramétrage de We 'Y (pour un certain voisinage
We de &), on dit que ® est un paramétrage local de ¥ au point .

On admettra le résultat suivant, qui donne un moyen facile de reconnaitre une
surface. C’est une conséquence assez simple d’un résultat qui ne l'est pas (simple),
qu’on appelle le théoréme des fonctions implicites.

PROPOSITION 1.3. Soit F :  — R une fonction de classe C* sur un ouvert Q — R3,
et soit ¥ = {(z,y,2) € Q; F(x,y,z) = 0}. On supose que le gradient de F' ne s’annule
en aucun point de ¥. Alors ¥ est une surface.

Remarque. 1l est tres facile de se convaincre que cet énoncé est vrai. L’équation
F(z,y,z) = 0 donne une relation entre z,y, z, donc supprime un “degré de liberté”.
Il reste par conséquent deux degrés de liberté, et on obtient “donc” une surface.

Exemple 1. Plan.

Un plan IT < R3? peut étre défini par une équation (dite “cartésienne”) de la
forme ax + by + cz = d, ou (a,b,c) # (0,0,0). La fonction F' définie par F(x,y,z) =
ar + by + z — d vérifie V)F(x,y, z) = (g) # 0 pour tout (z,9,2) € R3, donc II =
{(z,y,2); F(x,y,z) = 0} est une surface.

Exemple 2. Sphere.

Soir R > 0, et soit m € R3. La sphére S(m, R) de centre m et de rayon R est
I'ensemble des points u € R? & distance exactement R de m. Analytiquement, on a
S(m,R) = {(z,9,2) € R® (z — 2m)? + (y — ym)? + (2 — 2m)? = R?}. La fonction F
définie par F(z,y,2) = (x — 2m)* + (y — ym)? + (2 — 2m)? — R? vérifie

2(x—xm)
VF(z,y,2) = <2(yym)> .
2(z—2zm)
Si (z,y,2) € S(m, R), alors on a certainement (z,y, z) # m et donc ¥ F(z,y,2) # 0.
Par conséquent, S(m, R) = {(x,y,2); F(x,y,z) = 0} est une surface.
Exemple 3. Cylindre.

Soient R, h > 0, et soit C(R, h) la “partie latérale” du cylindre de hauteur h basé
sur le disque de centre 0 et de rayon R situé dans le plan des zy. Analytiquement,
on a C(R,h) = {(z,y,2) € R} 0 < 2z < h et 22 +y?> = R%}. Si on pose ) =
{(z,y,2) € R3% 0 < 2z < h} et F(z,y,2) = 22 + y?> — R?, alors Q est un ouvert de

R3 et C(R,h) = {(z,y,2) € ; F(x,y,2) = 0}. On a VF(x,y,z) = (%(?), et donc
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ﬁF(m,y,z) + 0 pour tout (z,y,z) € C(R, h) car (z,y,z) # (0,0,0). Donc C(R, h) est
une surface.

Le lemme suivant va jouer exactement le méme role que ’énoncé du méme nom vu
pour les courbes.

LEMME 1.4. (lemme de changements de parametres)

Soit ¥ une surface paramétré. Si ® : U — R3 et ¥ : U' — R3 sont deux pa-
ramétrages de X, alors il existe une unique bijection © : U — U’ telle que ®(u,v) =
U(O(u,v)), et cette bijection © est un difféomorphisme de U sur U'.

DEMONSTRATION. La premiere partie est claire : on a nécessairement © = W~ 1o®,
De plus, © est continue car ® et ¥~! sont le sont. (La continuité de ¥~ est la condition
(ii) dans la définition d’un paramétrage).

La preuve du fait que O est de classe C' ressemble & celle du lemme de changement
de parametre faite pour les courbes; mais elle demanderait quelques “préliminaires”
pour étre correctement écrite. On admettra donc le résultat.

Enfin, en échangeant les roles de ® et ¥ on voit que ’application © ! est également
de classe C!, autrement dit que © est un difféomorphisme.

O

1.2. Plan tangent a une surface.
DEFINITION 1.5. Soit ¥ une surface de R®. Si & est un point de ¥, le plan tangent

0P
a Y au point £ est le plan passant par & et de vecteurs directeurs a—(u, v) et &—(u, v),
u v

ot ® : U — R? est un paramétrage local de ¥ au point & et ®(u,v) = €.
Remarque. Cette définition est bien indépendante du paramétrage local ®.

DEMONSTRATION. Soient @ : U — R3 et ¥ : U’ — R? deux paramétrages locaux

de ¥ au point &, et écrivons £ = P (ug,vg) = ¥(xg, yo) 1l s’agit de montrer que le plan
—-—
. . % R .
vectoriel engendré par les vecteurs a—(uo,vo) et % — (up,vp) est le méme que celui
u
—

3
engendré par les vecteurs a—(ato, yo) et — (o, Yo)-
x

y
D’apres le lemme de changement de parametres, on a ®(u,v) = ¥(O(u,v)), ou
© est un difféomorphisme de U sur U’. Si on pose O(u,v) = (X (u,v),Y (u,v)), donc
O (u,v) = V(X,Y), alors

Q_E)_LX@:‘I}( )+ 6Y8\I/(XY) t 6—7<I>>_§7X8—7\I}( )+5Y5—\I;
ou  du Oox ou 0y b o T v ov Oy

d’apres les formules de dérivation des fonction composées.
—_—

—_—

On constate donc que les vecteurs (up,vo) et (up,vg) sont combinaisons

v v

oy

ou )

linéaires des vecteurs a—(xo, yo) et — (0, y0)- En échangeant les roles de ® et W (i.e.
x

— —
ov ov

en remplacant © par ©~!), on obtiendrait de méme que a—(:ﬁo, Yo) et a
T Yy

0

combinaisons linéaires de a—(uo, vo) et a—(uo, vo)-. Ainsi, le plan vectoriel engendré
u v

(0, yo) sont
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0 0 v
p;ar) a—u(uo,vo) et a—v(uo,vo) est bien le méme que celui engendré par a—x(xg,yo) et
oV
= . O
5, (70 %0)

EXEMPLE. Si ¥ est une surface d’équation F(z,y,z) = 0, alors le plan tangent a
> en un point £ est le plan passant par £ et orthogonal a v)F(f)

DEMONSTRATION. Soit ® : U — R3 un paramétrage local de ¥ au point £. Par
définition de 3, on a F(®(u,v)) = 0 sur U. En écrivant ®(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)),
en dérivant par rapport & u et en posant { = ®(u,v), on en déduit

oF . oOx oF . oy oF .. 0z

%(f) %(va) + 87;(5) %(u’v> + 5(5) %(Ua v) =0;
et de méme, en dérivant par rapport a v :

oF . oOx oF .. 0Oy oF . 0z

%(f) %(U’U) + @(5) %(Uﬂ/) + 5(5) %(Uav) =0.

Autrement dit :

[ o
VF()- S (W) =0 et VF()- 5y (wv) =0.
Ainsi, pour tout { = ®(u,v) € X, le vecteur ﬁF(f) est orthogonal au plan tangent &
> au point &.

0

Ezercice. Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a la surface d’équation
322 + 2y% + 22 = 20 au point ¢ = (1,2, 3).

1.3. Vecteur normal, orientation.

DEFINITION 1.6. Soit ¥ une surface de R3, et soit € € ¥. On dit qu’un vecteur
7 € R3 est normal a ¥ au point £ si W est orthogonal au plan tangent ¢ ¥ au point

£.
Exemple 1. Si ® : U — R? est un paramétrage local de ¥ au point ¢ et si & =

® [
®(u,v), alors le vecteur a—(u,v) A a—(u,v) est normal & ¥ au point &.
u v

Exemple 2. Si ¥ est une surface d’équation F'(z,y, z) = 0, alors ﬁ(f ) est normal
a X au point &, pour tout £ € X.

DEFINITION 1.7. Soit ¥ une surface de R3. On dit que qu’on a orienté ¥ si on a
choisi en tout point £ € ¥ un vecteur unitaire ns(§) normal a ¥ au point &, de fagon
continue. On dit que la surface X est orientable s’il est possible de l’orienter.

Exemple 1. Toute surface paramétrée ¥ est orientable, et tout paramétrage ® :
U — R3 définit de facon “canonique” une orientation de ¥ : pour ¢ = ®(u,v) € 2, on

pose

(u,v) A a_i)(uv)

,,?é' _ [ ov N7
=() Nz

S (W) a—v(u,v)H .

EUSE
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Exemple 2. Toute surface ¥ définie par une équation F'(z,y, z) = 0 est orientable :
il suffit de poser

VF(¢)

= Sl

2. Intégrale d’une fonction sur une surface; aire

DEFINITION 2.1. Soit ¥ < R3 une surface paramétrée, et soit ® : U — R3 un
paramétrage de 3. Si f : 3 — C est une fonction sur X, on définit l'intégrale de f
sur X, que l’on note Sz fdo, par la formule

dea—f f(@(u,v) H (u,v) A (I)(U,U)Hdudv.

ov

L’aire de la surface 3 est l'intégrale de la fonction f =1 sur X :

o
aire(X f H —(u,v Hdudv
ov
Remarque 1. 11 est sous-entendu que l'intégrale est bien définie : ou bien la fonction
0P
f est positive, ou bien la fonction (u,v) — f(®(u,v)) Ha— A a—” est sommable sur U.
v

Remarque 2. Dans la pratique, il arrive souvent qu’on ait sous la main un pa-
rametrage ® qui ne parametre pas toute la surface ¥, mais seulement ¥ privée d’une
certaine courbe I' (ou privée d’un nombre fini de courbes). Comme les courbes “n’ont
pas d’aire”, la formule donnant 'aire de X reste valable dans ce cas.

Remarque 3. On admettre qu’il est possible de définir I'intégrale d’une fonction
sur une surface “générale” 3. Un cas particulier mérite d’étre signalé : si la surface
Y (ou peut-étre la surface privée d’'un nombre fini de courbes) se décompose en un
nombre fini de surfaces paramétrées Xq,..., Yy, alors l'intégrale sur chaque »; est
bien définie par la formule précédente, et on a SE = 521 +---+ SZN.

LEMME 2.2. La deﬁmtzon précédente a bien un sens; autrement dit, ’intégrale
SU f(@(u,v) H— A —H dudv est indépendante du paramétrage ® choisi pour 3.

DEMONSTRATION. 11 s’agit de montrer que si ® : U — R3 et ¥ : U’ — R3 sont
deux paramétrages de X, alors

ff u,v) H—/\—Hdudv— f(¥(x,y) H—A—Hd:cdy

D’apres le lemme de changement de parametres, on sait qu’il existe un difféomorphisme
O :U — U’ tel que

O(u,v) = ¥(O(u,v)).
Ecrivons O(u,v) = (X (u,v),Y (u,v)), de sorte que ®(u,v) = ¥(X,Y). D’apres les
formules de dérivation des fonctions composées, on a

0% 0X 0V oY 0T T 0X 0T oY 0U

0" dw on oY)+ 5y 50T et oo =S G (K )+ 5r o (XY,
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—

En “développant” le produit vectoriel a— A — et en utilisant les identités (111 A
N __Ou __0v ox
a—\p—ﬁ) a—\I’Aa—\Ij ta—\p/\a—qj——a—quaqj on en déduit
or oy "oy oy Naw T Taw Dy 0N
B 0B 0X 00 Y v 0X 00 oY ov
N T <5u P —(X,Y) + é’u&y(X’Y)> (81} P —(X,Y) + &v&y(X’Y)>

0X dY  0X oY\ 0w o
- (auav - avau> V) A G (Y
oW ov
= Jo(u,v) a0 Y (O(u,v)).
Par conséquent, on obtient
U ﬁf
f f(®(u,v) H— A —Hdudv = J F(U(O(u,v) HJ@ u,v) — 5 8 (O(u, v))H
U U T
ov
- | e )* A S (O, )| 1o, v)] dude
U 5y
- ) H% : a*dexdyv
ou on a utilisé la formule de changement de variables a la derniere ligne. U

Il est important de traiter quelques exemples tres simples pour se convaincre que
la définition de I’aire d’une surface est bien “la bonne”.

Exemple 1. Aire d’un parallélogramme.

Soit ABCD un parallelogramme de R3. On s’attend & trouver que 'aire de ABC D
est égale & |AB A AD|. Lintérieur de ABCD se paramétre par

O(u,v) = A+uAB +vAD,

ou (u,v) €]0,1[x]O0, [Ona—Zﬁe —U—E et donc

aire(ABCD) Jo Jo |AB A AD| dudv

|AB A AD)| .

Exemple 2. Aire d’un graphe.

Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une fonction de classe C'. On a vu
que le graphe de f se parametre par ®(u,v) = (u,v, f(u,v)), ou (u,v) € U. On a

&3 ! 0 0
a(u,v) = <a£&70)> et %(u,v) = (%(Z,v)>’ et donc

® @[
8u/\811 _17



2. INTEGRALE D’UNE FONCTION SUR UNE SURFACE; AIRE 89

On en déduit

8 0 of\?  [of\?
o ¢1+<6u>+<%>

\V1+[V 2,

et par conséquent ’aire du graphe de f est donnée par

aire(Xy) = JU \/1 + |V £ (u,0)|2 dudv .

Exemple 3. Aire d’une sphere.

Soir R > 0, et soit Sg la sphére de centre 0 et de rayon R. Pour paramétrer Sg, il
est tres naturel d’utiliser les coordonnées ... sphériques : en posant

®(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, R cosu)

pour 0 <u < met 0<wv< 2w, on obtient “presque toute la sphere” ; de fagon précise,
la sphére X privée d’un demi-cercle situé dans le plan des xzz. (Si on “fermait” les
intervalles en prenant (u,v) dans [0, 7] % [0, 27] on obtiendrait vraiment toute la sphere,
mais le domaine de définition de ® ne _se)rait plus un ouvert de R?).

-
0D R cosucosv oD —Rsinusinv
On a —(u,v) = <Rcosusinv> et —(u,v) = ( Rsinucosv ), donc
ou —Rsinu ov -0
= A 2sin ucos v
B B [ sin” uc
— A= = R?sin“usinv
ou Ov

R? sinu cos u(cos? v + sin? v)
R? sin? u cos v

= R2sin® usinv
R?sinucosu

= Rsinu x W,
ot M = ®(u,v). Comme [0M| = R (puisque M est sur la sphére Sg) et comme
@ 0T
sinu > 0 (car u €]0,7[) on a donc 20l = R? sinu. Ainsi, on obtient
u

27
aire(Sg) = J J R? sin u dudv
o Jo

vy
= 27 R? J sinu du
0

= 4n R?.

Plus généralement, si f est une fonction définie sur Sg, alors

27w
= 2 sin
fdo = L Lf(fb(u,v))R sin u dudv

Sr

2T
J f f(Rsin @ cos p, Rsin@sin o, Rcos ) R*sinf dfdyp .
0 0

Exemple 4. Aire d’un cylindre.
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Soient R, h > 0, et soit C(R, h) la surface latérale du cylindre de hauteur h basé
sur le disque de centre 0 et de rayon R situé dans le plan des zy. On parametre C(R, h)
en utilisant les coordonnées cylindriques : en posant

®(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v)

pour 0 < u < 2w et 0 < v < h, on obtient tout le cylindre sauf le segment vertical
—-—

ﬁ —Rsinu 0P
d’extrémités (R, 0,0) et (R,0,h). On a %(u,v) = ( RRC(c))su ) et %(u, v) = (%), donc
@ @ [Reos
— A= = Rsinu
ou  0v 0
Par conséquent a—q) A a—q) = R et donc
ou v

h 2w
aire(C(R,h)) = J J Rdudv = 2wRh.
0o Jo

Plus généralement, si f est une fonction définie sur C(R, h), alors

J fdo
C(R,h)

Lh L " F(@(u, v)) R dudv

h r27
J J f(Rcosf, Rsinf, z) RdOdz .
0o Jo

On peut également considérer un cylindre X(R, I) ol la cordonnée z est autorisée
a varier dans un certain intervalle I quelconque (et peut-étre non borné). Dans ce cas,
on obtient

21
f fdasz f(Rcos®, Rsin6, z) Rdfdz .
C(R,I) 1Jo

3. Intégration par tranches

Bien que cela ne soit pas immédiatement apparent, le résultat suivant généralise
les formules d’intégration en coordonnées cylindriques et sphériques.

THEOREME 3.1. Soit Q un ouvert de R?, et soit F : Q — R une fonction de classe
C'. On suppose que YV F ne s’annule en aucun point de ), et pour tout A € R, on note
Yy la surface d’équation F(x,y,z) = X. Avec ces notations, la formule suivante est
valable pour toute fonction f positive ou sommable sur € :

L f(z,y, z) dedydz = fR (LA me do‘) d\.

Remarque 1. Lorsque ¥y = J, l'intégrale SZA(' -+ )do est par convention égale a

0. Donc l'intégrale {; est en réalité une intégrale sur 'ensemble des A € R tels que
X # .

Remarque 2. Comme V F ne s’annule jamais, Y0y est effectivement une surface pour
tout A € R, donc SEA(- -+ )do a bien un sens.
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PREUVE DU THEOREME. On fera la démonstration pour f > 0, et dans un cas
particulier dont on admettra qu’il contient essentiellement toute la généralité.

On va supposer que pour tout A € R la surface Xy est le graphe d’une application
zy : Uy — R définie et de classe C! sur un ouvert Uy  R?; autrement dit :

(az,y,z) € Z)\ — (337y) € U)\ et z = Z)\(Cﬂ,y) .

De plus, on suppose que ' = {(x,y,A); (x,y) € Uy} est un ouvert de R*, et que
I'application z : Q' — R définie par z(x,y,\) = z(z,y) est de classe C* sur €.

Fart. L’application @ : Q' — Q définie par ®(z,y,\) = (z,y,z)\(z,y)) est un
difféomorphisme de €’ sur €2, et son déterminant jacobien est donné par la formule

1
J@(lﬁ,y,)\) =7 :
Tl:(xa%z/\(%y))

PREUVE DU FAIT. Par hypothese, I'application ® est de classe C!' et envoie bien
) dans Q. Pour tout point (x,y,z) € Q, il existe un unique A tel que (z,y,z) € Xy,
a savoir A = F(z,y,2); et on a évidemment z = zy(x,y), i.e. (z,y,2) = ®(z,y,A). 1l
est donc clair que ® est une bijection de € sur 2, avec ®~(z,y, 2) = (z,y, F(z,y, 2)).
Cette formule montre que ®~! est de classe C', donc ® est un difféomorphisme.

La matrice jacobienne de ® en un point (z,y,A) € ' est de la forme

1 0 0
Jacg(z,y,\) = [0 1 0
A ICRTPY

donc Jo(z,y,\) = %(ZL‘,Z/, A). D’autre part, on a par définition F(z,y,z(x,y,\)) =
A pour tout (z,y,\) € Q. En dérivant cette relation par rapport a A, on obtient

%—f(m,y,z(x,y, A)) x g—f\(:v,y,)\) = 1; d’ou finalement
1 1

J@(.T,y,A) = = .
Lz, y,2(2,y,))  E(z,y,2:(z,y))

D’apres le fait et la formule de changement de variables, on a

f f(z,y, 2) dedydz f f(@(z,y, A) |Jp (2, yA)| dedydA
Q Q

_ J j a];('xayvz)\(xay)) dﬂ?dy d\ .
R Uy }%(xvyuz)\(a%y))’
Il suffit donc de vérifier que pour tout A fixé, on a

f(x,y,zA(x,y)) X _ f o
31) ), Py aa )] J, Nk

Comme la surface X est le graphe de la fonction z), on sait qu’on a

/ o = f(a:,y,zk(x,y)) % vz ” 2 do
s | NGk ). o < Vi Vol dady.
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De plus, en dérivant la relation F(x,y,zx(x,y)) par rapport a x et a y, on obtient

oF oF aZ)\ .
%(%%ZA(%Z/)) + £<$,y,ZA($,y)) X %(mvy) - 07

oF oF aZ)\
afy(rv,y,m(w,y)) + g(:&y,m(w,y)) X Ty(ﬂf,y) =0.

On en déduit

YRR CORNCR ) I W (CURACHY)
oz Lla,yza(z,y)  ox Lla,y,za(x,y)

ce qui donne

o @y, za(,9))? + G (2,9, 20(2,9))?
%L (2, y,2a(2,9))>?
[V, y 2 )
%z, y,ZA(az y))?
En reportant cette expression dans , on obtient bien , ce qui termine la
démonstration. 0

1+ [Vaa(z,y)? = 1+

Exemple 1. Coordonnées sphériques.

Soit © = R3\{(0,0,0)}, et soit F : Q@ — R la fonction définie par F(z,y,2) =
2
22+ y?+22. Ona VF(ac,y, z) = <§Z>’ donc V F ne s’annule pas sur () et
z

HvF(m,y,z)H =222 +y? + 22.

Pour tout A > 0, la surface ¥, d’équation F(x,y,z) = A est la sphere de centre 0 et
de rayon v/, et on a [VF(€)| = 2V/A pour tout & € $y. Bien sir, on a £y = & si
A < 0. Enfin, I'intégrale d'une fonction f sur € est égale & son intégrale sur R? car
R3\Q = {(0,0,0)} est de mesure nulle. D’apres le théoréme on a donc

([ -
Sy ydsaytz = ([ Lae)an,

pour toute fonction f positive ou sommable sur R3.
En posant r = /X et en notant S, la sphére de centre 0 et de rayon r, cela s’écrit

encore .
f f(z,y,2) dedydz = J (J fda) dr
R3 0 Sy

Enfin, on a vu plus haut qu’on a

2
fdo = f f f(rsinf cos @, rsin @ sin @, r cos ) 7 sin § dfd
Sy 0 0

pour tout r > 0. Ainsi, on retrouve par une méthode un peu alambiquée la formule
d’intégration en coordonnées sphériques :

0 r2m
JRS f(z,y, z) dedydz = fo fo Jo f(rsin 6 cos @, 7 sin O sin @, 7 cos ) 72 sin § dddedr .

Exemple 2. Coordonnées cylindriques.
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Considérons cette fois 2 = R3\(0z) et la fonction F : Q — R définie par F(z,y,2) =
22 +y2. Pour tout A > 0, la surface X d’équation F(z,y,z) = A est le bord du cylindre
infini basé sur le disque de centre 0 et de rayon v/A dans le plan des zy. Comme
Iintégrale d’une fonction sur {2 est égale & son intégrale sur R? (car R¥\Q = (0z) est
de mesure nulle) un calcul analogue au précédent donne alors, en posant r = Vet C,
le bord du cylindre infini basé sur le disque de centre 0 et de rayon r :

» f(z,y, z) dedydz = L (JT fdo') dr

pour toute fonction f positive ou sommable sur R?. Comme on a vu que

21
f fdosz f(rcosf,rsinb, z)rdodz ,
Cr R JO

on retrouve la formule d’intégration en coordonnées cylindriques :

0 2m
ng f(z,y,2z) dedydz —L J}RL f(rcos@,rsiné, z) rdfdzdr .

4. Formule de Stokes et formule de la divergence

En dimension 3, on dispose de 2 versions vraiment différentes de la formule de
Green-Riemann : 'une reliant la circulation d’un champ de vecteurs le long d’une
courbe fermée avec le flux du rotationnel & travers une surface “bordée” par cette
courbe, et I'autre reliant le flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface fermée
avec 'intégrale de la divergence sur le domaine entouré par la surface. Ce sont les

analogues exacts de la proposition et du théoreme du chapitre 3.
4.1. Circulation et flux. Pour un champ de vecteurs V a valeurs dans R3, la
circulation et le flux se définissent exactement comme en dimension 2 :

e la circulation de V le long d'une courbe réguliére orientée I' = R? est
donnée par

— — b —F
fv~w=j7wwwwwﬁ,
T a

oit v : [a,b] — R3? est n'importe quel paramétrage de I' compatible avec
I'orientation ;

e le flux de V & travers une surface orientée ¥ est donné par
f?ﬁ:f?@w,
pY p)

ol Trw est la normale donnant ’orientation de X.

Remarque. Si ¥ est une surface paramétrée et si ® : U — R3 est un paramétrage
de > compatible avec 'orientation, alors

s o3 o3
fz V.dd = JUV(CI)(u,v)) : (w(u,v) A %(u, v)) dudv .
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DEMONSTRATION. Comme ® est compatible avec I'orientation, on a

u
0B o3
%(u, v) A .
pour tout point £ = ®(u,v) € ¥; d’ou le résultat par définition de l'intégrale d’une
fonction sur X.

ol

O

4.2. La formule de Stokes. La formule de Stokes est un énoncé concernant une
surface ¥ “bordée” par une courbe réguliere I'. Dans cette situation, il est d’usage
d’orienter I' et X en se conformant a la régle du tire-bouchon : si on place la pointe
d’un tire-bouchon sur la surface et si on le tourne dans le sens prescrit par 'orientation
de la courbe I'; alors le tire-bouchon doit avancer dans le sens de la normale. En y
réfléchissant, cela ne veut pas dire grand chose ; mais c’est suffisamment intuitif pour
que 'on s’en contente.

THEOREME 4.1. (formule de Stokes)

Soit ¥ une surface dans R? “bordée” par une courbe fermée régulicre T'. On oriente
la courbe T et la surface 32 selon la régle du tire-bouchon. Si V estun champ de vecteurs
de classe C' au voisinage de ¥ U T, alors

LV’EZ:LR(VW@

PREUVE DANS UN CAS PARTICULIER. On va démontrer la formule de Stokes en se
placant dans la situation suivante : on suppose que

e la projection de I' dans le plan des xy est une courbe fermée réguliere I'y;
e la projection de ¥ est le domaine Uy entouré par I'y;
e ¥ U T est le graphe d’une fonction f : Uy u Ty — R de classe C! sur Uy u T.

Soit 4o : [a,b] — R? un paramétrage de la courbe Ty orientée dans le sens positif,
et posons Yo (t) = (x(t),y(t)). Alors y(t) = (x(t),y(t), f(x(t),y(t))) est un paramétrage
P
de la courbe I'. En écrivant V = (Q) et en posant z(t) = f(z(t),y(t)), on a donc
R

b

b
| 7@ = [ Pe®.vo. ) 0d+ | Quo.vo).20) v/ i

a

b
+J R(x(t),y(t),z(t))z’(t)dt

j R(x <>>(§£< (), <t>>x’<t)+g‘gmt),y(t»y'(n) a
- [ ( (a(0) (0, 20)) + RG(0) (0 (0) 5 0,00 ) Ot
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Comme z(t) = f(x(t),y(t)) et que (z(t),y(t)) est un paramétrage de I'g, cela s’écrit
encore

LV)‘EZ) = LO <R(w,y,f( Y)) + P(z,y, f(z,y)) Zf> dz

+(Qen S + Ry o) 5 ) .
D’apres la formule de Green-Riemann, on a donc
7@ - | {5 (ewssem+ rey e )
- o (P s + R fa) 5 ) sy

Il faut maintenant calculer le terme entre accolades : on a

0 0
D) - Dewsew

0 0
Xy pea) L

oR 0
+87£L‘(x’ Y, f(xa y)) aj;

OR é’f of

62
+R(x,y, f(z,y)) axgy ;

;:U (Q(a:,y, f(z,y) + R(x,y, f(z,y))

et de méme

2 of oP
ay(P(zc,y,f(:c,y))+R<x,y,f<x,y>>ay) - Ll )

%P (e, £ e, >>a£
ey, fl) L
of (3f
oy Ox
2f .
0yox

5
5
5R
5
By s 2

+R(z,y, f(z,y))

Apres simplification, on obtient donc

[7@ = [ {(Resewo- L)

(Gt - Pl @) o

X

(S ) = G S 5 daay.
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Autrement dit :
(4.1) [ 7@ = | @) £00) R wg) dody,
T Uog

ol on a posé

Pour conclure, il reste a vérifier que le membre de droite de (4.1)) est égal au flux
du rotationnel de V' a travers la surface 3.

Comme ¥ est le graphe de la fonction f, on peut paramétrer ¥ par ®(z,y) =
(x,y, f(z,y)), ou (x,y) € Up. On admettra que lorientation de ¥ définie par le pa-
ramétrage ® est en accord avec la regle du tire-bouchon, lorsque la courbe I' est orientée
par le paramétrage v(t) = (z(t),y(t), z(t)) défini plus haut. On a donc

(4.2) Lr—oE(V’) dd = f ot (V) (z,y, f(x,y)) - <M’ A ‘9‘1)> dxdy .

Uy al‘ é’y
Enfin,
> 1 0 _of
s 0% 2
@ % _ 1o 1= =W
or A ay of A of fx (.%', y) 9
o oy

et on obtient le résultat souhaité en revenant a (4.2) et a (4.1)) :
|ty — | @V fen) N ey) dody
) Uo
V.d.

r

O

Comme en dimension 2, on déduit de la formule de Stokes une caractérisation des
champs de vecteurs irrotationnels :

COROLLAIRE 4.2. Soit V un champ de vecteurs de classe C' sur un ouvert Q  R3.
—
Alors V' est irrotationnel si et seulement si on a SF V.dl =0 pour toute courbe fermée
réguliere I' < Q bordant une surface ¥ entiérement contenue dans ().

DEMONSTRATION. D’apreés la formule de Stokes, cela revient & montrer que si VvV
n’est pas irrotationnel, _a)lors on peut trouver une courbe fermée I' bordant une surface
¥ < Q telle que §. V . dl # 0. Fixons un point & = (x0, Yo, 20) tel que B‘E(V’)(go) #0,

et posons e; = l%iviizzl- Alors 1ob(V) (&) - @ = |rot (V) (&) > 0. Par continuité

de 1@’5(7) on peut donc trouver € > 0 et r > 0 tel que la boule fermée de centre &
et de rayon r est contenue dans et Tot(V)(£) - 8 >  sur cette boule. Notons ¥ le
disque ouvert de centre & et de rayon r situé dans le plan orthogonal & € passant
par &, et I' le cercle correspondant. Si on oriente Y en choisissant €j comme vecteur
normal en tout point, on a alors {. rot(V) -d® = e x mr? > 0, et donc Sr V.dl #o0.
O
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4.3. La formule de la divergence. La formule de la divergence est un énoncé
concernant un domaine D entouré par une surface fermée Y. Dans cette situation,
il est d’usage d’orienter la surface ¥ en choisissant en tout point le vecteur normal
(unitaire) dirigé vers ’extérieur du domaine D.

THEOREME 4.3. (formule de la divergence)

Soit ¥ < R? une surface fermée entourant un domaine D. On oriente ¥ par la
normale extérieure. Si V. est un champ de vecteurs de classe C' au voisinage de DUX,
alors

L V.dd = L) div(V) dzdydsz .

RaPPEL. La divergence d’'un champ de vecteurs V= (

IO

) & valeurs dans R? est

définie par
. 0P 0Q OR
(V)= + 5, o

Autrement dit : diV(V) -V.V.

PREUVE DANS UN CAS PARTICULIER. On va démontrer la formule de la divergence
en supposant que le domaine D peut étre décrit de trois facons différentes comme le
“domaine compris entre deux graphes”. De fagon précise, on va supposer qu’il existe

e des fonctions xT et x~ de classe C! sur un ouvert Uy — R?,

e des fonctions y* et y~ de classe C! sur un ouvert Uy c R?,
e des fonctions z* et z~ de classe C! sur un ouvert U, < R,

telles que
D = {(@,9,2); (@.y) € Uy et 2 (w,y) < = < 2* (2, y)}

{(z,y,2); (y,2) eUxet x (y,2) <z <x'(y,2)}
= {(z,y,2); (x,2)eUyety (x,2) <z<y"(z,2)}.

On suppose également le domaine U, est entouré par une certaine courbe fermée I'y,
que les fonctions z* et z~ se prolongent contintiment & U, u I',, et qu’elles coincident
sur T',. Enfin, en notant z(z,y) la valeur commune & z* et z~ en un point (z,y) € T,
on suppose que 'ensemble I'* = {(z,y,z(x,y)); (x,y) € [';} est une courbe réguliere.
On fait des hypotyheses analogues concernant les domaines Uy et Uy.

’ P — —
Ecrivons V = (Q) - P1 + QT + Rk, ou T,T, k sont les trois vecteurs de
R
la “base canonique” de R3. Avec ces notations, on a

| vea@—| @) ads | QF)db | (rK).d.
b)) b b b
On va transformer séparément les trois termes du membre de droite, en utilisant les

trois descriptions du domaine D.
- ==
Commengons par calculer {(R k) - d®. Avec les notations précédentes, on a

2=EZ+UEZ7UFZ,

+

Z )

ou X,+ et 3,- sont les graphes des fonctions z* et z—. Comme la courbe I'* “n’a pas

d’aire”, on peut 'ignorer dans le calcul du flux.
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Les surfaces ¥,+ et X,- se parameétre par T (z,y) = (z,y,z" (z,y)) et D~ (z,y) =
(x,y,2%(x,y)), ou (z,y) € Uy. On a

1 0 — 0z
0D+ 0Pt ox
i 0 A 1 — | _ ozt :

ox oy ozt ont ox

ox oy 1

et ce vecteur pointe “au dessus” de la surface ,+, donc il est dirigé vers l'extérieur
du domaine D. Par conséquent
— 0Pt 09"
Rk — A — | dxd
J z( a ( or  dy ) ’

L (RE). dd
_ LR(x,y,f(g;,y))dmy.

z

N - ox . .
De méme, ag)x A ag’y == 2z— | ; mais ce vecteur pointe au dessus de la surface

L

1
3,-, donc il est cette fois dirigé vers I'intérieur du domaine D. Comme 3 est orientée
par la normale extérieure, on a donc
— 00~ 00~
— Rk — A — | dzd
J z( B ( or Oy > /

f (RK)-d%
— f z R(z,y,z" (x,y)) dvdy .

On obtient ainsi

[ewra — [ ww @[ @)@
(

> (®
Lz [R(z,y, 2" (z,y)) — R(z,y, 2" (z,y))] dzdy
).
J

D

zt (x,y) OR
—(z,y,z)dz | dzd
(J(w) 5, (T:9:2) ) Y

oR
a—d

xdydz .

On trouve de méme

J(Q_] L dd = J —d:):dydz et J(Pi)-dCI‘: — dxdydz;
b D ox

et au total

JV-ﬁ = f dmdydz+f = dadydz +j = dudydz
by

f diV(V)dxdydz.

D

O

Comme en dimension 2, on déduit de la formule de la divergence une caractérisation
des champ de vecteurs a divergence nulle :
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COROLLAIRE 4.4. Soit V un champ de vecteurs de classe C* sur un ouvert Q < R3.
—_—
Alors V est @ divergence nulle si et seulement si on a SE V.dd =0 pour toute surface
fermée ¥ < Q entourant un domaine D entiérement contenu dans ().

On en déduit également la formule de Green.

COROLLAIRE 4.5. (formule de Green)
Soit ¥ < R3 une surface fermée entourant un domaine D. Si u et v sont deuz
fonctions de classe C? au voisinage de D U X, alors

J (uﬁ—vﬁ)d_(ﬁ :J (uAv — v Au) dzdy .
b)) D

Et enfin, une caractérisation des fonctions harmoniques.
COROLLAIRE 4.6. Soit Q un ouvert de R3, et soit u une fonction de classe C* sur

Q. Alors u est harmonique si et seulement si on a Sz WL d® =0 pour toute surface
fermée X < Q entourant un domaine D entiérement contenu dans Q.
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