Prépa-agrég
Mini-probléemes

Probléeme 1 (théoreme du point fixe de Brouwer)

On note B la boule unité ouverte euclidienne de R™. Le but de l'exercice est de
démontrer le théoreme de Brouwer : toute application continue f : B — B
posséde un point fixe.

A1 Soit g : R* — R" une application de classe C'. On suppose qu’on a g(B) C B
et g(&) = & pour tout x € B. Pour t € [0; 1], on définit v; : R" — R™ par

v(x) = (1 =)z +1g(z) .

a Montrer qu’on peut trouver gy > 0 tel que pour tout t < gy, 'application v; est
injective sur B et vérifie J,,(x) > 0 sur B, ou la lettre J désigne le déterminant
jacobien.

b Montrer qu'on a v,(B) C B pour tout t € [0;1], et que si t < g, alors v; est un
C!-difféomorphisme de B sur B. On pourra vérifier que vy(B) est ouvert et fermé
dans B.

¢ Soit m la mesure de Lebesgue sur R™. Montrer que la fonction ¢t — [, J,, (x) dm(z)
est polynomiale sur R.

d Déduire des questions précédentes que pour tout ¢ € [0;1], on a

/B Jvt(x) dm(:v) = m(B) .

A2 Montrer que si g : R®™ — R" est de classe C! et si V' C R” est un ouvert tel que
g(V) C 0B, alors J,(z) =0 dans V.

A3 Montrer qu’il n’existe pas d’application g : R* — R" de classe C! vérifiant
g(B) C OB et g(&) = € pour tout £ € IB.

B Soit f: R" — R™ de classe C' et vérifiant ||f(z)|| < 1 pour tout = € R".

1 On suppose que f ne possede pas de point fixe. Pour x € R", on note g(z) le
point d’intersection de la demi-droite A, = [f(z);z) avec OB. Justifier la définition,
et montrer que 'application g est de classe C! sur R".

2 Montrer que f possede un point fixe.

C Montrer que si f : B — B est une application continue, alors il existe une suite
(fr) d’applications de classe C! sur R™ qui converge uniformément vers f sur B, avec

de plus || fx(x)]| < 1 pour tout € R™ et pour tout k.
1
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D Conclure.

Probléme 2 (Théoreme du point fixe de Browder)

Dans tout le probleme, K est une partie convexe fermée bornée non vide d’un espace
de Hilbert réel H, et T : K — K est une application 1-lipschitzienne, c’est-a-dire
vérifiant

Ve,ye Ko ||T(x) = T(y)ll < d(z,y).
Le but du probleme est de montrer que 1" possede un point fixe.

A Soit a € K. Pour n € N*, on définit T, : K — E par T,(z) = (1 - ) T'(z) + a.
1 Montrer que T,, possede un unique point fixe x,, € K.
2 Quelle est la limite de la suite (z, — T(z,))?

B Dans cette partie, ¢ : H — H une application continue vérifiant

Ve,ye H o (p(y) — p(z),y —x) > 0.

1 Soit (x,,) une suite de points de H. On suppose que (z,,) converge faiblement vers
un point = € H, et que (¢(x,)) converge en norme vers un point [ € H.

a Montrer que (p(z,),x,) tend vers ([, x).

b En déduire qu'on a (I — ¢(y),x —y) > 0 pour tout y € H, et par conséquent
(I — p(z £eh),£eh) > 0 pour tout h € H et tout € > 0.

¢ Montrer que | = ¢(x).

3 Déduire de 1 que ¢(K) est une partie fermée de H.

C On rappelle que pour tout z € H, il existe un unique point p(x) € K tel que
||z — p(x)|| = d(x, K). De plus, p(z) est caractérisé par la propriété suivante :

Ve K (z—p(x),z—px)) <0.

La Montrer que pour z,y € H, on a ||p(z) — p(y)[|* < (p(x) — p(y).z — y)). En
déduire que 'application p : H — K est 1-lipschitzienne.

1b Montrer que T o p est également 1-lipschitzienne.

2 En utilisant B, en déduire que I'ensemble {x —T'(z); = € K} est une partie fermée
de H.

D Conclure.

Probleme 3 Dans tout l'exercice, H est un espace de Hilbert complexe. On note
L(H) 'ensemble des opérateurs linéaires continus sur H.

A (formule de Poisson)



1 Pour S € L(H) vérifiant ||S|| < 1, on pose

Pszisulmism,
1 1

ou S* est 'adjoint de 'opérateur S. Justifier la définition de Ps en montrant que les
deux séries convergent en norme dans L(H).

2 Soit T' € L(H) vérifiant ||T|| < 1.

a Montrer que application 6 — P,—iop est continue de R dans £(H).

b Pour n € N, calculer 'intégrale (vectorielle) fo% e P, o db.
¢ En déduire que pour tout polynéme @ € C[X], on a la “formule de Poisson”

20
/ Q 7,9T 2
B (inégalité de von Neumann)
1 Montrer que si S € L(H) vérifie ||S|| < 1, alors on peut écrire

Ps=(Id— S —Id+(Id—S)" = (Id— S*)"*(Id — S*S) (Id — S)™*

En déduire que Ps est un opérateur auto-adjoint et positif, c’est-a-dire vérifiant
(Psz,z) > 0 pour tout = € H.

2 Soit [a;b] un intervalle de R, et soit w : [a;b] — L(H) continue. On suppose
que pour tout t € [a;b|, Vopérateur u(t) est auto-adjoint positif. Soit également
¢ : |a;b] — C continue.

a On note A l'opérateur fab @(t)u(t) dt. Montrer que si x,y € H, alors

tz9)| < ol | [ (u(t)r, ) ] " | (b, v) q

b Déduire de a qu’on a
b
/ u(t) dtH :

[ etonter | <ol

3 Pour @ € C[X], on pose ||Q]|c = sup{|Q(C)|; |¢] =1}. Montrer que si T' € L(H)
vérifie | T']| < 1, alors

1/2

1R < 1Rl

pour tout polynéme @ € C[X].
4 Montrer que 'inégalité précédente est encore valable si on suppose seulement ||7']] <
1. Cette inégalité s’appelle I'inégalité de von Neumann.

Probléme 4 (théoreme ergodique de von Neumann)
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Dans tout l'exercice, H est un espace de Hilbert réel, et T': H — H une application
linéaire continue vérifiant ||T']| < 1. Pour n € N*, on pose

1
Snzﬁ(ld+T+---+T”‘1).

1a Montrer que pour tout x € H, on a
17 (2) — 2|* < 2 (|Jl2]]* = (2, T())) -

1b En utilisant a, montrer qu'on a Ker(/d — T)) = Ker(Id — T*). En déduire une
décomposition de H a l'aide de Ker(Id — T') et de Im(Id — T).

2 Calculer S, (z) pour = € Ker(Id — T), et déterminer lim, .., S,(x) pour x €
Im(Id — T).

3 Montrer que pour tout x € H, la suite (S,(z)) converge vers 7(x), ou 7 est la
projection orthogonale sur Ker(/d —T).

Probléme 5 (projections)

Dans tout I'exercice, Z est un espace vectoriel normé sur R. On dit qu’une application
linéaire p : Z — Z est une projection de Z si elle vérifie pop = p. Si E est un
sous-espace vectoriel de Z, on appelle projection de Z sur E toute projection p
de Z vérifiant Im(p) = E. Si p est une projection non continue, on pose ||p|| = oo.

A Montrer que pour tout sous-espace vectoriel E C Z, il existe une projection de Z
sur F.

B1 Montrer que si p est une projection de Z, alors Im(p) = Ker(Id — p) et Z =
Ker(p) & Im(p).

B2 Soit p une projection de Z.

a Montrer que si p est continue, alors Ker(p) et Im(p) sont fermés dans Z.

b On suppose que Z est un espace de Banach. Montrer que p est continue si et
seulement si Ker(p) et Im(p) sont fermés dans Z.

B3 Soit p: Z — Z une projection continue, avec p # 0.

a Montrer qu’on a |[p|| > 1.

b On suppose que Z est un espace de Hilbert. Montrer qu'on a ||p|| = 1 si
seulement si p est une projection orthogonale.

t

D

C Soit E un sous-espace vectoriel fermé de Z.

1 On suppose que E est de codimension finie. Montrer que toutes les projections de
Z sur E sont continues.

2 On suppose que E est de dimension finie. Soit (eq,...,e,) une base de E.

a Montrer qu’on peut trouver des formes linéaires continues z7, ..., z) € Z* vérifiant
(x},e;) =1 pour tout ¢ et (x},e;) =0sii# j.

b Montrer qu’il existe une projection continue de Z sur F, de norme inférieure ou
égale a 3 7 ||| el



D Dans cette partie, E est un sous-espace fermé de Z. On pose
m(E,Z) = inf{||p||; p projection de Z sur E} .

1 Combien vaut 7(F, Z) si Z est un espace de Hilbert?

2 Dans cette question, on prend Z = (R",|| . ||o), et E est 'hyperplan d’équation
1+ +x, =0.

a Soit T € L(Z), et soit Mr = (a;;) la matrice de T" dans la base canonique de R".
Montrer qu’on a

n
T[] = fg%);z |aij] -
j=1

b Soit & = (v, ..., ) € R™ vérifiant > [ o; = 1. On note p, la projection de R
sur E dans la direction de la droite Ra.

(i) Pour t € R, on pose p(t) = |1 —t| + (n — 1)]t|. Calculer ||p,|| en fonction de
90(041)7 ce 790(0%)'

(ii) En déduire qu'on a [|ps|| > 2(1 — L). On pourra par exemple observer que la
fonction ¢ est convexe.

c Calculer 7(E, 7).

3 Dans cette question, Z est quelconque, et on suppose que E' est de dimension finie.
On pose n = dim(FE).

a Soit f une base de E. On définit ® : E™ — R par ®(z1,...,x,) = |det(z1,...,2,)|,
ou le déterminant est pris dans la base f. Montrer qu'il existe (eq,...,e,) vérifiant

V(zq,...2,) € By Dler, ... en) > P(1,...,2,),

ou on a noté Bg la boule unité de E.

b Montrer que (eq,...,e,) est une base de E, et qu'on a ||e;|| = 1 pour tout i €
{1;...;n}.
¢ On note (e],...,e!) la base duale de (ey,...,e,) dans E*.

(i) Pour x € E et i € {1;...;n}, exprimer [(ef, )| a l'aide de ®.
(ii) Montrer que les formes linéaires e sont toutes de norme 1.
d Montrer qu'on a 7(E, Z) < dim(F).

E On note ¢*° I'’ensemble des suites bornées de nombres réels. On considerera les
éléments de ¢>° comme des fonctions z : N — N. On munit ¢ de la norme || . ||co,
et on note ¢y le sous-espace (fermé) de £ constitué par les suites tendant vers 0 a
I'infini. Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant: «l n’existe pas de
projection continue de £°° sur cq.

1 Soit (f;)ier une famille non dénombrable d’éléments de ¢>°, avec f; # 0 pour tout
1€ 1.

a Montrer qu'il existe n € N et € > 0 tels que Uensemble {i € I; |fi(n)| > €} est non
dénombrable.

b En déduire que ’ensemble {ZZEJ fioJcl,J ﬁni} n’est pas borné dans £*°.



6

2a Montrer qu'il existe une famille non dénombrable (A;);c; de parties de N vérifiant
les propriétés suivantes:

(1) tous les ensembles A; sont infinis;

(2) A;NA; est fini si i # j.
Pour x € R, on pourra considérer un ensemble du type A, = {r,(x); n € N}, ou
(rn(z)) est une suite strictement croissante de rationnels tendant vers x.
2b Montrer que pour tout ensemble fini J C I, on a

1UieJAz’ — Z 1141' € Cy.
ieJ
Ici, bien sur, on note 1,4 € ¢ la fonction indicatrice d’un ensemble A C N.
3 Soit p une projection de [ sur cg, et soit ¢ = Id — p. En utilisant 2b et 1 avec
fi = q(14,), montrer que ¢ n’est pas continue. Conclure.

Probléme 6 Si K est un espace métrique compact, on note C(K) I'ensemble des
fonctions continues sur K. Le but de I'exercice est d’établir le résultat suivant. Pour
un espace de Banach X, les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) X est séparable;
(2) X est linéairement isométrique a un sous-espace fermé de C(K), pour un
certain espace métrique compact K.

A Soit (K, d) un espace métrique compact.

1 Montrer que K est séparable.

2 Soit D = {a,; n € N} un ensemble dénombrable dense dans K. Pour n € N, on
définit f, : K — R par f,(z) = d(a,, ). Montrer que si z,y € K et x # y, alors il
existe un entier n tel que f,(z) # fu(y).

3 Montrer que si F = {f,; n € N} est une partie dénombrable de C(K), alors la
sous-algebre de C(K) engendrée par F est séparable.

4 Montrer que 'espace de Banach C(K) est séparable.

B Soit X un espace de Banach séparable. On note K la boule unité de X*.
1 Soit D = {a;; i € N} un ensemble dénombrable et dense dans la boule unité de
X. Pour z*,y* € K, on pose

day) =Y 27 e ) — (" @)

a Montrer que d est une distance sur K.

b Montrer qu'une suite (z}) C K converge dans K pour la distance d si et seulement
si (xf, x) converge pour tout z € X, et qu’il revient encore au méme de dire que (z},)
converge en tout point d'une partie dense de X.
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2 Pour z € X, on définit une fonction f, : K — R par f,(z*) = (z*, ). Montrer
que f, est une fonction continue bornée sur (K,d), et qu'on a || f||« = ||2||-

C Conclure.

Probleme 7 (Adjoint Banachique)

Dans tout l'exercice, X et Y sont des espaces de Banach, et T': X — Y est une
application linéaire continue.

A1 Montrer que si y* € Y*, on définit une forme linéaire continue 77*(y*) sur X en
posant

(T (y"),x) = (", T'(x)) .
A2 Montrer que 'application 7" : Y* — X* est linéaire continue. On dit que 7™ est
I’adjoint de 'opérateur 7T'.
A3 Montrer qu'on a |7 = ||T||.
A4 Dans le cas ou X et Y sont des espaces de Hilbert, quel rapport y a-t-il entre 7™
et ’adjoint hilbertien de T'?

B Montrer que 7™ est injectif si et seulement si Im(7") est dense dans Y.

C Dans cette partie, on veut montrer 1’équivalence des trois propriétés suivantes:
(1) T est surjectif;
(2) il existe une constante ¢ > 0 telle que Vy* € Y™ ||[T*(y*)|| > c||ly*||;
(3) T™* est injectif et & image fermée.
1 Montrer que (1) entraine (2) a 'aide du théoreme de 'image ouverte.
2 Montrer que (2) et (3) sont équivalentes.
3a On suppose que (2) est vérifiée. En notant B la boule unité de X, montrer
que C' = T(B) contient la boule B(0,c). On pourra raisonner par Iabsurde en
remarquant que C' est un convexe fermé de Y et en utilisant la forme géométrique
du théoreme de Hahn-Banach.
3b Soit toujours B la boule unité de X, et soit &« > 0. On suppose que T'(aB)
contient la boule B(0,1). Montrer que pour tout y € Y vérifiant ||y| < 1, on peut
construire une suite (z,) C X telle que ||z, | < a et

i=0

< 2777,71

pour tout n € N.
3c Montrer que (2) entraine (1).

D On pose Y7 = Im(T), et on note T; l'opérateur T' considéré comme application
linéaire continue de X dans Y;. Montrer qu'on a Im(77) = Im(7%).

E Montrer que Im(7T') est fermé dans Y si et seulement si Im(7*) est fermé dans X*.



Probléeme 8 (quotients)

Dans tout I'exercice, X est un espace vectoriel normé, et F' est un sous-espace vec-
toriel fermé de X. Pour x € X, on note [z] la classe de = dans l'espace vectoriel
quotient X/F.

1 Montrer que si z € X, alors dist (x, F') = inf{||x — f||; f € F'} ne dépend que de
2 Montrer qu’on définit une norme sur X/F en posant ||[z]|| = dist (z, F'). Cette
norme s’appelle la norme quotient sur X/F.

3 On suppose que X est un espace de Banach. Montrer que X/F muni de la norme
quotient est un espace de Banach. On pourra montrer que toute série absolument
convergente a termes dans X/F est convergente.

4 Montrer que le dual de X/F' s’identifie isométriquement a

Fo={z* e X* xTF:O} .

5 Soit F un sous-espace vectoriel de X. Montrer que le dual de F s’identifie
isométriquement a X*/E+.

Probleme 9 Dans tout le probleme, (K,d) est un espace métrique compact. On
note C(K') 'espace des fonctions continues sur K, a valeurs complexes.

A Dans cette partie, N est un fermé de K. On veut établir le théoreme d’extension
de Tietze: si f : N — C est une fonction continue, alors il existe une fonction

f: K — C telle que f|N =fet HfHoo = [ flloo-

1 Soit T : C(K) — C(N) 'application linéaire définie par T'(u) = u|y. Montrer que
T est continue et calculer ||T|.

2 Montrer que A = Im(7") est dense dans C(N).

3a Montrer que pour toute fonction g € Im(7"), on peut trouver une fonction g €
C(K) telle que T(g) = g et [|gllc = ||g]loo- On pourra commencer par vérifier que
pour tout réel M > 0, on peut trouver une fonction continue 6,; : C — C telle que
Or(z) = zsi |z] < M et |Op(2)] < M pour tout 2z € C.

3b Montrer que Im(7") est complet pour la norme || . ||. On pourra vérifier, a l’aide
de a, que toute série absolument convergente & termes dans Im(7") converge dans
Im(T).

4 Démontrer le résultat souhaité.

B On dit qu'un point z € K est un point isolé de K si le singleton {z} est un
ouvert de K. De maniere équivalente, x est isolé si on peut trouver r > 0 tel que la
boule ouverte B(z,r) ne contienne pas d’autre point que x. Dans toute la suite du
probléeme, on notera Isol(K') 'ensemble des points isolés de K.
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1 Dans cette question, on prend K = [1;2] U {%; n € N*} U {0}. Quels sont les
points isolés de K7

2 Montrer que si K est dénombrable, alors K possede au moins un point isolé. On
pourra penser au théoreme de Baire.

3 Que peut-on dire de K si tous les points de K sont isolés?

4 Montrer que Isol(K) est (au plus) dénombrable.

5 Montrer qu’'un point x € K est isolé si et seulement si x possede un voisinage N
de cardinalité finie.

D Dans cette partie, on fixe une fonction ¢ € C(K), et on considere I'opérateur
Ty : C(K) — C(K) défini par Ty(f) = ¢f. On veut établir le résultat suivant :
Vopérateur Ty est compact si et seulement si la fonction ¢ est nulle en tout point non
1so0lé de K.

1 Justifier la continuité de T}, et calculer ||T}]|.

2 Dans cette question, on suppose que 'opérateur 7}, est compact.

a Soit xy € K tel que ¢(xg) # 0.

(i) Justifier I'existence d'un nombre 7 > 0 tel que ¢ ne s’annule pas sur N := B(z, 1),
puis montrer que 'opérateur Ty . : C(N) — C(NV) est inversible.

(ii) En utilisant A, montrer que l'opérateur Ty, est également compact. Que peut-on
en déduire sur la dimension de 'espace vectoriel C(N)?

b En utilisant a et C5, montrer que ¢ est identiquement nulle sur K \ Isol(K).

3 Dans cette question, on suppose que ¢ est identiquement nulle sur K \ Isol(K).
Montrer que 'opérateur Ty est compact.

Probleme 10 (procédés de sommation)

Soit €2 un espace topologique, et soit wy un point non isolé de 2. On dira qu'une
suite (c;) de fonctions a valeurs complexes définies sur €y = Q\ {wp} est un
bon procédé de sommation si elle vérifie la propriété suivante : pour toute suite
numérique (x;) admettant une limite [, toutes les séries > ¢j(w)z; convergent, et

limy, ey Yoo cjlw) z; =1

1 On suppose que la suite (c;) vérifie les conditions suivantes (conditions de
Toeplitz) :

(1) sup > |cj(w)]| < 400}
weN 7=0

(2) lim 3 ew) = 1;

w—wo ]:O

(3) lim ¢j(w) =0 pour tout j > 0.

w—wo

Montrer que (c¢;) est un bon procédé de sommation.
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2 Montrer que 1 permet de retrouver le théoreme de Cesaro et le théoreme d’Abel
sur les séries entieres.

3 Montrer que tout bon procédé de sommation vérifie les conditions (1), (2), (3).
Pour (1), on pourra penser au théoréeme de Banach-Steinhaus.

Probleme 11 (divergence de l'interpolation de Lagrange)
Le but du probleme est de montrer que I'interpolation de Lagrange n’est pas un bon
procédé d’approximation uniforme.

A On note Cy, 'espace des fonctions continues 2m-périodiques sur R (a valeurs com-
plexes) muni de la norme || . ||oo. Pour n € N, on note P, C Cy, 'ensemble des
polynomes trigonométriques de degré au plus n. Si f € Cyr, on note S, f sa n-ieme
somme partielle de Fourier,

n

Sf(x) = enlf)e™ .

—n
la Montrer que S,, est une projection linéaire continue de C,, sur P,, de norme
inférieure ou égale a ||D,||1, ou D, est le noyau de Dirichlet :

. 1

Da(t) = St o)t
sin

1b Montrer qu’on a en fait ||.S,|| = || Dy||1-
2 Soit n € N et soit L une projection linéaire continue de Cy, sur P,.
a Pour A € R, on définit 7, : Cor — Cor par 75 f(t) = f(t — A). Pour x € R fixé,
calculer I'intégrale fo% 7 L7_5f(x) dX lorsque f est de la forme f(t) = €™ m € Z.
b Montrer que pour toute fonction f € Co, et pour tout z € R, on a

1

2
Snf<£13) = % /0 T)\LT_)\f(.I) d .

3 Soit n € N. Montrer que si L est une projection linéaire continue de Cy, sur P,
alors

L)) > 1 Dalls
4 On note C;. le sous-espace de Ca, constitué par les fonctions paires, et P;™ 'ensemble
des polynomes trigonométriques pairs de degré au plus n. Etablir le méme résultat
qu’en 3 pour une projection linéaire continue de C; sur P;.

B Si o est une subdivision d’'un intervalle [a;b] et si f € C([a;b]), on note L, f
le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points de ¢. En notant ¢ =
(ag,...,ay), le polynéme P, est par définition I'unique polynéme de degré inférieur
ou égal a n vérifiant P(a;) = f(a;) pour tout i € {0;...;n}.
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1 Soit o une subdivision de [—1; 1], et soit n+1 le nombre de points de . Montrer que
L, est une projection linéaire continue de C([—1; 1]) sur le sous-espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a n.

2 On définit J : C([—1;1]) — Cor par Jf(t) = f(cost). Montrer que J est une
isométrie linéaire de C([—1;1]) dans Cy,. Quelle est I'image de J?

3 Soit ¢ une subdivision de [—1;1] et soit n + 1 le nombre de points de o. Montrer
qu’il existe une projection linéaire continue L de C5. sur P telle que ||L|| < ||Ls||.

C Soit [a;b] un intervalle compact (non trivial) de R. Montrer que si (oy) est une
suite de subdivisions de [a;b] de pas tendant vers 0, alors il existe une fonction
f €C([a;b]) telle que L,, f ne converge pas uniformément vers f quand k tend vers
Iinfini.

Probleme 12 (opérateurs hypercycliques)

A Dans cette partie, X est un espace de Banach séparable, et T : X — X est une
application linéaire continue. Pour tout x € X, on pose

Or(z) ={T"(z); n € N},

ot T" =To---oT (n fois), avec la convention 7° = Id. On dit qu'un vecteur z € X
est hypercyclique pour T si Or(z) est dense dans X. On note HC(T') 'ensemble
des vecteurs hypercycliques pour 7', et on dit que 'opérateur T est hypercyclique

si HO(T) # .

1 Montrer qu'il existe une famille dénombrable de boules ouvertes (B;);ey vérifiant
la propriété suivante : pour tout ouvert non vide V' C X, on peut trouver ¢ € I tel
que B; C V.

2 Pouri € I, on pose G; = {zx € X; In e N T"(x) € B;}.

a Montrer que les GG; sont des ouverts de X.

b Montrer qu'on a HC(T) = (,¢; G-

3 On suppose qu’il existe une partie dense Z C X et une application S : X — X
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) T o S = Id,
(2) pour tout z € Z, on a lim 7™(z) =0 = lim S™(z).

n—o0 n—oo

a Soient u,v € Z. Pour n € N, on pose z,, = u + S™(v). Quelles sont les limites des
suites (z,,) et (T™(z,))?

b Déduire de a que la propriété suivante est vérifiée : pour tout couple (U, V)
d’ouverts non vides de X, on peut trouver un point x € U et un entier n € N tels
que T"(x) € V.

c En utilisant 2 et b, montrer que T est hypercyclique.
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B Dans cette partie, on note ¢! I'espace vectoriel constitué par toutes les suites
z = (x(n))ney € CV vérifiant > 7" |z(n)| < co. On munit ¢! de la norme || . ||;
définie par

Izl = la(n)].

1 Montrer que ¢! est un espace de Banach.

2 Pour i € N, on note e; 'élément de I défini par e;(i) = 1 et ¢;(n) = 0 si n # 1.
Montrer que 'espace vectoriel Z engendré par la famille {e;; i € N} est dense dans
It

3 Soit B : ' — ¢! T'application lindaire définie de la facon suivante : pour x =
(2(0),2(1),2(2),...) € £*, on pose B(x) = (z(1),x(2),...).

a Montrer que B est continue et calculer || B]|.

b Montrer qu’il existe une application linéaire B : ¢* — [* vérifiant BB = Id et
|B(z)|| = ||z|| pour tout x € ¢*.

4 Montrer que 'opérateur T' = 2B est hypercyclique.

Probleme 13 (fonctions continues nulle-part dérivables)

Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe “beaucoup” de fonctions f : [0;1] —
R qui sont continues sur [0; 1], mais dérivables en aucun point. Pour tout réel A > 0,
on posera

L{A—{feC([O,l]),v 6[0,1]#5 ] >>\}.

Autrement dit:

Uy ={f€C([0;1]); Vo € [0;1] Fy [f(y) — f(z)] > Ay —=|} .

1 Montrer que pour tout A > 0, 'ensemble U, est un ouvert de C([0; 1]).

2 Soit A > 0. Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver une fonction ¢ € U,
telle que ||¢||e < €.

3 Soit f : [0;1] — R une fonction lipschitzienne. On note k la constante de Lipschitz
de f. Soit également p > 0. Montrer que si ¢ € U, et si u > k, alors f+ ¢ € U,,_y.
4 Déduire de 2 et 3 que pour tout A > 0, 'ouvert U, est dense dans C([0; 1]).

5 Montrer que l'ensemble des fonctions f : [0;1] — R continues et nulle part
dérivables est dense dans C([0; 1]).

Probléme 14 (théoreme d’Ekeland)
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Dans tout le probleme, X est un espace de Banach réel. On note Lip(X) 'ensemble
des fonctions ¢ : X — R lipschitziennes bornées. Pour ¢ € Lip(X), on pose

ety = el +sup{ =20y e X,y

[z —yll

1 Montrer que (Lip(X), || . ||Lip) est un espace de Banach.

2 Soit a > 0. Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver b € Lip(X) vérifiant
b(0) > 0, ||b]|Lip < € et b(x) =0si ||z > a.

3 Soit f : X — R bornée inférieurement, et soit a > 0. On pose

Us = {p € Lip(X); Jue X (f —¢)(u) <inf{(f —¢)(2); [z —ul| = a}} .
a Montrer que U, est un ouvert de Lip(X).
b En utilisant des fonctions du type x — b(z — ), pour b et u bien choisis, montrer
que U, est dense dans Lip(X).
4 Soit g : X — R continue et bornée inférieurement. On suppose qu’il existe une
suite (u,) C X telle que pour tout n € N, on ait

9(un) < inf{g(a); [lz —ua] =27} .

a Montrer par I'absurde que si p < g, alors |lu, — u,|| < 277.
b Montrer que g atteint sa borne inférieure.
5 Soit f : X — R continue et bornée inférieurement. Montrer que ’ensemble

{¢ € Lip(X); f — ¢ atteint sa borne inférieure}

est dense dans Lip(X).
6 Démontrer le théoreme d’Ekeland : si f : X — R est continue et bornée
inférieurement, alors, pour tout € > 0, on peut trouver un point xo € X tel que

Ve e X f(xg) < f(z) +ellz — x| -

7 Soit f: X — R différentiable et bornée inférieurement.
a Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver un point € X tel que ||Df(z)| < e.
b Peut-on toujours trouver un point x tel que D f(x) = 07

Probléeme 15 (théoreme de Gleaser)

Soit f : R — R une fonction positive de classe C>. On note Z(f) 'ensemble {z €
R; f(z) = 0}. Le but de 'exercice est d’établir le résultat suivant : la fonction /f
est de classe C* si et seulement si f" s’annule en tout point de Z(f). Dans toute la
suite, on pose g = /f.

la Constater que g est continue sur R, et de classe C? sur l'ouvert R\ Z(f).

1b Si zy € Z(f), quelle est la valeur de f'(zg)?

2 Soit g € Z(f). A l'aide d'un développement limité, montrer que g est dérivable
en xg si et seulement si f”(zg) = 0, et qu’on a alors ¢'(z) = 0.
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3 Soit xg € Z(f) tel que f"(xo) = 0. Soit également o« > 0. On pose [, =
[zg — oz + ] et M, = sup{|f"(t)]; |t — xo| < 2a}.
a A laide de la formule de Taylor, montrer que si x € I, alors

M,
Vh € [—a; o - h* + f'(x)h + f(z) >0 .
b On suppose M, > 0. Montrer que pour x € I, fixé, le point ou le trinome
Yap? 4 f'(x)h + f(x) atteint son minimum appartient & l'intervalle [—a; o.
c Déduire de a et b que si z € I, alors |f'(z)| < \/2M, f(x).

4 Conclure.

Probleme 16 (zéros des fonctions C*)

1 Soit (¢) une suite de fonctions de classe C* sur R", a supports compacts. Montrer
que si les Ay > 0 sont choisis suffisamment petits, alors la formule

Fl@) = el

définit une fonction de classe C*.

2 Montrer que tout ouvert de R" est réunion dénombrable de boules ouvertes eucli-
diennes.

3 Soit B C R™ une boule ouverte euclidienne. Trouver une fonction ¢ € C*(R")
strictement positive en tout point de B et nulle en dehors de B.

4 Soit F' un fermé de R™. Montrer qu’il existe une fonction f € C*(R") telle que

F = f0).

Probleme 17 (un critére de surjectivité)

Si f : R — R", on note Cy l'ensemble des points critiques de f, c’est-a-dire
I'ensemble des points = € R” tels que D f(z) n’est pas inversible. L’ensemble f(C})
s’appelle 'ensemble des valeurs critiques de f. L’ensemble Reg(f) := R"™\ f(C}) est
I’ensemble des valeurs régulieres de f. La terminologie n’est pas tres bonne, car une
valeur réguliere n’est pas nécessairement une valeur prise par f...

A Soit f:R"™ — R" une application de classe C' vérifiant limj,—o || f(2)|| = +o0.
Pour simplifier les notations, on pose X = Reg(f).

1la Montrer que pour tout y € R™, f~1({y}) est compact.

1b Montrer par 'absurde que si y € X, alors f~1({y}) est fini. Dans la suite, on
notera n(y) le nombre d’éléments de f~1({y}).

2 Montrer que {y € X; n(y) =0} = R"\ f(R") est un ouvert de R".

3 Soit k € N*.
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a En utilisant le théoreme d’inversion locale, montrer que si y € X et si n(y) = k,
alors il existe un ouvert U C R"™ et un voisinage ouvert V' de y vérifiant les propriétés
suivantes :

(1) Df(x) est inversible pour tout z € U;
(2) pour tout ¢y € V', I"équation f(z) =y’ admet exactement k solutions dans U.

b Avec les notations de a, montrer par I’absurde que si y’ est assez proche de y, alors
toutes les solutions de I'équation f(z) =y appartiennent a U.

¢ Conclure que {y € X; n(y) = k} est un ouvert de R™.

3 Montrer que si X est connexe, alors I'application n est constante sur X.

B Démontrer le résultat suivant. Soit f : R* — R™ une application de classe C*
vérifiant limy,| o || f(2)|| = +o00. Si Reg(f) est conneze et Reg(f) N f(R™) # 0,
alors f est surjective.

C Démontrer le théoreme de d’Alembert-Gauss.

Probleme 18 (lemme de Morse)

A Soient XY, Z trois espaces vectoriels de dimension finie. Soit également {2 un
ouvert de Y, et soit f : X X2 — Z de classe C*. Enfin, soit g € X. On suppose qu’il
existe yo € Q) tel que f(zo,yo) = 0 et que Oof (zo,yo) : Y — Z est surjective. Montrer
qu’il existe un voisinage ouvert Uy de xg dans X et une application ¢ : Uy — € de
classe C* tels que f(z,¢(z)) = 0 pour tout z € U,.

B Soit n € N*| et soient p, ¢ € N vérifiant p4+q = n. On note S 'ensemble des matri-
ces symétriques réelles de taille n, et S, I'ensemble des matrices M € S possedant
p valeurs propres strictement positives et ¢ valeurs propres strictement négatives.
Enfin, on note I,, la matrice diagonale dont les p premiers termes diagonaux sont
égaux a 1 et les g derniers égaux & —1. On rappelle que pour toute matrice M € S,,,
il existe une matrice N € GL,(R) telle que 'NMN = [,,.

1 Soit F : § x GL,(R) — S définie par F(M,N) = ‘NMN. Montrer que F est
de classe C*, et déterminer la dimension du noyau de 0y F'(My, Ny) pour (My, Ny) €
S x GL,(R).

2 Montrer que S, est un ouvert de S et que pour toute matrice My € S, il existe
un voisinage ouvert Uy de My dans S et une application ® : Uy — GL,(R) de classe
C> tels que "®(M)MP(M) = I, dans Pouvert Uy.

C Soit ¢ : R® — R de classe C3, et soit a € R™. On suppose qu'on a Dp(a) = 0 et
que D%*p(a) est non dégénérée, de signature (p, q).

1 On note S I'ensemble des matrices symétriques de taille n. En utilisant la formule
de Taylor, montrer qu’il existe une application M : R*® — S de classe C! telle que
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o(z) — p(a) = (M(z)(z — a), (x — a)) et M(a) = LH,(a) (matrice Hessienne de ¢
en a).

2a Montrer qu’au voisinage de a, on peut écrire M () = *A(x)I,,A(z), ou A est une
application de classe C! & valeurs dans GL,(R).

2b On pose §(z) = A(z)(xz — a). Calculer Df(a).

3 Montrer qu’il existe deux ouverts W,, Wy C R", voisinages respectifs de a et 0, et
un C!- difféomorphisme u : W, — Wy, avec u(a) = 0, vérifiant la propriété suivante
. en posant u(x) = (uq, ..., uy,), on a

Ple) — pla) = w4 - b=y —

pour tout x € W,. Ce résultat s’appelle le lemme de Morse.

D Soit ' = {(z,y) € R?; 2% — y* + 23¢y°> = 0}.

1 Montrer que si (zg,y0) € I' est différent de (0,0), alors il existe W voisinage de
(w0, yo) dans R? tel que W NT est une courbe simple de classe C'. Donner I’équation
de la tangente a I en (xq, yo).

2a Montrer qu'’il existe W voisinage de (0,0) dans R? tel que W N T est la réunion
de 2 courbes simples de classe C! se coupant en (0,0).

2b On note T et Ty les tangentes a C et Cy au point (0,0). Déterminer une équation
de T1 U T2.

3 Dessiner I'.

Probléme 19 (intégrales oscillantes)

Dans ce probleme, on étudie le comportement asymptotique (quand le parametre
7 € R tend vers +00) d’intégrales du type

1) = [ egta)ds

ol ¢ : R* — R est une fonction de classe C* et g : R® — C est une fonction de
classe C*> a support compact.

A Dans cette partie, on suppose que ¢ ne possede pas de points critiques sur le
support de g; autrement dit, Dy(x) # 0 en tout point = € supp(g).

1 On pose U = {z € R"; Dp(x) # 0}, et on définit un opérateur différentiel
L:C®(U) — C>*(U) par la formule

3 9¢ Of
8xj aiL'j ’

2
%OH 15520
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ou || . || est la norme euclidienne sur R" et Vo = (01, ..., 0np). Calculer L(yp), puis
montrer que pour tout 7 € R, on a

L(e'™) =it e'™ .

2 On définit maintenant opérateur 'L : C*°(U) — C*°(U) par la formule

t - G, 1 Oy
L(f) = Z o, (||V90H2 oz, f) '

1<j<n

Montrer que si f € C*(U), alors les fonctions L(f)g et f'L(g), prolongées par 0 en
dehors de U, sont de classe C*™ et intégrables sur R", et montrer qu’on a

[ ona=[ s,

3 Déduire de 1 et 2 que pour tout entier £k > 0, on a
1

B Dans cette partie, on établit un résultat préliminaire permettant de traiter C.
1 Soit € = +1 et soit r > 0.
a Calculer l'intégrale fj;o e du, aprés avoir justifié son existence.

quand 7 tend vers 4oc.

b Pour 7 € R, on pose F(7) = fjr ¢=™*ds . Montrer que pour 7 > 0, on peut écrire

F(r) = \/§ %+ ®(r)

ol la fonction @ vérifie |®(7)] < Z.
2 Soit h : [—r;r] — C une fonction de classe C? | et soit € = +1. Pour 7 € R, on
pose

Fy(r) = / ' =™ h(s)ds .

b

Montrer qu’on peut écrire (pour 7 > 0)

Fi(1) = \/ieiszh(O) + ®(h, 1),
ou la fonction ®; vérifie

3 (h, 7)| < Celltle
-

avec une constante C, ne dépendant que de r et ||h]|cz = Max (||2]|oo; [|7||s0s [|2||o0)-
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3 Soit H : R™ — C une fonction de classe C* a support compact, et soient €1 , ..., &, €
{=1;1}. Pour 7 € R, on pose

Fo(r) = / emErtttensd) 7 () di

Montrer qu’au voisinage de +o00, on a

n

Fi= () 0 s0(%).

-
ouo,=¢c1+ +¢ep,.

C Dans cette partie, on suppose que la fonction ¢ est de classe C® et possede ex-
actement 1 point critique a sur le support de g, ce point critique étant de plus non
dégénéré.

1 Montrer que pour tout W voisinage de a dans R™, on peut décomposer g sous la
forme g = g1+ g2, ou les g; sont de classe C* a supports compacts, a € supp(g1) C W
et ¢ ne possede aucun point critique sur le support de gs.

2 On note (p,q) la signature de la forme quadratique définie par D%*p(a), et A le
déterminant de la matrice Hessienne H,(a). En utilisant les question précédentes et
le lemme de Morse (probléeme 18), montrer qu’au voisinage de +00, on a

27\ 2 eilre(a)+5(p—a) i
I(t) = — gla) +O(t772) .
M=) T s roe )

Probleme 20 (théoreme de Peano)

Dans tout I'exercice, X est un espace de Banach réel. On fixe un intervalle I =
[to;to + o] C R, un point xy € X, et un nombre r > 0. On note B, la boule

B(xg,7) C X, et on considere une application continue bornée f : I x B, — X. On
s'intéresse au probleme de Cauchy suivant, noté (P) :

{x’(t) = f(t,x(1))
[L’(t()) = X9

On rappelle qu'une fonction continue x : I — B, est solution de (P) si et seulement
si elle vérifie

t
z(t) = xo +/ f(s,z(s))ds
to
pour tout t € I.

A Dans cette partie, on suppose que X est de dimension finie. On posera M = || f|| 0,
et on supposera qu'on a Ma < r. On veut montrer que le probleme (P) possede au
moins une solution (théoreme de Peano).

1 Soit n € N*. Montrer qu'’il existe une fonction continue x,, : [to — £ty + o] — B,
vérifiant les propriétés suivantes :
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(a) @,(t) = wo pour tout t € [ty — %;to];
t

by Vtel z,(t)=x0+ [ f(s,2a(s—2)) ds.
to
2 Montrer que pour tout n € N*, la fonction x,, est M-lipschitzienne sur [to—2; to+a/.
3 Démontrer le résultat souhaité.

B Y a-t-il toujours unicité au probléeme de Cauchy (P)?

C Dans cette question, on prend X = ¢4(N), 'espace des suites (x,,) € RY tendant
vers 0, muni de la norme || . ||o. Le point 2y € X se notera plutét a = (a,), pour
éviter les confusions. Soit f : [0;a] x B, — X définie par f(t,(z,)) = (v/|znl)-
Montrer que si a,, > 0 pour une infinité d’indices n, alors le probleme de Cauchy (P)
ne possede aucune solution.

Probleme 21 (inversion locale et équations différentielles)

Soit I un intervalle ouvert de R et soit p : I — R une application de classe C*
strictement croissante et surjective. Le but du probleme est de montrer quesi g : R —
R est une fonction continue, 2m-périodique, alors il existe une fonction y : R — R de
classe Ct, 2m-périodique, a valeurs dans I, telle que ¢/ +poy = g.

Dans toute la suite, on notera CJ_ I'espace des fonctions continues 27-périodiques de
R dans R, muni de la norme || . ||, et C3. Pespace des fonctions 27-périodiques de
classe C', muni de la norme définie par ||y|| = [|y|]co + ||¥|]oo-

0 Montrer que C§_ et C3_ sont des espaces de Banach.
1 Montrer que U = {y € C3_; y(t) € I pour toutt € R} est un ouvert de C3 . Dans

279

la suite, on note ® : U — CJ_ I'application définie par

®(y) =y +poy.
2a Montrer que 'application ® est différentiable en tout point et déterminer sa
différentielle.
2b Soit av : R — R une fonction continue 2m-périodique vérifiant fo% a(t)dt # 0.
Montrer que pour toute fonction v € CJ_, il existe une unique fonction v € Cj_
vérifiant v’ 4+ au = v.
2¢ Déduire de a et b que ®(U) est un ouvert de CJ_.
3a Montrer que si y € U, alors |[po ylle < ||P(y)]]oo-
3b Soit (y,,) une suite d’éléments de . On suppose que la suite (P (y,,)) converge dans
(387r vers une fonction g. En utilisant a, montrer que les fonctions ¥, prennent leurs
valeurs dans un compact fixe X' C . En déduire que la suite (y,,) est uniformément
bornée.
3c Déduire de b que ®(U) est une partie fermée de C3 .
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4 Conclure.

Probleme 22 (zéros des polynémes de Legendre)

Pour n € N*, on définit le n-ieme polynéme de Legendre L, par la formule

d" 2 n
Ln = o (X* =1)").

A Par définition, le polynome L, est de degré n. Le but de cette partie est de
montrer que L, possede n racines distinctes dans l'intervalle | — 1;1].

1 Montrer qu’on a f_ll P(t) L,(t) dt = 0 pour tout polynome P de degré strictement
inférieur a n.

2 Soit L un polynome a coefficients réels, soit I un intervalle de R, et soit k£ le nombre
de points de I ou L s’annule en changeant de signe. Montrer qu’il existe un polynome
P de degré k tel que P(t)L(t) > 0 pour tout ¢t € I.

3 Conclure a l'aide de 1 et 2.

Dans la suite, on notera z, < .. < z,, les zéros du polynome L,. Pour tout
intervalle J C R, on notera N,(J) le nombre de zéros de L, appartenant a J. Le
but de la suite du probléme est d’étudier le comportement asymptotique de N, (J)
quand n tend vers 'infini.

B Soit [ un intervalle de R. Si ¢ : I — R est une application continue, on note (E,)
I’équation différentielle

Yy +qy=0.

1 Soient ¢, g2 : I — R continues. Pour ¢ = 1,2, soit y; une solution de (E,,).

a On pose W = yyy, — yoy;. Exprimer W’ en fonction de ¢y, g2, Y1, Yo.

b Soient ar, 3 € I, @ < . On suppose qu’on a yi(a) = y1(5) = 0 et que y; et yo
sont strictement positives sur |a; 3]

(i) Montrer qu'on a W(a) <0 < W([5).

(ii) En déduire que si g1 < go sur |a; 3], alors y; et yo sont proportionnelles sur [a; 3].
¢ On suppose qu'on a ¢;(t) < ¢o(t) pour tout t € I. Montrer qu’entre deux zéros
consécutifs de yq, il y a au moins un zéro de ys.

2 Soit ¢ : I — R continue vérifiant m < g < M, ou m et M sont des constantes
strictement positives. En utilisant 1c, montrer que si y est une solution de (E,) et
si a, 8 sont deux zéros consécutifs de y, alors

™

VM

<f-a<—
\/m'
C Soit n € N*,
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1 Montrer que L, est solution de I’équation différentielle (1—t2) y”—2t y/+n(n+1)y =
0. On pourra commencer par observer que le polynome Q = (X? — 1)" vérifie
(X2 -1)Q =2nXQ.

2 Pour t €] — 1;1[, on pose L,(t) = v/1—12L,(t). Montrer que L, est solution
d’une équation différentielle du type (E,,), ou la fonction g, est a expliciter.

D Soit J = [a;b] un intervalle compact de R.
1 Montrer qu’'on a ¢,(t) > n(n+1) pour tout ¢t €| —1;1[ et pour tout n. En déduire,
a 'aide de B et C, qu’on a

lim Max{Zgi10n — Tpn; 1 <k<n—1}=0.

n—oo

2a Soit §y € [0;1[. Montrer qu’il existe un entier N vérifiant la propriété suivante :
si0<a<pg<pf, alors
2 2
n n+1
< gty < UEL
1—a? 1 — 32

pour tout n > N et pour tout t € [« ; (3].
2b On suppose que J est contenu dans [0;1[. Pour tout entier n € N* on pose
A, = {k; xp, € J}. Déduire de a que si n est assez grand, alors

m Tr+1n — Tkn
E Nn(‘]) > § 5 ;
ke, ]‘ - xkyn

TNy < Y Tt — T

n+l k€An 4/ 1— xi-}—l,n
N,(J) 1

lim = — (Arcsin(b) — Arcsin(a)) .

n—oo n i

3 Montrer qu’on a

Probléme 23 (probleme de la chaleur “périodique”)

Si f: R — C est une fonction continue 27-périodique, le probleme de la chaleur
associé a f, noté (P)y, consiste a trouver une fonction u : [0; +00[xR — C vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) Pour tout ¢ > 0, la fonction = — wu(t, x) est 2mw-périodique;

(2) u(t, ) est de classe C? sur |0; +oo[XR et y vérifie 'équation de la chaleur
ou  u
Er

(3) w est continue sur [0; +oo[XR;

(4) u(0,z) = f(x) pour tout = € R.
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On veut montrer ici que pour toute fonction f : R — C continue 27-périodique, le
probleme (P); admet une unique solution.

1 Pour o > 0 et )\ € R, calculer 'intégrale fj;o e’ N
2 Soit a > 0 et soit ¢ : R — R définie par
+o0

QO(ZE) _ Z e—a(x—2n7r)2 )

—00

a Justifier la définition, puis montrer que ¢ est de classe C! et 2w-périodique.
b Calculer les coefficients de Fourier de ¢.
3 Pour ¢t > 0, on définit G; : R — C par

“+o00

Gt(l‘) — Z 6—n2t€inm .

—00

a En utilisant 2, montrer qu'on a également

m & (ac—2n7r)2
Gt(l‘) = \/; Ze_ 4t .
—00

b Montrer que la famille (G;);~o vérifie les propriétés suivantes :
1 ™
(ii) —/ Gi(z)dx = 1;
2m ) .

(iii) V6 >0 lim sup Gy(z) =0.

=0 5<|zf<n
4 Soit f : R — C continue 27-périodique. On note (¢, (f)) la suite des coefficients
de Fourier de f, et on définit u : [0; +oo[xR — C par u(0,x) = f(x) et

+o00
u(t,x) = z:cn(f)e_"2t(3mz pour ¢t > 0.

a Justifier la définition, et montrer que pour ¢t > 0, on a
1 T 1 T
uft,z) = o /_W Gulz —y)f(y)dy = o /_7r Gi(y)f(x —y)dy .

b Montrer que u est solution du probleme de la chaleur associé a f.
5 Soit v : [0; +00[ xR — R une fonction vérifiant (1), (2) et (3).
a Pour ¢t > 0, on pose

E(t) = /027r v(t,z)*dw .

Montrer que la fonction E est décroissante sur [0; +o0].
b En déduire que si v(0,x) = 0 pour tout = € [0; 27|, alors v = 0.
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6 Conclure.

Dans les trois probléemes qui suivent, toutes les variables aléatoires sont définies sur
un méme espace probabilisé (2, A, P).

Probleme 24 (loi des grands nombres L)

Soit X une variable aléatoire bornée, d’espérance nulle, et soit (X,) une suite de
variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Pour n € N* on pose
Sp = X1+ ...+ X,. On veut montrer que si o > 1/2, alors % tend presque stirement
vers 0.

1 Soit a > 0. Montrer que pour tout A > 0 et pour tout n > 1, on a
P(|S,| > a) < e (E(eM)" + E(e )" .
2 Montrer qu’il existe une constante C telle que E(e!*) < 1 + Ct? pour tout t €
[—1;1].
3 Soit a > 1/2. Montrer que pour tout € > 0, la série Y P (M > 6) est convergente.

ne =

4 Conclure.

Probléme 25 (séries de variables aléatoires)

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que les X, sont
centrées, de carrés intégrables, et qu'on a »_°0?(X;) < +oo. Le but de l'exercice
est de montrer que la série > X,, converge en norme L? et presque stirement.

1 Montrer que la série Y X,, converge en norme L2
2 Soient m,n € N, avec n < m. Pour j € {n;...;m}, on pose S; = zj: X;.
a Soit ¢ > 0. Pour j € {n;...;m}, on pose =

B; ={w; |Sk(w)| < e pour n <k < j}.

Montrer que les évenements (Max,<j<m|S;| > €) et (| X" X;1p,| > €) sont iden-
tiques.
b Démontrer I'inégalité de Kolmogorov : pour tout € > 0,

1 m
P(Maxugj<m|Sj| 2 €) < 5 > (X))
3 Soit € > 0. Pour n € N, on pose A%, = {w;Im > n |>." X;(w)| > €} . Montrer

qu’on a lim, ., P(A%) = 0.
4 Montrer que la série > X,, converge presque surement.



24

Probléme 26 (inégalités de Khinchine)

Dans tout le probleme, (¢;);en est une suite de variables indépendantes suivant cha-
cune une loi de Rademacher : P(s; = 1) = 1 = P(g; = —1). On note & 'espace vec-
toriel (réel) engendré par les fonctions ;. Le but du probleme est d’établir le résultat

suivant : sur Uespace €, toutes les normes || . ||, 1 < p < 0o sont équivalentes.

1 Soient (a;);e; une famille finie de nombres réels.

2
a Pour A € R, calculer E (ei)‘zi ‘“51’) et montrer qu’'on a [E (ei)‘zi ‘“51’) < e’r Lial,
b Montrer que pour tout £ > 0, on a

t2
P (‘Zaiei >t> < 2exp —W
el el ’

2 Soit X une variable aléatoire positive, et soit p > 1. Montrer qu’on a
E(X?) = / P(X > t)ptP~dt .
0

3 Soit (a;) une famille finie de nombres réels, et soit p > 1. En utilisant 1 et 2,
montrer que si Y, a? = 1, alors

P

)os.

E (‘ Zai&

ou B, est une constante finie dépendant uniquement de p.

4 Soient toujours (a;) une famille finie de nombres réels et p > 1.
a Comparer E (|3, a;;") et E (|3, ai5i|2) lorsque p > 2.

b On suppose p < 2.

(i) Montrer que si X est une variable aléatoire positive, alors

E(X?) < (B(X?)* x (B(XC2))°
1, alors

E (‘ S aie |p) > A,

ou A, est une constante strictement positive dépendant uniquement de p.
5 Conclure.

2 _
;=

(ii) Montrer que si » , a

Probleme 27 (théoreme de dérivation de Lebesgue)
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Le but du probleme est de démontrer le théoréme de dérivation de Lebesgue
. si f est une fonction localement intégrable sur R et si on pose F(x) = foz f(t)dt,
alors F est dérivable en presque tout point x € R et F' = f presque partout. On
notera m la mesure de Lebesgue.

1 Montrer que le théoreme est vrai pour une fonction continue.
2 Pour toute fonction ¢ intégrable sur R, on définit la fonction M, : R — [0;400]

o
M, () = sup {ﬁ / Iso(t)ldt} ,

ou la borne supérieure est prise sur tous les intervalles non triviaux contenant x.
Montrer que si f est intégrable sur R et si g est une fonction continue a support
compact, alors, pour tout x € R, on a

z+h
Tio | 7 / Ft)dt = f()| < |f() — glw)] + My (a) -

3 Le but de cette question est d’établir le résultat suivant : pour tout a > 0, il existe
une constante C, telle que pour toute fonction ¢ intégrable sur R, on ait

m({x; My(x) > a}) < Collel]r -

a Pour tout intervalle borné I C R, on note 31 l'intervalle de méme centre et de
longueur triple.
(i) Montrer que si I,J sont deux intervalles bornés d’intersection non-vide et si
m(J) > m(I), alors I C 3.J.
(ii)) En déduire que si Z est une famille finie d’intervalles bornés, alors on peut
trouver une sous-famille J C 7 formée d’intervalles deux a deux disjoints et telle
que Uyer I €U ey 37
b Soit ¢ une fonction intégrable sur R, et soit a > 0. Montrer que si Ji, ..., Jy sont
des intervalles bornés deux & deux disjoints tels que | 5, )] dt > am(J;) pour tout
k, alors m(UY Ji)) < < |[eo]1.
c Soit ¢ une fonction intégrable sur R et soit & > 0. Montrer que pour tout compact
K C {x; M,(xz) > a}, on peut trouver des intervalles ouverts bornés Iy, ..., I,, tels
que K C |J] Iy et flk lo(t)| dt > am(1}) pour tout k.
d Démontrer le résultat souhaité.
4 Déduire de 2 et 3 que le théoreme de dérivation de Lebesgue est valable pour toute
fonction f intégrable sur R.
5 Conclure.

Probléme 28 (longueur d’un chemin)
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Dans tout l'exercice, (X,d) est un espace métrique. On appelle chemin dans X
toute application continue v : J — X, ou J est un intervalle compact de R. Si
v :J — X est un chemin dans X et si s = (s, ..., sy) est une subdividion de J, on
pose

1(3,8) = 3 dr(s0),7(51) -

La longueur du chemin v est alors définie par

[(v) =sup{ i(y,s); s € S},

ou on a noté S 'ensemble de toutes les subdivisions de J.
1 Dans cette question, on prend X = R", et d est la distance associée a la norme
euclidienne | . |.

a Montrer que si ¢ : [a;b] — R™ est une application continue par morceaux et si,
N-1 j::ii-H (p(t) dt

pour s = (so,...,sy) €S, on pose I(p,s) =D, , alors

sup {I(¢0,8); s € S} = / o(t) dt

b Montrer que si 7 : [a;b] — R™ est une chemin de classe C! par morceaux, alors

b
1) = [ W

2 Soit v : J — X un chemin de longueur finie. Montrer que si t = (to,...,ty) est
une subdivision de J et si s est une subdivision de J de pas ¢ inférieur a celui de
£, alors 1(+,8) = 1(7,t) — 2Nw(8), ot w(3) — sup{d(+(u),(v)); |u - v| < 6}. En
déduire que I(7,s) tend vers [(7) quand le pas de la subdivision s tend vers 0.
3 Soit v : J — X un chemin de longueur finie /.
a Pour ¢ € [a;b], on note V(t) la longueur du chemin 7|j,. Montrer que la fonction
V' est croissante et continue.
b Déduire de a qu’il existe une unique application vq : [0;1] — X vérifiant v = vpoV,
et que 7o est un chemin 1-lipschitzien.
4 Soit L > 0. Montrer que pour tout chemin v : J — X de longueur inférieure a L,
il existe un chemin 4 : [0; L] — Xvérifiant les propriétés suivantes :

(1) 1) < 1(3):

(2) 4 a méme origine et méme extrémité que -;

(3) A4 est 1-lipschitzien.

5 Soit (7,) une suite de chemins dans X, définis sur un méme intervalle /. Montrer
que si la suite (7,) converge uniformément vers un chemin ~ : I — X alors

I(y) < liminf I(v,) .



27

6 Soient p, ¢ € X. On suppose qu’il existe un chemin joignant p et ¢ dans X. Montrer
que si X est compact, alors il existe un chemin de longueur minimale joignant p et
q dans X.

7 Le résultat de 5 est-il valable si X n’est pas supposé compact?

Probleme 29 Dans tout 'exercice, F': R — R une fonction lipschitzienne.
1a Montrer que si ¢ : R — R est une fonction de classe C! & support compact, alors

[ Fad = [ @3RI oy e

h—0

1b En déduire qu’il existe une constante C' telle que

[ Fa @i <c [ o) d

2 Montrer qu’il existe une fonction f € L>®(R) telle que

Ve € CL(R) / F(a)g(z) dz = — / F(t)elt) dt

3 Démontrer le résultat suivant : si u et v sont deux fonctions continues sur R telles
que [, up’ = [, ve’ pour toute fonction ¢ € C}(R), alors u — v est constante.
4 Conclure que pour tout z € R, on a

F(z) = F(0) + /Oxf(t) dt.

Yo € Ci(R)

Probleme 30 (série de Fourier d’'une fonction lipschitzienne)

Soit f : R — C une fonction 27-périodique et lipschitzienne. On note K la constante
de Lipschitz de f, et (¢,) la suite de ses coefficients de Fourier.
1 Soit h € R. En considérant la fonction x — f(x + h) — f(x — h), montrer qu’on a
+oo
> Isin(nh)’lea]” < K2h* .

2 Soit p € N*. Montrer qu’on a

2 K?*r?
Z [enl” < 22p+2 '

2p=1<|n|<2p
et en déduire
| | < Kr
E c — .
"= 9p/2
2p=1<|n|<2p

3 Montrer que la série de Fourier de f converge normalement vers f.
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4 Redémontrer ce résultat a 1’aide du probleme précédent.

Probleme 31 (inégalité de Bernstein)

Le but de l'exercice est de démontrer I'inégalité de Bernstein : si P est un
polynome trigonométrique de degré N, alors

1P Moo < N [|Plloc -

la Soit f : R — R la fonction impaire 27-périodique telle que f(x) = z pour
x € [0;7/2] et f(z) =7 —x pour x € [7/2;7]|. Calculer les coefficients de Fourier de

I3

1b Soit a > 0. Montrer que pour tout = € [—a;a], on peut écrire
4R (—1k i

2 Montrer que si P(t) = ZiVN Ajet est un polyndome trigonométrique de degré N,

alors
—AN X (—1)F 2%k —1
P(t) = P )
=3 ;,;(%—1)2 (H ON ”)
3 Conclure.

Probleme 32 (séries lacunaires nulle part dérivables)

Dans tout I'exercice, A = (\,) est une suite strictement croissante de réels positifs, et
a = (ay) est une suite de nombres complexes vérifiant > |a,| < +00. On définit
une fonction W = W, , : R — C par la formule

W(t) = Z a, €t
0

A1 Montrer que W est bien définie, et continue bornée sur R.
A2 Donner une condition suffisante simple (portant sur A et ) pour que W soit de
classe C!.

B Dans cette question, on suppose que la suite \ est “lacunaire”, ce qui signifie qu’il
existe une constante ¢ > 1 telle que

)\n-i-l
>\n
pour tout n € N. On veut montrer que si \,a,, ne tend pas vers 0, alors la fonction
W n’est dérivable en aucun point.

>c
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1 Montrer que si W est dérivable en un point ¢, € R, alors on peut écrire
W(t)=a+b(t—to) + (t —to)g(t —to) ,

ol a, b sont des constantes et g est une fonction continue bornée vérifiant g(0) = 0.
2a Montrer qu’il existe une fonction ¢ intégrable sur R dont la transformée de Fourier
est de classe C*, a support dans |1/¢; ¢[, et vérifie (1) = 1.
2b Calculer [, ¢(t)dt et [, to(t)dt apres avoir justifié Iexistence de la deuxieme
intégrale.
3 Soit ty € R. Pour k € N*, on pose

—+o00

I, = W(t) p(A(to — 1)) dt .

a Justifier la définition de I, et calculer I en fonction de ay, A et tq.
b Montrer que si W est dérivable en ty, alors I;, = 0o(1/A%) quand k tend vers I'infini.
4 Conclure.

Probleme 33 (produits infinis et applications)

A Dans cette partie, on démontre le théoreme “standard” concernant les produits
infinis de fonctions.

1 On note Log la détermination principale du logarithme dans C\ R™. Montrer que
si h € C vérifie |h| < 1, alors [Log(1 + h)| < 5.

2 Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs complexes définies sur un méme ensemble
X. On suppose que la série Y (1 — f,,) est normalement convergente.

a Montrer qu’il existe un entier N tel que Log(f,,) est bien définie pour n > N et la
série ) _ v Log(f,) est normalement convergente.

b Pour n € N, on pose P, =[] f;. Montrer que la suite P, converge uniformément
sur X vers la fonction Pye®, o N est choisi comme en a et S =Y _\ Log(fn).

3 Soit §2 ouvert de C, et soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur 2. On
suppose que la série > (1 — f,) converge normalement sur tout compact.

a Montrer que la fonction f = [[;° f, est bien définie, et qu’elle est holomorphe sur
Q.

b On note Z(g) 'ensemble des zéros d’'une fonction g € H(§2). Montrer qu'on a
Z(f) = U, >0 Z(fn), la multiplicité d'un zéro a € Z(f) étant égale a la somme de ses
multiplicités comme zéro des f,.

¢ Montrer que si les f,, ne s’annulent pas, alors f ne s’annule pas et

Y
P2

ou la série converge uniformément sur les compacts de €.
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B Le but de cette partie est de montrer que pour tout z € C, on a

i = T (1-2)

1 Pour z € C\ Z, on pose

19 =2y
a Justifier la définition et montrer que g est holomorphe et 1-périodique sur C \ Z.
b Montrer & I'aide d'un développement limité que (m/sin(rz))? — 1/2% admet une
limite en 0.
¢ Montrer que la fonction z +— g(z) — (7 /sin(72))
holomorphe sur C et 1-périodique.
d Montrer que si z = x + iy, ou x,y sont réels avec |y| > 1 et 0 < = < 1, alors
|sin(72)| > [sh7| et [g(2)] <2325 175z En déduire que la fonction ® est bornée sur
la bande {0 < Re(z) < 1}.
e Montrer que la fonction ® est constante.
f Montrer qu’on a lim,_, ;o g(1y) = 0 et lim, ;o |sin(miy)| = +oo.
g Conclure que pour tout z € C\ Z, on a

2 se prolonge en une fonction ®

+oo

2 (z—ln)2 - (sinz;z))Q '

2a Calculer la dérivée de la fonction z — mwcotan(mz).
2b Montrer que pour tout z € C\ Z, on a

o0

1
meotan(mz) = — + 22 Z -
z

3 Pour z € C, on pose

a Justifier la définition, montrer que f est holomorphe sur C, et déterminer les zéros
de f ainsi que leurs multiplicités.

b Pour z € C\ Z, on pose u(z) = f(z)/sin(mwz). Montrer que u est holomorphe et
calculer u'(2)/u(z).

¢ Démontrer la formule souhaitée.

C Soit ()\,) une suite de nombres complexes non nuls vérifiant lim,, . |\,| = +oc.
Le but de cette partie est de montrer qu’il existe une fonction f holomorphe sur C
dont les zéros sont exactement les A, (théoréme de Weierstrass).
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1 On pose Wy(z) = 1 — 2, et pour p € N*, on définit W, = C — C par

Wy(2) =(1—z) exp (Z %) :

a Calculer W} (z) pour p € Net z € C.
b En utilisant la formule de Taylor, montrer que pour tout p € N, on peut écrire

1= Wy(z) = 2" py(2)

ou ¢, est une fonction holomorphe sur C dont les coefficients de Taylor en 0 sont
positifs.
¢ Déduire de b que si |z| < 1, alors

1= W) < [

2 Montrer que la série (=)™ converge normalement sur tout compact de C.
3 Démontrer le résultat souhaité.

Probleme 34 (espace de Bergman)

A Dans cette partie, 2 est un ouvert borné de C et p € [1; 00| est fixé.
1 Montrer que si f une fonction holomorphe sur €2 et si D = D(zg,r) est un disque
fermé contenu dans €2, alors

Feo) = = [ fam,

ou m est la mesure de Lebesgue. En déduire que pour tout point z € €2 et pour toute
fonction f € H(2), on a

1

1< s M

olt on a posé || f[, = ([, \f]pdm)l/p < +o0.
2 On définit 'espace de Bergman B?({2) par

prie) = {remas [ Iram < oo}

a En utilisant 1, montrer que si (f,,) est une suite de Cauchy dans (BP(2), || . ||,),
alors (f,,) est uniformément de Cauchy sur tout compact.
b Montrer que (BP(), || . ||,) est un espace de Banach , et que la convergence dans

BP(Q)) entraine la convergence uniforme sur les compacts.
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B dans cette partie, on prend Q2 =D et p = 2. D’apres A, B*(D) est un espace de
Hilbert, le produit scalaire étant donné par

Umz/ﬁm.

1 Montrer que si f € B*(D), f(z) =Y. 2", alors

oo

™
1712 =3 el
0

En déduire une autre expression du produit scalaire de B?*(D).
ntl

2 On pose e,(z) = 2™. Montrer que la suite (e, )nen est une base hilbertienne
de B*(D).
3 Montrer que si a € D, alors il existe une unique fonction K, € B?(D) telle que

pour toute f € B*(D), on ait
fla) = (f, Ka) .

4 Soit a € D. En utilisant 2, déterminer explicitement la fonction K.
5 Conclure que si f est une fonction holomorphe au voisinage de D, alors, pour tout

point @ € D, on a
f(z
/ 1—za

C Dans cette partie, on veut retrouver par une autre méthode le résultat de B5.
la Montrer que la fonction z — 1/z est localement intégrable sur C.

1b On note m la mesure de Lebesgue sur C. En appliquant la formule de Green-
Riemann dans des domaines du type {z € D; |z — a| > €}, établir la formule de
Cauchy-Pompeiu : si ¢ est une fonction de classe C' au voisinage de D, alors

1 1 [ 0p d
@@:f/fﬁw___ﬁﬂ@.
27 Jop 2 — @ TJp 0Z z—a
pour tout point a € D.

2 Montrer que si f est une fonction de classe C! au voisinage de D, alors, pour tout
point a € D, on a

L fof 11—z
fla) = 82 1—Za z—a /f l—za

3 Conclure.

Probleme 35 (dynamique holomorphe)

Dans tout le probleme, 2 est un ouvert de C et f est une fonction holomorphe sur
Q vérifiant f(Q) C Q. Pour n € N*, on note f, la n-ieme itérée de f:

fn=1Ffo..of.
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Les trois parties sont indépendantes. On rappelle que si U et V' sont deux ouverts
de C, un biholomorphisme de U sur V est une bijection holomorphe ¢ : U — V. On
sait alors que ¢! est également holomorphe.

A dans cette partie, on suppose ) connexe et borné. On suppose également que f
possede un point fixe a € ().
1 Calculer f!(a) pour tout n, et en déduire qu'on a |f(a)| < 1.
2 On suppose qu'on a f'(a) = 1.
a Montrer que si f # id, alors il existe une constante ¢ # 0 et un entier k > 2 tels
que, pour tout n > 1, on ait

fu(2) = 2 +nc(z —a)* +o[(z — a)¥]
au voisinage de a.
b Montrer qu'on a f = id.
3 Montrer que si A € T, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers
(pn) telle que lim,, o, \P» = 1. En déduire que si |f'(a)] = 1, alors (f,) admet une
sous-suite (g,) qui converge vers id uniformément sur tout compact.
4 Montrer qu’on a |f’(a)| = 1 si et seulement si f est un biholomorphisme de € sur
Q.
5 On suppose qu'on a |f’'(a)| < 1.
a Montrer qu'il existe un voisinage V' de a tel que f,(z) tend vers a pour tout z € V.
b Montrer que f,(z) tend vers a uniformément sur tout compact de €2.
6 Etudier les deux cas suivants.

(1) @ ={z Re(z) >0}, et f(z) =az+ =2, ona €]0;1] est donné.
(2) Q=1{z; |z] <1, Re(z) >0, Im(2) > 0} et f(z) = €'2°.

B Dans cette partie, on suppose que 0 € 2 et f(0) = 0. On suppose également que
A = f'(0) vérifie 0 < |A\| < 1.

1 Pour n € N, on pose ¢, = A\7" f,.

a Montrer qu’on peut trouver des constantes § > 0 et a < [A|}/2 telles que |f,(2)| <
a™|z| pour tout z € D(0,d) et pour tout n.

b Montrer qu’il existe une constante C' telle que |pn11(2) — vn(z)| < \/\I% | fu(2)]?
pour |z| < § et pour tout n.

c Déduire de a et b que la suite (¢,) converge uniformément sur D(0, §).

3 Montrer que f est biholomorphiquement conjuguée a I’homothétie z +— Az au
voisinage de 0. En d’autres termes, montrer qu’il existe un biholomorphisme ¢ :
U — V entre deux voisinages de 0 tel que po fop 1(2) = Az.

C Dans cette partie, on prend €2 = D.
a—z
1 Soit @ € D. Pour z # 1/a, on pose ¢,(z) = T, Montrer que la restriction de
—az
vq a D est une bijection holomorphe de D sur D, et déterminer sa réciproque.
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2 En utilisant le lemme de Schwarz, montrer que si a et b sont deux points de D,
alors

£0) ~ f(a) | ' b-al.
L= f0)f(a)| ~ 1= ba
3 Pour a,b € D, on pose
5(a.0) = )] = ||

a Montrer que si a,b,c € D, alors d(¢.(a), p.(b)) = d(a,b).
b En utilisant 'identité

1_'b—a 2 (L= oP) (1~ af)
1—ba 1—ba)®
montrer que si a,b € D, alors
la] + [b]
o(a,b) < ———— < bl .
(@,0) < %oy < lal + 1

c Déduire de a et b que § est une distance sur D et que les ¢, sont des isométries
pour 6. On dit que ¢ est la distance pseudo-hyperbolique sur le disque D.

4 D’apres 2, la fonction f est 1-lipschitzienne pour la distance . Que peut-on dire
de plus si f(ID) est une partie relativement compacte de D?

5 On suppose que f(D) est relativement compact dans D. Montrer que f admet
un unique point fixe et que la suite des itérées de f converge vers ce point fixe
uniformément sur tout compact.

Probleme 36 (un théoreme de Paley et Wiener)

A Soit a > 0 et soit ¢ : R — C une fonction de classe C* a support dans [—a;al.
Montrer que la formule

F(z) = /_+°0 e " p(t) dt

o0

définit une fonction entiere (i.e. holomorphe sur C), et que pour tout entier n > 0,
on a

[F(2)] = O (|| " et lm)

quand |z| tend vers Uinfini.

B Soit F une fonction entiere. On suppose qu’il existe un nombre a > 0 tel que pour
tout entier n > 0, on a |F(z)| = O (|z|™" e*™®)) quand |z| tend vers l'infini. On
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veut montrer qu’il existe une fonction ¢ : R — C de classe C* et a support dans
[—a; al, telle que

F(z)= /_+Oo e " p(t)dt .

1 Quel est le seul candidat possible pour ¢? Montrer que ce candidat est de classe
C*>.
2 En utilisant convenablement le théoreme de Cauchy, montrer que pour tout b € R,
on a
L[ it (z-+ib)
t) = — e\ F(x 4 4b) dx .
=5 [ (¢ + b

3 Déduire de 2 qu’on a ¢(t) =0 si [t > a.
4 Conclure.

(e 9]

Probleme 37 (séries de Dirichlet)

Dans tout I'exercice, S est une série de Dirichlet, c’est a dire une série de fonctions

de la forme
S(z) = Zane_’\"z :

ou les a, sont des nombres complexes, et (A,) est une suite strictement croissantes
de nombres positifs tendant vers +oo. Si z € C et si la série S(z) converge, on note
fs(2) la somme de cette série.

la Soit zg € C. Montrer que si la série S(zp) est absolument convergente, alors la
série S(z) converge normalement dans le demi-plan {Re(z) > Re(zp)}.

1b Montrer qu’il existe un unique nombre z, € [—o00;+0o0] tel que la série S(z)
converge absolument pour Re(z) > z, et ne converge pas absolument pour Re(z) <
Z,. On dit que z, est I'abscisse de convergence absolue de la série S.

2a Montrer que pour a,b € R, a < b, et pour w =2 41y € C, avec x > 0, on a

e~ _ e—bw‘ < M (e—a;t _ e—bz)
[— l’ .

2b Soit zp € C. On suppose que la série S(zg) converge. En utilisant a et une
transformation d’Abel bien choisie, montrer que la série S(z) converge uniformément
dans tout secteur angulaire du type S, = {z; |Arg(z — 20)| < a}, a < 7/2.

2c Montrer qu'il existe un unique z. € [—00;400] tel que la série S(z) converge
pour Re(z) > z. et diverge pour Re(z) < z.. On dit que z. est 'abscisse de
convergence de la série S.

3 Montrer que fs(z) = Y " ane ** est holomorphe dans {Re(z) > z.}.

4 On prend A\, = n pour tout n. Montrer qu'on a x, = x. = MWOOL"QT'%'. Quel
résultat retrouve-t-on en appliquant 2b?

5 Déterminer z, et z. dans les cas suivants.



Probleme 38 (transformation de Laplace)

A Dans toute cette partie, f : R — C est une fonction localement intégrable sur R
et nulle sur | — c0;0].

la Soit sg € C, et soit g = Re(sg). On suppose que U'intégrale fooo f(t)e 0 dt est
absolument convergente. Montrer que si s € C vérifie Re(s) > zy, alors 'intégrale
Jo° f(t) e dt est absolument convergente.

1b Montrer qu'il existe un unique nombre z,(f) € [—oo;+00] tel que l'intégrale
Jo° f(t) e dt converge absolument pour Re(s) > z, et ne converge pas absolument
pour Re(s) < z,. On dit que z, est 'abscisse de convergence absolue de
Laplace de la fonction f.

1c Donner un exemple ou z, = +00.

2a Soit s € C. On suppose que l'intégrale fooo f(t)e 0 dt est convergente. En
intégrant judicieusement par parties, montrer que si s € C vérifie Re(s) > Re(so),
alors I'intégrale fooo f(t) e~ dt est convergente, la convergence étant de plus uniforme
par rapport a s dans tout secteur angulaire du type S, = {s; |Arg(s —so)| < a}, ou
a € [0;7/2] est fixé.

2b Montrer qu’il existe un unique nombre x.(f) € [—o0;+00] tel que l'intégrale
Jo° f(t) e dt converge pour Re(s) > . et diverge pour Re(s) < z.. On dit que z,
est I'abscisse de convergence de Laplace de la fonction f.

2c¢ Donner un exemple ou z, = +00.

3 Montrer qu’on a toujours z. < x,. Y a-t-il égalité en général?

4 On suppose z. < +00. Montrer que la fonction £f définie par

Lf(s)= /000 ft)e ™ dt

est holomorphe dans le demi-plan {Re(s) > x.}. La fonction L£f s’appelle la trans-
formée de Laplace de la fonction f.
5a Soit zo € R. Montrer que si Vintégrale [~ f(t) e dt converge, alors on a

(0.9}
lim L£f(x) :/ ft)e ™ dt .
:r—ma' 0
5b En utilisant a, déterminer la valeur de l'intégrale [ = fooo S‘tﬂ dt.

6 Dans cette question, on veut prouver I'injectivité de la transformation de Laplace,
autrement dit montrer que si x. < 400 et si Lf =0, alors f = 0 presque partout.

a Etablir le résultat sous 'hypothose z.(f) < +o0. On pourra faire intervenir la
transformation de Fourier.
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b On suppose z.(f) < 4oc0. Soit F la fonction définie par F(z) = [ f(t) dt. Montrer
que si s € C vérifie Re(s) > Max(0, z.(f)), alors e ** F'(x) tend vers 0 quand x tend
vers +00.

¢ Avec les notations de b montrer qu'on a x,(F) < Max(0,z.(f)) et que si Re(s) >
Max(0, z.(f)), alors

LF(s) =~ £f(5)

d Conclure.

7 On suppose qu'on a x, < +0o et qu’il existe un nombre réel b > x, tel que la
fonction y — Lf(b+ iy) est intégrable sur R. Montrer que pour presque tout ¢t € R,
on peut écrire

1
t) = — L =dz .
f0= 5= | creed:
B Soit f : R — C localement intégrable, nulle sur | — co;0[. On suppose qu’on a

zo(f) < 4+00. Montrer que pour tout b > z, fixé, Lf(s) tend vers 0 quand |s| tend
vers +oo et Re(s) > b. On pourra commencer par le cas ol f est de classe C! &
support compact.

C Soit zp € R donné, et soit F' une fonction holomorphe dans le demi-plan II =
{Re(s) > zo}. On fait les hypotheses suivantes :

(1) pour tout b > ¢ fixé, F(s) tend vers 0 quand |s| tend vers +o0o et Re(s) > b;
(2) pour tout b > zy, la fonction y — F(b+ iy) est intégrable sur R.

On veut montrer qu’il existe une fonction f : R — C continue, nulle sur | — 00; 0],
vérifiant z,(f) < zo, et telle que Lf = F dans le demi-plan II.
la Soit b > xg. Montrer que la formule

fo(t) = L /b—i-‘]R F(z)e*dz

2T

définit une fonction continue sur R.

1b En utilisant le théoreme de Cauchy, montrer que la fonction f, ne dépend en fait
pas de b > xy. Dans la suite, on écrira donc f au lieu de f,.

2a Soit b > zy. Pour R > 0, on note Cg le demi-cercle {b+ Re?; —7/2 <0 < 7/2}.
Pour ¢ < 0, déterminer la limite de l'intégrale fCRb F(z)e"*dz quand R tend vers
+00.

2b Montrer que la fonction f est nulle sur | —o00;0].

3 Montrer qu'on a z,(f) < xy et que pour x > b > xg, on peut écrire

/ ft) e dt = P g,

C um bR 2 — T

4 Conclure.



