
EVNT

Feuille d’exercices no 6

Exercice 1. Soit E un ensemble non-vide, et soit d la distance discrète sur E.
Montrer que pE, dq est complet.

Exercice 2. Pour i, j P N, on pose dpi, jq :“ |2´i ´ 2´j|. Montrer que d est une
distance sur N qui définit la topologie discrète, mais que pN, dq n’est pas complet.

Exercice 3. Soit I un intervalle compact de R. On note C1pIq l’espace vectoriel
constitué par toutes les fonctions f : I Ñ R de classe C1. Pour f P C1pIq, on pose
}f} :“ }f}8 ` }f

1}8. Montrer que } ¨ } est une norme sur C1pIq, et que pC1pIq, } ¨ }q
est complet.

Exercice 4. Montrer que C1pr0, 1sq n’est pas complet pour la norme } ¨ }8.

Exercice 5. On note Lip0pRq l’ensemble des fonctions lipschitziennes f : R Ñ R
telles que fp0q “ 0.

(1) Montrer que Lip0pRq est un espace vectoriel.

(2) Pour f P Lip0pRq, on note }f} la constante de Lipschitz de f . Montrer que
} ¨ } est une norme sur Lip0pRq.

(3) Montrer que pLip0pRq, } ¨ }q est complet.

Exercice 6. On note `1pNq l’espace vectoriel constituée par toutes les suites de
nombres réels u “ pupjqqjPN telles que la série

ř

upjq est absolument convergente.
Pour u “ pupjqq P `1pNq, on pose

}u}1 “
8
ÿ

j“0

|upjq|.

Montrer que `1pNq est complet pour la norme } ¨ }1.

Exercice 7. Soit pE, dq un espace métrique complet. Pour u, v P E, on pose ρpu, vq :“
minp1, dpu, vqq. Montrer que ρ est une distance sur E topologiquement équivalente à
d, et que pE, ρq est complet. Quel “avantage” ρ possède-t-elle sur d ?

Exercice 8. Pour x, y ą 0, on pose dpx, yq :“ | lnpyq ´ lnpxq|. Montrer que d est
une distance sur s0,8r topologiquement équivalente à la distance usuelle, et que
ps0,8r , dq est complet.
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Exercice 9. Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit O un ouvert de E.

(1) Pour u, v P O, on pose

δpu, vq :“ dpu, vq `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

distpu,EzOq
´

1

distpv, EzOq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(a) Justifier la définition, et montrer que δ est une distance sur O.

(b) Montrer que la distance δ est topologiquement équivalente à d|OˆO.

(2) Montrer que O est topologiquement complet.

Exercice 10. Soit pE, dq un espace métrique, et soit pGnqnPN une suite de sous-
ensembles de E. On suppose que Gn est topologiquement complet pour tout n P N,
et que G :“

Ş

nPNGn ‰ H. Le but de l’exercice est de montrer que G est topologi-
quement complet.

(1) Montrer que pour tout n P N, on peut trouver une distance ρn sur Gn topolo-
giquement équivalente à d|GnˆGn telle que pGn, ρnq soit complet et ρnpu, vq ď 1
pour tous u, v P Gn.

(2) Pour u, v P G, on pose

ρpu, vq :“
8
ÿ

n“0

2´nρnpu, vq.

Justifier la définition et montrer que ρ est une distance sur G topologiquement
équivalente à d|GˆG.

(3) Montrer que G est topologiquement complet.

Exercice 11. Montrer que RzQ est topologiquement complet.

Exercice 12. Soient E et F deux espaces métriques, avec F complet. Soit également
pfnqnPN une suite d’applications, fn : E Ñ F . On suppose que les fn sont toutes
k-lipschitziennes pour une certaine constante k, et qu’il existe un ensemble dense
D Ď E tel que pour tout z P D, la suite pfnpzqqnPN converge dans F . Montrer que
pour tout x P E, la suite pfnpxqq converge dans F .

Exercice 13. Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques, avec E complet, et
soit f : E Ñ F une application continue. On suppose qu’il existe une constante
α ą 0 telle que

@u, v P E : dF pfpuq, fpvqq ě α dEpu, vq.

Montrer que pour tout fermé C Ď E, l’ensemble fpCq est un fermé de F .
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Exercice 14. Soit pE, dq un espace métrique. On suppose que E vérifie le théorème
des fermés emboités ; autrement dit, on suppose que la chose suivante est vraie : pour
toute suite décroissante pCnqnPN de fermés non-vides de E telle que diampCnq Ñ 0,
on a

Ş

nPNCn ‰ H. Le but de l’exercice est de montrer que pE, dq est complet.

(1) Soit pukqkPN une suite de Cauchy dans pE, dq. Pour n P N, on pose Cn :“

tuk; k ě nu. Montrer que
Ş

nPNCn ‰ H.

(2) Montrer que pE, dq est complet.

Exercice 15. Soit E un espace de Banach, et soit pBnqnPN une suite décroissante de
boules fermées de E. Le but de l’exercice est de montrer que

Ş

nPNBn ‰ H. Dans la

suite, on écrit Bn “ Bpan, rnq.

(1) Montrer que la suite prnq est décroissante.

(2) Montrer que si p ď q alors }aq ´ ap} ď rp ´ rq.

(3) Déduire de (2) que la suite panq converge dans E.

(4) Montrer que
Ş

nPNBn est une boule fermée, et conclure.

Exercice 16. Soit pαnqně0 un suite strictement décroissante de nombres réels ten-
dant vers 1. Pour i, j P N, on pose dpi, jq :“ αminpi,jq si i ‰ j, et dpi, jq “ 0 si
i “ j.

(1) Montrer que d est une distance sur N et que pN, dq est complet.

(2) Déterminer Bpn, αnq pour tout n P N.

(3) Comparer avec l’Exercice 15.

Exercice 17. Soit H un espace de Hilbert, et soit E Ď H un sous-espace vectoriel
fermé. Pour x P H, on note PEpxq l’unique point u de E tel que }x´u} “ distpx,Eq.

(1) Montrer que pour tout x P H, on a distpx,Eq2 “ }x}2 ´ }PEpxq}
2.

(2) Montrer que PE : H Ñ H est une projection linéaire continue et qu’on a
}PE} “ 1.

(3) Montre que pour tous x, y P E, on a xPEpxq, yy “ xPEpxq, PEpyqy “ xx, PEpyqy.

(4) On suppose que E est de dimension finie. Soit pe1, . . . , edq une base ortho-
normée de E. Montrer que pour tout x P H, on a

PEpxq “
d
ÿ

i“1

xx, eiy ei.

Exercice 18. Soit H un espace de Hilbert, et soit E Ď H un sous-espace vectoriel
fermé. On pose EK :“ tz P H; @u P E : xz, uy “ 0u. Montrer que H “ E ‘ EK.
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Exercice 19. Soit H un espace de Hilbert, et soit M Ď H un sous-espace vectoriel.
Montrer que M est dense dans H si et seulement si MK “ t0u.

Exercice 20. Soit n un entier ě 3. Calculer inf
!

ş1

0
ptn ´ a´ bt´ ct2q2; a, b, c P R

)

.

Exercice 21. Soit pE, dq un espace métrique complet. Montrer que si pukqkPN est
une suite de points de E telle que la série

ř

dpuk, uk`1q est convergente, alors pukq
converge dans E.

Exercice 22. Soit E et F deux espaces vectoriels normés, avec F complet. Soit
également f : E Ñ F une application continue. On suppose qu’il existe une constante
C telle que

@u, v P E : }fpu` vq ´ fpuq ´ fpvq} ď C.

Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe une application linéaire continue
L : E Ñ F telle que @u P E : }Lpuq ´ fpuq} ď C.

(1) Soit u P E. Montrer que pour tout k P N˚, on a
›

›

›

fp2kuq
2k

´
fp2k´1uq

2k´1

›

›

›
ď C

2k
¨

(2) Montrer que pour tout u P E, la suite
´

fp2kuq
2k

¯

kě1
converge dans F , et que la

convergence est uniforme par rapport à u.

(3) On définit une application L : E Ñ F en posant

Lpuq “ lim
kÑ8

fp2kuq

2k
¨

Montrer que l’application L est continue et vérifie Lpu ` vq “ Lpuq ` Lpvq
pour tous u, v P E ; puis montrer que L convient.

Exercice 23. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, avec F complet, et
soit T : E Ñ F une application linéaire continue. Soient également R, r ą 0. On

suppose que T
`

BEp0, Rq
˘

contient BF p0, rq. Le but de l’exercice est de montrer que

T
`

BEp0, Rq
˘

contient BF p0, rq. (En particulier, cela montrera que T est surjective.)

(1) Soit y P BF p0, rq quelconque.

(a) Justifier l’existence de λ ą 1 tel que λy P BF p0, rq.

(b) Montrer que pour tout C ą 1 donné, on peut construire par récurrence
une suite pxkqkPN d’éléments de BEp0, Rq telle que

›

›

›

›

›

λy ´ T

˜

k
ÿ

i“0

C´ixi

¸›

›

›

›

›

ă
r

Ck`1
pour tout k P N.

(2) Démontrer le résutat annoncé.
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Exercice 24. Soit E un espace de Banach séparable. Le but de l’exercice est de
montrer qu’il existe une surjection linéaire continue de `1pNq sur E.

(1) Soit pxjqjPN une suite dense dans la boule BEp0, 1q. Pour u “ pupjqqjě0 P
`1pNq, on pose

T puq :“
8
ÿ

j“0

upjqxj.

Justifier la définition, et montrer que T : `1pNq Ñ E est une application
linéaire continue.

(2) Conclure en utilisant l’Exercice 23.

Exercice 25. Soit E un espace de Banach. On note GLpEq l’ensemble des éléments
inversibles de LpEq, autrement dit l’ensemble des L P LpEq qui sont bijectives et
telles que l’application linéaire L´1 est continue.

(1) Soit L P GLpEq. Montrer que si H P LpEq vérifie }H} ă 1{}L´1}, alors
L`H P GLpEq et

pL`Hq´1 “ L´1
8
ÿ

k“0

pHL´1qk,

où la série converge dans LpHq. (Suggestion : écrire L `H “ pId `HL´1qL.)
Montrer ensuite que pour un tel H, on a

}pL`Hq´1 ´ L´1} ď
}L´1}2 }H}

1´ }L´1} }H}
¨

(2) Montrer que GLpEq est un ouvert de LpEq, et que l’application L ÞÑ L´1 est
continue sur GLpEq.

Exercice 26. (séries produits)

Soient E,F,G des espaces de Banach, et soit B : E ˆ F Ñ G une application
bilinéaire continue. Soient également deux suites pukqkPN Ă E et pvlqlPN Ă F . Pour
n P N, on pose

wn “
n
ÿ

k“0

Bpuk, vn´kq.

(0) Montrer qu’il existe une constante C telle que

@pu, vq P E ˆ F : }Bpu, vq} ď C }u} }v}.

(1) Montrer que si les deux séries
ř

uk et
ř

vl sont normalement convergentes,
alors la série

ř

wn l’est aussi.
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(2) Montrer que pour tout N P N, on a

N
ÿ

n“0

wn ´B

˜

N
ÿ

k“0

uk,
N
ÿ

l“0

vl

¸

“
ÿ

k,lPJ0,NK
k`ląN

Bpuk, vlq.

(3) En déduire que si les suites pukq et pvlq sont bornées, alors existe une constante
M telle que

@N P N :

›

›

›

›

›

N
ÿ

n“0

wn ´B

˜

N
ÿ

k“0

uk,
N
ÿ

l“0

vl

¸
›

›

›

›

›

ďM

¨

˝

ÿ

N{2ăkďN

}uk} `
ÿ

N{2ălďN

}vl}

˛

‚.

(4) Montrer que que si les deux séries
ř

uk et
ř

vl sont normalement conver-
gentes, alors

8
ÿ

n“0

wn “ B

˜

8
ÿ

k“0

uk,
8
ÿ

l“0

vl

¸

.

Exercice 27. En utilisant l’exercice 26, montrer que si X, Y P MnpRq vérifient
XY “ Y X, alors eX`Y “ eXeY .

Exercice 28. Montrer qu’une application uniformément continue change les suites
de Cauchy en suites de Cauchy.

Exercice 29. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, soit D une partie
bornée de E, et soit f : D Ñ R une fonction uniformément continue. Montrer que f
est bornée.

Exercice 30. Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit f : E Ñ E une
application continue.

(1) On suppose qu’il existe une fonction φ : E Ñ R` telle que

@x P E : dpx, fpxqq ď φpxq ´ φpfpxqq.

(a) Soit x0 P E, et soit pxnqnPN la suite définie par la relation de récurrence
xn`1 “ fpxq. Montrer que pour tout n P N, on a

řn
k“0 dpxk, xk`1q ď

φpx0q ´ φpxn`1q.

(b) Montrer que f possède un point fixe.

(2) Dans cette question, on suppose que f est contractante. En notant k la
constante de Lipschitz de f , montrer que f vérifie l’hypothèse de (1) avec
φpxq :“ 1

1´k
dpx, fpxqq.
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Exercice 31. Soit E un espace de Banach, et soit ϕ : E Ñ E. On suppose que ϕ
est contractante.

(1) Montrer que IdE ´ ϕ est une bijection de E sur E.

(2) Soit a P E. Soit également x0 P E, et soit pxnqnPN Ď E la suite définie par
la relation de récurrence xn`1 “ ϕpxnq ` a. Montrer que pxnq converge et
trouver sa limite.

Exercice 32. Soit λ P R, et soit I un intervalle de R. Soient également t0 P I et
c P R. On définit Φ : CpIq Ñ CpIq comme suit : si u P CpIq, alors

Φpuqptq “ c`

ż t

t0

λupsq ds.

(1) Soit u0 P CpIq, et soit punqnPN la suite définie par la récurrence un`1 “ Φpunq.
En admettant que la suite punq converge dans CpIq, déterminer sa limite.

(2) On garde les notations de (1) et on prend pour u0 la fonction constante égale
à 1. Déterminer un pour tout n P N et vérifier que punq converge effectivement
dans CpIq.

Exercice 33. Soient α, β P R vérifiant |α| ` |β| ă 1, et soit pxnqnPN Ď R la suite
définie par x0 :“ 77 et la relation de récurrence xn`1 “ α arctanpxnq`β cospxnq`844.
Montrer que la suite pxnq est convergente.

Exercice 34. Soit a ą 0. Soit également x0 ě
?
a, et soit pxnqnPN la suite définie par

la relation de récurrence xn`1 “
1
2

´

xn `
a
xn

¯

. Montrer que pxnq converge et trouver

sa limite.

Exercice 35. Soit 0 ă α ă e{2. Montrer que la suite pxnqnPN définie par x0 :“ 998

et la relation de récurrence xn`1 “ e´αx
2
n est convergente.

Exercice 36. Soit f : s0,8rÑ R une fonction de classe C1 et strictement positive en

tout point. On suppose qu’on a |f 1pxq| ď 1
2
fpxq
x

pour tout x ą 0.

(1) Montrer qu’on a | lnpfpyqq ´ lnpfpxqq| ď 1
2
| lnpyq ´ lnpxq| pour tous x, y ą 0.

(2) Montrer que f possède un unique point fixe x P s0,8r.

Exercice 37. Soient λ, µ P R vérifiant λ2`µ2 ă 1. Montrer que pour tout pa, bq P R2,
le système d’équations

"

x` λ cospxq ` µ sinpyq “ a
y ´ λ sinpxq ` µ cospyq “ b

possède une unique solution px, yq P R2.
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Exercice 38. Soit φ : R Ñ R la fonction définie par φpxq :“ x ` π
2
´ arctanpxq.

Montrer qu’on a |φpuq ´ φpvq| ă |u´ v| pour tous u, v P R tels que u ‰ v, mais que
φ ne possède pas de point fixe.

Exercice 39. Soit θ : r0, 1s Ñ r0, 1s une fonction continue qui n’est pas identique-
ment égale à 1, et soit α P R. On veut montrer qu’il existe une unique fonction
f : r0, 1s Ñ R de classe C1 telle que fp0q “ α et f 1ptq “ fpθptqq pour tout t P r0, 1s.

(1) Soit Φ : Cpr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq l’application définie par

Φpuqpxq :“ α `

ż x

0

upθptqq dt.

Montrer que si u, v P Cpr0, 1sq, alors |Φpvqpxq ´ Φpuqpxq| ď }v ´ u}8 x pour
tout x P r0, 1s, et en déduire que |Φ2pvqpxq ´ Φ2puqpxq| ď k }v ´ u}8 pour

tout x P r0, 1s, où k :“
ş1

0
θptq dt.

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 40. Montrer qu’il existe une unique fonction continue f : r0, 1s Ñ R
vérifiant fpxq “

şx

0
fptq dt` 1

5
cospfpxqq pour tout x P r0, 1s.

Exercice 41. Soit ra, bs un intervalle compact de R, et soit θ : ra, bs Ñ ra, bs une
fonction continue vérifiant θptq ď t pour tout t P ra, bs. Soient également α P R et
k ě 0. On veut montrer qu’il existe une unique fonction f : ra, bs Ñ R de classe C1

telle que fpaq “ α et f 1pxq “ k fpθpxqq pour tout x P ra, bs.

(1) Soit M ą 0. Pour u P Cpra, bsq, on pose }u}M :“ sup t|uptq|e´Mt; t P ra, bsu.
Montrer que } ¨ }M est une norme sur Cpra, bsq, équivalente à la norme } ¨ }8.

(2) Soit Φ : Cpra, bsq Ñ Cpra, bsq l’application définie par

Φpuqpxq :“ α `

ż x

a

k upθptqq dt.

Montrer que si u, v P Cpra, bsq et si M ą 0, alors

@x P ra, bs : |Φpvqpxq ´ Φpuqpxq| ď
k

M
}v ´ u}M eMx;

et en déduire que }Φpvq ´ Φpuq}M ď k
M
}v ´ u}M .

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 42. Soit E un espace vectoriel normé, et soit K Ď E un ensemble compact
et convexe, K ‰ H. Soit également f : K Ñ K une application 1-lipschitzienne.
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(1) Soit a P K. Pour n P N˚, on définit fn : K Ñ E par

fnpxq :“
1

n
a`

ˆ

1´
1

n

˙

fpxq.

Montrer que fn possède un unique point fixe xn P K.

(2) Montrer que f possède un point fixe.

Exercice 43. Soient E et F deux espaces de Banach. Le but de l’exercice est de
démontrer le résultat suivant : Si T : E Ñ F est une application linéaire continue bi-
jective, alors T´1 est continue. Ce résultat s’appelle le théorème d’isomorphisme
de Banach.

(1) Soit T : E Ñ F linéaire continue et surjective.

(a) Montrer qu’il existe un entier n tel que T
`

BEp0, nq
˘

est d’intérieur non-
vide dans F .

(b) Soient y0 P F et r ą 0 tels que BF py0, rq Ď T
`

BEp0, nq
˘

. Montrer que

BF p0, rq Ď T
`

BEp0, 2nq
˘

.

(c) En utilisant l’Exercice 23, montrer qu’il existe une constante C telle
que : pour tout y P F vérifiant }y} “ 1, on peut trouver x P E vérifiant
}x} ď C tel que T pxq “ y.

(2) Conclure.

Exercice 44. Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques, avec pE, dEq complet,
et soit f : E Ñ F . On suppose que pour tout x P E, il existe une constante Cx telle
que

@y P E : dF
`

fpxq, fpyq
˘

ď Cx dEpx, yq.

(1) Montrer que f est continue.

(2) En considérant les ensembles

Fn :“ tx P E; @y P E : dF
`

fpxq, fpyq
˘

ď n dEpx, yqu

et en utilisant le théorème de Baire, montrer qu’il existe un ouvert non vide
U Ă E tel que f|U est lipschitzienne.

Exercice 45. (théorème de Banach-Steinhaus)

Soient E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. Soit également F
une famille d’applications linéaires continues de E dans F . On suppose que pour
tout u P E, il existe une constante Cu telle que @L P F : }Lpuq} ď Cu. Le but de
l’exercice est de montrer que la famille F est bornée dans LpE,F q.
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(1) Pour n P N, on pose

Fn :“
 

u P E; @L P F : }Lpuq} ď n
(

Montrer qu’il existe N P N tel que FN est d’intérieur non-vide.

(2) Soient x0 P E et r ą 0 tels que Bpx0, rq Ď FN . Montrer que pour tout
u P Bp0, rq et pour toute L P F , on a }Lpuq} ď Cx0 `N .

(3) Conclure.

Exercice 46. (théorème de Banach-Steinhaus, 2)

Le but de l’exercice est de donner une preuve du Théorème de Banach-Steinhaus qui
n’utilise pas le Théorème de Baire. On conserve donc les notations de l’Exercice 45.

(1) Soit L P LpE,F q quelconque.

(a) Montrer que pour tous u, ξ P E, on a

}Lpξq} ď
1

2
p}Lpu` ξq} ` }Lpu´ ξq}q ď maxp}Lpu` ξq, Lpu´ ξq}q .

(b) Pour u P E et r ą 0, on note Bpu, rq la boule fermée de centre u et de
rayon r. Exprimer supt}Lpξq}; ξ P Bp0, rqu en fonction de r et de }L}.

(c) Déduire de (a) et (b) que pour tous u P E et pour tout r ą 0, on a

sup
u1PBpu,rq

}Lpu1q} ě r }L} .

(2) Soit pLnqně1 une suite d’applications linéaires continues de E dans F .

(a) En utilisant (1), montrer qu’on peut construire par récurrence une suite
punqnPN Ă E avec u0 “ 0, telle que }un ´ un´1} ď 3´n et }Lnpunq} ą
2
3
ˆ 3´n}Ln} pour tout n ě 1.

(b) Montrer que la suite punq est convergente, et que sa limite u est telle que
}u´ un} ď

1
2
ˆ 3´n pour tout n P N.

(c) On suppose qu’on a }Ln} ě 4n pour tout n. Montrer que }Lnpuq} tend
vers `8.

(3) Démontrer par l’absurde le résultat souhaité.

Exercice 47. Soient E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé, et pLnq
une suite d’applications linéaires continues de E dans F . On suppose que pour
tout u P E, la suite pLnpuqq converge dans F . En utilisant le théorème de Banach-
Steinhaus, montrer que si on pose Lpuq “ limnÑ8 Lnpuq, alors l’application (linéaire)
L : E Ñ F est continue.
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Exercice 48. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit f : E Ñ F . On
suppose que pour toute forme linéaire continue Θ P F ˚, la fonction Θ ˝ f : E Ñ R
est lipschitzienne.

(1) Pour u, v P E avec u ‰ v, on définit une forme linéaire Lu,v : F ˚ Ñ R par

@Θ P F ˚ : Lu,vpΘq “
Θpfpvqq ´Θpfpuqq

}v ´ u}
¨

Montrer que les Lu,v sont continues ; puis, en utilisant le théorème de Banach-
Steinhaus, montrer qu’il existe une constante C telle que @u, v : }Lu,v} ď C.

(2) On admet que pour tout z P F , on peut trouver Θ P F ˚ telle que }Θ} “ 1 et
Θpzq “ }z}. Déduire de (1) que l’application f est lipschitzienne.

Exercice 49. Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F .
On suppose que pour toute fonction lipschitzienne ϕ : F Ñ R, la fonction ϕ ˝ f est
lipschitzienne. Le but de l’exercice est de montrer que f est lipschitzienne.

(1) On note LippF q l’espace vectoriel constitué par toutes les fonctions lipschit-
ziennes ϕ : E Ñ R. On fixe un point b P F , et pour ϕ P LippF q on pose
}ϕ} :“ |ϕpbq|`Lpϕq, où Lpϕq est la constante de Lipschitz de ϕ. Montrer que
pLippFq, } ¨ }q est un espace de Banach.

(2) En utilisant le théorème de Baire, montrer qu’il existe un entier n0 et une
boule Bpϕ0, rq Ă LippF q avec r ą 0 telle que @ϕ P Bpϕ0, rq : Lpϕ˝fq ď n0 ; et
en déduire qu’il existe une constante C telle que @ϕ P Bp0, 1q : Lpϕ˝fq ď C.

(3) Pour tout v P F , on note ϕv : F Ñ R la fonction définie par ϕvpuq :“ dpu, vq.
Montrer qu’il existe une constante M telle que @v P F : Lpϕv ˝ fq ďM .

(4) Montrer que f est M -lipschitzienne.

Exercice 50. Soient E,F,G des espaces vectoriels normés. On dit qu’une application
bilinéaire B : E ˆF Ñ G est séparément continue si pour tout u P E fixé, l’applica-
tion v ÞÑ Bpu, vq est continue, et pour tout v P F fixé, l’application u ÞÑ Bpu, vq est
continue.

(1) Dans cette question, on suppose que E est complet. Soit B : E ˆ F Ñ G
bilinéaire et séparément continue.

(a) Pour tout v P E, on note Bv P LpE,Gq l’application linéaire définie
comme suit :

@u P E : Bvpuq :“ Bpu, vq.

Montrer que pour tout u P E, il existe une constante Cu telle que

@v P F : }Bvpuq} ď Cu }v} .
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(b) En déduire que la famille F “ tBv; }v} ď 1u est bornée dans LpE,Gq.
(c) Montrer que B est continue.

(2) Dans cette question, on prend E “ Cpr0, 1sq “ F , muni de la norme } ¨ }
suivante : pour toute u P Cpr0, 1sq,

}u} :“

ż 1

0

|uptq| dt.

Soit B : Cpr0, 1sq ˆ Cpr0, 1sq Ñ R la forme bilinéaire définie par

Bpu, vq “

ż 1

0

uptqvptq dt .

(a) Montrer que B est séparément continue.

(b) Pour n P N, on note un P Cpr0, 1sq la fonction t ÞÑ tn. Calculer Bpun, unq
et }un}.

(c) La forme bilinéaire B est-elle continue ?

Exercice 51. Montrer qu’il n’existe aucune norme sur RrXs telle que pRrXs, } ¨ }q
soit complet.

Exercice 52. Soit f : s0,8rÑ R une fonction continue. On suppose que pour tout
a ą 0, on a limNQnÑ8 fpnaq “ 0. Le but de l’exercice est de montrer que fpxq Ñ 0
quand xÑ 8.

(1) Soit ε ą 0. Pour n P N˚, on pose Fn :“ ta P r1,8r @k ě n : |fpkaq| ď εu.
Montrer qu’il existe un entier n0 tel que Fn0 est d’intérieur non-vide.

(2) Soit n P N, et soient 0 ă α ă β. Montrer que l’ensemble
Ť

kěnrkα, kβs
contient un intervalle de la forme rX,8r.

(3) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 53. Soit pK, dq un espace métrique compact dénombrable. Le but de l’exer-
cice est de montrer que K est homéomorphe à un compact de R.

(1) Soient a, b P K tels que a ‰ b. On pose

Oa,b :“ tf P CpKq; fpaq ‰ fpbqu.

(a) Montrer que Oa,b est un ouvert de CpKq.
(b) Montrer que Oa,b ‰ H.

(c) Montrer que si f P Oa,b et u P CpKqzOa,b, alors u ` εf P Oa,b pour tout
ε ą 0 ; et en déduire que Oa,b est dense dans CpKq.
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(2) Déduire de (1) qu’il existe une fonction f : K Ñ R qui est continue et
injective ; et conclure.

Exercice 54. Soit E un espace métrique complet, et soit f : E Ñ R. On suppose
qu’il existe une suite de fonctions continues pfnqnPN telle que fnpxq Ñ fpxq pour tout
x P R. On note Contpfq l’ensemble des points de continuité de f . Le but de l’exercice
est de montrer que Contpfq est dense dans E.

(1) Pour ε ą 0, on pose

Oε :“ tx P E; DV voisinage de x tel que @u, v P V : |fpuq ´ fpvq| ď εu.

(a) Montrer que chaque Oε est un ouvert de E.

(b) Montrer que
Ş

pPN˚ O1{p Ď Contpfq.

(2) Pour ε ą 0 et n P N, on pose

Cn,ε :“ tx P E; @p, q ě n : |fppxq ´ fqpxq| ď ε{3u.

(a) Montrer que Cn,ε est un fermé de E.

(b) Montrer que @u, v P Cn,ε : |fpuq ´ fpvq| ď |fnpuq ´ fnpvq| ` 2ε{3.

(c) Déduire de (b) que C̊n,ε Ď Oε.

(3) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 55. Soit f : R Ñ R une fonction dérivable en tout point. Montrer que
l’ensemble des points de continuité de f 1 est dense dans R.

Exercice 56. Soit 1Q : R Ñ R la fonction indicatrice des rationnels. Montrer qu’il
est impossible de trouver une suite de fonctions continues qui converge simplement
vers 1Q.


