
EVNT

Feuille d’exercices no 5

Exercice 1. Soit E un espace métrique et soit pukqkPN une suite d’éléments de E.
On suppose que les suites pu2nqnPN, pu2n`1qnPN et pu3nqnPN convergent. Montrer que
la suite pukq converge.

Exercice 2. Touver une suite de nombres réels qui possède exactement une valeur
d’adhérence mais qui ne soit pas convergente.

Exercice 3. Soit pxnqnPN une suite bornée de nombres réels.

(1) Justifier que pxnq possède une plus petite valeur d’adhérence et une plus
grande valeur d’adhérence.

(2) On note limxn la plus grande valeur d’adhérence de pxnq, et limxn la plus
petite valeur d’adhérence de pxnq. Montrer qu’on a

limxn “ inf
mPN

sup
něm

xn “ lim
mÑ8

sup
něm

xn et limxn “ sup
mPN

inf
něm

xn “ lim
mÑ8

inf
něm

xn.

(3) Montrer qu’on a lim p´xnq´ “ ´limxn et lim p´xnq “ ´limxn.

Exercice 4. Montrer que si punq et pvnq sont deux suites bornées de nombres réels,
alors

limun ` lim vn ď lim pun ` vnq ď limun ` lim vn ď lim pun ` vnq ď limun ` lim vn.

Exercice 5. Soit pxnq une suite de nombres positifs. On suppose qu’il existe un
nombre réel α P r0, 1r tel que xn ` αx2n tend vers 1 quand nÑ 8.

(1) On pose L “ limxn et l “ limxn. En utilisant les inégalités de l’Exercice 4,
montrer qu’on a 1 ď l ` αL et 1 ě L` αl.

(2) Montrer que la suite pxnq converge et trouver sa limite.

Exercice 6. Soit pukq une suite de nombres réels. On suppose que uk`1 ´ uk Ñ 0
quand k Ñ 8. Montrer que si a et b sont deux valeurs d’adhérence de pukq, alors
tout nombre c P ra, bs est valeur d’adhérence de pukq.

Exercice 7. Soit E un espace vectoriel normé, et soit F Ď E un sous-espace vectoriel
de dimension finie. Montrer que F est fermé dans E en utilisant le Théorème de
Bolzano-Weiestrass.
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Exercice 8. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit T P LpEq
vérifiant }T } ď 1. Pour n P N˚, on pose

An :“
1

n
pI ` T ` ¨ ¨ ¨ ` T n´1q.

Le but de l’exercice est de montrer la chose suivante : pour tout x P E, la suite
pAnpxqq converge vers un point y P E tel que T pyq “ y.

(1) Montrer qu’on a }An} ď 1 pour tout n.

(2) Montrer que AnpI ´ T qpxq Ñ 0 pour tout x P E.

(3) Déduire de (2) que Anpzq Ñ 0 pour tout z P ImpI ´ T q.

(4) Soit x P E fixé.

(a) Montrer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers pnkq telle
que la suite pAnk

pxqq converge vers un point y P E.

(b) Montrer à l’aide de (2) que T pyq “ y.

(c) Montrer que x´Anpxq P ImpI ´T q pour tout n P N˚ ; et en déduire que

x´ y P ImpI ´ T q.

(d) Justifier qu’on a Anpxq ´ y “ Anpx´ yq pour tout n P N˚, puis montrer
que Anpxq Ñ y.

Exercice 9. Soit E :“ Cpr0, 2πsq muni de la norme } ¨ }8. Pour n P N, on note
en P E la fonction définie par enptq :“ eint.

(1) Combien vaut }en}8 ?

(2) Pour n, n1 P N, calculer
ş2π

0
|enptq ´ en1ptq|

2 dt ; et en déduire une minoration
de }en ´ en1}8 si n ‰ n1.

(3) Montrer que la suite penq ne possède aucune sous-suite convergente.

Exercice 10. Soit I un ensemble infini, et soit ptkqkPN une suite d’éléments de I
deux à deux distincts. Pour k P N, soit uk P `

8pIq définie par ukptkq “ 1 et ukptq “ 0
pour tout t ‰ tk. Montrer que la suite pukq est bornée dans `8pIq, mais qu’elle ne
possède aucune sous-suite convergente.

Exercice 11. Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. On note BE

la boule unité fermée de E i.e. BE “ tu P E; }u} ď 1u. Le but de l’exercice
est de montrer qu’il existe une suite pukqkPN Ď BE ne possédant aucune sous-suite
convergente. (Ce résultat s’appelle le Théorème de Riesz.)

(1) Soit F Ď E un sous-espace vectoriel fermé, avec F ‰ E. Montrer qu’il existe
u P E tel que }u} “ 1 et distpu, F q ě 1{2. (Commencer par choisir x P EzF ,

puis f P F tel que }x´ f} ď 2 distpx, F q.)
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(2) Construire par récurrence une suite pukqkPN Ď E telle que, pour tout k P N,
on ait : }uk} “ 1 et dist

`

uk, vecttuk1 , k
1 ă ku

˘

ě 1{2.

(3) Conclure.

Exercice 12. Soit E un espace métrique. Montrer que si pxlqlPN est une suite de
points de E convergeant vers un point a P E, alors l’ensemble K :“ txl; l P NuYtau
est un compact de E.

Exercice 13. Soient E et F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F . On suppose
que pour tout compact K Ď E, l’application f|K : K Ñ F est continue. Montrer que
f est continue.

Exercice 14. Soient E et F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F une appli-
cation continue. On suppose que pour tout compact K Ď F , l’ensemble f´1pKq est
un compact de E. Montrer que fpEq est un fermé de F .

Exercice 15. Soient E et F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F .

(1) Montrer que si f est continue, alors le graphe de f est une partie fermée de
E ˆ F .

(2) Dans cette question, on prend E “ R “ F . Montrer que la réciproque de (1)
n’est pas vraie.

(3) Montrer que si E et F sont compacts, alors la réciproque de (1) est vraie.

Exercice 16. Soient Λ et E deux espaces métriques, avec E compact, et soit F :
Λ ˆ E Ñ R une fonction continue. On suppose que pour tout λ P Λ, il existe un
et un seul point x P E tel que F pλ, xq “ 0, et on note ce point xpλq. Montrer que
l’application λ ÞÑ xpλq est continue.

Exercice 17. Soient E etK deux espaces métriques, avecK compact. Soit également

C Ď E ˆK un ensemble fermé. Montrer que rC :“ tx P E; Dy P K : px, yq P Cu est
un fermé de E.

Exercice 18. L’ensemble A :“ tpx, yq P R2; x2 ` y4 ď 6u est-il compact ? Même
question pour l’ensemble B :“ tpx, yq P R2; x2 ` y3 ď 6u.

Exercice 19. Montrer que pour tout N P N˚, l’ensemble

ΣN :“

#

x “ px1, . . . , xNq P RN ; xj ě 0 pour tout j P J1, NK et
N
ÿ

j“1

xj “ 1

+

est un compact de RN . Dessiner Σ2 et Σ3.
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Exercice 20. Soient a, b, c P R, avec a ą 0. On pose

M :“
 

px, yq P R2; ax2 ` bxy ` cy2 ď 1
(

.

Montrer que M est compact si et seulement si b2 ´ 4ac ă 0.

Exercice 21. Soit ONpRq :“ tM P MNpRq; tMM “ Idu. Montrer que ONpRq est
un compact de MNpRq.

Exercice 22. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit K Ď E un
ensemble compact, convexe, symétrique par rapport à 0, et tel que 0 P K̊. Pour
u P E, on pose

}u}K :“ inf
!

s ą 0;
u

s
P K

)

.

(1) Justifier la définition.

(2) Montrer que K “ tu P E; }u}K ď 1u.

(3) Montrer que } ¨ }K est une norme sur E.

Exercice 23. Soit K un espace métrique compact, et soit pfnqnPN une suite de
fonctions continues, fn : K Ñ R. On suppose que la suite pfnq est décroissante
(fn`1pxq ď fnpxq pour tout n et pour tout x P K) et que fnpxq Ñ 0 pour tout x P K.
Le but de l’exercice est de montrer que pfnq converge vers 0 uniformément, i.e.
}fn}8 Ñ 0. (Ce résultat s’appelle le Théorème de Dini.)

(1) Soit ε ą 0. Pour n P N, on pose Kn :“ tx P K; fnpxq ě εu. Justifier que les
Kn sont des fermés de K, et déterminer

Ş

nPNKn.

(2) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 24. Soit E un espace métrique, et soit f : E Ñ R. On suppose que pour
tout α P R, l’ensemble Eα :“ tx P E; fpxq ď αu est compact.

(1) Pour n P N, on pose Kn :“ tx P E; fpxq ď ´nu. Déterminer
Ş

nPNKn, et en
déduire que la fonction f est minorée.

(2) Montrer que f possède un minimum.

Exercice 25. Soit E un espace vectoriel normé. Pour A,B Ď E, on pose A` B :“
tu` v; u P A, v P Bu.

(1) Montrer que si A est compact et si B est fermé, alors A`B est fermé.

(2) Montrer que si A et B sont compacts, alors A`B est compact.
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Exercice 26. Soit T :“ tz P C; |z| “ 1u. Montrer qu’il n’existe pas de surjec-
tion continue de T sur l’intervalle r0, 2πr. (En particulier, r0, 2πr et T ne sont pas

homéomorphes même s’il existe une bijection continue de f : r0, 2πrÑ T, à savoir fptq :“

eit).

Exercice 27. Soit X un espace métrique, et soit γ : r0, 1s Ñ X une application
continue. On suppose que γ|s0,1r est injective, et que γp1q “ γp0q.

(1) Soit T :“ tz P C; |z| “ 1u, et soit q : r0, 1s Ñ T définie par qptq :“ e2iπt

Montrer qu’il existe une unique application rγ : TÑ X telle que @t P r0, 1s :
rγpqptqq “ γptq.

(2) Montrer que Γ :“ γpr0, 1sq est homéomorphe au cercle T.

Exercice 28. Soit pE, dq un espace métrique compact, et soit f : E Ñ E. On
suppose que f est dilatante, ce qui signifie que @x, y P E : dpfpxq, fpyqq ě dpx, yq.
Le but de l’exercice est de montrer que f est une isométrie bijective.

(1) Soient x, y P E. Pour n P N, on pose xn :“ fnpxq et yn :“ fnpyq, où f 0 :“ idE
et fn “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f pour n ě 1.

(a) Montrer que si n, n1 P N et n ă n1, alors dpxn, xn1q ě dpx, xn1´nq et
dpyn, yn1q ě dpy, yn1´nq.

(b) En déduire qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers pnkqkě0
telle que xnk`1´nk

Ñ x et ynk`1´nk
Ñ y.

(c) Montrer que dpx, yq “ dpfpxq, fpyqq.

(2) Soit y P E quelconque. En considérant à nouveau la suite pynq “ pfnpyqq,

montrer que y P fpEq ; puis montrer que y P fpEq.

(3) Conclure.

Exercice 29. Pour tout r ą 0, on pose Dp0, rq :“ tz P C; |z| ă ru. On pose
également D :“ tz P C; |z| ă 1u. Montrer que si K est un compact de D alors il
existe r ă 1 tel que K Ď Dp0, rq.

Exercice 30. Soit C` :“ tz P C; Repzq ą 0u. Montrer que si K est un compact de
C`, alors il existe α ą 0 tel que @z P K : Repzq ě α ; et en déduire que la série
ř

e´nz converge normalement sur tout compact de C`.

Exercice 31. Soit E un espace métrique compact, et soit α : E Ñ C une fonction
continue. On suppose qu’on a |αpxq| ă 1 pour tout x P E. Montrer que si ptnq est
une suite quelconque de points de E, alors la série

ř

αptnq
n est convergente.
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Exercice 32. Soit c ą 0, et soit K :“ tpx, yq P R2; x ě 0, y ě 0 et x`y “ cu. Soient
également α, β ą 0. Montrer sans calcul que la fonction f définie par fpx, yq :“ xαyβ

possède un maximum sur K ; puis déterminer ce maximum.

Exercice 33. Soit f : R2 Ñ R définie par fpx, yq :“ px2 ` y2qex
2´y2 . Montrer sans

calcul que f possède un maximum sur le carré C :“ r0, 2s ˆ r0, 2s ; puis déterminer
ce maximum.

Exercice 34. Soit Ω :“ tpx, yq P R2; x ą 0, y ą 0u, et soit f : Ω ÝÑ R définie par
fpx, yq “ x` y ` a

xy
, où a ą 0 est fixé.

(1) Montrer que si pznq est une suite de points de Ω telle que la suite
`

fpznq
˘

converge, alors pznq admet une sous-suite qui converge vers un point de Ω.

(2) Montrer que f possède un minimum ; puis déterminer ce minimum.

Exercice 35. Soit pE, dq un espace métrique compact, et soit f : E Ñ E. On
suppose qu’on a dpfpxq, fpyqq ă dpx, yq pour tous x, y P E tels que x ‰ y. Montrer
que f admet un et un seul point fixe. (On pourra considérer la fonction x ÞÑ dpx, fpxqq.)

Exercice 36. Soit E un espace vectoriel normé réel (K “ R). On dit qu’une forme
linéaire continue Φ : E Ñ R atteint sa norme s’il existe u P E tel que }u} “ 1 et
Φpuq “ }Φ}.

(1) Montrer que si dimpEq ă 8 alors toute forme linéaire continue Φ : E Ñ R
atteint sa norme.

(2) Dans cette question, on prend E :“ c0pNq. Soit Φ : c0pNq Ñ R la forme
linéaire définie par Φpuq :“

ř8

i“0 2´iui pour u “ puiqiPN P c0pNq. La forme
linéaire Φ atteint-elle sa norme ?

(3) Dans cette question, on prend E “ Cpr0, 1sq muni de la norme } ¨ }8. Soit

Φ : E Ñ R la forme linéaire définie par Φpuq :“
ş1{2

0
uptq dt ´

ş1

1{2
uptq dt. La

forme linéaire Φ atteint-elle sa norme ?

Exercice 37. Soit E un espace vectoriel normé réel.

(1) Montrer que si V Ď E est un sous-espace vectoriel de dimension finie et si
x0 P E, alors il existe v P V tel que }x0 ´ v} “ distpx0, V q.

(2) Soit Φ : E Ñ R une forme linéaire continue, Φ ‰ 0, et soit x0 P Ez kerpΦq.
Montrer que s’il existe v P kerpΦq tel que }x0´ v} “ dist

`

x0, kerpΦq
˘

, alors Φ
atteint sa norme (cf l’Exercice 36).

(3) Dans cette question, on prend E :“ Cpr0, 1sq muni de la norme } ¨ }8. Trouver
un sous-espace fermé V Ď E et f0 P E tels que @v P V : }f0´v} ą distpf0, V q.
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Exercice 38. Soit f : R Ñ R une fonction continue admettant des limites (finies)
en ˘8. Montrer que f est uniformément continue sur R.

Exercice 39. Soit α ą 0. Montrer que la fonction t ÞÑ tα est uniformément continue
sur R` si et seulement si α ď 1.

Exercice 40. Montrer que si f : R` Ñ R est une fonction uniformément continue,
alors il existe deux constantes A et B telles que @t P R` : |fptq| ď A`B t.

Exercice 41. Soit E un espace vectoriel normé, et soit B Ď E un ensemble borné.
Montrer que toute fonction uniformément continue f : B Ñ R est bornée.

Exercice 42. Soit f : s0,8rÑ R une fonction uniformément continue. Montrer que
fpxq admet une limite (finie) quand xÑ 0`.

Exercice 43. Soit pK, dq un espace métrique compact, soit pF, dq un autre espace
métrique, et soit f : K Ñ F une application continue.

(1) Soit ε ą 0. Montrer que l’ensemble Lε :“
 

px, yq P KˆK; dpfpxq, fpyqq ě ε
(

est un compact de K ˆ K, et en déduire que δ :“ inf
 

dpx, yq; px, yq P Lεu
est ą 0.

(2) Déduire de (1) que f est uniformément continue.

Exercice 44. Montrer, sans utiliser le théorème du cours sur l’équivalence entre la
compacité et la propriété de Borel-Lebesgue, que tout intervalle fermé borné ra, bs Ď
R possède la propriété de Borel-Lebesgue.

Exercice 45. Soit E un espace métrique. En utilisant uniquement la propriété de
Borel-Lebesgue, démontrer les choses suivantes.

(1) Si pxnqnPN est une suite de points de E convergeant vers a P E, alors l’ensemble
K :“ txn; n P Nu Y tau est un compact de E.

(2) Tout compact de E est fermé dans E ; et si E est compact, alors tout fermé
de E est compact.

(3) Si f : E Ñ F est continue (F étant un autre espace métrique) et si K est un
compact de E, alors fpKq est un compact de F .

(4) Toute réunion finie de compacts de E est un compact.

Exercice 46. Montrer en utilisant le Lemme de Lebesgue que toute fonction continue
sur un espace métrique compact est uniformément continue.
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Exercice 47. Soit I un intervalle compact de R. Montrer que si pIkqkPN est une
suite d’intervalles ouverts telle que

Ť

kPN Ik Ě I, alors |I| ď
ř8

k“0 |Ik|. (On note |J | la

longueur d’un intervalle J Ď R.)

Exercice 48. Soient E et F deux espaces métriques, et soit pfnqnPN une suite d’appli-
cations de E dans F . Soit également f : E Ñ F . On suppose qu’il existe un ensemble
dense D Ă E tel que fnpzq Ñ fpzq quand n Ñ 8 pour tout z P D. On suppose
également qu’il existe une constante C telle que f et les fn sont C-lipschitziennes.

(1) Montrer que fnpxq Ñ fpxq pour tout x P E.

(2) Dans cette question, on suppose que E est compact.

(a) Soit ε ą 0. En utilisant la propriété de Borel-Lebesgue, montrer qu’il
existe z1, . . . , zN P D tels que E “ Bpz1, εq Y ¨ ¨ ¨ YBpzN , εq.

(b) Montrer que fn Ñ f uniformément.

Exercice 49. Soit K un espace métrique compact. On note CpK,Rq l’ensemble
des fonctions continues sur K à valeurs réelles. Soit A un sous-espace vectoriel de
CpK,Rq tel que @f P A : f 2 P A. On suppose que pour tout x P K, il existe une
fonction f P A telle que fpxq ‰ 0. Montrer qu’il existe une fonction F P A telle que
@x P K : F pxq ą 0.

Exercice 50. Soit pE, dq un espace métrique compact.

(1) Justifier que pour tout k P N˚, on peut trouver un ensemble fini Dk Ď E tel
que

Ť

zPDk
Bpz, 1

k
q “ E.

(2) Montrer que E est séparable, i.e. il existe un ensemble D Ď E à la fois
dénombrable et dense dans E.

Exercice 51. Soit K :“
 

u “ pupiqqiPN P `
8; @i P N : |upiq| ď 2´i

(

. Montrer que
K est un compact de `8pNq.

Exercice 52. Soit K une partie de c0pNq. Le but de l’exercice est de montrer que
les choses suivantes sont équivalentes :

(i) K est relativement compact dans
`

c0pNq, } ¨ }8
˘

;

(ii) il existe une suite de nombres réels positifs pεiqiPN tendant vers 0 telle que
@u P K @i P N : |upiq| ď εi.

(1) Montrer que (ii) entraine (i).

(2) On suppose que K est compact.

(a) Pour n P N, on définit fn : K Ñ R par fnpuq :“ sup
 

|upiq|; i ě n
(

.
Montrer que les fonctions fn sont continues (en fait, 1-lipschitziennes).

(b) En utilisant l’Exercice 23, montrer que (ii) est vérifiée.


