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Feuille d’exercices no 2

Exercice 1. Soit pE, dq un espace métrique. Montrer que si d est la distance discrète,
alors toute suite convergente pukq Ă E est constante à partir d’un certain rang. La
réciproque est-elle vraie ?

Exercice 2. Soit E un espace métrique et soit pukqkPN une suite d’éléments de E.
On suppose que les suites pu2nqnPN, pu2n`1qnPN et pu3nqnPN convergent. Montrer que
la suite pukq converge.

Exercice 3. Soit E un espace métrique et soit pukqkPN une suite d’éléments de E.
Montrer que si la suite pukq converge, alors dpuk, uk`1q Ñ 0. La réciproque est-elle
vraie ?

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel normé, et soit a P E. Soit également x0 P E,
et soit pxnqnPN Ď E la suite définie par la relation de récurrence xn`1 “

1
2
xn ` a.

Montrer que pxnq converge et trouver sa limite.

Exercice 5. Soient d et d1 deux distances sur un même ensemble E. On suppose
que toute suite pukq Ď E convergeant pour d converge également pour d1. Montrer
que toute suite pukq convergeant pour d converge nécessairement vers la même limite
pour d1.

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel normé, et soit pukqkPN une suite d’éléments
de E. Pour n P N, on pose

xn :“
1

n` 1
pu0 ` u1 ` ¨ ¨ ¨ ` unq.

Montrer que si la suite pukq converge, alors la suite pxnq converge et a la même limite
que pukq. Comment s’appelle ce résultat ?

Exercice 7. On note c0pNq l’espace vectoriel constitué par toutes les suites u “
pupiqqiPN P KN tendant vers 0. On munit c0pNq de la norme } ¨ }8.

(1) Soit pukqkPN une suite d’éléments de c0pNq, et soit u P c0pNq. Montrer que
si uk Ñ u pour la norme } ¨ }8, alors ukpiq Ñ upiq pour tout i P N. La
réciproque est-elle vraie ?

(2) Soit pukqkPN une suite d’éléments de c0pNq, et soit u P KN. On fait les hy-
pothèses suivantes :

1
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r ukpiq Ñ upiq pour tout i P N ;r Il existe g P c0pNq telle que @k P N @i : |ukpiq| ď |gpiq|.

Montrer que u P c0pNq et que uk Ñ u pour la norme } ¨ }8.

Exercice 8. On note C0pRq l’ensemble de toutes les fonctions continues f : R Ñ K
tendant vers 0 en ˘8.

(1) Montrer que C0pRq est un sous-espace vectoriel de `8pRq.
(2) Soit pfnq une suite d’éléments de C0pRq, et soit f : R Ñ K. On suppose que

fnptq Ñ fptq uniformément sur tout segment ra, bs Ď R, et qu’il existe une
fonction ϕ P C0pRq telle que @n P N @t P R : |fnptq| ď ϕptq. Montrer que
f P C0pRq et que }fn ´ f}8 Ñ 0.

Exercice 9. On note `1pNq l’espace vectoriel constitué par toutes les suites pupiqqiPN P
KN telles que la série

ř

upiq est absolument convergente. On munit `1pNq de la norme
} ¨ }1 définie par

}u}1 :“
8
ÿ

i“0

|upiq|.

(1) Justifier que } ¨ }1 est bien une norme.

(2) Soit pukqkPN une suite d’éléments de `1pNq, et soit u P `1pNq. Montrer que si
uk Ñ u pour la norme } ¨ }1, alors

ř8

i“0 ukpiq Ñ
ř8

i“0 upiq quand k Ñ 8.

(3) Soit pukqkPN une suite d’éléments de `1pNq, et soit u P `1pNq. On suppose que
ukpiq Ñ upiq pour tout i P N. Peut-on affirmer que

ř8

i“0 ukpiq Ñ
ř8

i“0 upiq ?

(4) Soit pukqkPN une suite d’éléments de `1pNq, et soit u P KN. On fait les hy-
pothèses suivantes :r ukpiq Ñ upiq pour tout i P N ;r Il existe g P `1pNq telle que @k P N @i : |ukpiq| ď |gpiq|.

Montrer que u P `1pNq et que uk Ñ u pour la norme } ¨ }1. En particulier
(par (1)),

ř8

i“0 ukpiq Ñ
ř8

i“0 upiq quand k Ñ 8.

Exercice 10. Soit I un ensemble infini, et soit ptkq une suite d’éléments de I deux
à deux distincts.

(1) Pour tout k P N, on note fk : I Ñ R la fonction définie par fkptq :“ 0 si t ‰ tk
et fkptkq :“ 1. Montrer que si pλkq est une suite quelconque de nombres réels,
alors λkfkptq Ñ 0 pour tout t P I.

(2) Montrer qu’il n’existe pas de norme } ¨ } sur `8pIq possédant la propriété
suivante : une suite pukq Ď `8pIq converge vers 0 pour la norme } ¨ } si et
seulement si ukptq Ñ 0 pour tout t P I.
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Exercice 11. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. On note Ω l’ensemble de
toutes les suites u “ pupiqqiPN P EN vérifiant }upiq} ď 1 pour tout i P N. Pour
u, v P Ω, on pose

dpu, vq :“
8
ÿ

i“0

2´i }vpiq ´ upiq}.

(1) Justifier la définition, et montrer que d est une distance sur Ω.

(2) Soit pukqkPN une suite d’éléments de Ω, et soit u P Ω. Montrer que uk Ñ u
pour la distance d si et seulement si ukpiq Ñ upiq pour tout i P N.

Exercice 12. Soit E un espace vectoriel de dimension infinie, et soit } ¨ } une norme
sur E. Soient également a, b P E avec a ‰ b. Le but de l’exercice est de montrer qu’il
existe une autre norme } ¨ }1 sur E et une suite pxnqnPN Ď E telles que xn Ñ a pour
} ¨ } et xn Ñ b pour } ¨ }1.

(1) Justifier qu’il existe une suite penq Ď E telle que les en sont linéairement
indépendants, b´ a R vectpen, n P Nq et }en} Ñ 0.

(2) On pose X :“ vectpen, n P Nq, et on choisit un sous-espace vectoriel Y de E
tel que E “ X ‘ Y et b ´ a P Y (on admet qu’un tel sous-espace existe). Soit
L : E Ñ E l’unique application linéaire telle que Lpenq “ b ´ a ` en pour
tout n P N et Lpyq “ y pour tout y P Y . Montrer que L est injective.

(3) Pour u P E, on pose }u}1 “ }Lpuq}. Montrer que } ¨ }1 est une norme sur E.

(4) Conclure en posant xn :“ a` en.

Exercice 13. Soit pE, dq un espace métrique. Montrer que si d est la distance
discrète, alors toute application de E dans un espace métrique quelconque est conti-
nue. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 14. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé. Montrer que la fonction
u ÞÑ }u} est continue sur E.

Exercice 15. Soit pE, dq un espace métrique. Montrer que la fonction d est continue
sur E ˆ E.

Exercice 16. Montrer que les fonctions px, yq ÞÑ maxpx, yq et px, yq ÞÑ minpx, yq sont
continues sur R2. En déduire que pour tout N P N˚, les fonctions px1, . . . , xNq ÞÑ
maxpx1, . . . , xNq et px1, . . . , xNq ÞÑ minpx1, . . . , xNq sont continues sur RN .

Exercice 17. Soit ra, bs un segment de R. On munit Cpra, bsq de la norme } ¨ }8. Mon-
trer que l’application pf, gq ÞÑ fg est continue de Cpra, bsq ˆ Cpra, bsq dans Cpra, bsq.
(On pourra commencer par vérifier que si f, g P Cpra, bsq, alors }fg}8 ď }f}8}g}8.)
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Exercice 18. Montrer que l’application M ÞÑM´1 est continue sur GLNpKq.

Exercice 19. Soient E et F deux evn, et soit L : E Ñ F une application continue
et additive, c’est-à-dire vérifiant Lpu` vq “ Lpuq ` Lpvq pour tous u, v P E.

(1) Montrer qu’on a Lpnuq “ nLpuq pour tout u P E et pour tout n P Z, puis
que Lpruq “ rLpuq pour tout u et pour tout r P Q.

(2) Montrer que L est linéaire.

Exercice 20. Soient E et F deux espace vectoriel normés sur R, et soit T : E Ñ F .
On suppose que T p0q “ 0, et que T conserve les milieux, i.e.

@x, y P E : T
´x` y

2

¯

“
T pxq ` T pyq

2
¨

(1) Montrer que T est additive : @u, v P E : T pu` vq “ T puq ` T pvq.

(2) On suppose de plus que T est continue. Montrer que T est linéaire.

Exercice 21. Soit E un evn réel dont la norme provient d’un produit scalaire. En
utilisant l’Exercice 20, montrer que si Φ : E Ñ E est une isométrie telle que Φp0q “ 0,
alors Φ est linéaire. (On pourra commencer par montrer que si u, v P E, alors le milieu

de ru, vs est l’unique point m P E vérifiant }m´ u} “ 1
2 }v ´ u} “ }v ´m}.)

Exercice 22. (Théorème de Mazur-Ulam)
Soient E et F deux espace vectoriel normé, et soit J : E Ñ F . On suppose que J
est une isométrie bijective, et que Jp0q “ 0. Le but de l’exercice est de montrer que
J est linéaire.

(1) Soient u, v P E. On définit une suite pKnqnPN de parties de E et une suite
pdnqnPN Ď R` de la façon suivante :

K0 :“

"

x P E; }x´ u} “
1

2
}v ´ u} “ }v ´ x}

*

et d0 :“ diampK0q;

Kn`1 :“
 

x P Kn; Kn Ď Bpx, dn{2q
(

et dn`1 :“ diampKn`1q.

Enfin, on note m le milieu de ru, vs.

(a) Montrer que @n P N : m P Kn et Kn est symétrique par rapport à m.

(b) Montrer que dn`1 ď dn{2 pour tout n P N.

(c) Conclure que
Ş

nPNKn “ tmu.

(2) Démontrer le résultat souhaité en utilisant l’Exercice 20.

Exercice 23. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé réel. On suppose que la norme
} ¨ } vérifie l’identité du parallèlogramme. Le but de l’exercice est de montrer que
} ¨ } provient d’un produit scalaire.
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(1) Pour x, y P E, on pose

Bpx, yq :“
1

4

`

}x` y}2 ´ }x´ y}2
˘

.

Vérifier qu’on a Bpx, yq “ Bpy, xq, et Bpx, xq “ }x}2.

(2) Soit y P E fixé. Pour x P E, on pose Φpxq :“ Bpx, yq.

(a) Montrer que pour tous a, b P E, on a

Φpa` bq ` Φpa´ bq “ 2Φpaq.

(b) Calculer Φp0q, puis déduire de (a) que pour tous a, b P E, on a

Φpa` bq ` Φpa´ bq “ Φp2aq.

(c) Montrer que pour tous u, v P E, on a

Φpu` vq “ Φpuq ` Φpvq.

(3) Montrer que l’application B est bilinéaire, et conclure.

Exercice 24. Montrer que la composée de deux applications lipschitziennes est une
application lipschitzienne.

Exercice 25. Soit pE, dq un espace métrique. On note LippEq l’ensemble de toutes
les fonctions lipschitziennes sur E, à valeurs réelles. Montrer que LippEq est un espace
vectoriel. Montrer également que si f, g : E Ñ R sont deux fonctions lipschitziennes
et bornés, alors fg est lipschitzienne.

Exercice 26. Soit pE, dq un espace métrique à 3 éléments notés p, a et b. Montrer
qu’il existe une fonction 1-lipschitzienne ϕ : E Ñ R telle que ϕppq “ 0 et ϕpbq ´
ϕpaq “ dpa, bq. (Suggestion pour démarrer : on peut écrire dpa, bq “ t

`

dpa, pq`dpp, bq
˘

où

t P r0, 1s.)

Exercice 27. On garde les notations de l’Exercice 25. Pour toute fonction f P

LippEq, on note Lippfq la constante de Lipschitz de f .

(1) Montrer que @f, g P LippEq : Lippf ` gq ď Lippfq ` Lippgq.

(2) L’application f ÞÑ Lippfq est-elle une norme sur LippEq ?

(3) Soit a P E. Montrer qu’on définit une norme } ¨ }a sur LippEq en posant
}f}a :“ |fpaq| ` Lippfq.

(4) Montrer que si a, b P E, alors les normes } ¨ }a et } ¨ }b sont équivalentes .

Exercice 28. Soit f : R Ñ R une application 1-lipschitzienne. Montrer que l’ap-
plication J : R Ñ R2 définie par Jpxq :“ px, fpxqq est une isométrie de R dans
pR2, } ¨ }8q.
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Exercice 29. Soit pE, dq un espace métrique, et soit k P R`. Soit également pfiqiPI
une famille de fonctions, fi : E Ñ R. On suppose que chaque fi est k-lipschitzienne,
et que pour tout x P I, l’ensemble tfipxq; i P Iu est majoré. Montrer que la fonction
f : E Ñ R définie par fpxq :“ suptfipxq; i P Iu est k-lipschitzienne.

Exercice 30. Soit pE, dq un espace métrique, et soit M Ď E, M ‰ H. Soit également
k P R`, et soit f : M Ñ R une fonction k-lipschitzienne. Le but de l’exercice est de

montrer qu’il existe une fonction k-lipschitzienne rf : E Ñ R telle que rf|M “ f .

(1) Soit z0 P M . Montrer que si x P E, alors @z P M : fpzq ` k dpx, zq ě
fpz0q ´ k dpx, z0q.

(2) Soit rf : E Ñ R la fonction définie comme suit :

@x P E : rfpxq :“ inf
 

fpzq ` k dpx, zq; z PM
(

.

(a) Justifier la définition, puis montrer que rf|M “ f .

(b) Montrer que rf est k-lipschitzienne.

Exercice 31. Soit pE, dq un espace métrique, et soit f : E Ñ E. On suppose que f
est k-lipschitzienne pour un certain k ă 1.

(1) On dit qu’un point a P E est un point fixe de f si fpaq “ a. Montrer que f
admet au plus 1 point fixe.

(2) Dans cette question, on suppose que f admet un point fixe a. Soit x0 P E
quelconque, et soit pxnqnPN Ď E la suite définie par la relation de récurrence
xn`1 “ fpxnq. Montrer que la suite pxnq converge vers a et qu’on a dpxn, aq ď
kndpx0, aq pour tout n P N.

(3) Soit x0 P E, et soit pxnqnPN la suite définie par la relation de récurrence
xn`1 “ fpxnq. Montrer qu’on a dpxn, xn`1q ď kndpx0, x1q pour tout n P N, et
en déduire que si p, q P N et p ă q, alors

dpxp, xqq ď dpx0, x1q
q´1
ÿ

n“p

kn ď
kp

1´ k
dpx0, x1q.

(4) Dans cette question, on suppose que E “ R. Montrer que f admet un et un
seul point fixe, et que pour tout x0 P E, la suite pxnq définie par la relation
de récurrence xn`1 “ fpxnq converge vers ce point fixe.

Exercice 32. Soit pxnqnPN Ď R la suite définie par x0 :“ 3 et la relation de récurrence
xn`1 “

1
4

arctanpxnq `
5
8

sinpxnq ` 41. En utilisant l’Exercice 31, montrer que la suite
pxnq est convergente.
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Exercice 33. Montrer qu’il n’existe pas de surjection continue de T sur r0, 2πr. En
particulier, T et r0, 2πr ne sont pas homéomorphes.

Exercice 34. Montrer que les intervalles suivants sont homéomorphes : (i) r0, 1s et
ra, bs, pour tous a, b P R tels que a ă b ; (ii) s0, 1r et s1,8r ; (iii) s0, 1s et r1,8r ; (iv)
s ´ 1, 1r, R et s0,8r.

Exercice 35. Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que si B1 et B2 sont deux
boules fermées de E de rayons ą 0, alors B1 et B2 sont homéomorphes.

Exercice 36. Soit E un espace vectoriel normé, et soit Φ : E Ñ Bp0, 1q définie
comme suit : Φp0q :“ 0 et Φpuq :“ 2

π
arctanp}u}q u

}u}
¨ Justifier que Φ envoie bien

E dans Bp0, 1q, puis montrer que Φ est un homéomorphisme. (Ainsi, tout espace
vectoriel normé est homéomorphe à sa boule unité ouverte.)

Exercice 37. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient } ¨ } et } ¨ }1

deux normes sur E. Soit Φ : E Ñ E l’application définie comme suit : Φp0q :“ 0, et

Φpuq :“ }u}1

}u}
u pour u ‰ 0. Montrer que Φ est un homéomorphisme. En déduire que

B :“ B} ¨ }p0, 1q et B1 :“ B} ¨ }1p0, 1q sont homéomorphes.


