L3 Fourier et AC

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. Soit R > 0, et soit v : [0, 27] — C* le chemin défini par v(t) := Re™.
gt
(2) Retrouver la valeur de fw wp en utilisant 'identité < = d(log |z|) + iwp.

(1) Caleuler [ wo, ot wy :=

2

Exercice 2. Calculer la longueur de I'arc de la parabole d’équation y = x~ compris

entre (0,0) et M = (1,1).

Exercice 3. Soit Q un ouvert de C = R?, et soit f € C*(2). Le but de Pexercice est

de donner une preuve du fait que ggy = ;:gm-

(1) En utilisant la formule de Green-Riemann, montrer que pour tout rectangle
R =a,b] x [¢,d] €€, on a

o2f  of
/R (8x8y N 8y8x> dady = 0.

(2) En déduire le résultat souhaité.

Exercice 4. Montrer que si K C C est un domaine élémentaire, alors 'aire de K
est donnée par les formules suivantes :

1 1
aire(K)zi/aK(xdy—ydx):Adey:—/aKydeQ—i aKEdz.

Exercice 5. (formule de Cauchy-Pompeiu)
Soit Q un ouvert de C, et soit f € C*(€2). Soit également K un domaine élémentaire
contenu dans 2.

(1) Soit a € K, et soit & > 0 tel que D(a,e) C K. Montrer qu'on a
dzd
(2) dz:/ /(z) dz—l—?i/ 0f dady
0D(a,e) K

oK 2 — z—a \D(ae) 07 2 —a

(2) En passant en coordonnées polaires, montrer que la fonction w +— 1/w (définie
arbitrairement en 0) est intégrable sur tout disque D(0, R). En déduire que
si a € C, alors la fonction z — 2L(z) x - (définie arbitrairement en a) est

1
. , & zZ—a
intégrable sur K.

1



(3) Montrer que pour tout point a € [O(, on a

f(a)_i fz) 1 [ Of dedy

21 Jo 2 —a T )k 0Z 2 —a

Exercice 6. Soient R C C un rectangle (fermé) de centre a € C et D un disque
ouvert de centre a et contenant R. Montrer que si f est une fonction holomorphe sur

C\ {a}, alors [, f(2)dz = [, f(2)d=.

Exercice 7. (transformée de Fourier de la Gaussienne)

(1) Soit f une fonction holomorphe sur C. On supose qu’il existe une fonction
continue C' : R — R™ telle que

. C(y)
Ve=a+iyeC : |f(z)| < a2

(a) Montrer que pour tout b € R, 'intégrale fj;o f(t+41ib) dt est bien définie.
(b) Soit b € R et R > 0. En appliquant le théoreme de Cauchy, montrer
quona [T f(t)dt— [ f(t+ib)dt =i [) f(—R+is)ds—i [, f(R+is)ds.
(c) Montrer que pour tout b € R, on a
400 +o0

F(t +ib) dt = f(t)dt.

—00 —

(2) Déduire de (1) que pour tout € R, on a

[ee] .2 “+o0o 2
_ (ttiz)® _t2
/ e 2 dt= / e zdt .
—0oQ —0o0

Quelle est la valeur de 'intégrale de droite?
t2 .
(3) Pour tout « € R, calculer I(x) := [ e~ 7 e qL.

Exercice 8. Le but de I'exercice est de calculer 'intégrale

I= /m <Si”)2d:c.
s T
(1) Justifier existence de 1.
(2) Pour tout a > 0, on note 7, : [0, 7] = C* le chemin défini par v,(t) := ae™.

En appliquant le théoreme de Cauchy a la fonction g(z) := 62:2_1, montrer

que si 0 < ¢ < R, alors

/ng(z)dz—/%g(z)dzzél/gR (Sizx>2daz.

(3) En déduire la valeur de I.




eF—iz—1
3

Exercice 9. En considérant la fonction z +—» calculer l'intégrale

+oo ;
T —slnx
]::/ ——dx,

3
00 T

apres avoir (bien entendu) justifié son existence.

Exercice 10. En intégrant e~ sur le bord des secteurs angulaires

ZR;:{rew;OSTSR,OSQSZ}, R>0,

montrer que les intégrales [~ cos (£?) dt et [ sin (%) dt existent en un sens & préciser,

et qu'on a
/ cos () dt = \/E = / sin (t%) dt .
0 8 0

0 z*logx
0 oo dw.

Exercice 11. Pour a €] — 1,1, on pose I, :=
(1) Justifier I'existence de I,,.
(2) Pour 0 < e <1/2 <1< R, dessiner le domaine élémentaire
K.pi={2z€C;Im(2) >0,e<|z|] <R,|z—1| >cet|z+ 1| >¢}.

(3) Pour z € C\ iR, on pose f(z) := ;%% ol logz et 2 sont calculés en

prenant 'argument dans | —7/2,37/2[. En appliquant le théoreme de Cauchy
a f, calculer I'intégrale I,.

Exercice 12. Dans tout l’exercice, ¢y, ..., ¢, sont des nombres complexes fixés.
(1) On pose P(2) :=co+ 12+ -+ + 2"
(a) Calculer I'intégrale fo% |P(e')|? dt en fonction des coefficients ¢;.
(b) Calculer fol P(z)?dz en fonction des c;.
(2) Soit toujours P(z) = co+c1z 4 -+ + 2"
(a) On suppose que tous les ¢; sont réels. En intégrant f(z) = P(z)? sur le
bord des domaines élémentaires Kt := {z € C; |z| < 1 et Im(z) > 0} et
K~ :={2€C; |z] <1etIm(z) <0}, montrer qu'on a

1 2w
1 .

/ P(z)%dx < —/ |P(e™)|2dt.
-1 2 Jo

(b) On ne fait plus d’hypothese sur les ¢;. En écrivant ¢; = a; + ib; ou

aj,b; € R, déduire de (a) et (1a) qu'on a f_ll |P(x)[Pde <770 lesl*.

(3) Etablir Iinégalité suivante :
S
Mﬂj+k+1

n
SWE}%R
j=0



4

Exercice 13. Soit D le disque unité, et soit a € C vérifiant |a| # 1.
(1) Calculer 'intégrale I(a) := |, oD > -2 en appliquant le théoreme de Cauchy et

la formule de Cauchy -
(2) Calculer directement I(a) en développant —— en série.

e %

1) 2 4%

Exercice 14. Calculer les intégrales I := faD(o 3) 2z et J = faD(§
b 27

Exercice 15. Soit wy la 1-forme différentielle %, définie sur C*.

(1) Soit K C C un domaine élémentaire tel que 0 € K , et soit € > 0 tel que
D(0,e) C K. En appliquant convenablement la formule de Green-Riemann,
montrer qu'on a [, wy = faD(o o) Wo.

(2) Déduire de (1) que si K est un domaine élémentaire tel que 0 € K, alors

/ wo = 2.
oK
z

(3) Retrouver le résultat de (2) en utilisant l'identité £ = d(log |z|) + iwp et la
formule de Cauchy.
(4) Effectuer directement le calcul de [, wo lorsque K est le carré [—1,1]x[—1,1].

Exercice 16. Soit a € C vérifiant |a| < 1. On pose I(a) := [7 &

0 TF-a?
(1) Montrer qu’on a I(a) = 1 =5 Jop o a)(l ol
(2) En déduire la valeur de I (a).

Exercice 17. Soit f = g une fraction rationnelle, avec deg(P) < deg(Q) et @ sans
racines dans le demi-plan {Im(z) > 0}. Montrer que si zy € C vérifie Im(z) > 0,
f(t) est intégrable sur R, et quion a f(z) = 7= [0 L8 g¢.

alors la fonction ¢ — = 5=
1m J—00 t—2p

Exercice 18. Soit K C C un domaine élémentaire.

(1) Soit zy € K. En utilisant la formule de Cauchy, montrer qu’il existe une
constante C' = C(zy) vérifiant la propriété suivante : pour toute fonction f
holomorphe au voisinage de K, on a |f(z)| < C sup{|f(¢)|; £ € OK}.

(2) Soit f une fonction holomorphe au voisinage de K. En appliquant (1) a f™
pour tout n € N, montrer que pour tout z € K, on a

£ (2)] < sup{|f(§)]; € € OK}.



