L3 Fourier et AC

Feuille d’exercices n°1

Exercice 1. Soit T' > 0, et soit f : R — C une fonction T-périodique et localement
intégrable. Montrer que pour tous intervalles fermés bornés I, J C R de longueur T,

o [ st [ rra

Exercice 2. Soit T' > 0, et soit f : R — C une fonction borélienne T-périodique.
Montrer que si f est intégrable sur un intervalle de longueur T, alors f est localement
intégrable.

Exercice 3. Soit T := {z € C; |2| = 1}. Montrer que si f : R — C est une
fonction 27-périodique, alors il existe une unique fonction f : T — C telle que
Vit e R : f(t) = f(e™); et montrer que si f est continue, alors f est continue.

Exercice 4. Soit f : R — C. Montrer que G = {T € R; f est T-périodique} est un
sous-groupe de R; et en déduire que si f est continue, 1-périodique et v/2-périodique,
alors f est constante.

Exercice 5. Montrer que si f € L _est m-périodique, alors ca,41(f) = 0 pour tout
n € 7Z.

Exercice 6. Soit f € L) . Pour k € Z, on pose

ag(f) = %/Oﬂ f(t) cos(kt) dt et Br(f) == %/OW f(t)sin(kt) dt.

(1) Montrer que si f est paire sur | — m, 7|, alors
cx(f) = ar(f) pour tout k € Z
et

Snf(x) =co(f) + Qiak(f) cos(kx) pour tout n > 1.
k=1

1



(2) Montrer que si f est impaire sur | — 7, [, alors

ce(f) = —iBe(f) pour tout k € Z
et

Spf(x) = QZﬁk(f) sin(kx) pour tout n > 1.
k=1

Exercice 7. Soient I et J deux intervalles compacts de R. Montrer que l'intégrale
[1., 2™ W dzdy est égale a 0 si et seulement si |I| € Nou |J| € N.

Exercice 8. Soit R un rectangle dans le plan, et soit (Ry,..., Ry) un “pavage” de R
en rectangles. On suppose que chaque rectangle R; a au moins un c6té entier (c.a.d.
dont la longueur est un nombre entier). Montrer que R a un coté entier.

Exercice 9. Soit 1 < p < co. Le but de I'exercice est de montrer que si f € L} et
ge L alors fxge Ly et | f*gll, <|fllillgll,- Dans ce qui suit, on fixe f € L3
et ge LY .
(1) Soit g 'exposant conjugué de p. En utilisant I'inégalité de Holder, montrer
que pour tout z € R, on a

ﬂ - 1/p
/ !f(ng(x_t)rj—;sufui/q(/ \f<t>|\g<x—t>\p§l—i) |

—T —T

(2) En déduire que

™ s d pd P
[ ([ s -oigz) 5 < 0 ol

-7 —

et conclure.

Exercice 10. Montrer que si f,g € L alors
VkeZ : c.(f*g)=ce(f)e(g).

Exercice 11. Si f € L'(R), la transformée de Fourier de f est la fonction
f : R — C définie par

o) = /R Ft)e ™Mat.

(1) Montrer que f est une fonction continue bornée, et que H]?HOO < |Ifll1-
(2) Dans cette question, on veut montrer que f(/\) — 0 quand A — o0, pour
toute f € L'(R).
(a) Démontrer le résultat souhaité lorsque f est la fonction indicatrice d’un
intervalle borné I = (a,b) C R.
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(b) On admet que le sous-espace vectoriel £ de L'(R) engendré par les fonc-
tions indicatrices d’intervalles bornés est dense dans L'(R). Démontrer
le résultat souhaité pour toute f € L'(R).

(3) Expliquer pourquoi le résultat de (2) est plus général que le Lemme de
Riemann-Lebesgue.

(4) Dans cette question, on veut redémontrer le résultat de (2) par une autre
méthode. Soit f € L'(R) fixée.

(a) Montrer que pour tout A € R, on a

~ m .

f)\:—/f t— =) e ™Mdu.
b) On admet que f(t—¢)— f(t)|dt — 0 quand € — 0. En utilisant ce
( R

~

fait, déduire de (a) que f(A\) — 0 quand A — +oo.

Exercice 12. Soit f € L}_. Montrer que pour tout N > 0, on a

onf(x) = ZN: (1 - NLL) cn(f)ee.

k=—N

Exercice 13. Montrer que si t € R\ 27Z et M € N, alors

i pimt _ iM% sin (M + 1)%)
— Sin(%)

Exercice 14. Pour n, N € N, on note D,, et K les noyaux de Dirichlet et de Fejér.
En utilisant ’Exercice 13, démontrer les formules données en cours :
_sin((2n+ 1)) 1 sin?((NV+1)%)

Dnlt) = sin(i) et Kn(t) = N+1 sinQ(i)

Exercice 15. Soit 1 < p < co. Montrer que si f € L}, alors oy f — f en norme

LP. (Raisonner par approximation en utilisant I’Ezercice 9.)

Exercice 16. Dans cet exercice, f est une fonction intégrable sur R.

(1) Montrer que si g : R — C est une fonction continue 2w-périodique, alors

/R FR)gOAE) dt 222 co(g) é F(t) dt.

(Commencer par le cas ot g est un polynéme trigonométrique.)



(2) Montrer que pour tout intervalle [a,b] C R, on a
b

lim [ f(t)|sin(nt)|dt = / f(t)
n—oo a

Exercice 17. Soit a € R tel que 5= ¢ Q. Le but de I'exercice est de montrer que si
f : R — C est une fonction continue 27-périodique, alors

N—

2m

%ZO f(na) — %/0 f(t)dt quand N — oo.

(1) On pose w := e*. Montrer que Vk € Z\ {0} : wF # 1.

(2) Démontrer le résultat souhaité pour une fonction f : T — C de la forme
f(t)=e* onk € Z.

(3) En déduire le résultat souhaité lorsque f est un polynéme trigonométrique.

(4) On munit Cy, de la norme || - ||w. Pour N € N*, on note Ly : Cor — C la

forme linéaire définie par

N
Montrer que Ly est continue et ||Ly| < 2.

(5) Conclure.

Exercice 18. Soit 0 < r < 1, et soit P, : R — C la fonction définie par

[e.9]

P.(t) := Z rlkl ikt

k=—o00
Justifier la définition, montrer que P, € Cs,, et montrer qu’on a
1—17?

Po(t) = -
(t) 1 —2rcos(t) + r2

Exercice 19. Soit f € Li_. Pour 0 <r < 1, on définit f, : R — C par

L) = Y (et
k=—00
(1) Justifier la définition.
(2) Avec les notations de I'Exercice 18, montrer qu’on a f, = f * P,.
(3) En déduire que f, — f en norme L' quand r — 17, et que si f est continue,
alors f,, — f uniformément.
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Exercice 20. Soient Ay, ..., Ay des nombres réels tous différents. Montrer que pour
tous ¢1,...,cy € C, on a
1T 2 N
lim — A dt = 2
Jm o [ [ 2l
k=1 k=1

Exercice 21. Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue en utilisant 'inégalité de
Bessel et la densité de L3 dans L} .

Exercice 22. Montrer que si f,g € L3_, alors on a pour tout k € Z :

o0

a(fg) = Z cn(f) cr-n(9),

n=—oo

ou la série converge absolument.

Exercice 23. Montrer que si f,g € L3, alors
<f7 g) = Z Ck(f) Ck(Q)a
k=—o00

ou la série converge absolument.

Exercice 24. Montrer que si ¢ : R — C est une fonction de classe C! et 27-

périodique, alors
b 1 ™ 2 ™
[ laopae- oo | [ awal < [ igopar

Exercice 25. En utilisant I'Exercice 24, montrer que si [a, b] est un intervalle com-
pact de R et si f : [a,b] — C est une fonction de classe C! telle que f(b) = f(a) et

fab f(t)dt =0, alors
b _ 2 b
/ |f(t)?dt < (b%“) / £/ (£)]2dt.

Exercice 26. Soit ¢ : R — C une fonction continue 27-périodique, impaire, et de
classe C? sur [0, 7.

(1) Montrer que pour tout k € Z, on a |cx(g”)| = k* e (g)]-
(2) En déduire que pour tout z € R, on a

2
™
lg(z)] < 35 lg"12-
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Exercice 27. Montrer que si f : [a,b] — R est une fonction de classe C? telle que
f(a) =0= f(b), alors
_(b—ay

19llee < 375 19”1l 2 0.t

Exercice 28. Montrer que si f € L3 | alors

2T 2
/ / f(u)|? dudv = 872 Z e (f

k0

Exercice 29. (matrice de Hilbert)

(1) Soit ¢ : R — R la fonction 2w-périodique telle que ¢(t) = m—t pour ¢ € [0, 27].
Calculer les coefficients de Fourier de ¢.
(2) On pose H? :={f € L3_; c,(f) = 0 pour tout k < 0}.
(a) Montrer que lapplication f +— P f est linéaire continue de H? dans L?,
et majorer sa norme.
(b) Soit f(t) = S0 are’ un polynome trigonométrique appartenant a H2.
Pour j € [0,d], exprimer c_;_;(@f) a 'aide des ay.
(3) Soit d € N. On munit R4 de la norme euclidienne, et on munit My (R)
de la norme subordonnée. Montrer que la matrice A :=

A} < 7.

1 S
(k+j+1 Jo<jk<d Vérifie

Exercice 30. Soit I C R un intervalle borné d’extrémités a et b et de longueur
T=0b—a>0,etsoit f € L'(I). Pour k € Z, on pose

rlf) = 3 [ £ F

(1) Montrer que si f € L*(I), alors

/yf )|2dt = TZ]ckT

k=—o00

(2) Montrer que si I est compact, I = [a,b], et si f est continue et de classe C*
par morceaux sur I, avec f(b) = f(a), alors

oo

Veel : f(x)= Z Ck;,T(f)t?ik%ﬁx,

k=—o00

ol la série converge normalement sur /.

Exercice 31. Montrer que si f : R — C est 2m-périodique et de classe C* alors,

pour tout & > 0, on a |cx(f)| =0 <‘k|a> quand k — £o0.
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Exercice 32. Soit f : R — C une fonction continue 2r-périodique. On suppose que
pour tout o > 0, on a |cx(f)| = o (#) quand k — £oo. Montrer que f est de

classe C*.

Exercice 33. Soit f : R — C une fonction 27-périodique de classe C*. Pour

N € N*, on pose
27 = 27
SUBE DM (%)

(1) Quelle est la limite de Ry (f) quand N — oo?
(2) Dans cette question, on veut montrer que

1

Rn(f) — Oﬂf(t)dt‘—o(m> quand N — oo.

(a) Soit NV € N*. Calculer la somme Z;V:_Ol (ei%T")j pour tout k € Z.
(b) En développant f en série de Fourier, montrer a I’aide de (a) que pour
tout V€ N*, on a

Ry(f)=2m ) el(f).

kENZ

VYa >0 :

(¢) En déduire que pour tout N € N*, on a

21 o
ratn) = [ 10 dt] <203 (sl + (D).
=1
(d) Conclure a l'aide de I’Exercice 31.

Exercice 34. Soit A €]0,7[. En considérant la fonction 1;_, 5, montrer qu’on a

Zsin(kd)  m— A Zosin?(kA) A(m— )
; K 2 ¢ ; 2 2

Exercice 35. En considérant la fonction 27-périodique et impaire f valant 1 sur
10, [, calculer les sommes

B (o] (_1)n B o0 1
51.—Z2n+1 ot SZ'_;(2n+1)2

n=0

Exercice 36. En considérant la fonction 27-périodique f telle que f(t) = [t| sur
[—7, 7], calculer les sommes

- 1 - 1
S= Xy ¢ ST Ly

n=0
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Exercice 37. En considérant la fonction 2m-périodique f telle que f(t) = t* sur
[—7, 7], calculer les sommes

— (—DF 1 <1
St :ZZ 2 So ::Zﬁ et Ss ::ZF'
k=1 k=1 k=1

Exercice 38. En considérant la fonction 27-périodique f telle que f(t) = ch(t) pour
t € [—m, 7], calculer les sommes

o0

1

et
2
k=0 1+k =0

i)
i

Exercice 39. Montrer que pour tout z € [0, 7], on a

8 o sin((2n + 1)z)
x(w—x):;;) 1P

et calculer les sommes

oo o0 1
Z 2n—|—1 ot 822225.

=0

Exercice 40. Soit a € R\ Z. En considérant la fonction 2m-périodique f telle que
f(t) = € pour t € [0, 27], montrer qu’on a

Wcotan 7ra ——+Z 3 kzl
a

Exercice 41. Soit a > 0. En considérant la fonction 2m-périodique f telle que
f(t) = e™ pour t € [—m, 7], montrer qu'on a

> 1 T
———— = —coth )
kz—oo k2 +a? a cothlm)

Exercice 42. Soit « €]0,1[. En considérant la fonction 27-périodique f telle que
f(t) = cos(at) pour t € [—m, 7], montrer qu’on a

T 1 = (—1)F
— -9
sin(ra)  « “ ; k2

Exercice 43. Montrer que pour tout x € R, on a

. 2 4 COS an sin?
|$M@“:%_%§:4M - Z4n2—1




Exercice 44. Montrer que pour tout z € R, on a

n 1 2
| cos( + Z cos na:)
Exercice 45. Montrer que
- sin( ) t
Vte]— g -1 = —
| 5

k=1
et en déduire que

Vo €]0,2n] :

Exercice 46. En considérant f(¢) := max(0, sin(¢)), calculer les sommes

- o0 (_1)k; - o0 1 B o0 1
Sl'_;%?—l’ 52‘_;4/@—1 et 53'_;(4/&2—1)2

Exercice 47. Montrer que pour tout x € R\ Z, on a

1 1 & sin(2mka)
JZ—E(I) :é—i_%ZT
k=1
. : : o 1
Exercice 48. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) := ———-
1 4 cos?t
(1) Montrer qu’on a ¢a,41(f) = 0 pour tout n € N, et ¢p, = = [ % dt =: 11,.
(2) Calculer Ij et établir la relation de récurrence I, 1 + [n 1= —61,.

(3) Conclure que pour tout t € R, on a

f(t) :_+\/_Z (V2 —1)* cos(2nt).

Exercice 49. Soit f : R — C une fonction 27-périodique et lipschitzienne. Le but

de l'exercice est de montrer qu'on a Y |cx(f)| < oc.
k=—o00

(1) Soit M la constante de Lipschitz de f. En appliquant la formule de Parseval
a la fonction t — f(t + a) — f(t — ), montrer que pour tout @ € R, on a

+oo
> Isin(ka)Plen(f)]” < Mo,

k=—o00



10

(2) Soit p € N*. Montrer a ’aide de (1) qu’on a

M?7?
S le)P < Sp

2r—1< k| <2P
et en déduire v
T
Z ‘Ck(f” < W'
2r—1<|k|<2p

(3) Conclure.

Exercice 50. Montrer que si f € Cy, vérifie Y ;- |ci(f)| < oo, alors

o0

VEER 1 f(t)= > cx(f)e™

k=—o00

Exercice 51. On note W I’ensemble des fonctions continues 27-périodiques f : R —
C telles que Y2 |ex(f)] < co. Pour f € W, on pose

I lw =D len(f)

k=—o00

(1) Montrer que W est un sous-espace vectoriel de Car, et que || - || est une
norme sur W. Montrer également que || f|lw > || f|l« pour toute f € W.

(2) Montrer que (W, || - ||w) est complet.

(3) Montrer que si f,g € W, alors fg € W.

Exercice 52. Montrer que si f € L_et g € W, alors

o

VeeR : fxg(x)= Z cr(fex(g)e™,

k=—o00

ou la série converge normalement sur R.

Exercice 53. Montrer que si f,g € L}_, alors on a pour tout n € N :

/_Sf da:—/f Sng(t

et en déduire que si f € L}, alors
Vo € Cyp / Suf(x) @ dx’H—°°>/ f(t)

(On exprime cela en disant que “S,, f tend vers f au sens des distributions”.)
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Exercice 54. Dans cet exercice, ¢ : R — C est une fonction continue 27-périodique
telle que > o7 |ex()] < oo.
(1) Soit @ € C\ iZ. Montrer que I’équation différentielle z'(¢) + ax(t) = ¢(¢)
possede une unique solution 27-périodique.
(2) Soit a € C\{k?*; k € Z}. Montrer que I'équation différentielle 2" (t) +ax(t) =
©(t) possede une unique solution 2m-périodique.

(3) Généraliser (1) et (2) au cas d'une équation différentielle linéaire de la forme
D (t) + ag_ 12D () + -+ az(t) = o(t).

Exercice 55. Soit w € C\ Z. Résoudre I'équation différentielle z”(t) + w?z(t) =
sin(2t) + cos(5t).

Exercice 56. Montrer que si f est une fonction de classe C! sur [0, 7], & valeurs
réelles, alors il existe une suite de nombres réels (a,,)n>o telle que

Ve e [0,7] : f(z) = Z a, cos(nz),

ou la série converge normalement sur R. Déterminer une telle suite (a,) pour la
fonction f(x) := sin(z).

Exercice 57. Soit f : R — C une fonction de classe C!. On suppose qu’on a
1f(t) = O (%) et [f'(t)] = O (%) quand |¢| tend vers Dinfini.

(1) Pour t € R, on pose

Jpex(t) := Z f(t+2mn).

n=—oo

(a) Justifier la définition, et montrer que foe € C3,..
(b) Exprimer les coeflicients de Fourier de fp a l'aide de la transformée de
Fourier de f.

(2) Montrer qu’on peut écrire

M flky=2r Y f(2mn).

k=—o00 n=-—00

Cette formule s’appelle la formule sommatoire de Poisson.

Exercice 58. Pour s > 0, on pose
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Justifier la définition, puis montrer en utilisant la formule sommatoire de Poisson
que la fonction 6 vérifie I’équation fonctionnelle 6(s) = \/ig 0 (%)

Exercice 59. Dans cet exercice, on admettra que pour tout £ € R, on a
/ e 2okl gt = /2 e E/2,
R

(1) Pour a > 0 et A € R, calculer lintégrale [7°7 e~ et qy.
(2) Soit o > 0 et soit ¢ : R — R définie par

+oo
—\TrT— n7r2
o(x) == Z e~ (@=2nm)7,

(a) Justifier la définition, puis montrer que ¢ € Cs_.
(b) Calculer les coefficients de Fourier de ¢.
(3) Pour ¢t > 0, on définit G; : R — C par
400

Gi(z) = Z el

n=—oo

Justifier la définition et montrer que Gy € Cyr; puis montrer a l'aide de (2)

qu’on a également
T X _@2nn?
Gi(z) = \/; E e &,

n=—oo

Exercice 60. Soit f : R — C continue 27-périodique. On définit u :]0; co[xR — C

par
+oo

u(t,z) = Z en(fle e,
(1) Justifier la définition, et montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction x — u(t, z)
appartient a Co.
(2) Montrer que u est de classe C? sur |0,00[XR et vérifie 'équation de la

chaleur
ou  *u
ot 0x?
(3) Avec les notations de 1'Exercice 59, montrer que pour tout ¢t > 0, on a

u(t,z) = Gy * f(x).

(4) Montrer que u(t,x) — f(z) uniformément sur R quand ¢ — 0%,
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Exercice 61. (inégalité de Bernstein)

Le but de l'exercice est de démontrer le résultat suivant : si P est un polynome
trigonométrique de degré N, alors

[1P'[|oc < N||P||oo-
(1) Soit f : R — R la fonction impaire 27-périodique telle que f(t) = ¢ pour

t € [0,7/2] et f(t) = m —t pour x € [r/2,7]. Calculer les coefficients de
Fourier de f.

(2) Soit a > 0. Déduire de (1) que pour tout = € [—a, a], on peut écrire
- i
xTr = F Zan;oo m exXp <%(2n — 1)1') .
(3) Montrer al'aide de (2) que si P(t) = Z;V:_ ~ A€ est un polynome trigonométrique
de degré N, alors

, AN &K (=1)m on — 1
Plty=-— Y ﬁ]ﬂ(w N 7r>.

(4) Conclure.

Exercice 62. Le but de ’exercice est de donner un exemple de fonction f € Cy, dont
la série de Fourier diverge en 0, autrement dit telle que la suite (S, f(0)) diverge.

(1) Pour w,v > 0, on pose
K(u,v) = l/ sm(g&) sin(vf) &0
T Jo sin(6/2)

Montrer qu’il existe des constantes a > 0 et b < oo telles que

| K (u,v)] <blog(u) pour2<u<w,
K(u,u) > alog(u) pour tout u > 2.
(2) On définit f : [-m, 7] — R par
F(£) = (k)72 sin [(2% 4+ 1/2)J¢]] .
k=1
(a) Vérifier que f est continue et f(m) = f(—m). On peut donc prolonger f
en une fonction de C,,, encore notée f.
(b) Pour n € N, exprimer Sy f(0) a 'aide de la fonction K.
(c) Montrer que la série de Fourier de f diverge en 0.



