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Chapitre 1

Espaces métriques et espaces vectoriels normés

1. Distances et normes

1.1. Distances, espaces métriques. Étant donné deux objets mathématiques
u et v de même nature (deux nombres, deux matrices, deux fonctions, ...), il est très
naturel de se demander si u et v sont “proches” ou “éloignés” l’un de l’autre en un
certain sens, et de vouloir mesurer leur degré de proximité par un nombre dpu, vq qu’on
appellerait la “distance entre u et v”. Cela conduit à la définition très générale suivante.

Définition 1.1. Soit E un ensemble non-vide. Une distance sur E est une fonc-
tion d : E ˆ E Ñ R vérifiant les propriétés suivantes :

(o) dpu, vq ě 0 pour tous u, v P E, et dpu, uq “ 0 ;

(i) dpu, vq “ 0 seulement pour u “ v (séparation des points) ;

(ii) dpu, vq “ dpv, uq pour tous u, v P E (symétrie) ;

(iii) dpu,wq ď dpu, vq ` dpv, wq pour tous u, v, w P E (inégalité triangulaire).

Exemple 1. On définit une distance sur R en posant dpu, vq :“ |v ´ u|. Cette
distance s’appelle la distance usuelle sur R.

Démonstration. La propriété (o) est évidente. La séparation des points (i) vient
du fait que |x| “ 0 seulement pour x “ 0. La symétrie vient du fait que |x| “ |´x|
pour tout x P R : dpv, uq “ |u ´ v| “ |´pv ´ uq| “ |v ´ u| “ dpu, vq. Et l’inégalité
triangulaire vient du fait que |x`y| ď |x|` |y| pour tous x, y P R : dpu,wq “ |w´u| “
|pw ´ vq ` pv ´ uq| ď |v ´ u| ` |v ´ u| “ dpu, vq ` dpv, wq. �

Exercice. Soit E un ensemble quelconque, et soit φ : E Ñ R. À quelle condition
sur φ définit-on une distance sur E en posant dpu, vq :“ |φpvq ´ φpuq| ?

Exemple 2. Soit E :“ R2 muni du produit scalaire usuel. On définit une distance
sur E en notant dpu, vq la longueur du segment ru, vs. L’inégalité triangulaire pour
cette distance signifie que “le plus court chemin entre deux points est la ligne droite”.

Exemple 21. On définit une distance sur C en posant dpu, vq :“ |v ´ u|, où |z| est
le module du nombre complexe z. Cette distance s’appelle la distance usuelle sur C.

Démonstration. En identifiant C à R2, c’est la distance de l’Exemple 2. �

Exemple 3. Soit E un ensemble quelconque (non-vide). On définit une distance
sur E en posant

dpu, vq :“

"

0 si u “ v
1 si u “ v

On dit que d est la distance discrète sur E.
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6 1. ESPACES MÉTRIQUES ET ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Démonstration. Seule l’inégalité triangulaire demande une preuve ; soient donc
u, v, w P E. Si u “ w, alors dpu,wq “ 0 ď dpu, vq ` dpv, wq. Si u ‰ w, alors ou
bien u ‰ v et donc dpu, vq “ 1, ou bien v ‰ w et donc dpv, wq “ 1. Dans les 2 cas,
dpu,wq “ 1 ď max

`

dpu, vq, dpv, wq
˘

ď dpu, vq ` dpv, wq. �

Remarque. La distance discrète est importante car elle fournit souvent un contre-
exemple facile lorsqu’on se demande si une propriété générale est vraie pour n’importe
quelle distance.

La remarque suivante est très souvent utile.

Remarque 1.2. Si d est une distance sur un ensemble E, alors on a pour tous
u, v, w P E :

dpu, vq ě
ˇ

ˇdpu,wq ´ dpw, vq
ˇ

ˇ.

Cette inégalité est parfois appelée l’inégalité triangulaire réarrangée.

Démonstration. On a dpu,wq ´ dpw, vq “ dpu,wq ´ dpv, wq ď dpu, vq d’après
l’inégalité triangulaire ; et échangeant les rôles de u et v, on obtient dpv, wq´dpw, uq ď
dpv, uq “ dpu, vq. D’où le résultat. �

Définition 1.3. Un espace métrique est un ensemble non-vide E muni d’une
distance d.

Convention. “Par défaut”, toutes les distances s’appelleront d, même quand on
considérera plusieurs espaces métriques E,F,G, . . . en même temps. S’il y a vrai-
ment lieu de distinguer les distances sur des espaces métriques différents, on écrira par
exemple dE , dF , dG, . . .

1.2. Normes, espaces vectoriels normés.

Définition 1.4. Soit E un espace vectoriel sur K “ R ou C. Une norme sur E est
une fonction de E dans R, notée en général u ÞÑ }u}, vérifiant les propriétés suivantes.

(o) }u} ě 0 pour tout u P E, et }0} “ 0 ;

(i) }u} “ 0 seulement pour u “ 0 ;

(ii) }λu} “ |λ| }u} pour tout u P E et tout λ P K (homogénéité) ;

(iii) }u` v} ď }u} ` }v} pour tous u, v P E (inégalité triangulaire).

Il y a une similarité évidente entre la définition d’une norme et celle d’une distance.
Le lien entre les deux notions est donné par le fait suivant.

Fait 1.5. Si } ¨ } est une norme sur un espace vectoriel E, on définit une distance
sur E en posant dpu, vq :“ }v´u}. On dit que d est la distance associée à la norme
} ¨ }.

Démonstration. C’est exactement la même que celle donnée pour la distance usuelle
dpu, vq “ |v ´ u| sur R. (Pour la symétrie de d, on n’a pas besoin de toute la force de la

propriété d’homogénéité (ii) : il suffit de savoir que } ´ u} “ }u} pour tout u P E.) �

Exemple 1. La valeur absolue est une norme sur R, et le module est une norme
sur C. Les distances associées sont les distances usuelles.
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Exemple 2. Soit E un K - espace vectoriel, et soit x , y un produit scalaire sur
E (cf le cours “PSFQ” de 2ème année). On définit une norme sur E en posant pour
u P E :

}u} :“
a

xu, uy;

autrement dit

}u}2 “ xu, uy.

La norme } ¨ } et le produit scalaire x , y sont reliés par la très importante inégalité
de Cauchy-Schwarz : si u, v P E, alors

|xu, vy| ď }u} }v}.

Cas particulier. Soit N P N˚. La norme euclidienne sur E :“ RN est la
norme associée au produit scalaire usuel sur RN , qui est défini par

xu, vy “ u1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` uNvN .

Pour u “ pu1, . . . , uN q P RN , on a donc

}u} “
b

u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u

2
N “

˜

N
ÿ

j“1

u2
j

¸1{2

;

et l’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

N
ÿ

j“1

|ujvj | ď

˜

N
ÿ

j“1

u2
j

¸1{2

.

Pour N “ 1, on retrouve la valeur absolue sur R “ R1. Pour N “ 2, on retrouve le
module sur C “ R2

Remarque. Dans la suite, la norme euclidienne sur RN sera souvent notée } ¨ }2.

Exemple 3. On définit des normes sur KN en posant, pour u “ pu1, . . . , uN q P KN :

}u}1 :“
N
ÿ

j“1

|uj | et }u}8 :“ max
`

|u1|, . . . , |uN |
˘

.

Démonstration. C’est un exo à savoir faire instantanément. �

Exemple 4. Soit I un ensemble quelconque. On note `8pI,Kq, ou simplement
`8pIq, l’espace vectoriel constitué par toutes les fonctions bornées u : I Ñ K. On
définit une norme sur `8pIq en posant

}u}8 :“ sup
 

|uptq|; t P I
(

.

Démonstration. C’est à nouveau un exo à savoir faire les yeux fermés. (Être un peu

soigneux pour l’inégalité triangulaire.) �

Remarque. Les cas particuliers suivants sont importants :r si I “ J1, NK, alors `8pIq s’identifie à KN (une fonction u : J1, NK Ñ K s’identifie

au vecteur pup1q, . . . , upNqq P KN), et }u}8 “ max
`

|u1|, . . . , |uN |
˘

pour u “

pu1, . . . , uN q P KN ;r si I “ N, alors `8pIq est l’ensemble de toutes les suites bornées u “ punqnPN
d’éléments de K ; et pour u “ punq P `

8pNq on a }u}8 “ sup
nPN

|un|.
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Exemple 5. Si E est un espace vectoriel non réduit à t0u, la distance discrète
sur E n’est pas associée à une norme.

Démonstration. Notons d la distance discrète sur E. Soit e un vecteur non nul
de E. Alors dpe, 0q “ 1, et aussi dp2e, 0q “ 1 puisque 2e ‰ 0 ; mais si d était associée à
une norme } ¨ }, on devrait avoir dp2e, 0q “ }2e´ 0} “ }2e} “ 2}e} “ 2dpe, 0q “ 2. �

Les deux inégalités suivantes sont importantes.

Remarque 1. Si } ¨ } est une norme sur un espace vectoriel E, alors on a pour
tous u, v P E :

}u´ v} ď }u} ` }v} et }v ´ u} ě
ˇ

ˇ}v} ´ }u}
ˇ

ˇ.

Démonstration. En notant d la distance associée à } ¨ }, la première inégalité est
simplement l’inégalité triangulaire dpv, uq “ dpu, vq ď dpu, 0q ` dp0, vq ; et la deuxième
est l’inégalité triangulaire réarrangée dpu, vq ě

ˇ

ˇdpu, 0q ´ dp0, vq
ˇ

ˇ. �

Il est également très important de retenir qu’on peut toujours “normaliser” un
vecteur non nul de E :

Remarque 2. Si } ¨ } est une norme sur E, on a pour tout u ‰ 0 dans E :
›

›

›

›

u

}u}

›

›

›

›

“ 1.

Définition 1.6. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel E muni
d’une norme } ¨ }. On écrira souvent “evn” au lieu de “espace vectoriel normé”.

Remarque. Un espace vectoriel normé sera toujours implicitement muni de la dis-
tance associée à sa norme. Un evn est donc en particulier un espace métrique !

Convention. “Par défaut”, toutes les normes s’appelleront } ¨ } ; et s’il y a lieu
de différencier explicitement les normes sur des evn E,F,G, . . . , on écrira par exemple
} ¨ }E , } ¨ }F , } ¨ }G , . . .

1.3. Sous-espaces et produits. Les remarques qui suivent sont à peu près
évidentes, mais cependant très importantes.

Remarque 1. Si pE, dq est un espace métrique et si A Ď E, alors la restriction
de d à A ˆ A est une distance sur A, qu’on appelle la distance induite par d sur A.
Donc, A est lui même un espace métrique pour son propre compte.

Remarque 11. De même, si E est un espace vectoriel normé, alors tout sous-
espace vectoriel F Ď E devient un espace vectoriel normé lorsqu’on le munit de la
norme induite par celle de E

Exemple. Soit ra, bs un segment de R, avec a ă b. Notons Cpra, bsq l’ensemble des
fonctions continues u : ra, bs Ñ K. Comme toute fonction continue sur ra, bs est bornée,
Cpra, bsq est un sous-espace vectoriel de `8pra, bsq, et donc un espace vectoriel normé
quand on le munit de la norme } ¨ }8.

Remarque 2. Soient pE1, } ¨ }E1q, . . . , pEN , } ¨ }EN q des espaces vectoriels normés,
et soit E :“ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN . On définit une norme sur E en posant, pour u “
`

u1, . . . , uN
˘

P E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN :

}u} :“ max
`

}u1}E1 , . . . , }uN}EN
˘

.

On dit que cette norme est la norme produit associée aux normes } ¨ }E1 , . . . , } ¨ }EN .
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Exemple. La norme produit sur RN “ Rˆ ¨ ¨ ¨ ˆ R est la norme } ¨ }8.

Remarque 21. De même, si pE1, dE1q, . . . , pEN , dEN q sont des espaces métriques,
on définit une distance sur E :“ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN en posant pour u “ pu1, . . . , uN q et
v “ pv1, . . . vN q dans E :

dpu, vq :“ max
`

dE1pu1, v1q, . . . , dEN puN , vN q
˘

.

Cette distance est la distance produit associée aux distances dE1 , . . . , dEN . Si les
Ei sont des espaces vectoriels et si les distances dEi proviennent de normes, alors d
provient de la norme produit associée (exo).

Convention. Chaque fois qu’on manipulera un produit d’espaces métriques ou
d’evn, on supposera implicitement qu’il est muni de la distance produit ou de la norme
produit.

1.4. Vocabulaire géométrique. Dans ce qui suit, pE, dq est un espace métrique.

1.4.1. Boules. Si a P E et r ě 0, on pose

Bpa, rq :“ tu P E; dpu, aq ă ru et Bpa, rq :“ tu P E; dpu, aq ď ru.

On dit que Bpa, rq est la boule ouverte de centre a et de rayon r, et que Bpa, rq
est la boule fermée de centre a et de rayon r.

Remarque. Le cas r “ 0 est un peu particulier : on a Bpa, 0q “ H et Bpa, 0q “ tau.

Exemple 1. Si E “ R muni de la distance usuelle, alors Bpa, rq est l’intervalle
ouvert sa´ r, a` rr, et Bpa, rq est l’intervalle fermé ra´ r, a` rs.

Exemple 2. Si E “ C muni de la distance usuelle, alors Bpa, rq et Bpa, rq sont
des disques centrés en a et de rayon r. Plus précisément, Bpa, rq est le disque sans sa
circonférence, et Bpa, rq est le disque avec sa circonférence.

Rappel. Soit E un espace vectoriel. Un ensemble C Ď E est dit convexe si, pour
tous u, v P C, le segment ru, vs est entièrement contenu dans C ; autrement dit, si

@u, v P C : @λ P r0, 1s : p1´ λqu` λv P C.

Proposition 1.7. Si E est un espace vectoriel normé, alors toute boule de E est
un ensemble convexe.

Démonstration. Montrons le pour une boule fermée B “ Bpa, rq. Soient u, v P B
et soit λ P r0, 1s. On a

}p1´ λqu` λv ´ a} “ }p1´ λqpu´ aq ` λpv ´ aq} car a “ p1´ λqa` λa

ď }p1´ λqpu´ aq} ` }λpv ´ aq}

“ p1´ λq }u´ a} ` λ }v ´ a} car 1´ λ ě 0 et λ ě 0

ď p1´ λqr ` λr “ r.

Donc p1´ λqu` λv P B. �

Exercice. Dessiner la boule Bp0, rq dans E “ R2 muni de la norme } ¨ }8. Même
question avec la norme } ¨ }1.
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1.4.2. Distance à un ensemble. Si A est une partie non-vide de E, on pose pour
tout x P E :

distpx,Aq :“ inf tdpx, uq; u P Au.

On dit que distpx,Aq est la distance de x à l’ensemble A.

Remarque 1. Il est évident que si x P A, alors distpx,Aq “ 0 (prendre u :“ x) ; mais
la réciproque est fausse en général.

Remarque 2. La distance de x n’est pas nécessairement “atteinte” : il n’y a aucune
raison a priori pour qu’il existe un point a P A tel que distpx,Aq “ dpx, aq.

Exemple. Dans E “ R, on a dist
`

2, s´1, 1r
˘

“ 1 et dist
`

1, s´1, 1r
˘

“ 0. Dans les 2
cas, la distance n’est pas atteinte.

1.4.3. Diamètre. Pour toute partie non-vide A de E, on pose

diampAq :“ sup
 

dpu, vq; u, v P A
(

.

On dit que diampAq est le diamètre de l’ensemble A. La borne supérieure est ici
prise dans r0,8s : on peut très bien avoir diampAq “ 8. Moralement, diampAq est “la
plus grande distance possible entre deux points de A” ; mais cette plus grande distance
peut très bien ne pas exister.

Exemple 1. Soit E :“ R2 muni de la norme euclidienne. Si A est un disque de
rayon r, alors diampAq “ 2r. Si A Ď E est un carré de côté a, alors diampAq “

?
2 a.

Exemple 2. Dans E “ R, on a diam
`

s´2, 3r
˘

“ 5 et diam
`

s0,8r
˘

“ 8.

Exercice. Montrer que pour tout ensemble non-vide A Ď R, on a

diampAq “ supA´ inf A.

(Avec les conventions évidentes lorsque supA “ 8 ou inf A “ ´8.)

1.4.4. Ensembles bornés. Supposons que E soit un espace vectoriel normé. On
dit qu’un ensemble A Ď E est borné s’il existe une constante M ă 8 telle que
@u P A : }u} ďM .

Exercice 1. Montrer les équivalences suivantes :

A borné ðñ diampAq ă 8 ðñ A est contenu dans une boule.

Remarque. L’intérêt du résultat de cet exercice est qu’il permet de définir les en-
sembles bornés dans un espace métrique pE, dq quelconque : un ensemble A Ď E peut
être déclaré borné si diampAq ă 8. Cependant, on ne parlera jamais d’ensembles
bornés dans un espace métrique qui n’est pas un evn.

Exercice 2. Une application u : I Ñ F d’un ensemble I dans un evn F est dite
bornée si l’ensemble upIq est borné dans F ; autrement dit s’il existe une constante M
telle que @t P I : }uptq} ďM . L’ensemble de toutes les applications bornées u : I Ñ F
se note `8pI, F q. Montrer que `8pI, F q est un espace vectoriel, et qu’on définit une
norme sur `8pI, F q en posant }u}8 :“ sup t}uptq}; t P Iu.
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1.5. Isométries.

Définition 1.8. Soient pE, dq et pE1, d1q deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E Ñ E1 est une isométrie si elle préserve les distances :

d1
`

fpuq, fpvq
˘

“ dpu, vq pour tous u, v P E.

Exemple 1. Dans le plan euclidien R2, les translations, les rotations et les symétries
orthogonales sont des isométries.

Exemple 2. L’injection canonique de R dans C est une isométrie (pour les distances
usuelles).

Exemple 3. L’application f : R Ñ R2 définie par fpxq “ px, 0q est une isométrie
de R dans R2 muni de la norme } ¨ }8.

Exercice. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit T : E Ñ F une
application linéaire. Montrer que T est une isométrie si et seulement si }T pxq} “ }x}
pour tout x P E.

Remarque 1. Une isométrie est toujours injective (mais elle n’a pas de raison d’être

surjective).

Démonstration. C’est évident : si fpuq “ fpvq, alors dpu, vq “ d1pfpuq, fpvqq “ 0
et donc u “ v. �

Remarque 2. Si f : E Ñ E1 est une isométrie bijective, alors f´1 : E1 Ñ E est aussi
une isométrie.

Démonstration. C’est un exo très facile. �

Définition 1.9. On dit que deux espaces métriques E et E1 sont isométriques
s’il existe une isométrie bijective entre E et E1 ; autrement dit, si E et E1 sont “indis-
tinguables” en tant qu’espaces métriques.

Exemple 1. R2 muni de la distance euclidienne est isométrique à C muni de la
distance usuelle, via l’application px, yq ÞÑ x` iy.

Exemple 2. R muni de la distance usuelle est isométrique à tpx, 0q; x P Ru Ď R2

muni de la distance associée à la norme } ¨ }8, via l’application x ÞÑ px, 0q.

Exemple 3. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie N sur K “ R
ou C, alors E est linéairement isométrique à KN muni d’une certaine norme.

Démonstration. Soit J : E Ñ KN un isomorphisme linéaire. Alors la formule
}x}J :“ }J´1pxq} définit une norme sur KN (exo) ; et par définition, J est une isométrie
(linéaire !) de E sur pKN , } ¨ }Jq. �

Le résultat suivant est a priori surprenant ; et il est “philosophiquement” très
intéressant car il signifie que les espaces vectoriels normés ne sont d’une certaine façon
pas moins généraux que les espaces métriques généraux.

Théorème 1.10. Tout espace métrique est isométrique à une partie d’un espace
vectoriel normé.

Démonstration. On la verra en TD.
�
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2. Normes équivalentes

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel sur K “ R ou C. On dit que deux
normes } ¨ } et } ¨ } sur E sont équivalentes s’il existe deux constantes C,C 1 ă 8
telles que }x} ď C }x}1 et }x}1 ď C 1 }x} pour tout x P E.

Remarque. Comme le nom le suggère fortement, la relation “être équivalentes” est
une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E. (La preuve est laissée en
exo.)

Exemple 1. Sur RN , les normes } ¨ }1, } ¨ }2 et } ¨ }8 sont équivalentes.

Démonstration. Soit u “ pu1, . . . , uN q P RN . On a

|uj | “ pu
2
j q

1{2 ď
`

u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u

2
N q

1{2 “ }u}2

pour tout j P J1, NK, donc }u}8 ď }u}2. De plus,

}u}21 “

˜

N
ÿ

j“1

|uj |

¸2

“

N
ÿ

j“1

u2
j `

ÿ

tpk,k1q; k‰k1u

|uk| |uk1 | ě
N
ÿ

j“1

u2
j “ }u}

2
2;

donc }u}1 ě }u}2. Enfin, }u}1 “
řN
j“1 |uj | ď N }u}8.

Ainsi, on a obtenu }u}8 ď }u}2 ď }u}1 ď N}u}8 pour tout u P RN ; d’où
l’équivalence des trois normes. �

Exemple 2. Soit } ¨ }1 la norme sur E :“ Cpra, bsq définie par }u}1 :“
şb
a |uptq| dt.

(Vérifier qu’il s’agit bien d’une norme.) On a } ¨ }1 ď pb´ aq } ¨ }8, mais les normes } ¨ }1
et } ¨ }8 ne sont pas équivalentes.

Démonstration. L’inégalité } ¨ }1 ď pb´ aq } ¨ }8 est laissée en exo (très facile).
Notons m le milieu de l’intervalle ra, bs. Pour k P N assez grand, soit uk P Cpra, bsq

la fonction définie comme suit : uk est nulle en dehors de rm ´ 1
k ,m `

1
k s, ukpmq “ k

et uk est affine sur les intervalles rm ´ 1
k ,ms et rm,m ` 1

k s. (Dessiner le graphe de uk.)

On a }uk}8 “ k, et }uk}1 “
1
2 ˆ

2
k ˆ k “ 1. Ainsi, on a trouvé une suite de fonctions

pukq telle que }uk}1 “ 1 pour tout k et }uk}8 Ñ 8 ; ce qui montre qu’il ne peut pas
exister de constante C telle que } ¨ }8 ď C } ¨ }1. �

Exercice. Soit E un espace vectoriel, et soient } ¨ } et } ¨ }1 deux normes sur E.
Montrer que si } ¨ } et } ¨ }1 ne sont pas équivalentes, alors ou bien il existe une suite
pukq Ď E telle que }uk} Ñ 0 et }uk}

1 Ñ 8, ou bien il existe une suite pukq Ď E telle
que }uk} Ñ 8 et }uk}

1 Ñ 0.

Le résultat suivant est très important et très facile à utiliser. La preuve, en revanche,
est un peu délicate.

Théorème 2.2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les
normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Dans ce qui suit, on supposera que E ‰ t0u (il n’y a rien à
démontrer si E “ t0u). On commence par se simplifier un peu la vie :

Fait 0. Il suffit de montrer que toutes les normes sur RN , N ě 1 sont équivalentes.
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Preuve du Fait 0. En tant que R-espace vectoriel, E est isomorphe à RN pour un
certain entier N ě 1. Si on fixe un isomorphisme R-linéaire J : E Ñ RN , alors à
toute norme } ¨ } sur E correspond une norme } ¨ }J sur RN , donnée par la formule
}u}J :“ }J´1puq}. On a ainsi }x} “ }Jpxq}J ; donc il est clair que si } ¨ } et } ¨ }1 sont
deux normes sur E et si les normes } ¨ }J et } ¨ }1J sont équivalentes, alors } ¨ } et } ¨ }1

sont équivalentes. Ceci démontre le Fait. �

On va maintenant montrer que toutes les normes sur RN sont équivalentes à la
norme } ¨ }8.

Fait 1. Si } ¨ } est une norme sur RN , il existe une constante C ă 8 telle que
} ¨ } ď C } ¨ }8.

Preuve du Fait 1. Si u “ pu1, . . . , uN q P RN et si on note pe1, . . . , eN q la base
canonique de RN , alors

}u} “

›

›

›

›

›

N
ÿ

j“1

uj ej

›

›

›

›

›

ď

N
ÿ

j“1

}uj ej}

“

N
ÿ

j“1

|uj | }ej} ď }u}8 ˆ
N
ÿ

j“1

}ej} ,

puisque |uj | ď }u}8 pour tout j. On obtient donc le résultat souhaité avec C :“
řN
j“1 }ej} (qui est bien une constante indépendante de u P RN). �

Fait 2. Si } ¨ } est une norme sur RN , il existe une constante c ą 0 telle que
} ¨ } ě c } ¨ }8.

Preuve du Fait 2. C’est la partie “difficile”. On va procéder par récurrence sur la
dimension N .

Pour N “ 1, ce n’est pas compliqué : si } ¨ } est une norme sur R1 “ R, alors
}u} “ }u ˆ 1} “ |u| ˆ }1} “ c }u}8 pour tout u P R1, où c :“ }1} est bien strictement
positif car 1 ‰ 0.

Supposons le résultat vrai pour un certain N ě 1, et démontrons le pour N`1. Soit
donc } ¨ } une norme sur RN`1. On va raisonner par l’absurde en supposant qu’il n’existe
pas de constante c ą 0 telle que } ¨ } ě c } ¨ }8. Il s’agit d’obtenir une contradiction.
Dans ce qui suit, on écrira les vecteurs de RN`1 sous la forme u “

`

up1q, . . . , upN`1q
˘

.

Étape 1. On peut trouver une suite pvkq Ď RN`1 et un indice j0 P J1, N ` 1K tels
que vkpj0q “ 1 pour tout k et }vk} Ñ 0 quand k Ñ8.

Démonstration. Par hypothèse, on peut pour tout c ą 0 trouver un vecteur uc P
RN`1 tel que }uc} ă c }uc}8. On a }uc}8 ‰ 0 (d’après l’inégalité stricte), donc on peut
définir vc :“ uc

}uc}8
¨ Alors }vc}8 “ 1 et

}vc} “
1

}uc}8
ˆ }uc} ă c.

En prenant c :“ 1{k pour tout k P N˚ et en posant vk :“ v1{k, on obtient ainsi une
suite pvkq Ď RN`1 telle que }vk}8 “ 1 pour tout k et }vk} Ñ 0.
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Par définition de } ¨ }8, on peut choisir pour tout k P N˚ un indice ik P J1, N ` 1K
tel que |vkpikq| “ }vk}8 “ 1. Comme il y a une infinité d’entiers k et un nombre fini
d’indices i P J1, N ` 1K, il existe au moins un j0 P J1, N ` 1K tel que ik “ j0 pour une
infinité de k. Il existe donc une sous-suite pv1kq de pvkq telle que |v1kpj0q| “ 1 pour tout
k, autrement dit v1kpj0q “ ˘1. De même, il y a une infinité de k tels que v1kpj0q “ 1,
ou bien une infinité de k tels que v1kpj0q “ ´1. Quitte à changer v1k en ´vk, on peut
supposer qu’on est dans le premier cas. On obtient donc une sous-suite pv2kq de pv1kq (et

donc une sous-suite de pvkq) telle que v2kpj0q “ 1 pour tout k. On change alors le nom de
v2k, qu’on appelle à nouveau vk. �

Étape 2. Il existe un vecteur v P RN`1 tel que v ‰ 0 et }vk ´ v}8 Ñ 0.

Démonstration. Le point clé est le suivant : si p, q P N, alors pvq ´ vpqpj0q “ 0.
Donc, on peut considérer les vq ´ vp comme des vecteur de RN en identifiant RN au
sous-espace

Ej0 :“
 

u P RN`1; upj0q “ 0
(

Ď RN`1,

qui est de dimension N . Par hypothèse de récurrence, il existe une constante c1 ą 0
telle que }u} ě c1 }u}8 pour tout u P Ej0 . En prenant u :“ vq ´ vp, on en déduit qu’on
a

|vqpjq ´ vppjq| ď p1{c
1q }vq ´ vp} ď p1{c

1q
`

}vq} ` }vp}
˘

pour tous p, q P N et pour tout j ‰ j0. Comme }vp} ` }vq} Ñ 0 quand p, q Ñ 8, on
voit ainsi que pour tout j ‰ j0, la suite de nombres réels pvkpjqqkPN vérifie le critère
de Cauchy, et donc est convergente. Pour chaque j ‰ j0, il existe ainsi un nombre réel
vpjq tel que vkpjq Ñ vpjq quand k Ñ8.

Si maintenant on pose v “
`

vp1q, . . . , 1, . . . vpN ` 1q
˘

P RN`1, où le “1” est à la
place j0, alors vkpjq Ñ vpjq pour tout j P J1, N ` 1K puisque vkpj0q ” 1. Par définition
de la norme } ¨ }8, cela entraine que }vk ´ v}8 Ñ 0 (exo) ; et on a v ‰ 0 puisque
vpj0q “ 1. �

On peut maintenant obtenir la contradiction cherchée. Comme } ¨ } ď C } ¨ }8
pour une certaine constante C (d’après l’étape 1) et comme }vk ´ v}8 Ñ 0, on voit
que }vk ´ v} Ñ 0. Comme de plus }v} ď }v ´ vk} ` }vk} et que }vk} Ñ 0, on en déduit
}v} ď 0 en faisant tendre k vers l’infini ; donc }v} “ 0. Mais ceci est absurde puisque
} ¨ } est une norme et v ‰ 0. Ainsi, on a bien montré le Fait 2 par récurrence. �

Par les Faits 1 et 2, la preuve du théorème est maintenant terminée. �

Remarque. Le Théorème 2.2 caractérise les espaces de dimension finie : si E est
un espace vectoriel de dimension infinie, alors il existe des normes non équivalentes
sur E.

Démonstration. Soit peiqiPI une base de l’espace vectoriel E (on admet que tout
espace vectoriel possède une base...). Comme dimE “ 8, l’ensemble I est infini. Pour
u “

ř

iPI

uiei, posons

}u}1 :“
ÿ

iPI

|ui| et }u}8 :“ sup
iPI
|ui|.

Ces expressions ont ont un sens car tous les ui sont nuls sauf un nombre fini ; et on
vérifie sans difficulté qu’on définit ainsi deux normes sur E (exo). Montrons que ces
normes ne sont pas équivalentes.
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Comme I est un ensemble infini, on peut choisir pour tout k P N˚ un ensemble
Ik Ď I de cardinalité k. Si on pose uk :“

ř

iPIk ei, alors }uk}8 “ 1 et }uk}1 “ k.
Comme k peut être arbitrairement grand, on voit ainsi qu’il n’existe pas de constante
C telle que } ¨ }1 ď C } ¨ }8. �

Dans le cadre des espaces métriques, la notion d’équivalence pour les normes se
généralise comme suit :

Définition 2.3. On dit que deux distances d et d1 sur un ensemble non-vide E
sont Lipschitz-équivalentes s’il existe deux constantes C,C 1 ă 8 telles que dpu, vq ď
C d1pu, vq et d1pu, vq ď C 1 dpu, vq pour tous u, v P E.

Exercice. Montrer que deux normes sur un espace vectoriel E sont équivalentes si
et seulement si les distances associées sont Lipschitz-équivalentes.

3. Convergence, continuité

3.1. Suites convergentes.

Définition 3.1. Soit pE, dq un espace métrique, soit pukqkPN une suite d’éléments
de E, et soit a P E. On dit que la suite pukq converge vers a pour la distance d
si dpuk, aq Ñ 0 quand k Ñ 8. On écrit alors uk Ñ a. Avec des quantificateurs, cela
s’écrit ainsi :

@ε ą 0 DK @k ě K : dpuk, aq ă ε.

Formellement, il s’agit donc exactement de la même définition que pour la conver-
gence d’une suite de nombres réels, en écrivant dpuk, aq au lieu de |uk ´ a|.

Voici d’abord quelques remarques “idiotes”, et donc importantes :r dans la définition, on peut remplacer “ă ε” par “ď ε” (jouer avec des ε{2) ;r au lieu de “dpuk, aq ă ε”, on peut écrire “uk P Bpa, εq” ;r la définition dépend de la distance d. (Par exemple, la suite uk :“ 2´k converge

vers 0 dans R pour la distance usuelle, mais pas pour la distance discrète.)

Passons maintenant à des remarques un peu moins “idiotes”.

Remarque 1. On a unicité de la limite : une suite pukq ne peut pas converger vers
deux points différents. Par conséquent, si uk Ñ a, on peut parfaitement dire que a est
la limite de la suite pukq et écrire a “ lim

kÑ8
uk, ou simplement a “ lim uk.

Démonstration. Si uk Ñ a et uk Ñ b alors, comme 0 ď dpa, bq ď dpa, ukq ` dpuk, bq
qui tend vers 0 quand k Ñ8, on a dpa, bq “ 0 et donc a “ b. �

Remarque 2. Si d et d1 sont deux distances Lipschitz-équivalentes sur un en-
semble E, alors la convergence pour d est équivalente à la convergence pour d1.

Démonstration. C’est un exo très facile. �

Conséquence. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut parler
de “suites convergentes” dans E sans faire explicitement référence à une norme : par
définition, une suite pukq Ď E converge vers a P E si elle converge vers a pour n’importe
quelle norme.
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Exercice. Soient d et d1 deux distances sur un même ensemble E. On suppose que
toute suite pukq Ď E convergeant pour d converge également pour d1. Montrer que
toute suite pukq convergeant pour d converge nécessairement vers la même limite pour
d1.

Remarque 3. Dans un espace vectoriel normé, toute suite convergente pukq est
bornée : il existe une constante M telle que @k : }uk} ďM .

Démonstration. Si uk Ñ a, on peut trouver un entier K tel que }uk ´ a} ď 6 pour
tout k ě K. Alors }uk} ď 6 ` }a} si k ě K d’après l’inégalité triangulaire ; et donc
}uk} ďM :“ max p6` }a}, }u0}, . . . , }uK´1}q pour tout k P N. �

Exemple 1. Dans R ou dans C, une suite converge (pour la distance usuelle) si et
seulement si elle converge au sens usuel.

Exemple 2. Dans KN , une suite converge (pour n’importe quelle norme) si et
seulement si elle converge “cordonnée par coordonnée” : uk “

`

ukp1q, . . . , ukpNq
˘

tend

vers a “
`

ap1q, . . . , apNq
˘

si et seulement si ukpjq Ñ apjq pour j “ 1, . . . , N .

Démonstration. Par équivalence des normes, on peut considérer uniquement la
convergence pour la norme } ¨ }8.

Si }uk ´ a}8 Ñ 0, alors ukpjq Ñ apjq pour tout j car |ukpjq ´ apjq| ď }uk ´ a}8.
Inversement, supposons que uk tende vers a coordonnée par coordonnée. Soit ε ą 0.

Pour j “ 1, . . . , N , on peut trouver un entier Kj tel que @k ě Kj : |ukpjq´ apjq| ď ε.
Si on pose K :“ maxpK1, . . . ,KN q on a alors }uk ´ a}8 ď ε pour tout k ě K, par
définition de } ¨ }8. �

Exemple 21. Si E1, . . . , EN sont des espaces métriques et si E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN ,
alors la convergence dans E (pour la distance produit) est équivalente à la convergence
coordonnée par coordonnée.

Démonstration. C’est exactement la même que pour l’Exemple 2. �

Exemple 3. Prenons E :“ `8pIq, muni de la norme } ¨ }8. Une suite pfnq Ď `8pIq
converge vers f P `8pIq si et seulement si

@ε ą 0 DN @n ě N @t P I : |fnptq ´ fptq| ď ε.

Cela signifie que :

(i) pfnq converge simplement vers f , i.e. fnptq Ñ fptq pour tout t P I ;

(ii) pour ε ą 0 donné, on peut “prendre le même N” pour tous les t de I.

Dans ce cas, on dit que la suite pfnq converge uniformément vers f . Pour cette raison,
la norme } ¨ }8 s’appelle la norme de la convergence uniforme.

Démonstration. C’est assez clair par définition de } ¨ }8 (exo). �

Exercice. Soit I un ensemble infini, et soit ptkq une suite d’éléments de I deux à
deux distincts. Pour tout k P N, on note fk : I Ñ R la fonction définie par fkptq “ 0
si t ‰ tk et fkptkq “ 1. Montrer que pour toute suite de scalaires pλkq, la suite pλkfkq
converge simplement vers 0 ; et en déduire qu’il n’existe pas de norme sur `8pIq telle
que la convergence pour cette norme soit équivalente à la convergence simple.

La proposition suivante est d’usage constant.
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Proposition 3.2. Soient E un espace vectoriel normé, et soient pukq, pvkq, u, v
dans E et pλkq, λ dans K.

(1) Si uk Ñ u et vk Ñ v, alors uk ` vk Ñ u` v.

(2) Si uk Ñ u et λk Ñ λ, alors λkuk Ñ λu.

Démonstration. (1) est très facile : par l’inégalité triangulaire, on a

}puk ` vkq ´ pu` vq} “ }puk ´ uq ` pvk ´ vq} ď }uk ´ u} ` }vk ´ v},

qui tend vers 0 quand k Ñ8.
Pour (2), on écrit

}λkuk ´ λu} “ }λkpuk ´ uq ` pλk ´ λqu} ď |λk|
loomoon

borné

}uk ´ u}
looomooon

Ñ 0

` |λk ´ λ|
looomooon

Ñ 0

}u}.

�

3.2. Applications continues.

Définition 3.3. Soient E et F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F .

(1) Étant donné a P E, on dit que f est continue au point a, ou encore conti-
nue en a, si “fpuq tend vers fpaq quand u tend vers a ; ce qui s’écrit ainsi :

@ε ą 0 Dδ ą 0 tel que : @u P E vérifiant dpu, aq ă δ, on a dpfpuq, fpaqq ă ε.

(2) On dit que f est continue sur E si elle est continue en tout point a P E.

Voici quelques remarques “idiotes”.r La continuité dépend des distances données sur E et F .r Dans (1), le “δ de continuité” dépend évidemment de ε, mais a priori aussi
du point a.r Au lieu des inégalités strictes ă, on peut mettre des inégalités larges ď : cela
ne change rien à la définition. (Jouer avec des ε{2 et des δ{2.)r On peut écrire (1) comme suit :

@ε ą 0 Dδ ą 0 tel que : @u P Bpa, δq, on a fpuq P Bpfpaq, εq;

autrement dit :

@ε ą 0 Dδ ą 0 tel que f
`

Bpa, δq
˘

Ď Bpfpaq, εq.

Voici un exemple important.

Exemple. Soient E1, . . . , EN des espaces métriques, et soit E :“ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN .
Pour tout j P J1, NK, la j-ième “application coordonnée πj : E Ñ Ej est continue.

Démonstration. On rappelle que E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN est muni de la “distance
produit”, notée d8. Soit j P J1, NK. Pour a “ pa1, . . . , aN q et u “ pu1, . . . , uN q dans E,
on a dEj pπjpuq, πjpaqq “ dEj puj , ajq ď d8pu, aq, ce qui prouve la continuité de πj en
tout point a P E : on peut prendre δ “ ε dans la définition de la continuité. �

La proposition suivante est ce qu’on appelle parfois la “caractérisation séquentielle
de la continuité”. Aux notations près, sa preuve est exactement la même que dans le
cas des fonctions de R dans R.
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Proposition 3.4. Soit f : E Ñ F et soit a P E, où E et F sont des espaces
métriques. Alors f est continue au point a si et seulement si la propriété suivante a
lieu : pour toute suite pukq Ď E tendant vers a, la suite pfpukqq tend vers fpaq.

Démonstration. Supposons f continue au point a. Soit pukq une suite quelconque
tendant vers a. Pour ε ą 0 donné, on peut trouver un “δ de continuité” tel que
fpuq P Bpfpaq, εq pour tout u P Bpa, δq. Comme uk Ñ a, on peut ensuite trouver un
entier K tel que @k ě K : uk P Bpa, δq. Alors fpukq P Bpfpaq, εq pour tout k ě K ;
ce qui prouve que fpukq Ñ fpaq puisqu’on est parti d’un ε ą 0 arbitraire.

Supposons maintenant que f ne soit pas continue au point a. Il existe alors un
ε0 ą 0 tel que la propriété suivante ait lieu : pour tout δ ą 0, on peut trouver u P E
vérifiant dpu, aq ă δ tel que dpfpuq, fpaqq ě ε0. En prenant δ :“ 1{k, k P N˚, on
obtient ainsi une suite pukq Ď E telle que dpuk, aq ă 2´k et dpfpukq, fpaqq ě ε0 pour
tout k P N˚. Ainsi, on a trouvé une suite pukq tendant vers a pour laquelle fpukq ne
tend pas vers fpaq. �

Corollaire 3.5. Les applications continues restent les mêmes si on remplace les
distances par des distances Lipschitz-équivalentes.

Démonstration. Les suites convergentes restent les mêmes. �

Convention. Au vu de ce résultat et comme toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie, on conviendra que pour une application f : E Ñ F où E et F
sont des espaces vectoriels de dimension finie, “continue” veut dire “continue pour
n’importe quelles normes sur E et F”.

Corollaire 3.6. Si E est un evn sur K “ R ou C, les applications pu, vq ÞÑ u` v
et pλ, uq ÞÑ λu sont continues de E ˆ E dans E et de Kˆ E dans E respectivement.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la caractérisation séquentielle
de la continuité et de la Proposition 3.2 �

Corollaire 3.7. Soient E,F1, . . . , FN des espaces métriques, et soit f : E Ñ

F1ˆ¨ ¨ ¨ˆFN . On écrit fpuq “
`

f1puq, . . . , fN puq
˘

. Alors f est continue si et seulement
si ses “composantes” f1, . . . , fN le sont.

Démonstration. C’est à nouveau évident par la caractérisation séquentielle de la
continuité, car la convergence dans F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ FN est la convergence coordonnée par
coordonnée. �

Exercice. Montrer que si pE, dq est un espace métrique, alors l’application pu, vq ÞÑ
dpu, vq est continue de E ˆ E dans R.

Voici maintenant les propriétés habituelles de “stabilité”.

Proposition 3.8. La composée de deux applications continues est continue : si
f : E Ñ F et g : F Ñ G sont continues, alors g ˝ f : E Ñ G est continue.

Démonstration. La preuve est immédiate par la caractérisation séquentielle de la
continuité (on peut aussi faire sans) : si uk Ñ a, alors fpukq Ñ fpaq, donc pg˝fqpukq “
gpfpukqq Ñ gpfpaqq “ pg ˝ fqpaq et donc g ˝ f est continue. �

Corollaire 3.9. La continuité est préservée par somme, produit et passage à
l’inverse. De façon précise :

(i) La somme de deux applications continues à valeurs dans un evn est continue.
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(ii) Le produit de deux fonctions continues à valeurs scalaires est une fonction
continue.

(iii) L’inverse d’une fonction continue à valeurs scalaires ne s’annulant pas est une
fonction continue.

Démonstration. (i) Soient f, g : E Ñ F deux applications continues, où F est un
evn. En notant S : F ˆ F Ñ F l’application “somme” et Φ : E Ñ F ˆ F l’application
définie par Φpuq :“ pfpuq, gpuqq, on a f ` g “ S ˝ Φ. Comme S et Φ sont continues
(par les Corollaires 3.6 et 3.7), on en déduit que f ` g est continue “par composition”.

On peut démontrer (ii) et (iii) en suivant le même schéma que pour (i), i.e. en
écrivant le produit et l’inverse comme composées de deux applications continues. Les
détails sont laissés en exo. �

Corollaire 3.10. Toute fonction polynomiale à coefficients complexes est conti-
nue sur C, et toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. Exo. �

Corollaire 3.11. Toute fonction d’une ou plusieurs variables réelles définie par
une “formule explicite” est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. L’énoncé n’étant pas précis mathématiquement, la preuve ne le
sera pas non plus. On se contentera de dire que toute “formule explicite” est construite
à partir de fonctions usuelles (dont on sait qu’elles sont continues) en prenant des
sommes, des produits, des inverses et des compositions. (En étant un peu plus formel,
cela constituerait une définition par induction de la notion de “formule explicite”.) �

Exemple. La formule fpx, yq :“

?
x2´y3

logp2xy´3q définit une fonction continue. Sur quel

domaine ?

3.3. Applications lipschitziennes.

Définition 3.12. Soient pE, dq et pF, dq deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E Ñ F est lipschitzienne s’il existe une constante k ă 8 telle que

@u, v P E : d
`

fpuq, fpvq
˘

ď k dpu, vq.

On dit alors que f est k - lipschitzienne. Si E et F sont des espaces vectoriels normés,
l’inégalité précédente s’écrit

@u, v P E : }fpvq ´ fpuq} ď k }v ´ u}.

Remarque 0. Toute application lipschitzienne est continue.

Remarque 1. Si f : E Ñ F est lipschitzienne, il existe une plus petite constante
k ă 8 telle que f soit k - lipschitzienne. Cette constante s’appelle la constante de
Lipschitz de f , et se note Lippfq.

Démonstration. Posons κ :“ inf tk P R`; f est k - lipschitzienneu. La définition a
un sens car l’ensemble dont on prend la borne inférieure est non-vide et minoré par
0. Par définition de κ, on peut trouver une suite pknqnPN P R` telle que f est kn -
lipschitzienne pour tout n P N et kn Ñ κ. On a ainsi @n @u, v P E : d

`

fpuq, fpvq
˘

ď

kn dpu, vq. En faisant n Ñ 8, on en déduit que f est κ - lipschitzienne ; et il est clair
par définition que κ est la plus petite constante k telle que f soit k - lipschitzienne. �

Exercice. Montrer que Lippfq “ sup

"

dpfpuq, fpvqq

dpu, vq
; u, v P E , u ‰ v

*

.
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Remarque 2. Les applications lipschitziennes restent les mêmes si on remplace
les distances de E et de F par des distances Lipschitz-équivalentes (mais les constantes
de Lipschitz peuvent changer).

Démonstration. Exo. �

Exercice. Soient d et d1 deux distances sur un même ensemble E. Montrer que d
et d1 sont Lipschitz-équivalentes si et seulement si les applications id : pE, dq Ñ pE, d1q
et id : pE, d1q Ñ pE, dq sont lipschitziennes.

Exemple 1. Soit pE, dq un espace métrique. Si A Ď E est un ensemble non-vide
(quelconque), alors l’application u ÞÑ distpu,Aq est 1 - lipschitzienne.

Démonstration. Soient u, v P E quelconques. Par définition de distpu,Aq, on a

@z P A : distpu,Aq ď dpu, zq ď dpu, vq ` dpv, zq.

En prenant “l’inf en z P A”, on en déduit distpu,Aq ď dpu, vq ` distpv,Aq, i.e.
distpu,Aq ´ distpv,Aq ď dpu, vq. D’où |distpv,Aq ´ distpu,Aq| ď dpu, vq en échangeant
les rôles de u et v. �

Exemple 2. Si I est un intervalle de R et si f : I Ñ R est une fonction dérivable
en tout point, alors on a l’équivalence suivante : f est lispchitzienne si et seulement si
f 1 est bornée sur I ; et dans ce cas, on a Lippfq “ }f 1}8. En particulier, toute fonction
f de classe C1 sur un intervalle fermé borné ra, bs est lipschitzienne.

Démonstration. Soit f : I Ñ R dérivable.
Supposons d’abord que f soit lipschitzienne. Alors

@x P I @y ‰ x :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpyq ´ fpxq

y ´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď Lippfq.

En fixant x et en faisant y Ñ x, on en déduit |f 1pxq| ď Lippfq, pour tout x P I. Donc
f 1 est bornée et }f 1}8 ď Lippfq.

Supposons maintenant que f 1 soit bornée sur I, et posons k :“ }f 1}8. Si x, y P I
alors, par le Théorème des accroissements finis, on peut trouver cx,y entre x et y tel
que fpyq ´ fpxq “ f 1pcqpy´ xq ; donc |fpyq ´ fpxq| “ |f 1pcx,yq| |y´ x| ď k |y´ x|, pour
tous x, y P I ; et donc f est lipschitzienne avec Lippfq ď k “ }f 1}8.

Si f est C1 sur ra, bs, alors f 1 est continue sur ra, bs, donc bornée ; et donc f est
lipschitzienne. �

Exercice. Soit E un espace métrique. Montrer que la somme de deux fonctions
lipschitziennes sur E à valeurs réelles est une fonction lipschitzienne, et que le produit
de deux fonctions lipschitziennes bornées est une fonction lipschitzienne.

3.4. Homéomorphismes.

Définition 3.13. Soient E et E1 deux espaces métriques. On dit qu’une application
f : E Ñ E1 est un homéomorphisme de E sur E1 si f est bijective et si f et f´1

sont continues.

Remarque. Si f : E Ñ E1 est un homéomorphisme de E sur E1, alors f´1 : E1 Ñ
E est un homéomorphisme de E1 sur E. Donc il revient au même de dire qu’il existe
un homéomorphisme de E sur E1 ou bien qu’il existe un homéomorphisme de E1 sur
E. Dans ce cas, on dit que E et E1 sont homéomorphes.
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Exemple 1. Soit I un intervalle de R, et soit f : I Ñ R une fonction continue.
Alors f est injective si et seulement si f elle est strictement monotone ; et dans ce cas
f est un homéomorphisme de I sur l’intervalle I 1 :“ fpIq.

Démonstration. Cela a été vu en 1ère année (bien entendu, sans utiliser le mot
“homéomorphisme”). �

Exemple 2. L’application f : r0, 2πr Ñ T définie par fptq :“ eit est une bijection
continue, mais f n’est pas un homéomorphisme.

Démonstration. Il est clair que f est continue et bijective ; mais f´1 n’est pas
continue au point z :“ 1 P T : en effet, si on pose zk :“ eitk “ fptkq où tk :“ 2π ´ 1

k

pour k P N˚, alors la suite pzkq tend vers ei2π “ 1 “ fp0q, mais f´1pzkq “ tk ne tend
pas vers f´1p1q “ 0. �

Exercice. Montrer qu’il n’existe pas de surjection continue de T sur r0, 2πr. En
particulier, T et r0, 2πr ne sont pas homéomorphes.

4. Application linéaires continues

4.1. Critère de continuité. Le théorème suivant est d’une très grand utilité, à la
fois théorique et pratique. Il signifie en particulier que pour établir la continuité d’une
application linéaire (entre deux espaces vectoriels normés), il n’y a pas lieu d’utiliser
des ε et des δ.

Théorème 4.1. Soient E et F deux evn sur le même corps K “ R ou C. Pour
une application linéaire T : E Ñ F , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) T est continue ;

(2) il existe une constante C ă 8 telle que @u P E : }T puq} ď C }u}.

De plus, si C est comme dans (2), alors T est C- lipschitzienne.

Démonstration. Supposons que (2) soit vérifiée avec une certaine constante C. Pour
tous u, v P E on a alors

}T pvq ´ T puq} “ }T pv ´ uq} ď C }v ´ u}.

Par conséquent T est C - lipschitzienne, et donc continue.

Inversement, supposons que T soit continue. Alors T est en particulier continue
en 0. En prenant ε :“ 6 dans la définition de la continuité, on peut donc trouver δ ą 0
tel que

}u} ď δ ùñ }T puq} “ }T puq ´ T p0q} ď 6.

Soit maintenant u P E quelconque, u ‰ 0. Si on pose ru :“ δ u
}u} , alors }ru} “ δ car

›

›

›

u
}u}

›

›

›
“ 1. Donc }T pruq} ď 6 ; autrement dit

›

›

›

›

T

ˆ

δ
u

}u}

˙›

›

›

›

ď 6.

Mais T
´

δ u
}u}

¯

“ δ
}u} T puq par linéarité ; donc

›

›

›
T
´

δ u
}u}

¯›

›

›
“ δ
}u} }T puq}. On obtient

ainsi δ
}u} }T puq} ď 6, autrement dit

}T puq} ď
6

δ
}u} pour tout u ‰ 0.

Cette inégalité est encore valable pour u “ 0 puisque T p0q “ 0 ; donc (2) est vérifiée
avec C :“ 6

δ ¨ �
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Exercice. Soit T : E Ñ F une application linéaire. Montrer que si T est bornée sur
une boule B non triviale (i.e. de rayon r ą 0), alors T est continue. En déduire que si
T est continue en au moins 1 point x0, alors T est continue.

Corollaire 4.2. Si l’espace de départ E est un evn de dimension finie et si F
est un evn quelconque, alors toute application linéaire T : E Ñ F est continue.

Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie et comme E est
linéairement isométrique à KN muni d’une certaine norme (cf un exemple de la Section
1.5), on peut supposer que E “ pKN , } ¨ }8q. Dans ce qui suit, on note pe1, . . . , eN q la
base canonique de KN .

Soit T : KN Ñ F une application linéaire. Si u “ pu1, . . . , uN q P E “ KN , alors

}T puq} “

›

›

›

›

›

T

˜

N
ÿ

j“1

ujej

¸›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

N
ÿ

j“1

ujT pejq

›

›

›

›

›

ď

N
ÿ

j“1

}ujT pejq}

“

N
ÿ

j“1

|uj | }T pejq}

ď }u}8 ˆ
N
ÿ

j“1

}T pejq} .

Donc le critère de continuité est vérifié avec C :“
řN
j“1 }T pejq} (qui est bien une

constante indépendante de u P E). �

Exercice. Un calcul presque identique a déjà été fait dans ce chapitre. À quel
moment ?

4.2. Norme d’une application linéaire continue. Si E et F sont des evn sur
le même corps K, on notera LpE,F q l’ensemble de toutes les applications linéaires
continues de E dans F . Il est évident que LpE,F q est un espace vectoriel. Si E “ F ,
on écrit LpEq au lieu de LpE,Eq.

Définition 4.3. Soient E et F des evn. Pour T P LpE,F q, on pose

}T }LpE,F q :“ sup

"

}T puq}

}u}
; u P E , u ‰ 0

*

.

Remarque 1. Par le critère de continuité, si T P LpE,F q alors }T }LpE,F q est un
nombre réel bien défini. En fait, }T }LpE,F q est la plus petite constante C telle que
@u P E : }T puq} ď C }u}. Donc, pour une application linéaire T : E Ñ F et pour
C P R`, l’équivalence suivante a lieu :

(4.1) T est continue et }T }LpE,F q ď C ðñ @u P E : }T puq} ď C }u} .

Exercice. Montrer que si T P LpE,F q, alors }T }LpE,F q est la constante de Lipschitz
de T .

Remarque 2. On a aussi

}T }LpE,F q “ sup t}T puq}; }u} ď 1u “ sup t}T puq}; }u} “ 1u.
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Démonstration. Notons Cď et C“ les deux nouveaux “sup” considérés, Cď :“
sup t}T puq}; }u} ď 1u et C“ :“ sup t}T puq}; }u} “ 1u. Par définition, on a évidemment
C“ ď Cď.

Si u P E vérifie }u} ď 1, alors }T puq} ď }T }LpE,F q }u} ď }T }LpE,F q. Ceci étant vrai
pour tout u vérifiant }u} ď 1, on en déduit Cď ď }T }LpE,F q par définition de Cď.

Par ailleurs, pour u ‰ 0 quelconque, on a
›

›

›

u
}u}

›

›

›
“ 1, donc

›

›

›
T
´

u
}u}

¯
›

›

›
ď C“ par

définion de C“ ; autrement dit }T puq}
}u} ď C“. Ainsi, }T puq} ď C“ }u} pour tout u ‰ 0.

Ceci est vrai aussi pour u “ 0, donc }T }LpE,F q ď C“ par définition de }T }LpE,F q.

Au total, on voit que }T }LpE,F q ď C“ ď Cď ď }T }LpE,F q, donc les trois constantes
sont égales. �

Remarque 3. Pour tout evn E, on a }IdE}LpEq “ 1.

Démonstration. C’est évident. �

La proposition suivante dit que la notation }T }LpE,F q n’est pas délirante.

Proposition 4.4. Si E et F sont des evn, alors } ¨ }LpE,F q est une norme sur
LpE,F q.

Démonstration. Pour économiser de la place, on écrira }T } au lieu de }T }LpE,F q.

Il est évident que }T } ě 0 pour tout T P LpE,F q et que }0} “ 0.
Si }T } “ 0, alors }T puq} “ 0 pour tout u ‰ 0, i.e. T puq “ 0. Comme T p0q “ 0

également, on a donc T “ 0.
Si λ P K, alors }λT } “ supt}λT puq}; }u} ď 1u, et comme }λT puq} “ |λ| }T puq}, on

en déduit immédiatement que }λT } “ |λ| }T }.
Si T, S P LpE,F q, alors

}pT ` Sqpuq} ď }T puq} ` }Spuq} ď p}T } ` }S}q }u} pour tout u P E,

et donc }T ` S} ď }T } ` }S} d’après (4.1). �

Remarque 1. La norme } ¨ }LpE,F q dépend des normes } ¨ }E et } ¨ }F données sur
E et F ; on dit que cette norme est subordonnée aux normes de E et F . Cependant,
si on remplace les normes de E et de F par des normes équivalentes, on obtient une
norme équivalente sur LpE,F q.

Démonstration. C’est un exo de compréhension des définitions. �

Remarque 2. Lorsque E “ KN , alors LpEq “ LpKN q s’identifie à MN pKq. Donc,
à toute norme } ¨ } sur KN est associée une norme subordonnée sur MN pKq. Si A P
MN pKq, on a ainsi

}A}MN pKq “ sup
 

}Au}; u P KN , }u} ď 1
(

.

Convention. On écrira désormais } ¨ } au lieu de } ¨ }LpE,F q.

Exemple 1. Soit E :“ pKN , } ¨ }1q, et soit } ¨ } la norme subordonnée sur MN pKq.
Pour toute matrice A “ pai,jq PMN pKq, on a

}A} “ max
1ďjďN

N
ÿ

i“1

|ai,j |

“ max
`

}Ae1}1, . . . , }AeN}1
˘

.
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Démonstration. Posons C :“ max
1ďjďN

řN
i“1 |ai,j |.

Si u “
N
ř

i“1
ujej P KN , alors

Au “
N
ÿ

i“1

˜

N
ÿ

j“1

ai,juj

¸

ei.

Donc

}Au}1 “
N
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

j“1

ai,juj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

N
ÿ

i“1

N
ÿ

j“1

|ai,j | |uj |

“

N
ÿ

j“1

|uj |
N
ÿ

i“1

|ai,j | ď C ˆ
N
ÿ

j“1

|uj | “ C }u}1;

et donc }A} ď C.

Inversement, pour j “ 1, . . . , N , on a Aej “
N
ř

i“1
aijei. Donc

N
ÿ

i“1

|ai,j | “ }Aej}1 ď }A} }ej}1 “ }A} pour tout j P J1, NK ;

et donc }Au}1 ě C.
�

Exercice 1. Trouver la norme sur MN pKq subordonnée à la norme } ¨ }8.

Exercice 2. Soit E :“ pKN , } ¨ }1q, et soit F un evn quelconque. Montrer que si
T P LpE,F q, alors }T } “ max

`

}T pe1q}, . . . , }T peN q}
˘

.

Exemple 2. Soit E :“ pRN , } ¨ }2q Pour tout a P E, notons Φa : E Ñ R la forme
linéaire définie par Φapuq :“ xu, ay. Alors Φa est continue et }Φa} “ }a}2.

Démonstration. Le résultat est évident si a “ 0, donc on suppose a ‰ 0. On
a |Φapuq| ď }a} }u} pour tout u P E d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, donc
}Φa} ď }a}. Inversement, en prenant u :“ a

}a} (qui est de norme 1), on a }Φa} ě

|Φapuq| “
1
}a} xa, ay “ }a}. �

Exercice. Pour a “ pa1, . . . , aN q P RN , soit Φa : RN Ñ R la forme linéaire définie
par

Φapuq :“
N
ÿ

j“1

ajuj .

Déterminer }Φa} lorsqu’on munit RN de la norme } ¨ }1 ; de la norme } ¨ }8.

Dans la proposition suivante, on note AB au lieu de A ˝ B la composée de deux
applications linéaires A et B. La proposition dit que les normes d’applications linéaires
possèdent une (très importante) propriété de sous-multiplicativité.

Proposition 4.5. Soient E,F,G des evn. Si B P LpE,F q et A P LpF,Gq, alors
}AB} ď }A} }B}.

Démonstration. On a }ABpuq} “ }ApBpuqq} ď }A} }Bpuq} ď }A} }B} }u} pour
tout u P E. �
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Corollaire 4.6. Soit E un evn. Si T P LpEq, on pose T 0 :“ Id et T k :“ T ˝¨ ¨ ¨˝T
pour tout entier k ě 1. Alors }T k} ď }T }k pour tout k P N.

Démonstration. C’est vrai pour k “ 0 car }Id} “ 1. Ensuite, on procède par
récurrence en utilisant la proposition. �

Corollaire 4.7. Si E est un evn, alors “le produit est continu sur LpEq” ; autre-
ment dit, l’application pA,Bq ÞÑ AB est continue de LpEq ˆ LpEq dans LpEq.

Démonstration. Soit pAk, Bkq une suite tendant vers pA,Bq dans LpEq ˆ LpEq.
Pour tout k P N, on a

}AkBk ´AB} “ }AkpBk ´Bq ` pAk ´AqB}

ď }AkpBk ´Bq} ` }pAk ´AqB}

ď }Ak} }Bk ´B} ` }Ak ´A} }B};

donc AkBk Ñ AB car }Ak´A} et }Bk´B} tendent tous les deux vers 0 et }Ak} reste
borné. �

Exercice. Soit } ¨ } une norme sur MN pKq subordonnée à une certaine norme
sur KN . Montrer que si H P MN pKq vérifie }H} ă 1, alors Id ´ H est inversible et
pId´Hq´1 “

ř8
k“0H

k, où la série converge dans MN pKq.





Chapitre 2

Vocabulaire topologique

1. Ouverts et fermés

1.1. Ensembles ouverts ; voisinages d’un point.

Définition 1.1. Soit pE, dq un espace métrique. On dit qu’un ensemble O Ď E
est un ouvert de pE, dq si, pour tout point a P O, on peut trouver r “ ra ą 0 tel que
Bpa, rq Ď O.

Remarque 0. Au lieu de “ouvert de pE, dq”, on peut aussi dire “ouvert pour d”, ou
simplement “ouvert de E” si la distance d est clairement spécifiée.

Remarque 1. On obtient une définition équivalente en remplaçant la boule ouverte
Bpa, rq par la boule fermée Bpa, rq (si Bpa, rq Ď O, alors Bpa, r{2q Ď O...)

Remarque 2. Si d et d1 sont deux distances Lipschitz-équivalentes sur un même
ensemble E, alors elles définissent les mêmes ouverts.

Démonstration. Choisissons des constantes C et C 1 telles que dpu, vq ď C d1pu, vq
et d1pu, vq ď C 1 dpu, vq pour tous u, v P E. Dans ce qui suit, on note Bd les boules pour
la distances d et Bd1 les boules pour d1.

Soit O un ouvert de pE, dq. Pour a P O donné, on peut trouver r ą 0 tel que
Bdpa, rq Ď O. Si on pose r1 :“ r{C, alors Bd1pa, r

1q Ď Bdpa, rq car dpu, aq ď C d1pu, aq
pour tout u P E ; donc Bd1pa, r

1q Ď O. Ceci étant vrai pour tout a P O, on en déduit
que O est un ouvert de pE, d1q. On montre de même que tout ouvert pour d1 est ouvert
pour d. �

Convention. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on dira qu’un en-
semble O Ď E est un ouvert de E si c’est un ouvert pour n’importe quelle norme
sur E. Ceci a un sens d’après la Remarque 2, puisque toutes les normes sur E sont
équivalentes.

Exemple 1. Soit I un intervalle de R. Alors I est un ouvert de R si et seulement
si c’est un intervalle ouvert, i.e. de la forme sα, βr avec ´8 ď α ď β ď 8.

Démonstration. Supposons que I soit de la forme sα, βr, et soit a P I quelconque.
Comme α ă a ă β, on peut trouver r ą 0 tel que α ď a ´ r et a ` r ď β. Alors
sa´ r, a` rr Ď sα, βr “ I, autrement dit Bpa, rq Ď I. Ceci étant vrai pour tout a P I,
on en déduit que I est un ouvert.

Inversement, supposons que I ne soit pas un intervalle ouvert. Alors I est par
exemple de la forme rα, βr. Le point a :“ α est dans I, mais pour tout r ą 0, la boule
Bpa, rq “ sα ´ r, α ` rr déborde de I (sur la gauche) ; donc I n’est pas un ouvert de
R. �

Exemple 2. Si pE, dq est un espace métrique quelconque, alors toute boule ouverte
Bpx0, rq est un ouvert de E.

27
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Démonstration. Soit a P Bpx0, rq quelconque. Comme dpa, x0q ă r, on peut choisir
ra ą 0 tel que ra ` dpa, x0q ď r (par exemple ra :“ r ´ dpa, x0q !). D’après l’inégalité
triangulaire, on a alors Bpa, raq Ď Bpx0, rq (exo). Ainsi, pour tout a P Bpx0, rq on a
trouvé ra ą 0 tel que Bpa, raq Ď Bpx0, rq, donc Bpx0, rq est un ouvert de E. �

Exemple 3. Si d est la distance discrète sur un ensemble E, alors tout ensemble
A Ď E est ouvert pour d.

Démonstration. Si a P A, alors Bpa, 1q “ tau Ď A. �

Remarque. Pour une raison qui apparaitra clairement dans quelques lignes, on
dit qu’un espace métrique E est topologiquement discret si toutes les parties de E
sont des ensembles ouverts.

Proposition 1.2. Soit pE, dq un espace métrique, et notons Td la famille de tous
les ouverts de pE, dq. La famille Td possède les propriétés suivantes :

(T0) Td contient H et E (autrement dit : H et E sont des ouverts) ;

(T1) Td est stable par réunions quelconques (si pOiqiPI est une famille quel-
conque d’ouverts, alors O “

Ť

iOi est encore un ouvert) ;

(T2) Td est stable par intersections finies (si O1, . . . , ON sont ouverts, alors
O “ O1 X ¨ ¨ ¨ XON est encore ouvert).

Démonstration. La propriété (T0) est évidente.
(T1) Soit pOiqiPI une famille quelconque d’ouverts de E et soit O :“

Ť

iOi. Si
a P O, on peut trouver un indice i tel que a appartienne à l’ouvert Oi, puis r ą 0 tel
que Bpa, rq Ď Oi. Alors Bpa, rq Ď O ; et ceci étant vrai pour tout a P O, on en déduit
que O est un ouvert.

(T2) Soient O1, . . . , ON des ouverts de E, et soit O :“ O1
Ş

¨ ¨ ¨
Ş

ON . Si a P O,
on peut, pour i “ 1, . . . , N , trouver ri ą 0 tel que Bpa, riq Ď Oi. Si on pose r :“
minpr1, . . . , rN q, alors Bpa, rq Ď Bpa, riq pour tout i P t1, . . . , Nu, donc Bpa, rq Ď
O1 X ¨ ¨ ¨ X ON “ O. Comme a P O est quelconque, cela montre que O est un ouvert
de E. �

Corollaire 1.3. Dans un espace métrique, un ensemble O est ouvert si et seule-
ment si c’est une réunion de boules ouvertes.

Démonstration. D’après la proposition, une réunion de boules ouvertes est un ou-
vert (car les boules ouvertes sont des ouverts). Inversement, si O Ď E est ouvert, alors
O est par définition la réunion de toutes les boules ouvertes de E contenues dans O. �

Exercice. Montrer qu’en général, une intersection quelconque d’ouverts n’est pas
un ouvert.

Remarque. Si E est un ensemble abstrait, une famille T de parties de E vérifiant
les propriétés (T0), (T1), (T2) ci-dessus s’appelle une topologie sur E. Si d est
une distance sur E, la topologie Td s’appelle la topologie définie par d. Un espace
topologique est un ensemble E muni d’une topologie. Ainsi, tout espace métrique est
en particulier un espace topologique.

Exercice. Soit E un ensemble contenant au moins 2 points, et soit T :“ tH, Eu.
Montrer que T est une topologie sur E, et que T ne peut pas être définie par une
distance.
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Définition 1.4. Soit E un espace métrique, et soit a P E. On dit qu’un ensemble
V Ď E est un voisinage de a dans E s’il existe un ouvert O tel que a P O et O Ď V .

Remarque 1. Il revient au même de dire qu’il existe r ą 0 tel que Bpa, rq Ď V .

Démonstration. C’est un exo facile. �

Remarque 2. Par définition, si V est un voisinage de a, alors tout ensemble V 1

contenant V est encore un voisinage de a.

Remarque 3. Un voisinage de a n’a aucune raison d’être un ouvert. Par exemple,
r0, 1s est un voisinage de 1{2 dans R (et en fait un voisinage de tout point a P s0, 1r). De
même, dans un espace métrique quelconque, toute boule fermée Bpa, rq est un voisinage
de a (car la boule fermée contient la boule ouverte).

Remarque 4. Pour tout ensemble W Ď E, on a l’équivalence suivante :

pW est ouvertq ðñ pW est un voisinage de chacun de ses points).

Démonstration. C’est évident d’après la Remarque 1. �

1.2. Ensembles fermés.

Définition 1.5. Soit pE, dq un espace métrique, et soit C Ď E. On dit que C est
un fermé de pE, dq s’il “contient tous ses points limites” ; autrement dit si, à chaque
fois qu’une suite de points de C converge vers un point de E, sa limite appartient
encore à C. Avec plus de symboles mathématiques : C est fermé si, pour toute suite
pukq Ď C telle que uk Ñ a P E, on a que a P C.

Remarque. Deux distances Lipschitz-équivalentes définissent les mêmes fermés (c’est

évident puisqu’elles définissent les mêmes suites convergentes). On conviendra donc que si E
est un espace vectoriel de dimension finie, l’expression “fermé de E” signifiera “fermé
pour la distance associée n’importe quelle norme”.

Exemple 1. Dans R, un intervalle est un ensemble fermé si et seulement I “ R
ou bien I est de la forme rα, βs, rα,8r ou s´8, βs.

Démonstration. Montrons par exemple que tout intervalle de la forme rα,8r est
fermé dans R. Soit pukq Ď rα,8r convergeant vers a P R. On a uk ě α pour tout k,
donc a “ limuk ě α car les inégalités larges se conservent à la limite.

Inversement, soit I “ pα, βq un intervalle qui est un fermé de R. Il s’agit de voir
que I contient α si α ą ´8 et contient β si β ă 8. Supposons α ą ´8. Choisissons
une suite pukq telle que uk ą α pour tout k et uk Ñ α. Alors uk P sα, βr Ď I pour k
assez grand ; et comme I est supposé être un fermé de R, cela montre que α P I. La
preuve que β P I si b ă 8 est la même. �

Exemple 2. Dans un espace métrique quelconque, toute boule fermée Bpx0, rq est
un ensemble fermé. En particulier, tout singleton tau est un ensemble fermé (puisque

tau “ Bpa, 0q).

Démonstration. Soit pukq une suite d’éléments de Bpx0, rq convergeant vers a P E.
Alors dpuk, xq Ñ dpa, x0q car la fonction u ÞÑ dpu, x0q est continue sur E. Comme
dpuk, x0q ď r pour tout k, on obtient donc dpa, x0q ď r en passant à la limite ; donc
a P Bpx0, rq. �



30 2. VOCABULAIRE TOPOLOGIQUE

Exemple 3. Si pE, dq est un espace métrique discret (i.e. d est la distance discrète),
alors tout ensemble A Ď E est fermé.

Démonstration. Soit A Ď E quelconque, et soit pukq une suite de points de A
convergeant vers un point a P E. Comme uk Ñ a, on peut trouver K P N tel que
dpuk, aq ă 1 pour tout k ě K. Par définition de la distance discrète, on a donc uk “ a
pour tout k ě K, et en particulier a P A. �

Exemple 4. Soit E un evn quelconque. Si F Ď E est un sous-espace vectoriel de
dimension finie, alors F est fermé dans E.

Démonstration. Soit pukqkPN une suite d’éléments de F telle que uk Ñ u P E :
on veut montrer que u P F . Comme }uq ´ up} ď }up ´ u} ` }u ´ uq}, on voit que
}uq´up} Ñ 0 quand p, q Ñ8. Comme dimpF q ă 8, on en déduit (critère de Cauchy)
que pukq converge dans F , i.e. uk Ñ u1 P F . Par unicité de la limite, on a u1 “ u ; et
donc u P F . �

La (très importante) proposition suivante montrer que les notions d’ouvert et de
fermé sont “duales” l’une de l’autre.

Proposition 1.6. Dans un espace métrique E, un ensemble C Ď E est fermé si
et seulement si son complémentaire EzC est ouvert.

Démonstration. (i) Supposons que C soit fermé. Soit a P O :“ EzC quelconque.
Par l’absurde, supposons qu’on ne puisse pas trouver r ą 0 tel que Bpa, rq Ď O. Cela
signifie que pour tout r ą 0, il existe un point ur P E tel que dpur, aq ă r et ur R O,

i.e. ur P C. En prenant r :“ 1
k , k P N˚ et en posant uk :“ u1{k, on obtient une suite

pukq Ď E telle que dpuk, aq ă
1
k et uk P C pour tout k. Alors uk Ñ a ; donc a P C

puisque C est supposé fermé, ce qui est absurde puisque a P O “ EzC. Ainsi, on a
bien montré qu’il existe r ą 0 tel que Bpa, rq Ď O.

(ii) Supposons maintenant que O “ EzC soit ouvert. Soit pukq une suite quelconque
d’éléments de C convergeant vers un point a P E. Par l’absurde, supposons que a R C,
i.e. a P O. Comme O est ouvert, on peut trouver r ą 0 tel que Bpa, rq Ď O ; et comme
uk Ñ a, on peut trouver k tel que uk P Bpa, rq. Alors uk P O “ EzC, ce qui est
absurde. Ainsi a P C, ce qui prouve que C est fermé. �

Corollaire 1.7. Si E est un espace métrique, la famille des fermés de E possède
les propriétés suivantes : H et E sont des fermés ; toute intersection de fermés est un
fermé ; et toute réunion finie de fermés est un fermé.

Démonstration. C’est évident d’après la proposition 1.6 et la Proposition 1.2, en
“passant aux complémentaires”. �

Exercice. Donner un exemple d’un ensemble A Ď R qui ne soit ni ouvert ni fermé.

1.3. Convergence et continuité (bis). Les deux remarques suivantes montrent
que la convergence et la continuité peuvent se reformuler sans faire explicitement appel
aux distances, mais uniquement en termes de voisinages (et donc uniquement en termes
d’ouverts). Cela signifie que la convergence et la continuité sont des notions topologiques
et pas réellement “métriques”.

Remarque 1.8. Soit E un espace métrique, pukq une suite de points de E et a P E.
Alors

puk Ñ aq ðñ
`

@V voisinage de a, DK tel que @k ě K : uk P V
˘

.
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Démonstration. C’est “évident” ; ce qui signifie qu’il faut écrire les deux lignes de
preuve pour s’en convaincre tout à fait. �

Remarque 1.9. Soient E,F des espaces métriques, f : E Ñ F et a P E. Alors

pf continue en aq ðñ
`

@W voisinage de a, DV voisinage de a tel que fpV q ĎW
˘

.

Démonstration. C’est à nouveau “évident” (écrire les détails). �

La proposition qui suit est importante car elle ouvre la porte à une “autre façon de
penser” ; et elle est aussi très utile en pratique. Rappelons que pour toute application
f : E Ñ F , on note f´1pAq l’image réciproque par f d’un ensemble A Ď F :

f´1pAq :“ tu P E; fpuq P Au.

Rappelons aussi que les images réciproques se comporte bien par rapport aux
opérations ensemblistes :

f´1pAcq “
`

f´1pAq
˘c
, f´1

˜

ď

iPI

Ai

¸

“
ď

iPI

f´1pAiq, f´1

˜

č

iPI

Ai

¸

“
č

iPI

f´1pAiq.

Proposition 1.10. Soient E et F deux espaces métriques. Pour une application
f : E Ñ F , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue ;

(2) pour tout ouvert O Ď F , f´1pOq est ouvert dans E ;

(3) pour tout fermé C Ď F , f´1pCq est fermé dans E.

Démonstration. L’équivalence de (2) et (3) est claire par la Proposition 1.6 en
“passant aux complémentaires”, car f´1pAcq “

`

f´1pAq
˘c

pour tout ensemble A Ď F .

Supposons f continue, et montrons que (2) est vérifiée. Soit O Ď F un ouvert
quelconque, et soit a P f´1pOq. Alors fpaq appartient à l’ouvert O, donc on peut
trouver ε ą 0 tel que Bpfpaq, εq Ď O. Comme f est continue en a, on peut ensuite
trouver δ ą 0 tel que f

`

Bpa, δq
˘

Ď Bpfpaq, εq. Alors f
`

Bpa, δq
˘

Ď O, autrement dit

Bpa, δq Ď f´1pOq. Comme on est parti d’un point quelconque a P f´1pOq, cela montre
que f´1pOq est un ouvert de E.

Supposons maintenant (2) vérifiée, et montrons que f est continue. Soit a P E quel-
conque, et soit ε ą 0. Alors Bpfpaq, εq est un ouvert de F , donc O :“ f´1

`

Bpfpaq, εq
˘

est un ouvert de E. Comme a P O (puisque fpaq “ ¨ ¨ ¨ fpaq), on peut donc trouver
δ ą 0 tel que Bpa, δq Ď O, autrement dit f

`

Bpa, δq
˘

Ď Bpfpaq, εq. Comme ε ą 0 est
arbitraire, cela montre que f est continue en tout point a P E. �

Remarque. Par la Proposition 1.10, deux espaces métriques E et F sont homéomorphes
si et seulement si il existe une bijection f : E Ñ F telle que f´1pUq est ouvert dans
E pour tout ouvert V Ď F et fpUq est ouvert dans F pour tout ouvert U Ď E. Cela
signifie que E et F sont “indistinguables en tant qu’espaces topologiques”.

Exercice 1. Soient E,F des espaces métriques, f : E Ñ F et a P E. Montrer que
f est continue au point a si et seulement si la propriété suivante a lieu : pour tout
voisinage W de fpaq dans F , l’ensemble f´1pW q est un voisinage de a.

Exercice 2. Donner un exemple d’une fonction continue f : RÑ R et d’un ouvert
O Ď R tels que fpOq ne soit pas ouvert.
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Exemple 1. Soit E un espace métrique, soit a P E et soit r ě 0. Si on note
f : E Ñ R la fonction u ÞÑ dpu, aq, alors Bpa, rq “ tu; fpuq ă ru “ f´1

`

s´8, rr
˘

.
Comme s´8, rr est un ouvert de R et comme f est continue, cela “explique pourquoi”
Bpa, rq est un ouvert de E. De même, Bpa, rq “ f´1

`

s´8, rs
˘

, donc Bpa, rq est un
fermé de E car s´8, rs est un fermé de R.

Exemple 2. Soit E un espace métrique, soit a P E et soit r ě 0. Notons Spa, rq :“
tu P E; dpu, aq “ ru la sphère de centre a et de rayon r. Alors Spa, rq est un fermé
de E.

Démonstration. On a Spa, rq “ f´1ptruq, où f : E Ñ R est la fonction continue
u ÞÑ dpu, aq ; d’où le résultat car le singleton tru est un fermé de R. �

Exemple 3. L’ensemble V :“ tpx, yq P R2; x ą 0 , y ą 0 et y ă 1{xu est un ouvert
de R2, et l’ensemble C :“ tpx, y, zq P R2; x ě 0, y3 ` 5z2 ď 6 et x5 ´ y2 ` z4 “ 1u est
un fermé de R3.

Démonstration. On a V “ tpx, yq; x ą 0u X tpx, yq; y ą 0u X tpx, yq; xy ă 1u.
Autrement dit, V “ f´1

`

s0,8r
˘

X g´1
`

s0,8r
˘

X h´1
`

s´8, 1r
˘

, où f, g, h : R2 Ñ R
sont les fonctions définies par fpx, yq :“ x, gpx, yq :“ y et hpx, yq :“ xy. Comme s0,8r
et s´8, 1r sont des ouverts de R et comme les fonctions f, g, h sont continues, on voit
ainsi que V apparait comme l’intersection de 3 ouverts de R2, et par conséquent V est
ouvert. De même, on a C “ f´1

`

r0,8r
˘

X g´1
`

s´8, 6s
˘

Xh´1
`

t1u
˘

, où fpx, y, zq :“ x,

gpx, y, zq :“ y3`5z2 et hpx, y, zq :“ x5´y2`z4. Ainsi, C apparait comme l’intersection
de 3 fermés de R3 (car r0,8r, s ´ 8, 6s et t1u sont des fermés de R et les fonctions f , g, h

sont continues), et donc C est un fermé. �

Exemple 4. GLN pKq est un ouvert de MN pKq.

Démonstration. On a GLN pKq “ tM P MN pKq; detpMq ‰ 0u “ Φ´1pKzt0uq, où
Φ est l’application continue M ÞÑ detpMq. Comme Kzt0u est un ouvert de K (car t0u
est fermé), on en déduit le résultat souhaité. �

Remarque. Il y a un principe général à retenir des exemples précédents : les
inégalités strictes et les “non égalités” définissent des ouverts, tandis que les inégalités
larges et les égalités définissent des fermés.

1.4. Distances topologiquement équivalentes.

Définition 1.11. Soient d et d1 deux distances sur un même ensemble E. On dit
que d et d1 sont topologiquement équivalentes si elles définissent la même topologie ;
autrement dit, si tout ouvert pour d est ouvert pour d1 et vice versa.

Cette définition peut se traduire en termes de suites :

Lemme 1.12. Deux distances d et d1 sur E sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles possèdent les mêmes suites convergentes ; autrement dit, si toute
suite convergeant pour d converge aussi pour d1 (vers la même limite) et vice versa.

Démonstration. Si d et d1 possèdent les mêmes suites convergentes, alors elles
définissent les mêmes fermés par définition d’un fermé ; donc elles définissent les mêmes
ouverts (i.e. sont topologiquement équivalentes) d’après la Proposition 1.6. Inverse-
ment, si d et d1 sont topologiquement équivalentes, alors elles possèdent les mêmes
suites convergentes car la convergence des suites est une “notion topologique” (cf la

Remarque 1.8). �
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Corollaire 1.13. Si deux distances sur E sont Lipschitz-équivalentes, alors elles
sont topologiquement équivalentes.

Exercice 1. Soient E et F des espaces métriques. Montrer que les applications
continues entre E et F restent les mêmes si on remplace les distances de E et F par
des distances topologiquement équivalentes.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel. Montrer que deux normes sur E définissent
des distances topologiquement équivalentes si et seulement elles sont équivalentes en
tant que normes.

Exercice 3. Soit pE, dq un espace métrique. Montrer que la formule δpu, vq :“
min

`

1, dpu, vq
˘

définit une distance topologiquement équivalente à d.

Exercice 4. Soit E un evn, E ‰ t0u. Montrer qu’il existe sur E une distance
topologiquement équivalente à la distance définie par la norme de E, mais qui ne peut
pas être définie par une norme.

2. Intérieur, adhérence, frontière

2.1. Intérieur d’un ensemble.

Définition 2.1. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. On dit qu’un point
a P E est intérieur à A s’il existe un ouvert V tel que a P V et V Ď A ; autrement
dit, si A est un voisinage de a. On note Å l’ensemble des points de E intérieurs à A.

Remarque 0. La définition se reformule somme suit : a est intérieur à A si et
seulement si on peut trouver r ą 0 tel que Bpa, rq Ď A.

Remarque 1. On a évidemment Å Ď A.

Remarque 2. L’opération de prise d’intérieur est croissante : si A Ď B, alors Å Ď B̊.

Exemple 1. Prenons E “ R. Si A Ď R est un intervalle pa, bq de nature quelconque,

alors Å est l’intervalle ouvert sa, br.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Dans E “ R, on a Q̊ “ H et
˚hkkikkj

RzQ “ H.

Démonstration. Soit a P R quelconque. Tout ouvert V contenant a contient un
intervalle ouvert non-vide, et donc contient des points de Q et des points de RzQ.
Donc a ne peut être intérieur ni à RzQ, ni à Q. �

Exemple 3. Soit E un espace vectoriel normé. Si x0 P E et r ą 0, alors l’intérieur
de la boule fermée Bpx0, rq est la boule ouverte Bpx0, rq.

Démonstration. Si a est un point quelconque de Bpx0, rq, alors Bpx0, rq est un
voisinage de a car Bpx0, rq est un ouvert de E ; donc tout point de Bpx0, rq est intérieur
à Bpx0, rq.

Inversement, soit a un point intérieur à Bpx0, rq. Alors a appartient en particulier
à Bpx0, rq, i.e. }a´ x0} ď r. Il s’agit de voir qu’en fait }a´ x0} ă r.

Par l’absurde, supposons que }a´ x0} “ r. Pour ε ą 0, posons uε :“ a` εpa´ x0q.
On a uε ´ x0 “ p1 ` εqpa ´ x0q, donc }uε ´ x0} “ p1 ` εq }a ´ x0} “ p1 ` εqr ą r.
Ainsi, uε R Bpx0, rq. (Faire un dessin pour se convaincre que cela est évident, même sans
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calcul.) Cependant, comme a est intérieur à Bpx0, rq, on peut trouver ra ą 0 tel que
Bpa, raq Ď Bpx0, rq. Comme uε Ñ a quand ε Ñ 0, on peut ensuite trouver ε ą 0 tel
que uε P Bpa, raq ; et ainsi uε P Bpx0, rq, ce qui est la contradiction cherchée. �

Exercice. Montrer que dans un espace métrique quelconque, une boule ouverte
Bpa, rq est toujours contenue dans l’intérieur de la boule fermée Bpa, rq, mais qu’on
n’a pas forcément égalité.

Proposition 2.2. Soit E un espace métrique. Si A Ď E, alors Å est un ouvert
de E, et c’est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

Démonstration. Par définition, Å est la réunion de tous les ouverts de E contenus
dans A. Donc Å est un ouvert par la Proposition 1.2, et c’est visiblement le plus grand
ouvert contenu dans A. �

Corollaire 2.3. Si A Ď E, alors pA ouvertq ðñ pÅ “ Aq ðñ pA Ď Åq.

Démonstration. Il suffit de remarquer d’une part que A est ouvert si et seulement
si A est le plus grand ouvert de E contenu dans A ( !), et d’autre part que A “ Å si et

seulement si A Ď Å car l’inclusion Å Ď A est toujours vraie. �

Corollaire 2.4. L’opération de prise d’intérieur est idempotente : pour tout

A Ď E, on a
˚̊
A “ Å.

Démonstration. C’est évident par le corollaire précédent puisque Å est un ouvert.
�

Corollaire 2.5. Si A,B Ď E alors

˝
hkkikkj

AXB “ ÅX B̊ .

Démonstration. Comme ÅX B̊ est un ouvert contenu dans AX B, on a ÅX B̊ Ď
˝

hkkikkj

AXB. Inversement,

˝
hkkikkj

AXB Ď Å et

˝
hkkikkj

AXB Ď B̊ par croissance de l’opération de prise

d’intérieur, donc

˝
hkkikkj

AXB Ď ÅX B̊. �

Exercice. Quelle relation y a-t-il entre

˝
hkkikkj

AYB et Å Y B̊ ? Plus généralement, si
Si pAiqiPI est une famille de parties de E, quelle relation y a-t-il entre l’intérieur de
Ť

iPI Ai et
Ť

iPI Åi ?

2.2. Adhérence d’un ensemble.

Définition 2.6. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. On dit qu’un point
u P E est adhérent à A si tout voisinage V de u rencontre A (i.e. V X A ‰ H pour
tout voisinage V de u). On note A l’ensemble des points de E adhérents à A.

Remarque 0. La définition se reformule comme suit : u est adhérent à A si et
seulement si @ε ą 0 Da P A tel que dpu, aq ă ε .

Remarque 1. On a évidemment A Ď A .

Remarque 2. L’opération de prise d’adhérence est croissante : si A Ď B, alors
A Ď B.

Remarque 3. Les notions d’intérieur et d’adhérence sont “duales” au sens suivant :
pour tout AzE, on a

(2.1) A “ Ez
`

˝
hkkikkj

EzA
˘

, autrement dit EzA “

˝
hkkikkj

EzA .
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En remplaçant A par EzA, on en déduit

(2.2) EzA “ EzÅ .

Démonstration. C’est “évident par définition” : pour u P E, on a les équivalences

u R A ðñ DV voisinage de u tel que V XA “ H

ðñ DV voisinage de u tel que V Ď EzA

ðñ EzA est un voisinage de u

ðñ u P

˝
hkkikkj

EzA .

�

Exemple 1. Prenons E “ R. Si a, b P R et a ă b, alors sa, br “ ra, bs.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Dans R, on a Q “ R “ RzQ.

Démonstration. C’est clair d’après (2.1) ou (2.2) puisque

˝
hkkikkj

RzQ “ H “ Q̊. �

Exemple 3. Si A est une partie (non-vide) majorée de R, alors supA P A ; si A
est minorée, alors inf A P A .

Démonstration. Supposons A majorée, et soit β :“ supA. Par définition, pour tout
ε ą 0, on peut trouver a P A tel que β ´ ε ă a ď β, et donc |β ´ a| ă ε. Donc β P A
par définition de A . �

Exemple 4. Dans un espace vectoriel normé, l’adhérence d’une boule ouverte non
triviale est la boule fermée correspondante.

Démonstration. Soit B “ Bpx0, rq une boule ouverte de E, avec r ą 0.
Si u P B, on peut pour tout ε ą 0 trouver un point a P B tel que }u ´ a} ă ε, ce

qui entraine }u´ x0} ď }u´ a} ` }a´ x0} ă ε` r. Ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on
a donc }u´ x0} ď r pour tout u P B, i.e. B Ď Bpx0, rq.

Inversement, soit u P Bpx0, rq. Pour tout ε P s0, 1r, le point aε :“ u ´ εpu ´ x0q “

εx0 ` p1 ´ εqu vérifie }aε ´ x0} “ p1 ´ εq }u ´ x0} ă r (donc aε P B), et }aε ´ u} “
ε }u ´ x0}. Comme ε est arbitraire, on voit ainsi qu’on peut trouver des points de
Bpx0, rq arbitrairement proches de u, autrement dit que u est adhérent à Bpx0, rq.
Ainsi, Bpx0, rq Ď B. �

Proposition 2.7. Soit E un espace métrique. Si A Ď E, alors A est un fermé
de E, et c’est le plus petit fermé de E contenant A.

Démonstration. Comme EzA “

˝
hkkikkj

EzA est ouvert, A est un fermé de E. Si C
est un fermé contenant A, alors V :“ EzC est un ouvert contenu dans EzA, donc

EzC Ď

˝
hkkikkj

EzA “ EzA et donc C Ě A . Ainsi, A est bien le plus petit fermé de E
contenant A. �

Corollaire 2.8. Si A Ď E, alors pA ferméq ðñ pA “ Aq ðñ pA Ď Aq.

Démonstration. Exo. �
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Corollaire 2.9. l’opération de prise d’adhérence est idempotente : pour tout A Ď

E, on a A “ A .

Démonstration. C’est clair puisque A est fermé. �

Corollaire 2.10. Si A,B Ď E, alors AYB “ A YB .

Démonstration. Comme A Y B est fermé et contient A Y B, on a AYB Ď A Y

B. Inversement, A Ď AYB et B Ď AYB par croissance de l’opération de prise
d’adhérence, donc A YB Ď AYB. �

Exercice. Quel lien y a-t-il entre AXB et A XB ?

Corollaire 2.11. Si E est un espace métrique quelconque, alors l’adhérence d’une
boule ouverte Bpx0, rq est toujours contenue dans la boule fermée Bpx0, rq.

Démonstration. On a Bpx0, rq Ď Bpx0, rq, et on sait que Bpx0, rq est un fermé
de E. �

La proposition suivante montre que l’adhérence d’un ensemble A est exactement
l’ensemble de ses “points limites”.

Proposition 2.12. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. Pour un point
u P E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) u P A ;

(2) il existe une suite pakq de points de A telle que ak Ñ u ;

(3) distpu,Aq “ 0.

Démonstration. p1q ùñ p2q. Si u P A , alors Bpu, εq X A ‰ H pour tout ε ą 0,
autrement dit on peut trouver a “ aε P A tel que dpa, uq ă ε. En prenant ε :“ 1{k,
k P N˚, on obtient une suite pakq Ď A telle que dpak, uq ă 1{k pour tout k, ce qui
prouve (2).

p2q ùñ p3q. Si ak Ñ u avec ak P A, alors 0 ď distpu,Aq ď dpu, akq pour tout k et
donc distpu,Aq “ 0 en faisant tendre k vers l’infini.

p3q ùñ p1q. Si distpu,Aq “ 0 alors, pour tout ε ą 0, on peut trouver a “ aε P A
tel que dpu, aq ă ε ; donc u P A . �

Corollaire 2.13. Si C est un fermé de E et si u P EzC, alors distpu,Cq ą 0.

Démonstration. Exo. �

Exercice 1. Soient A,B Ď E. Montrer que AYB “ A Y B en utilisant la “ca-
ractérisation séquentielle de l’adhérence”.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M Ď E un sous-espace
vectoriel fermé. Pour tout x P E, on note rxs la classe de x dans l’espace vectoriel
quotient E{M . Montrer qu’on définit une norme sur E{M en posant

›

›rxs
›

›

E{M
:“ distpx,Mq pour tout x P E.

On dit que cette norme est la norme quotient sur E{M .

Voici pour finir un dernier résultat utile.

Proposition 2.14. Soient E,F deux espaces métriques, et soit f : E Ñ F . Alors
f est continue si et seulement si fpA q Ď fpAq pour tout ensemble A Ď E.
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Démonstration. Supposons f continue. Soit A Ď E, et soit u P A . Par la Proposi-
tion 2.12, on peut trouver une suite pakq Ď A telle que ak Ñ u. Alors fpakq Ñ fpuq, et

donc fpuq P fpAq puisque les fpukq appartiennent à fpAq. Ceci étant vrai pour tout

u P A , on a donc fpA q Ď fpAq.

Inversement, supposons qu’on ait fpA q Ď fpAq pour tout ensemble A Ď E. Pour
montrer que f est continue, il suffit de montrer que l’image réciproque par f de tout
fermé C Ď F est un fermé de E. Soit donc C un fermé quelconque de F , et soit
A :“ f´1pCq. Par hypothèse, on a fpA q Ď fpAq. Comme fpAq Ď C et C est fermé, on
en déduit fpA q Ď C “ C, i.e. A Ď f´1pCq “ A. Ainsi, A “ f´1pCq est fermé dans E
pour tout fermé C Ď F , ce qui prouve que f est continue. �

2.3. Frontière d’un ensemble.

Définition 2.15. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. On dit qu’un point
u P E est un point frontière de A si u appartient à la fois à A et à EzA. On note
BA l’ensemble des points frontières de A, qu’on appelle la frontière de A dans E :

BA “ A X EzA.

Remarque 1. Dans la définition A et EzA jouent des rôles symétriques. Donc

BA “ BpEzAq.

Remarque 2. Comme EzA “ EzÅ, on a aussi

BA “ A zÅ.

Remarque 3. Par définition, BA est toujours un ensemble fermé.

Exemple 1. Prenons E :“ R. Si I “ pa, bq est un intervalle borné, alors BI “ ta, bu.
Si I “ pa,8r avec a ą ´8, alors BI “ tau. Si I “ s´8, bq avec b ă 8, alors BI “ tbu.

Démonstration. Si par exemple I “ pa, bq est borné, alors I “ ra, bs et I̊ “ sa, br ;
donc BI “ ra, bszsa, br “ ta, bu. �

Exemple 2. Dans R, on a BQ “ R “ BpRzQq.

Démonstration. On a vu que Q “ R et Q̊ “ H ; donc BQ “ RzH “ R. �

Exemple 3. Dans un espace vectoriel normé, la frontière d’une boule ouverte non-
vide est la sphère correspondante : BBpa, rq “ Spa, rq “ tu P E; }u´ a} “ ru.

Démonstration. On a vu que l’adhérence de la boule ouverte B “ Bpa, rq est la

boule fermée Bpa, rq. Comme de plus B est un ouvert de E, on a donc BB “ BzB̊ “
Bpa, rqzBpa, rq “ Spa, rq. �

Exemple 4. Si E est un espace métrique topologiquement discret, alors BA “ H
pour tout A Ď E.

Démonstration. C’est évident puisque tout ensemble A Ď E est à la fois ouvert et
fermé : BA “ A zÅ “ AzA “ H. �

Exemple 5. Soit A :“ tpx, yq P R2; x ą 0, y ą 0 et y ď 1{xu. La frontière de A
dans R2 est la réunion de la branche d’hyperbole Γ :“ tpx, yq; x ą 0, y ą 0 et xy “ 1u
et des deux demi-droites tpx, 0q; x ě 0u et tp0, yq; y ě 0u.

Démonstration. Exo. �
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3. Sous-espaces et produits

3.1. Ouverts et fermés d’un sous-espace. Dans cette section, E est un espace
métrique et M est une partie de E.

L’ensemble M est lui même un espace métrique quand on le munit de la distance
induite. Cependant, il faut être très prudent : les ouverts de M n’ont a priori aucune
raison d’être ouverts dans E : par exemple, M est toujours ouvert dans M , mais pas
forcément dans E. Plus généralement, les notions d’adhérence, d’intérieur, de frontière
ont un sens dans M qui n’est en général pas du tout le même que dans E ; et ceci peut
parfois être source de regrettables confusions.

La proposition suivante dit précisément ce que sont les ouverts de M .

Proposition 3.1. Un ensemble A Ď M est ouvert dans M si et seulement si il
est de la forme A “ O XM , où O est un ouvert de E.

Démonstration. Pour a P M et r ą 0, notons BM pa, rq la boule ouverte de centre
a et de rayon r dans M : par définition,

BM pa, rq “ tu PM ; dpu, aq ă ru “ Bpa, rq XM.

Supposons que A soit ouvert dans M . Alors A est réunion de boules ouvertes de
M :

A “
ď

iPI

BM pai, riq “
ď

iPI

Bpai, riq XM.

Si on pose O :“
Ť

iPI Bpai, riq, alors O est un ouvert de E (réunion de boules ouvertes),
et A “ O XM .

Inversement, supposons que A “ OXM pour un certain ouvert O Ď E. Pour tout
point a P A Ď O, on peut trouver r “ ra ą 0 tel que Bpa, rq Ď O ; et on a alors
BM pa, rq “ Bpa, rq XM Ď O XM “ A. Ceci étant vrai pour tout a P A, on voit ainsi
que A est un ouvert de M . �

Remarque. On voit en particulier que la topologie de M ne dépend que de la
topologie du “gros” espace métrique E le contenant. Pour cette raison, il est légitime
de dire que la topologie de M est la topologie induite sur M par celle de E.

Corollaire 3.2. Si A ĎM est ouvert dans E, alors A est ouvert dans M .

Démonstration. C’est évident par la proposition puisque A “ AXM . �

Corollaire 3.3. Si M est ouvert dans E et si A ĎM , alors

pA ouvert dans Mq ðñ pA ouvert dans Eq.

Démonstration. C’est à nouveau évident : pour tout ouvert O Ď E, OXM est ou-
vert dans E (intersection de deux ouverts), donc tout ouvert de M est ouvert dans sE ;
et l’autre implication vient du corollaire précédent. �

Corollaire 3.4. Pour A Ď M , notons
˝M

A l’intérieur de A dans M . Alors
˝M

A
contient Å.

Démonstration. Å est ouvert dans E et Å Ď M , donc Å est un ouvert de M ; et

Å Ď A, donc Å Ď
˝M

A puisque
˝M

A est le plus grand ouvert de M contenu dans A. �

Les fermés du sous-espace M se décrivent de la même façon que les ouverts :
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Proposition 3.5. Un ensemble A ĎM est fermé dans M si et seulement si il est
de la forme A “ C XM , où C est un fermé de E.

Démonstration. C’est “automatique par dualité” maintenant qu’on sait décrire les
ouverts de M :

A fermé dans M ðñ MzA ouvert dans M

ðñ MzA “ O XM avec O ouvert de E

ðñ A “MzpO XMq avec O ouvert de E

ðñ A “M X pEzOq avec O ouvert de E

ðñ A “ C XM avec C fermé de E.

�

Corollaire 3.6. Si A Ď M , alors pA fermé dans Eq ùñ pA fermé dans Mq.
La réciproque est vraie si M est fermé dans E.

Démonstration. Exo. �

Corollaire 3.7. Pour A ĎM , notons A
M

l’adhérence de A dans M . Alors

A
M
“ A XM

Démonstration. Par la proposition, A X M est un fermé de M , qui contient A

puisque A ĎM ; donc A XM Ě A
M

. Inversement, A
M

est fermé dans M , donc de la

forme A
M
“ C XM où C est un fermé de E. Alors C contient A puisque A Ď A

M
,

donc C contient A puisque C est fermé dans E, et donc A
M
“ C XM Ě A XM . �

Exercice. Démontrer directement que A
M
“ AXM , en utilisant la “caractérisation

séquentielle de l’adhérence”.

Voici maintenant ce qu’on peut dire sur la frontière relative à un sous-espace.

Proposition 3.8. Pour A Ď M , notons BMA la frontière de A dans M . Alors
BMA Ď BA.

Démonstration. On a BMA “ A
M
z
˝M

A, donc BMA Ď A zÅ “ BA puisque A
M
Ď A et

˝M

A Ě Å. �

3.2. Topologie produit. Dans cette section, pE1, d1q, . . . , pEN , dN q sont des es-
paces métriques et E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN . On munit E de la distance produit. On va
décrire précisément les ouverts de l’espace produit E.

Fait 3.9. Si O1, . . . , ON sont des ouverts de E1, . . . , EN respectivement, alors O :“
O1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆON est un ouvert de E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN .

Démonstration. Pour j “ 1, . . . , N , notons πj : E Ñ Ej la j-ième “application
coordonnée”, πjpu1, . . . , uN q :“ uj . Comme la convergence dans E entraine la conver-
gence coordonnée par coordonnée, on voit que les πj sont continues (exo). De plus, on
a par définition

O “ tu “ pu1, . . . , uN q P E; uj P Oj pour j “ 1, . . . , Nu

“

N
č

j“1

π´1
j pOjq .

Donc O est ouvert dans E (intersection finie d’ouverts). �
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Définition 3.10. On appellera ouvert élémentaire de E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆEN , tout
ouvert O Ď E de la forme O “ O1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ON “ tu P E; u1 P O1, . . . , uN P ONu, où
O1, . . . , ON sont des ouverts de E1, . . . , EN respectivement.

Remarque. Un Oj a éventuellement le droit d’être égal à Ej , et dans ce cas il ne
“sert à rien”. En d’autre termes, pour tout J Ď t1, . . . , Nu, si on se donne un ouvert
Oj Ď Ej pour j P J , alors l’ensemble O :“ tu P E; uj P Oj pour j P Ju est un ouvert
élémentaire.

Proposition 3.11. Un ensemble A Ď E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN est ouvert dans E si et
seulement si il est réunion d’ouverts élémentaires.

Démonstration. Comme la famille des ouverts est stable par réunions, toute réunion
d’ouverts élémentaires est un ouvert de E.

Pour la réciproque, comme tout ouvert de E est réunion de boules ouvertes, il
suffit de montrer que toute boule ouverte de E (pour la distance produit) est en fait
un ouvert élémentaire.

Notons d la distance produit sur E. Par définition, on a pour u “ pu1, . . . , uN q et
v “ pv1, . . . , vN q dans E :

dpu, vq “ max
`

d1pu1, v1q, . . . dN puN , vN q
˘

.

Soit B “ Bpa, rq un boule ouverte de E, et écrivons a “ pa1, . . . , aN q. Si u “
pu1, . . . , uN q P E, alors

u P E ðñ max
`

dpu1, a1q, . . . , dN puN , aN q
˘

ă r

ðñ @j P t1, . . . , Nu : djpuj , ajq ă r

ðñ @j P t1, . . . , Nu : uj P Bpaj , rq .

Ainsi, on voit que Bpa, rq “ Bpa1, rq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆBpaN , rq ; donc Bpa, rq est en effet un
ouvert élémentaire. �

Remarque. La proposition montre que la topologie de E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN ne
dépend que des topologies de E1, . . . , EN , et pas spécifiquement des distances choisies
sur E1, . . . , EN . On dit que la topologie de E est la topologie produit des topologies
de E1, . . . , EN .

4. Propriétés de “séparation”

Cette section contient un certain nombre de petites remarques souvent utiles.

Fait 4.1. Soit E un espace métrique. Si a, b P E et a ‰ b, alors on peut séparer a
et b par des ouverts : il existe des ouverts U, V tels que a P U , b P V et U XV “ H,
et même U X V “ H.

Démonstration. Posons δ :“ dpa, bq. Alors δ ą 0 car a ‰ b. Montrons que U :“
Bpa, δ{3q et V :“ Bpb, δ{3q conviennent.

Supposons que UXV ‰ H, et choisissons un point x P UXV . Alors x P Bpa, δ{3qX
Bpb, δ{3q d’après le Corollaire 2.11 ; donc dpa, bq ď dpa, xq`dpx, bq ď δ{3`δ{3 “ 2δ{3 ă
δ, ce qui est absurde. �

Remarque. Un espace topologique E dans lequel le Fait 4.1 est vrai est dit séparé.

Exercice. Montrer que dans un espace topologique séparé, on a unicité de la limite :
une suite ne peut pas converger vers 2 points différents.
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Fait 4.2. Soit E un espace métrique, et soit a P E. Pour tout ouvert O contenant
a, on peut trouver un ouvert U tel que a P U et U Ď O.

Démonstration. Comme O est ouvert et a P O, on peut trouver r ą 0 tel que
Bpa, rq Ď O. Donc U :“ Bpa, rq convient (on a bien U Ď O car U Ď Bpa, rq d’après le

Corollaire 2.11). �

Proposition 4.3. Soit E un espace métrique. Si A,B sont des fermés de E tels
que A X B “ H, alors on peut trouver une fonction continue f : E Ñ r0, 1s telle que
f ” 0 sur A et f ” 1 sur B.

Démonstration. Le point clé est l’observation suivante : pour tout u P E, on a
distpu,Aq ą 0 ou distpu,Bq ą 0. En effet, comme A X B “ H, on a u R A ou u R B,
d’où le résultat car A et B sont des fermés de E.

Comme distpu,Aq et distpu,Bq sont par ailleurs toujours ě 0, on en déduit que
distpu,Aq ` distpu,Bq ą 0 pour tout u P E. On peut donc définir f : E Ñ R par la
formule

fpuq :“
distpu,Aq

distpu,Aq ` distpu,Bq
¨

La fonction f est continue en tant que quotient de fonctions continues (avec un
dénominateur ne s’annulant pas) ; et il est évident qu’on a 0 ď fpuq ď 1 pour tout
u P E. Enfin, si u P A alors distpu,Aq “ 0 et donc fpuq “ 0 ; et si u P B, alors

distpu,Bq “ 0 et donc fpuq “ distpu,Aq
distpu,Aq “ 1. �

Corollaire 4.4. Si A et B sont des fermés de E tels que A X B “ H, alors on
peut séparer A et B par des ouverts : il existe des ouverts U et V tels que A Ď U ,
B Ď V et U X V “ H, et même U X V “ H.

Démonstration. Si f : E Ñ r0, 1s est comme dans la proposition, il suffit de poser
U :“ tu P E; fpuq ă 1{3u et V :“ tu P E; fpuq ą 2{3u. Les détails sont laissés en
exo. �

5. Parties denses

Définition 5.1. Soit E un espace métrique, et soit Z Ď E. On dit que Z est
dense dans E si on a Z “ E.

Reformulations. Les choses suivantes sont équivalentes.

(1) A est dense dans E.

(2) Tout point x P E est limite d’une suite d’éléments de Z.

(3) @x P E @ε ą 0 Dz P Z : dpz, xq ă ε.

(4) Z X V ‰ H pour tout ouvert non-vide V Ď E.

(5) EzZ est d’intérieur vide dans E.

Démonstration. Il est clair que (1) ðñ (2) ðñ (3).
Supposons (2) vérifiée, et montrons (4). Soit V un ouvert non-vide de E, et choi-

sissons un point x P V . Par (2), on peut trouver une suite pzkq de points de Z telle que
zk Ñ x. Comme V est un ouvert de E, c’est un voisinage de x, donc on peut trouver
un indice k tel que zk P V . Alors zk P V X Z, et donc V X Z ‰ H.

En y réfléchissant calmement, il est évident que (4) ðñ (5) (exo). Enfin, (1) ðñ
(5) car l’intérieur de EzZ est égal à EzZ. �
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Remarque 1. La condition (3) signifie que B X Z ‰ H pour toute boule ouvert
B Ď E.

Remarque 2. Soit E un espace métrique, soit M Ď E, et soit Z ĎM . Alors Z est
dense dans M si et seulement si Z ĚM .

Démonstration. Par définition, Z est dense dans M si et seulement Z
M
“ M , où

Z
M

est l’adhérence de Z dans M . Comme Z
M
“ ZXM , on a donc bien l’équivalence

souhaitée (micro-exo). �

Exemple 1. Q et RzQ sont tous les deux denses dans R.

Démonstration. On l’a déjà vu. �

Exemple 2. GLN pKq est dense dans MN pKq, pour K “ R ou C.

Démonstration. Soit A PMN pKq quelconque : il s’agit de trouver une suite pAkq Ď
GLN pKq telle que Ak Ñ A. Notons χA le polynôme caractéristique de A. Le polynôme
χA n’a qu’un nombre fini de racines, donc on peut certainement trouver une suite
pλkqkPN Ď K telle que λk Ñ 0 et χApλkq ‰ 0 pour tout k P N. Si on pose Ak :“ A´λkI,
alors detpAkq “ χApλkq ‰ 0, donc Ak P GLN pKq ; et Ak Ñ A. �

Exemple 3. Si ra, bs est un intervalle fermé borné de R, les fonctions polynomiales
sont denses dans

`

Cpra, bsq, } ¨ }8
˘

.

Démonstration. C’est la traduction du théorème de Weierstrass (vu en L2, en
principe), d’après lequel toute fonction continue f : ra, bs Ñ C est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales. �

Voici maintenant un exemple important pour la “culture générale”. Rappelons
qu’un ensemble G Ď R est un sous-groupe de R si 0 P G et si @x, y P G : x ` y P
G et ´ x P G. Par exemple, Z et Q sont des sous-groupes de R.

Proposition 5.2. (sous-groupes de R)
Si G est un sous-groupe de pR,`q, alors G est ou bien dense dans R, ou bien de la
forme G “ aZ pour un certain a ě 0.

Démonstration. On supposera que G ‰ t0u. Alors G contient au moins un élément
strictement positif (car si x P G, alors ´x P G). On peut donc poser

a :“ inf tx P G; x ą 0u.

On va montrer que si a “ 0, alors G est dense dans R, et que si a ą 0, alors G “ aZ.

Supposons que a “ 0. Soit V Ď R un ouvert non-vide : on veut montrer que
G X V ‰ H. On a certainement V X s0,8r ‰ H ou V X s´8, 0r ‰ H ; et comme
G “ ´G, on peut supposer que V X s0,8r ‰ H (si on sait montrer que G X V ‰ H

dans ce cas là, on saura aussi le montrer dans l’autre cas en appliquant cela à l’ouvert ´V ).
Soit v0 P V tel que v0 ą 0. Comme V est ouvert, on peut trouver ε ą 0 tel que
rv0, v0 ` εs Ď V . Ensuite, comme a “ 0, on peut trouver x P G tel que 0 ă x ă ε.
Soit n le plus petit entier tel que nx ą v0. Alors n ě 1, et nx “ x ` ¨ ¨ ¨ ` x P G
car G est stable par addition. De plus, on a pn ´ 1qx ď v0 par définition de n, donc
nx “ pn ´ 1qx ` x ď v0 ` x ď v0 ` ε. Ainsi nx P sv0, v0 ` εs, et donc nx P V . On a
donc bien montré que GX V ‰ H.

Supposons maintenant que a ą 0. Alors a P G . En effet, par définition de a et
comme 2a ą a, on peut trouver x P G tel que a ď x ă 2a. Si on avait x ą a, on
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pourrait trouver x1 P G tel que a ď x1 ă a` px´ aq “ x. On aurait alors x´ x1 P G et
0 ă x´x1 ă 2a´a “ a, ce qui contredirait la définition de a. Ainsi on a bien a P G, et
donc aZ Ď G puisqueG est un sous-groupe de R. Pour montrer qu’inversementG Ď aZ,
il suffit de montrer que GX s0,8r Ď aZ car G “ ´G. Soit x P GX s0,8r quelconque,
et soit n le plus grand entier tel que na ď x. Alors na ď x ă pn` 1qa “ na` a, donc
on peut écrire x “ na ` r avec 0 ď r ă a. Comme r “ x ´ na appartient à G (car
x P G et a P G), on a nécessairement r “ 0 par définition de a. Ainsi x “ na, et donc
x P aZ. �

Corollaire 5.3. Si θ P Rz2πQ, alors l’ensemble
 

einθ; n P Z
(

est dense dans le
cercle unité T.

Démonstration. Soit G :“ 2πZ` θZ “
 

2πm`nθ; m,n P Z
(

. Il est assez clair que
G est un sous-groupe de R (exo). Comme θ R 2πQ, on voit que G n’est pas de la forme
aZ (s’il existait a ą 0 et p, q P Z tels que 2π 1 “ ap et θ “ aq, on obtiendrait θ “ 2π p

q ). Donc
G est dense dans R.

Soit alors f : R Ñ T définie par fptq :“ eit. L’application f est continue et

surjective, donc T “ fpRq “ fpGq Ď fpGq. Ainsi, fpGq est dense dans T. Mais comme
ei2πm “ 1 pour tout m P Z, on voit que fpGq “

 

einθ; n P Z
(

; ce qui termine la
preuve. �

Le résultat suivant est essentiellement évident ; mais très utile.

Proposition 5.4. (prolongement des identités)
Soient E et F deux espaces métriques, et soient f, g : E Ñ F deux applications conti-
nues. S’il existe une partie dense Z Ď E telle que @z P Z : fpzq “ gpzq, alors
f “ g.

Démonstration. Soit x P E quelconque. Comme Z est dense dans E, on peut
trouver une suite pzkq d’éléments de Z telle que zk Ñ x. Alors fpzkq Ñ fpxq et
gpzkq Ñ gpxq par continuité de f et g ; et donc fpxq “ gpxq puisque fpzkq “ gpzkq pour
tout k P N. �

Exemple. Les seuls homomorphismes continus de R dans R sont les applications
linéaires : si f est une application continue telle que @u, v P R : fpu`vq “ fpuq`fpvq,
alors f est de la forme fpxq “ ax, pour une certaine constante a.

Démonstration. On observe d’abord que fp0q “ 0 car fp0q “ fp0`0q “ fp0q`fp0q ;
et on en déduit que @x P R : fp´xq “ ´fpxq, car 0 “ fp0q “ fpx ` p´xqq “
fpxq ` fp´xq. Ensuite, si x P R et n P N˚, alors fpnxq “ fpx ` ¨ ¨ ¨ ` xq “ fpxq `
¨ ¨ ¨ ` fpxq “ nfpxq ; et comme on vient de voir que f est impaire, on en déduit que
@x P R @n P Z : fpnxq “ nfpxq. De là, on déduit que si r P Q, alors @x P R :
fprxq “ rfpxq : en effet, si on écrit r “ p

q avec p P N et q P Z, alors q rx “ px, donc

qfprxq “ fpq rxq “ fppxq “ pfpxq.
Posons maintenant a :“ fp1q. Par ce qui précède, on a @r P Q : fprq “ fpr 1q “ ar.

Comme f et la fonction gpxq :“ ax sont continues, et comme Q est dense dans R, on
en déduit qu’on a fpxq “ ax pour tout x P R �





Chapitre 3

Compacité

1. Sous-suites et valeurs d’adhérence

1.1. Généralités.

Définition 1.1. Soit E un ensemble, et soit pukqkPN une suite de points de E.
Une sous-suite de pukq est une suite pu1nqnPN de la forme u1n “ ukn, où pknqkPN est
une suite strictement croissante d’entiers.

Remarque 1. On écrit parfois une sous-suite sous la forme u1n “ uφpnq, où φ : NÑ N
est strictement croissante.

Remarque 2. Si pknq est une suite strictement croissante d’entiers, alors kn ě n
pour tout k P N (exo) ; mais ce n’est pas très important. Ce qui est très important est
que kn Ñ8 quand nÑ8.

Définition 1.2. Soit E un espace métrique et soit pukqkPN une suite de points de
E. On dit qu’un point a P E est une valeur d’adhérence de la suite pukq s’il existe
une sous-suite pu1nq de pukq telle que u1n Ñ a. On note vad

`

pukq
˘

l’ensemble des valeurs
d’adhérences de la suite pukq.

Exemple. Si E :“ R et uk :“ p´1qk pour tout k P N, alors vad
`

pukq
˘

“ t´1, 1u.

Remarque. Si la suite pukq converge, uk Ñ a P E, alors vad
`

pukq
˘

“ tau.

Proposition 1.3. Soit pE, dq un espace métrique, soit pukqkPN une suite de points
de E, et soit a P E. Les choses suivantes sont équivalentes.

(i) a est une valeur d’adhérence de pukq.

(ii) Pour tout ε ą 0, il existe une infinité d’entiers k tels que dpuk, aq ă ε.

(ii’) @ε ą 0 @K P N Dk ě K : dpuk, aq ă ε.

Démonstration. Il est assez clair que (ii) ðñ (ii’).
Supposons (i) vérifiée. Soit pu1nq “ puknq une sous-suite de pukq telle que u1n Ñ a.

Pour ε ą 0 donné, on peut trouver n0 P N tel que @n ě n0 : dpu1n, aq ă ε. Alors
I :“ tkn; n ě n0u est infini et @k P I : dpuk, aq ă ε ; donc (ii) est vérifiée.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Pour ε0 :“ 2´0, on peut (grâce à (ii)) trouver
k0 P N tel que dpuk0 , aq ă ε0. Puis, pour ε1 :“ 2´1, l’ensemble tk P N; dpuk, aq ă ε1u

est infini par (ii), donc on peut trouver k1 ą k0 tel que dpuk1 , aq ă ε1. Et ainsi de
suite : par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers pknqnPN
telle que @n P N : dpukn , aq ă 2´n. Alors ukn Ñ a, donc (i) est vérifiée. �

Corollaire 1.4. Si E est un espace métrique alors, pour toute suite pukq de points
de E, on a

vad
`

pukq
˘

“
č

KPN
tuk; k ě Ku.

45
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En particulier, vad
`

pukq
˘

est toujours un fermé de E.

Démonstration. Par (ii’), si a P E, alors

a P vad
`

pukq
˘

ðñ @ε ą 0 @K P N Dk ě K : dpuk, aq ă ε

ðñ @K P N
”

@ε ą 0 Dk ě K : dpuk, aq ă ε
ı

ðñ @K P N : a P tuk; k ě Ku.

�

Le lemme suivant est souvent utile.

Lemme 1.5. Soit E un espace métrique, soit pukqkPN une suite de points de E, et
soit a P E. Si uk ­Ñ a, alors on peut trouver ε ą 0 et une sous-suite pu1nqnPN de pukq
tels que @n P N : dpu1n, aq ě ε.

Démonstration. Supposons que pukq ne tende pas vers a. Alors on peut trouver
ε ą 0 tel que @K P N Dk ě K : dpuk, aq ě ε ; autrement dit dpuk, aq ě ε pour
une infinité d’entiers k. Donc il existe une sous-suite pu1nq de pukq telle que @n P N :
dpu1n, aq ě ε. �

Corollaire 1.6. Si toute sous-suite de pukq possède une sous-suite qui tend vers
a, alors uk Ñ a.

Démonstration. Si uk ­Ñ a, alors la sous-suite pu1nq donnée par le lemme n’admet
aucune sous-suite qui tende vers a (micro-exo) ; donc on a prouvé le corollaire “par
contraposée”. �

1.2. Bolzano-Weierstrass en dimension finie. Le théorème suivant est une
généralisation du Théorème de Bolzano-Weierstrass sur les suites bornées de nombres
réels. Comme on s’en doute, c’est un résultat très important.

Théorème 1.7. (Bolzano-Weierstrass)
Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toute suite bornée pukq Ď
E possède une sous-suite convergente.

Démonstration. En tant que R-espace vectoriel, E est isomorphe à RN pour un
certain entierN . Si on choisit un isomorphisme J : E Ñ RN et si on pose ~x~ :“ }Jpxq}
pour x P RN , alors ~ ¨ ~ est une norme sur RN et E est isométrique à pRN ,~ ¨ ~q
(exo). De plus, par équivalence des normes sur RN , la norme ~ ¨ ~ est équivalente à la
norme } ¨ }8. On voit donc qu’on peut se ramener au cas où E “ pRN , } ¨ }8q.

Soit pukqkPN une suite bornée dans pRN , } ¨ }8q. On écrit uk “ pukp1q, . . . , ukpNqq.
La suite pukp1qqkPN est bornée dans R ; donc elle possède une sous-suite convergente
par le Théorème de Bolzano-Weierstrass classique. On a donc une sous-suite pu1nq de

pukq et un nombre réel ap1q tels que u1np1q
kÑ8
ÝÝÝÑ ap1q. Maintenant, la suite pu1np2qqnPN

est bornée dans R, donc on a une sous-suite pu2nq de pu1nq telle que u2np2q Ñ ap2q P R.
Alors pu2nq est une sous-suite de pukq telle que u2np1q Ñ ap1q et u2np2q Ñ ap2q. En

répétant N fois ce raisonnement, on obtient une sous-suite pvnq “
`

u
pNq
n

˘

nPN de pukq
et des nombres réels ap1q, ap2q, . . . , apNq tels que vnpjq Ñ apjq quand n Ñ 8 pour
j “ 1, 2, . . . , N . Si on pose a :“ pap1q, . . . , apNqq P RN , alors vn Ñ a coordonnée par
coordonnée, donc pour la norme } ¨ }8. �

Remarque. Le résultat précédent est faux en dimension infinie.
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2. Espaces métriques compacts

2.1. Définition et exemples “immédiats”.

Définition 2.1. Soit pK, dq un espace métrique. On dit que K est compact si toute
suite de points de K possède au moins une valeur d’adhérence dans K. Autrement dit,
K est compact si toute suite pukqkPN Ď K possède une sous-suite pu1nq qui converge
vers un point a P K.

Remarque 1. La compacité est une “propriété topologique” : si pK, dq est compact,
alors pK, d1q est compact pour toute distance d1 topologiquement équivalente à d.

Remarque 2. Soit K un espace métrique compact, et soit pukq une suite de points
de K. Alors pukq est convergente si et seulement si elle possède exactement une valeur
d’adhérence.

Démonstration. Une implication est évidente. Inversement, supposons que pukq
possède exactement une valeur d’adhérence, et notons a cette valeur d’adhérence.
Comme K est compact, toute sous-suite pu1nq de pukq possède une sous-suite conver-
gente pu2nq, et on a nécessairement limu2n “ a puisque a est la seule valeur d’adhérence
de pukq. Donc uk Ñ a d’après le Lemme 1.5. �

Remarque 3. Soit pE, dq un espace métrique, et soit K Ď E. On dit que K est un
compact de E si K est compact pour la distance induite, i.e. si l’espace métrique
pK, d|KˆKq est compact.

Exemple 1. Tout intervalle fermé borné ra, bs Ď R est compact.

Démonstration. Soit pukqkPN une suite de points de ra, bs. Comme pukq est bornée,
elle possède une sous-suite pu1nq qui converge vers un point x P R, d’après le Théorème
de Bolzano -Weierstrass ; et comme les u1n sont dans ra, bs et que ra, bs est un fermé de
R, on a x P ra, bs. Ainsi, toute suite pukq Ď ra, bs possède une valeur d’adhérence dans
ra, bs ; autrement dit ra, bs est compact. �

Exemple 2. R n’est pas compact.

Démonstration. la suite uk :“ k ne possède aucun valeur d’adhérence dans R car
uk Ñ8. �

Exemple 3. Tout espace métrique fini est compact.

Démonstration. Soit K un espace métrique fini. Si pukqkPN est une suite de points
de K alors, comme K est fini et que N est infini, il existe un point a P K tel que
uk “ a pour une infinité d’entiers k P N. On a ainsi une sous-suite pu1nq de pukq telle
que @n P N : u1n “ a, et il est difficile de faire plus convergente que cette sous-suite
pu1nq. �

Exemple 4. Soit E un espace métrique. Si pxlqlPN est une suite de points de E
qui converge vers un point x8 P E, alors K :“ tx8u Y txl; l P Nu est un compact de
E.

Démonstration. Soit pukqkPN une suite de points de K. On veut montrer que pukq
possède une sous-suite pu1nq qui converge vers un point a P K ; et pour cela, on va
distinguer 2 cas.
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Supposons d’abord qu’il existe un entier L tel que uk “ xL pour une infinité de
k P N. Alors, pukq possède une sous-suite pu1nq constamment égale à xL, qui converge
assurément vers a :“ xL P K.

Supposons maintenant que pour tout l P N, l’ensemble tk P N; uk “ xlu soit fini. On
va construire par récurrence une sous-suite pu1nq “ puknq qui convient. Pour commencer,
on choisit un entier k0 tel que uk0 ‰ x0. Ensuite, l’ensemble tk P N; uk “ x0 ou x1u

est fini, donc l’ensemble tk P N; uk ‰ x0 et uk ‰ x1u est infini, et donc on peut
trouver un entier k1 ą k0 tel que uk1 ‰ x0 et uk1 ‰ x1. Et ainsi de suite : par
récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers pknqnPN telle que
@n P N : ukn ‰ x0, . . . , xn. Comme les ukn sont dans K, on voit donc que pour tout
n P N : ou bien ukn “ x8, ou bien ukn “ xln pour un certain entier ln ą n. Comme
xl Ñ x8 quand lÑ8, on en déduit que la sous-suite puknq tend vers a :“ x8 P K. �

La remarque suivants montre qu’il faut lire attentivement la définition d’un com-
pact ; et accessoirement, il est bon de connaitre la définition à laquelle cette remarque
donne lieu.

Remarque 2.2. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. Les choses suivantes
sont équivalentes.

(1) Toute suite pukqkPN Ď A possède une sous-suite qui converge dans E.

(2) A est un compact de E.

Dans ce cas, on dit que A est relativement compact dans E.

Démonstration. L’implication (2) ùñ (1) est claire (micro-exo). Inversement, sup-
posons (1) vérifiée et montrons que A est compact.

Soit pukq une suite de points de A . Par définition de A , on peut, pour tout k P N,
choisir un point ruk P A tel que dpruk, ukq ă 2´k. On obtient ainsi une suite prukq de
points de A. Par (1), cette suite possède une sous-suite pruknqnPN qui converge vers
un point a P E. Comme les rukn sont dans A, le point a appartient à A . Et comme
dpukn , aq ď dpukn , ruknq ` dprukn , aq ď 2´kn ` dprukn , aq, on voit que ukn Ñ a. Ainsi,
toute suite pukq Ď A possède une sous-suite pu1nq “ puknq qui converge vers un point
de A . �

2.2. Compacts et fermés.

Proposition 2.3. Soit E un espace métrique.

(1) Tout compact de E est fermé dans E.

(2) Si E est un espace vectoriel normé, alors tout compact de E est à la fois fermé
et borné.

Démonstration. (1) Soit K un compact de E. On veut montrer que si pukq est une
suite de points de K qui converge vers un point a P E, alors a P K. Comme K est
compact, la suite pukq possède une sous-suite pu1nq qui converge vers un point a1 P K.
Mais u1n Ñ a puisque pu1nq est une sous-suite de pukq. Donc a1 “ a par unicité de la
limite ; et donc a P K.

(2) Soit K un compact de l’evn E. On sait déjà que K est fermé. Si K n’était pas
borné, on pourrait trouver, pour tout k P N, un point uk P K tel que }uk} ą k. La suite
pukq ainsi construite ne possède aucune sous-suite convergente puisque }uk} Ñ 8 ; ce
qui contredit la compacité de K. �
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Corollaire 2.4. Tout compact K Ď R possède un plus petit et un plus grand
élément.

Démonstration. Comme K est borné, m :“ infpKq et M :“ suppKq sont des
nombres réels bien définis ; et comme K est fermé, m et M appartiennent à K (puisque

la borne supérieure et la borne inférieure de tout ensemble A Ď R appartiennent à A ). �

Proposition 2.5. Si E est un espace métrique compact, alors tout fermé de E
est compact.

Démonstration. Soit C un fermé de E, et soit pukq une suite quelconque de points
de C. Comme E est compact, la suite pukq possède une sous-suite pu1nq qui converge
vers un point a P E ; et comme C est fermé dans E, le point a appartient en fait à C.
Ainsi, toute suite pukq Ď C possède une sous-suite qui converge dans C ; donc C est
compact. �

2.3. Compacts en dimension finie. Le théorème suivant (particulièrement fa-
cile à appliquer) donne une caractérisation constamment utilisée des compacts dans
un evn de dimension finie.

Théorème 2.6. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors les
compacts de E sont exactement les ensembles fermés bornés.

Démonstration. On a déjà vu que tout compact de E est fermé borné. Inversement,
soit K Ď E un ensemble fermé borné, et soit pukq une suite quelconque de points de
E. Comme K est bornée, la suite pukq est bornée. D’après le Théorème de Bolzano -
Weierstrass (applicable car dimpEq ă 8), la suite pukq possède une sous-suite pu1nq qui
converge vers un point a P E ; et le point a appartient à K car K est fermé dans E.
Donc K est compact. �

Remarque. Ce résultat n’est valable qu’en dimension finie.

Corollaire 2.7. Soit E un evn de dimension finie. Pour tout ensemble A Ď E,
on a l’équivalence suivante : A est relativement compact dans E ðñ A est borné.

Démonstration. Si A est compact, alors A est borné, donc A aussi puisque A Ď A .
Inversement, si A est borné, alors A aussi (exo), donc A est compact car fermé borné
en dimension finie. �

Exemple. L’intervalle r0, 2πr et le cercle T ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Le cercle T est compact car fermé borné dans E :“ C, et l’intervalle
r0, 2πr n’est pas compact car il n’est pas fermé dans R. �

2.4. Produits finis. Le résultat suivant, facile à démontrer, est un cas très par-
ticulier du Théorème de Tikhonov.

Proposition 2.8. Si E1, . . . , EN sont des espaces métriques compacts, alors E :“
E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN est compact.

Démonstration. Aux notations près, la preuve est identique à celle du Théorème
de Bolzano -Weierstrass dans un espace vectoriel normé de dimension finie. On la laisse
donc en exo. �
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2.5. Unions, intersection. la proposition suivante doit faire penser aux pro-
priétés de stabilité de la famille des fermés d’un espace métrique.

Proposition 2.9. Soit E un espace métrique.

(1) Si K1, . . . ,KN sont des compacts de E, alors K :“ K1Y¨ ¨ ¨YKN est compact.

(2) Si pKiqiPI est une famille quelconque de compacts de E, alors K :“
Ş

iPI Ki

est compact.

Démonstration. (1) Soit pukqkPN une suite de points de K “ K1Y¨ ¨ ¨YKN . Comme
il y a une infinité d’entiers k P N et un nombre fini de Kj , il existe au moins un
j0 P J1, NK tel que Kj0 contient uk pour une infinité d’entiers k. Donc pukq possède
une sous-suite pu1nq telle que @n P N : u1n P Kj0 . Comme Kj0 est compact, la suite
pu1nq possède une sous-suite pu2nq qui converge vers un point a P Kj0 . Alors pu2nq est
une sous-suite de pukq qui converge vers un point de K.

(2) Fixons un i0 P I. On peut écrire K “
Ş

iPI Ci, où Ci :“ Ki XKi0 . Chaque Ci
est un fermé de Ki0 , car le compact Ki est fermé dans E. Donc K “

Ş

iPI Ci est un
fermé de Ki0 ; et donc K est compact puisque Ki0 est compact. �

2.6. Compacts embôıtés. Le résultat suivant est très utile.

Lemme 2.10. (Théorème des compacts embôıtés)
Soit E un espace métrique. Si pKnqnPN est une suite décroissante de compacts non-
vides de E, alors

Ş

nPNKn ‰ H. De manière équivalente : si pKnq est une suite
décroissante de compacts de E telle que

Ş

nPNKn “ H, alors il existe un n0 tel que
Kn0 “ H.

Démonstration. Soit pKnqnPN une suite décroissante de compacts non-vides de E.
Pour tout m P N, choisissons un point xm P Km. Comme la suite pKmq est décroissante,
tous les xm appartiennent à K0, qui est compact. Donc la suite pxmq possède une sous-
suite pxφplqqlPN qui converge vers un point a P K0. Si on fixe n P N, alors φplq ě n pour
tout l assez grand (en fait, pour tout l ě n). Donc xφplq P Kn pour tout l assez grand ;
et donc a “ limxφplq P Kn car Kn, étant compact, est un fermé de E. Ainsi, le point
a appartient à Kn pour tout n P N, et donc

Ş

nPNKn ‰ H. �

Corollaire 2.11. Soit E un espace métrique compact. Si pCnqnPN est une suite
décroissante de fermés non-vides de E, alors

Ş

nPNCn ‰ H.

Remarque 2.12. Le Corollaire 2.11 est une caractérisation de la compacité : si
E est un espace métrique ayant la propriété que toute suite décroissante de fermés
non-vides de E a une intersection non-vide, alors E est compact.

Démonstration. Soit E un espace métrique possédant cette propriété, et soit pukq
une suite quelconque de points de E. On a vu que

vad
`

pukq
˘

“
č

nPN
Cn , où Cn :“ tuk; k ě nu.

Par définition, les Cn sont des fermés non-vides de E ; et la suite pCnq est visiblement
décroissante. Donc vad

`

pukq
˘

‰ H, pour toute suite pukq Ď E. �
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3. Image continue d’un compact

Le théorème suivant est très général, très important, et ... très facile à démontrer.

Théorème 3.1. Soient E et F deux espaces métriques. Si f : E Ñ F est une
application continue alors, pour tout compact K Ď E, l’ensemble fpKq est un compact
de F . Autrement dit : l’image continue d’un compact est un compact.

Démonstration. Soit pukq une suite de points de fpKq. Pour tout k P N, choisissons
un point xk P K tel que uk “ fpxkq. Comme K est compact ; la suite pxkq possède une
sous-suite px1nq qui converge vers un point x P K. Alors u1n :“ fpx1nq Ñ fpxq :“ a par
continuité de f . Ainsi, toute suite pukq Ď fpKq possède une sous-suite qui converge
vers un point a P fpKq. �

Du Théorème 3.1, on déduit immédiatement le résultat suivant, qui généralise un
théorème bien connu pour les fonctions continues sur un segment ra, bs Ď R.

Corollaire 3.2. Soit E un espace métrique, et soit f : E Ñ R une fonction
continue. Si K est un compact de E, alors f|K possède un maximum et un minimum.

Démonstration. Par le Théorème 3.1, fpKq est un compact de R, donc possède un
plus petit et un plus grand élément. �

Voici une conséquence immédiate, qui formalise la très importante idée suivante :
la compacité donne de l’uniformité.

Corollaire 3.3. Soit f : E Ñ R une fonction continue, et soit c P R. On suppose
qu’on a fpxq ă c pour tout x P E. Alors, pour tout compact K Ď E, il existe une
constante αK ă c telle que @x P K : fpxq ď αK . (Résultat analogue si fpxq ą c pour

tout x P E.)

Démonstration. C’est évident : la restriction de f àK possède un maximum, atteint
en un point x0 P K ; donc @x P K : fpxq ď αK :“ fpx0q ă c. �

Corollaire 3.4. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit C
un fermé non-vide de E. Si f : C Ñ R est une fonction continue telle que fpxq Ñ `8

quand }x} Ñ 8, alors f possède un minimum.

Démonstration. La “difficulté” est que C n’est pas compact ; mais l’hypothèse faite
sur f permet de la contourner en se ramenant à un compact.

Fixons a P C, et posons K :“ tx P C; fpxq ď fpaqu. L’ensemble K est un fermé
de E car C est fermé et f est continue. De plus, K est également borné : en effet,
s’il ne l’était pas, on pourrait trouver une suite pxnq Ď K telle que }xn} Ñ 8, donc
telle que fpxnq Ñ `8, ce qui est absurde puisque fpxnq ď fpaq pour tout n. Comme
dimpEq ă 8, on en déduit que K est compact ; et K ‰ H puisque a P K. Par
continuité, la restriction de f à K possède un minimum, atteint en un point x0 P K.
On a ainsi fpx0q ď fpxq pour tout x P K ; et on a également fpx0q ă fpxq pour tout
x P CzK puisqu’un tel x vérifie fpxq ą fpaq ě fpx0q. Donc fpx0q est bien la valeur
minimale prise par f sur tout l’ensemble C. �

Exemple. (“Théorème fondamental de l’algèbre”)
Si P est un polynôme non constant à coefficients complexes, alors P possède au moins
une racine complexe.
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Démonstration. Comme toute fonction polynomiale est continue, la fonction z ÞÑ
|P pzq| est continue sur C par composition. De plus, |P pzq| Ñ `8 quand |z| Ñ `8 car
P est non constant (exo). Donc |P pzq| possède un minimum sur C par le Corollaire
3.4 : il existe z0 P C tel que @z P C : |P pz0q| ď |P pzq|. Quitte à remplacer P par le
polynôme P pz ` z0q, on peut également supposer que z0 “ 0. On a ainsi

@z P C : |P p0q| ď |P pzq|;

et il s’agit de montrer que P p0q “ 0. Supposons que P p0q ‰ 0, et essayons d’obtenir
une contradiction. Quitte à remplacer P par 1

P p0q P , on peut supposer que P p0q “ 1.

Comme P est non constant et P p0q “ 1, on peut écrire

P pzq “ 1` cmz
m ` zm`1Qpzq,

où m ě 1, cm ‰ 0 et Q est un polynôme (éventuellement nul). Autrement dit,

P pzq “ 1` cmz
mp1` εpzqq,

où εpzq :“ 1
cm
zQpzq. Comme la fonction polynomiale Qpzq est continue, on voit que

εpzq Ñ 0 quand z Ñ 0.

L’inégalité 1 “ |P p0q| ď |P pzq| s’écrit maintenant comme suit :

@z P C : |1` cmz
mp1` εpzqq| ě 1.

Voici maintenant le point clé : comme m ě 1, tout nombre complexe de module

1 possède des racines m-ièmes ; donc on peut choisir θ P R tel que eimθ “ ´ |cm|cm
, i.e.

cme
imθ “ ´|cm|. En prenant z “ reiθ dans l’inégalité précédente, on obtient ainsi

(˚) @r ą 0 :
ˇ

ˇ

ˇ
1´ |cm|r

m
`

1` εpreiθq
˘

ˇ

ˇ

ˇ
ě 1.

Choisissons alors r ą 0 tel que |cm|r
m ď 1 et |εpreiθq| ď 1{2, ce qui est possible

puisque εpzq Ñ 0 quand z Ñ 0. Par p˚q, on a

1 ď
ˇ

ˇ1´ |cm|r
m
ˇ

ˇ`

ˇ

ˇ

ˇ
|cm|r

mεpreiθq
ˇ

ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇ1´ |cm|r
m
ˇ

ˇ`
1

2
|cm|r

m

“ 1´ |cm|r
m `

1

2
|cm|r

m

“ 1´
1

2
|cm|r

m ă 1.

On a donc obtenu la contradiction cherchée.
�

Voici pour finir une dernière conséquence du Théorème 3.1.

Corollaire 3.5. Soient E et F deux espaces métriques, avec E compact. Si f :
E Ñ F est une bijection continue, alors f est un homéomorphisme, i.e. f´1 : F Ñ E
est continue.

Démonstration. Il suffit de montrer que
`

f´1
˘´1
pCq est fermé dans F pour tout

fermé C Ď E, i.e que fpCq est fermé dans F . Mais ceci est clair : comme E est compact,
le fermé C est compact, donc fpCq est compact car f est continue, et donc fpCq est
fermé dans F . �
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4. Continuité uniforme

Définition 4.1. Soient pE, dq et pF, dq deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E Ñ F est uniformément continue si f est continue en tout point
et si, étant donné ε ą 0, on peut prendre le même “δ de continuité” pour tous les
points de E. Avec des quantificateurs : f est uniformément continue si

@ε ą 0 Dδ ą 0 : d
`

fpuq, fpvq
˘

ď ε pour tous u, v P E vérifiant dpu, vq ď δ.

Remarque 1. Pour montrer qu’une application f : E Ñ F est uniformément
continue, il suffit d’obtenir une majoration de la forme d

`

fpuq, fpvq
˘

ď Φ
`

dpu, vq
˘

pour tous u, v P E, où Φpδq Ñ 0 quand δ Ñ 0`. On dit alors que la fonction Φ est un
témoin d’uniforme continuité pour f .

Remarque 2. Une application f : E Ñ F est uniformément continue si et seule-
ment si la chose suivante a lieu : pour toutes suites pukqkPN et pvkqkPN de points de E
telles que dpuk, vkq Ñ 0, on a que d

`

fpukq, fpvkq
˘

Ñ 0.

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension des définitions. �

Exemple 1. Toute application f lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. C’est évident : si on pose k :“ Lippfq, alors f est uniformément
continue avec témoin Φpδq :“ kδ. �

Exemple 2. La fonction t ÞÑ
?
t est uniformément continue sur R`, mais elle n’est

pas lipschitzienne.

Démonstration. Posons fptq :“
?
t.

La fonction f est dérivable sur s0,8r avec f 1ptq “ 1
2
?
t
¨ Comme f 1 n’est pas bornée

sur s0,8r (elle tend vers `8 en 0), on en déduit que f n’est pas lipschitzienne sur
s0,8r, et donc pas lipschitzienne sur R`.

Cependant, si s, t ě 0, alors
?
s` t ď

?
s `

?
t, comme on le voit en mettant au

carré. On en déduit que si 0 ď u ď v, alors fpvq ď fpuq ` fpv ´ uq, i.e. fpvq ´ fpuq ď
?
v ´ u ; donc, par symétrie : |fpvq ´ fpuq| ď

a

|v ´ u| pour tous u, v P R`. Donc f

est uniformément continue avec témoin Φpδq :“
?
δ. �

Exemple 3. Si ra, bs est un intervalle fermé borné, alors toute fonction continue
f : ra, bs Ñ R est uniformément continue : c’est le Théorème de Heine.

Démonstration. On le sait... ou pas. �

Exemple 4. La fonction t ÞÑ t2 n’est pas uniformément continue sur R.

Démonstration. Soit pukqkPN Ď s0,8r une suite tendant vers `8, soit pδkq Ď s0,8r
une suite tendant vers 0, et posons vk :“ uk`δk. Par définition, dpuk, vkq “ vk´uk Ñ 0.
Cependant, dpu2

k, v
2
kq “ v2

k ´ u2
k “ 2ukδk ` δ2

k ě 2ukδk. Donc, si on choisit δk :“ 1
uk

,

on voit que dpu2
k, v

2
kq ­Ñ 0 ; ce qui montre que la fonction t ÞÑ t2 n’est en effet pas

uniformément continue. �

Le résultat suivant est (peut-être) bien connu pour les fonctions continues sur un
intervalle fermé borné ra, bs Ď R. C’est une autre manifestation du “principe” selon
lequel la compacité donne de l’uniformité.
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Théorème 4.2. (Théorème de Heine)
Si K est un espace métrique compact, alors toute application continue f : K Ñ F (où
F est un espace métrique quelconque) est uniformément continue.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si pukq et pvkq sont deux suites d’éléments
de K telles que fpuk, vkq Ñ 0, alors d

`

fpukq, fpvkq
˘

Ñ 0. Supposons que ce ne soit

pas le cas. Alors, quitte à extraire une sous-suite de la suite des d
`

fpukq, fpvkq
˘

, on

peut supposer qu’il existe ε ą 0 telle que @k P N : d
`

fpukq, fpvkq
˘

ě ε. Comme
K est compact, la suite pukq possède une sous-suite puknq qui converge vers un point
a P K. Alors vkn tend vers a également, car dpvkn , aq ď dpvkn , uknq ` dpukn , aq et
dpvkn , uknq Ñ 0. Comme f est continue au point a, on en déduit que fpuknq Ñ fpaq
et fpvknq Ñ fpaq. Donc d

`

fpuknq, fpvknq
˘

Ñ d
`

fpaq, fpaq
˘

“ 0, ce qui est absurde

puisque d
`

fpuknq, fpvknq
˘

ě ε pour tout n P N. �

5. Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 5.1. Soit E un espace métrique. Un recouvrement ouvert de E est
une famille pOiqiPI d’ouverts de E telle que

Ť

iPI Oi “ E.

Exemple. Pour tout x P E, choisissons un nombre rx ą 0 et posons Bx :“ Bpx, rxq.
Alors la famille pBxqxPE est un recouvrement ouvert de E.

Théorème 5.2. Pour un espace métrique K, les choses suivantes sont équivalentes.

(1) K est compact.

(2) Tout recouvrement ouvert de K possède un sous-recouvrement fini ; au-
trement dit : pour tout recouvrement ouvert pOiqiPI de K, on peut trouver
i1, . . . , iN P I tels que Oi1 Y ¨ ¨ ¨ YOiN “ K.

Remarque. La propriété (2) s’appelle la propriété de Borel-Lebesgue. C’est
elle qui est utilisé pour définir la compacité dans le cadre des espaces topologiques
généraux : un espace topologique E est dit compact s’il est séparé et s’il possède la
propriété de Borel-Lebesgue.

Corollaire 5.3. Soit E un espace métrique. Pour un ensemble K Ď E, les choses
suivantes sont équivalentes.

(a) K est compact.

(b) Pour toute famille pViqiPI d’ouverts de E telle que
Ť

iPI Vi Ě K, on peut
trouver i1, . . . , iN P I tels que Vi1 Y ¨ ¨ ¨ Y ViN Ě K.

Démonstration. C’est clair par le théorème, puisque les ouverts de K sont exacte-
ment les ensembles de la forme O “ V XK où V est un ouvert de E. �

Comme en s’en doute, la preuve du Théorème 5.2 consiste à démontrer deux im-
plications ; dont l’une se trouve être plus simple que l’autre.

Preuve de l’implication p2q ùñ p1q. C’est la partie “facile” du théorème. Suppo-
sons (2) vérifiée. D’après la Remarque 2.12, pour montrer que K est compact il suffit
de montrer que si pCnqnPN est une suite décroissante de fermés non-vides de K, alors
Ş

nPNCn ‰ H ; ou de manière équivalente : que si pCnqnPN est une suite décroissante
de fermés de K telle que

Ş

nPNCn “ H, alors il existe un N P N tel que CN “ H.
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Pour n P N, posons On :“ KzCn. Les On sont des ouverts de K ; et comme
Ş

nPNCn “ H, on a
Ť

nPNOn “ K. Ainsi, la famille pOnqnPN est un recouvrement
ouvert de K. Par (2), on peut donc trouver n1, . . . , nr P N tels que K “ On1Y¨ ¨ ¨YOnr .
Mais la suite pOnq est croissante car la suite pCnq est décroissante. Donc, si on pose
N :“ maxpn1, . . . , nrq, alors On1 Y ¨ ¨ ¨ Y Onr “ ON . Ainsi, on a ON “ E ; autrement
dit CN “ H. �

La preuve de l’implication p1q ùñ p2q est plus délicate. On va utiliser les deux
lemmes suivants.

Lemme 5.4. Soit K un espace métrique compact. Pour tout ε ą 0, on peut trouver
aN , . . . , aN P K tels que

ŤN
j“1Bpaj , εq “ K.

Démonstration. Supposons que la conclusion annoncée soit fausse pour un certain
ε ą 0. Soit u0 P K quelconque. On a K ‰ Bpu0, εq par hypothèse, donc on peut trouver
u1 P K tel que u1 R Bpu0, εq, i.e. dpu1, u0q ě ε. De même, on a Bpu0, εqYBpu1, εq ‰ K,
donc on peut trouver u2 P K tel que u2 R Bpu0, εq Y Bpu1, εq, i.e dpu2, u0q ě ε et
dpu2, u1q ě ε. Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite pukqkPN de
points de K telle que @k @j ă k : dpuk, ujq ě ε. On a ainsi dpuk, uk1q ě ε pour tous
k, k1 P N tels que k ‰ k1. Donc la suite pukq ne possède aucun sous-suite convergente
(micro-exo), ce qui contredit la compacité de K. �

Lemme 5.5. (Lemme de Lebesgue)
Soit K un espace métrique compact. Si pOiqiPI est un recouvrement ouvert de K, alors
on peut trouver ε ą 0 vérifiant la propriété suivante : tout ensemble A Ď K tel que
diampAq ď ε est entièrement contenu dans un des ouverts Oi. On dit que ε est un
nombre de Lebesgue pour le recouvrement ouvert pOiqiPI .

Démonstration. Supposons que la conclusion annoncée soit fausse. Alors, pour tout
ε ą 0, on peut trouver un ensemble Aε Ď K tel que diampAεq ď ε mais Aε n’est contenu
dans aucun des ouvert Oi. En prenant ε :“ 1{k pour k P N˚ et en posant Bk :“ A1{k,
on obtient ainsi une suite pBkq de parties de K telle que Bk n’est contenu dans aucun
Oi et diampBkq Ñ 0 quand k Ñ8.

Les Bk sont en particulier non-vides, donc on peut choisir un point uk P Bk pour
tout k P N. Comme K est compact la suite pukq possède une sous-suite puknq qui
converge vers un point a P K. Comme

Ť

iPI Oi “ K, on peut trouver i0 P I tel que
a P Oi0 ; et comme Oi0 est ouvert, on peut choisir ε ą 0 tel que Bpa, εq Ď Oi0 . Soit
alors n P N tel que dpukn , aq ă ε{2 et diampBknq ă ε{2. Alors Bkn Ď Bpa, εq d’après
l’inégalité triangulaire (si u P Bkn

, alors dpu, aq ď dpu, ukn
q ` dpukn

, aq ď diampBkn
q `

dpukn
, aq ă ε). Donc Bkn Ď Oi0 , ce qui pose problème puisque Bkn est censé n’être

contenu dans aucun Oi. �

On peut maintenant terminer la preuve du Théorème 5.2.

Preuve de l’implication p1q ùñ p2q. Supposons que l’espace métrique K soit com-
pact, et montrons qu’il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Soit pOiqiPI un recouvrement ouvert de K. Par le Lemme 5.5, on peut choisir
un nombre de Lebesgue ε ą 0 pour le recouvrement pOiq. Par le Lemme 5.4, on
peut ensuite trouver a1, . . . , aN P K tels que K “ Bpa1, ε{2q Y ¨ ¨ ¨ Y BpaN , ε{2q.
Alors les boules Bk :“ Bpak, ε{2q vérifient diampBkq ď 2ε{2 “ ε ; donc, par définition
de ε, on peut trouver i1, . . . , iN tels que Bk Ď Oik pour k “ 1, . . . , N . On a alors
K “ Oi1 Y ¨ ¨ ¨ YOiN , ce qui termine la preuve. �
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6. Produits infinis de compacts ; procédé diagonal

On a vu que tout produit fini d’espaces compacts est compact ; autrement dit, si
K1, . . . ,KN sont des espaces métriques compacts et si on pose K :“ K1ˆ¨ ¨ ¨ˆKN , alors
toute suite pukq Ď K possède une sous-suite qui converge “coordonnée par coordonnée”.
Avec un peu plus d’efforts, on peut démontrer la même chose pour un produit infini
de compacts.

Théorème 6.1. Soit pKiqiPN une suite d’espace métriques compacts, et soit K :“
ś

iPNKi. (Les éléments de K sont donc de la forme u “
`

upiq
˘

iPI
, où upiq P Ki pour tout

i P N.) Si pukqkPN est une suite d’éléments de K, alors pukq possède une sous-suite pu1nq

qui converge coordonnée par coordonnée : @i P N : u1npiq
nÑ8
ÝÝÝÑ ai P Ki.

Démonstration. La suite pukp0qqkPN vit dans le compact K0, donc elle possède une
sous-suite convergente. Il existe ainsi un ensemble infini Λ0 Ď N et un point a0 P K0

tels que ukp0q Ñ a0 quand k Ñ8 et k P Λ0.
De même, la suite pukp1qqkPN vit dans le compact K1, donc on peut trouver un

ensemble infini Λ1 Ď Λ0 et un point a1 P K1 tels que ukp1q Ñ a1 quand k Ñ 8 et
k P Λ1.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite décroissante
pΛiqiě0 de parties infinies de N et des points a0 P K0, a1 P K2, a2 P K2, . . . tels que

@i P N : ukpiq
kÑ8
ÝÝÝÑ
kPΛi

ai.

Définissons alors
$

’

’

’

&

’

’

’

%

k0 :“ min Λ0,
k1 :“ min

 

k P Λ1; k ą k0

(

,
...
kn :“ min

 

k P Λn; k ą kn´1

(

pour tout n ě 1.

Par définition, la suite pknqkě0 est strictement croissante ; et pour tout i P N, la suite

puknpiqqněi est extraite de la suite pukpiqqkPΛi . Donc ukn
nÑ8
ÝÝÝÑ ai pour tout i P N.

Ainsi, on a bien trouvé une sous-suite puknq de pukq qui converge coordonnée par
coordonnée. �

Remarque. La méthode utilisée dans la preuve qu’on vient de faire porte le nom
de procédé diagonal. Le principe général est le suivant : si pΛiqiPN est une suite
décroissante de parties infinies de N, alors il existe un ensemble infini Λ qui est “presque
contenu” dans chacun des Λi, au sens où ΛzΛi est fini pour tout i P N. On dit qu’un
tel ensemble Λ “diagonalise” la suite pΛiq.

Corollaire 6.2. Soit pukqkPN une suite d’éléments de `8pNq. On suppose que la
suite pukq est simplement bornée : pour tout i P N fixé, la suite pukpiqqkPN est bornée
dans K. Alors la suite pukq possède une sous-suite puknq qui converge coordonnée par
coordonnée.

Démonstration. Par hypothèse, on a pour tout i P N une constante Mi ă 8 telle
que @k P N |fkpzq| ďMI . Donc, pour tout i P N, la suite pukpiqqkPN vit dans l’ensemble
Ki :“ Bp0,Miq Ď K, qui est un compact de K. Ainsi, les uk vivent dans le produit de
compacts K :“

ś

iPNKi, et on peut appliquer le Théorème 6.1. �



Chapitre 4

Espaces complets

1. Définitions et exemples

1.1. Suites de Cauchy, espaces complets.

Définition 1.1. Soit pE, dq un espace métrique, et soit pukqkPN une suite de points
de E. On dit que pukq est une suite de Cauchy si dpup, uqq Ñ 0 quand p, q Ñ 8.
Avec des quantificateurs : pukq est de Cauchy si et seulement si

@ε ą 0 DK P N tel que @p, q ě K : dpup, uqq ď ε.

Remarque 1. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Si uk Ñ a, alors dpup, uqq ď dpup, aq ` dpa, uqq
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0. �

Remarque 2. Dans un espace vectoriel normé, toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit pukq une suite de Cauchy dans un evn pE, } ¨ }q. Si on applique
la définition d’une suite de Cauchy avec ε :“ 6, on obtient un entier K tel que

@p, q ě K : }uq ´ up} ď 6.

On a alors @k ě K : }uk} ď }uk ´ uK} ` }uK} ď 6 ` }uK}. Donc, si on pose
M :“ maxp}u0}, . . . , }uK´1}, 6` }uK}q, alors

@k P N : }uk} ďM.

�

Remarque 3. Les suites de Cauchy restent les mêmes si on remplace la distance d
par une distance Lipschitz-équivalente. Donc, dans un espace vectoriel de dimension
finie, l’expression “suite de Cauchy” a un sens intrinsèque : cela signifie “suite de
Cauchy pour n’importe quelle norme”.

Démonstration. Exo. �

Le lemme suivant est souvent utile.

Lemme 1.2. Soit pukqkPN une suite de Cauchy dans un espace métrique pE, dq. Si
pukq possède une sous-suite convergente, alors pukq est convergente.

Démonstration. Supposons que pukq possède une sous-suite puknqnPN qui converge
vers un point a P E, et montrons que uk Ñ a. Soit ε ą 0. Comme pukq est de Cauchy,
on peut trouver K P N tel que @k, k1 ě K : dpuk, uk1q ď ε. Soit ensuite n0 P N tel que
kn0 ě K. On a kn ě K pour tout n ě n0, donc @k ě K @n ě n0 : dpuk, uknq ď ε.
Comme ukn Ñ a quand nÑ8, on en déduit que dpuk, aq ď ε pour tout k ě K. �

57
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Définition 1.3. On dit qu’un espace métrique pE, dq est complet si toute suite de
Cauchy de pE, dq est convergente dans E. Un espace vectoriel normé complet s’appelle
un espace de Banach.

Exemple 1. R est complet pour la distance usuelle : c’est ce que dit le critère de
Cauchy pour les suites de nombres réels.

Exemple 2. Q n’est pas complet pour la distance usuelle.

Démonstration. Soit prkqkPN une suite de rationnels convergeant vers un nombre
irrationnel a, par exemple a :“

?
2. La suite prkq converge dans R, donc elle est de

Cauchy dans R pour la distance usuelle. Mais prkq est une suite de rationnels, donc
c’est une suite de Cauchy de pQ, | ¨ |q ; et comme a R Q, elle ne converge pas dans Q.
Ainsi, pQ, | ¨ |q n’est pas complet. �

1.2. Quatre exemples très importants.

Exemple 1. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. Soit pE, dq un espace métrique compact. Si pukq est une suite de
Cauchy dans pE, dq, alors pukq possède une sous-suite convergente par compacité, et
donc pukq est convergente d’après le Lemme 1.2. �

Exemple 2. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Soit E un evn de dimension N ă 8 sur K “ R ou C. Par
équivalence des normes en dimension finie, il suffit de montrer que E :“ pRN , } ¨ }8q
est complet (micro-exo). Soit donc pukqkPN une suite de Cauchy dans pRN , } ¨ }8q. On
écrit uk “ pukp1q, . . . , ukpNqq.

Pour j P J1, NK et p, q P N, on a

|uqpjq ´ uppjq| ď }uq ´ up}8.

Donc, pour tout j P J1, NK, la suite pukpjqqkPN est de Cauchy dans R, qui est complet.

Par conséquent, chaque suite pukpjqqkPN converge, ukpjq
kÑ8
ÝÝÝÑ upjq P R. Si on pose

u :“ pup1q, . . . , upNqq P RN , alors uk Ñ u “coordonnée par coordonnée”, donc uk Ñ u
pour la norme } ¨ }8. Ainsi, on a bien montré que toute suite de Cauchy pukq converge
dans pRN , } ¨ }8q. �

Remarque. Cet exemple montre en particulier que C est complet pour la distance
usuelle ; ce qu’on aurait pu voir directement.

Exemple 3. Si I est un ensemble non-vide quelconque, alors l’espace `8pIq est
complet pour la norme } ¨ }8.

Démonstration. Soit pfkqkPN une suite de Cauchy dans p`8pIq, } ¨ }8q. On veut
montrer que pfkq converge dans `8pIq ; autrement dit, qu’il existe une f P `8pIq telle
que }fk ´ f}8 Ñ 0. On va faire cela en 3 étapes, ce qui est essentiellement toujours le
cas lorsqu’on veut montrer qu’un certain espace est complet.

Étape 1. Identification d’un “candidat limite”.
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Pour t P I fixé et pour tous p, q P N, on a

|fqptq ´ fpptq| ď }fq ´ fp}8
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Donc, pour tout t P I, la suite pfkptqqkPN est de Cauchy dans K “ R ou C, qui est
complet. Par conséquent, pour tout t P I, la suite pfkptqqkPN converge, fkptq Ñ lt P K.
Si on pose fptq :“ lt, on obtient ainsi une fonction f : I Ñ K telle

@t P I : fkptq
kÑ8
ÝÝÝÑ fptq.

Étape 2. Le candidat limite appartient au bon espace ; i.e. f P `8pIq.

Il s’agit de voir que la fonction f est bornée. Comme la suite pfkq est de Cauchy
dans `8pIq, elle est bornée dans `8pIq : on une constante M telle que }fk}8 ďM pour
tout k P N ; autrement dit

@k @t P I : |fkptq| ďM.

En fixant t P I et en faisant k Ñ8, on obtient

@t P I : |fptq| ďM ;

donc f est en effet bornée, avec }f}8 ďM .

Étape 3. fk Ñ f au sens de la distance considéré ; i.e. }fk ´ f}8 Ñ 0.

Soit ε ą 0 quelconque. Comme la suite pfkq est de Cauchy dans `8pIq, on peut
trouver K P N tel que @p, q ě K : }fq ´ fp}8 ď ε, i.e.

@p, q ě K @t P I : |fqptq ´ fpptq| ď ε.

En fixant t P I, en prenant q :“ k ě K et en faisant pÑ8, on obtient

@k ě K @t P I : |fkptq ´ fptq| ď ε;

autrement dit }fk ´ f}8 ď ε pour tout k ě K. On a donc bien montré que fk Ñ f
pour la norme } ¨ }8. �

Exemple 4. Soient E et F deux evn sur K “ R ou C, et soit LpE,F q l’espace des
applications linéaires continues T : E Ñ F , muni de sa norme naturelle. Si l’espace
d’arrivée F est complet, alors LpE,F q est complet. En particulier, pour tout evn E,
l’espace E˚ :“ LpE,Kq est complet. (On dit que E˚ est le dual de l’evn E.)

Démonstration. Soit pTkqkPN une suite de Cauchy dans LpE,F q. On veut montrer
qu’il existe T P LpE,F q telle que }Tk´T }LpE,F q Ñ 0. Dans la suite, on écrit simplement
} ¨ } au lieu de } ¨ }LpE,F q.

Étape 1. Identification d’un candidat limite.

Pour u P E fixé pour tous p, q P N, on a

}Tqpuq ´ Tppuq} “ }pTq ´ Tpqpuq} ď }Tq ´ Tp} }u}
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Donc, pour tout u P u, la suite pTkpuqqkPN est de Cauchy dans F , qui est supposé
complet. Par conséquent, pour tout u P E, la suite pTkpuqqkPN converge, Tkpuq Ñ lu P
F . Si on pose T puq :“ lu, on obtient une application T : E Ñ F telle

@u P E : Tkpuq
kÑ8
ÝÝÝÑ T puq.

Étape 2. Le candidat limite appartient au bon espace ; i.e. T P LpE,F q.



60 4. ESPACES COMPLETS

Il s’agit de montrer que l’application T : E Ñ F est linéaire et continue. Comme
les Tk sont linéaires et que Tkpuq Ñ T puq pour tout u P E, on vérifie sans difficulté que
T est linéaire (exo). Comme la suite pTkq est de Cauchy, elle est bornée dans LpE,F q :
on a une constante M telle que }Tk} ďM pour tout k P N ; autrement dit

@k @u P E : }Tkpuq} ďM }u}.

En fixant u P E et en faisant k Ñ8, on en déduit

@u P E : }T puq} ďM }u}.

Donc l’application linéaire T est continue, avec }T } ďM .

Étape 3. Tk Ñ T au sens de la distance considérée, i.e. }Tk ´ T } Ñ 0.

Soit ε ą 0. Comme la suite pTkq est de Cauchy, on peut trouver K P N tel que
@p, q ě K : }Tq ´ Tp} ď ε, i.e.

@p, q ě K @u P E : }pTq ´ Tpqpuq} ď ε }u}.

En prenant q :“ k ě K et en faisant pÑ8, on en déduit

@k ě K @u P E : }pTk ´ T qpuq} ď ε }u};

autrement dit @k ě K : }Tk ´ T } ď ε, par définition de } ¨ } “ } ¨ }LpE,F q. On a donc
bien montré que }Tk ´ T } Ñ 0. �

1.3. Sous-espaces. Si pE, dq est un espace métrique et M Ď E, on dira que M
est complet pour d si l’espace métrique pM,d|MˆM q est complet.

Proposition 1.4. Soit pE, dq un espace métrique et soit M Ď E. Si M est complet
pour d, alors M est fermé dans E.

Démonstration. Soit pukqkPN une suite d’éments de M telle que uk Ñ u P E : il
faut voir que u PM . Comme la suite pukq converge dans E, c’est une suite de Cauchy,
donc une suite de Cauchy dans pM,d|MˆM q puisque les uk appartiennent à M . Comme

M est supposé complet pour d, la suite pukq converge dans M , i.e. uk Ñ u1 P M . Par
unicité de la limite, on a u1 “ u ; donc u PM . �

Exemples. Q, RzQ, s0,8r, s0, 1s ne sont pas complets pour la distance usuelle
(induite par la valeur absolue), car ils ne sont pas fermés dans R.

Corollaire 1.5. Si E est un espace vectoriel normé quelconque, alors tout sous-
espace vectoriel de dimension finie M Ď E est fermé dans E.

Démonstration. On a vu que tout evn de dimension finie est complet. �

Proposition 1.6. Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit M Ď E. Si M
est fermé dans E, alors M est complet pour d.

Démonstration. Soit pukqkPN une suite de Cauchy dans pM,d|MˆM q. Alors pukq
est une suite de Cauchy dans pE, dq, donc elle converge dans E puisque E est supposé
complet : uk Ñ u P E. Comme M est fermé dans E, on a u PM ; et donc pukq converge
dans M . �

Corollaire 1.7. Si ra, bs est un intervalle compact de R, alors l’espace Cpra, bsq
est complet pour la norme } ¨ }8.
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Démonstration. On sait que Cpra, bsq est un sous-espace fermé de `8pra, bsq, puisque
toute limite uniforme de fonctions continues est une fonction continue. Comme on a
vu que `8pra, bsq est complet pour la norme } ¨ }8, on peut donc conclure que Cpra, bsq
est complet. �

1.4. Produits.

Proposition 1.8. Soient pE1, d1q, . . . , pEN , dN q des espaces métriques, et soit E :“
E1ˆ¨ ¨ ¨ˆEN muni de la distance produit. Si E1, . . . , EN sont complets, alors E aussi.

Démonstration. Aux notations près, la preuve est identique à celle de la complétude
de pRN , } ¨ }8q. On la laisse donc en exo. �

Exercice. Démontrer la réciproque : si E “ E1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆEN est complet, alors les Ei
sont complets.

2. Fermés embôıtés

Le résultat suivant est à comparer au “Théorème des compacts embôıtés” (Lemme

2.10 du Chapitre 3).

Lemme 2.1. (Théorème des fermés embôıtés)
Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit pCnqnPN une suite de fermés non-vides
de E. On fait les hypothèses suivantes :

(i) la suite pCnq est décroissante (Cn`1 Ď Cn pour tout n P N) ;

(ii) diampCnq Ñ 0 quand nÑ8.

Alors on peut conclure que
Ş

nPNCn est non-vide, et en fait réduite à un point tau.

Démonstration. Comme tous les Ck sont non-vides, on peut choisir pour tout k P N
un point xk P Ck.

Montrons que la suite pxkqkPN est de Cauchy. Si p, q P N avec par exemple p ď q
alors xp P Cp, et xq P Cq Ď Cp car la suite pCnq est décroissante ; donc dpxp, xqq ď
diampCpq. Ainsi :

@p, q P N : dpxp, xqq ď diam
`

Cminpp,qq

˘ p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Comme E est supposé complet, la suite de Cauchy pxkq converge, xk Ñ a P E. Si
n P N, alors @k ě n : xk P Ck Ď Cn. Comme Cn est supposé fermé dans E on en
déduit que a “ limxk P Cn, pour tout n P N. Ainsi a P

Ş

nPNCn et donc
Ş

nPNCn ‰ H.
Enfin, si b P

Ş

nPNCn, alors dpa, bq ď diampCnq pour tout n P N puisque a et b
appartiennent à Cn, donc dpa, bq “ 0 puisque diampCnq Ñ 0 quand n Ñ 8, et donc
b “ a. Ainsi,

Ş

nPNCn est réduite au point tau. �

Remarque. Dans le Théorème des fermés embôıtés, la condition sur les diamètres
est indispensable pour assurer que l’intersection des Cn est non-vide. Par exemple, si
on prend E :“ R et Cn :“ rn,8r, alors E est complet et pCnq est une suite décroissante
de fermés non-vides telle que

Ş

nPNCn “ H.

Exemple. Tout espace métrique complet sans points isolés est non dénombrable.
En particulier, R n’est pas dénombrable.

Démonstration. La preuve est la même que celle donnée pour R au Chapitre 2.
Soit pE, dq un espace métrique complet. Il s’agit de montrer que si pxnqnPN est une
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suite quelconque de points de E, alors on peut trouver un point a P E qui est différent
de tous les xn.

Comme E n’a pas de points isolés, il n’est pas réduit à 1 point ; donc on peut
trouver z0 P E tel que z0 ‰ x0, puis ε0 ą 0 tel que x0 R Bpz0, ε0q ; et on peut de plus
supposer que ε0 ď 2´0. Ensuite, comme E n’a toujours pas de points isolés, la boule
ouverte Bpz0, ε0q n’est pas réduite à 1 point ; donc on peut trouver z1 P Bpz0, ε0q tel
que z1 ‰ x1, puis ε1 ą 0 tel que x1 R Bpz1, ε1q et Bpz1, ε1q Ď Bpz0, ε0q, avec de plus
ε1 ď 2´1. Et on continue : par récurrence, on construit une suite décroissante de boules
fermées Bn “ Bpzn, εq avec εn ď 2´n, telle que @n P N : xn R Bn. Par le Théorème
des fermés embôıtés, l’intersection de toutes ces boules Bn est non-vide, réduite à un
point tau ; et a ‰ xn pour tout n P N puisque a P Bn et xn R Bn. �

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que si B “ Bpx, rq et
B1 “ Bpx1, r1q sont deux boules fermées de E telle que B1 Ď B, alors }x1 ´ x} ď 1

2 r.
En déduire que si E est complet, alors toute suite décroissante de boules fermées de E
a une intersection non-vide.

Exercice 2. On munit N de la distance d définit comme suit : dpn, nq :“ 0, et
dpn,mq :“ αn si n ă m, où pαkqkPN est une suite décroissante telle que αk Ñ α ą
0. Vérifier que d est effectivement une distance, et montrer que pN, dq est complet ;
puis montrer qu’il existe dans pN, dq une suite décroissante de boules fermées dont
l’intersection est vide.

3. Séries normalement convergentes

Définition 3.1. Soit E un espace vectoriel normé, et soit pukqkPN une suite de
points de E. On dit que la série

ř

uk est normalement convergente si la série à
termes positifs

ř

}uk} est convergente.

Exemples. Si E “ R ou C, une série “normalement convergente” d’éléments de
E est simplement une série absolument convergente. Si E “ p`8pIq, } ¨ }8q, une série
normalement convergente d’éléments de E est une série de fonctions qui “converge
normalement” au sens habituel.

Théorème 3.2. Dans un espace vectoriel norméE complet, toute série norma-
lement convergente est convergente. Autrement dit : si pukq est une suite d’éléments
de E telle que

ř8
k“0 }uk} ă 8, alors la série

ř

uk converge dans E, i.e. la suite des
sommes partielles Sn :“

řn
k“0 uk converge dans E.

Démonstration. La preuve est identique à celle du théorème affirmant que toute
séries absolument convergente de nombres réels ou complexes est convergente.

Comme E est supposé complet, il suffit de montrer que la suite pSnq est de Cauchy ;
ce qui est facile : si p, q P N et p ă q, alors

}Sq ´ Sp} “

›

›

›

›

›

›

q
ÿ

k“p`1

uk

›

›

›

›

›

›

ď

q
ÿ

k“p`1

}uk}
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0,

puisque la série
ř

}uk} est convergente. �

Exercice. Soit pE, dq un espace métrique complet. Montrer que si pxkq est une
suite de points de E telle que la série

ř

dpxk, xk`1q est convergente, alors la suite pxkq
converge dans E.
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Corollaire 3.3. Soit E un espace de Banach. Si H P LpEq vérifie }H} ă 1, alors
Id´H est inversible dans LpEq, avec

pId´Hq´1 “

8
ÿ

k“0

Hk,

où la série converge dans LpEq.

Démonstration. La série
ř

Hk est normalement convergente, car }Hk} ď }H}k

pour tout k P N et }H} ă 1. Donc la série
ř

Hk converge dans LpEq car LpEq est
complet, et on peut poser T :“

ř8
k“0H

k.

Pour tout n P N, on a pId ´ Hq
řn
k“0H

k “ Id ´ Hn`1 (micro-exo). Comme
Hn`1 Ñ 0 et comme l’application X ÞÑ pId´HqX est continue sur LpEq, on en déduit
que pId ´ HqT “ Id en faisant n Ñ 8. On montre de même que T pId ´ Hq “ Id.
Donc Id´H est inversible, d’inverse T . �

Exercice. Soit GLpEq :“ tT P LpEq; T inversibleu. Montrer que GLpEq est un
ouvert de LpEq.

Corollaire 3.4. Si A P MN pCq, alors la série
ř Ak

k! converge dans MN pCq. La
matrice

eA :“
8
ÿ

k“0

Ak

k!

s’appelle comme il se doit l’exponentielle de la matrice A.

Démonstration. On a le choix de la norme sur MN pCq puisqu’on est en dimension
finie. On choisit une norme } ¨ } subordonnée à une norme quelconque sur CN . Alors
›

›

›

Ak

k!

›

›

›
ď

}A}k

k! pour tout k P N. Donc la série
ř Ak

k! est normalement convergente car

la série
ř ak

k! converge pour tout a P R ; et donc la série
ř Ak

k! converge dans MN pCq
puisque MN pCq est complet. �

Exercice. Montrer que si A,B PMN pCq vérifient AB “ BA, alors eA`B “ eAeB.

La proposition suivante est une réciproque du Théorème 3.2.

Proposition 3.5. Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que toute série
normalement convergente à termes dans E est convergente. Alors on peut conclure que
E est complet.

Démonstration. Soit pukqkPN une suite de Cauchy d’éléments de E. Si on applique
la définition d’une suite de Cauchy avec ε :“ 2´n, on obtient, pour tout n P N, un
entier Kn tel que

@p, q ě Kn : }uq ´ up} ď 2´n.

De plus, on peut supposer que la suite pKnq est strictement croissante. Si on pose
vn :“ uKn , on obtient donc une sous-suite pvnq de pukq telle que

@n P N : }vn`1 ´ vn} “ }uKn`1 ´ uKn} ď 2´n.

La série
ř

}vn`1 ´ vn} est donc convergente ; et donc, par hypothèse sur E, la série
ř

pvn`1´ vnq converge dans E. Comme vn “ v0`
řn´1
i“0 pvi`1´ viq pour tout n P N, on

en déduit que la suite pvnq est convergente. Ainsi, on a montré que pukq possède une
sous-suite convergente. Comme pukq est toujours une suite de Cauchy, on peut donc
conclure que pukq est convergente, d’après le Lemme 1.2 �
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Exercice. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M Ď E un sous-espace vec-
toriel fermé. Montrer que si E est complet, alors l’espace vectoriel quotient E{M est
complet pour la norme quotient. (On rappelle que la norme quotient est définie comme

suit : }rxs}E{M “ distpx,Mq pour tout x P E.)

3.1. Applications linéaires surjectives. Comme illustration du Théorème 3.2,
on va démontrer un résultat donnant un critère de surjectivité pour les applications
linéaires continues.

Proposition 3.6. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé, et
T : X Ñ Y une application linéaire continue. On suppose qu’il existe deux constantes
M et c avec c ă 1 telles que la chose suivante ait lieu : pour tout y P Y tel que }y} ď 1,
on peut trouver x P X tel que }x} ď M et }T pxq ´ y} ď c. Alors on peut conclure que
l’application linéaire T est surjective ; et plus précisément, que pour tout y P Y , on
peut trouver x P X tel que }x} ď M

1´c }y} et T pxq “ y.

Démonstration. Par homogénéité, il suffit de montrer que pour tout y P Y vérifiant
}y} ď 1, on peut trouver x P X tel que }x} ď M

1´c et T pxq “ y.

Comme }y} ď 1, on peut trouver x0 P X tel que }x0} ďM et }y´T px0q} ď c. Alors
y1 :“ 1

c

`

y´ T px0q
˘

vérifie }y1} ď 1, donc on peut trouver x1 P X tel que }x1} ďM et
}y1 ´ T px1q} ď c ; autrement dit, par linéarité de T :

}y ´ T px0 ` c x1q} ď c2.

En continuant ainsi, on construit par récurrence une suite pxkqkě0 Ď X telle que
}xk} ďM pour tout k ě 0 et

@n P N : }y ´ T px0 ` c x1 ` ¨ ¨ ¨ ` c
nxnq} ď cn`1.

La série
ř

ckxk est normalement convergente car }ckxk} ďM ck et c ă 1. Comme
X est un espace de Banach, on peut donc poser

x :“
8
ÿ

k“0

ckxk.

On a }x} ď
ř8
k“0 }c

kxk} ď M
ř8
k“0 c

k “ M
1´c ; et T pxq “ y car T est continue et

cn`1 Ñ 0. �

Corollaire 3.7. (Théorème de prolongement de Tietze)
Soit E un espace métrique, et soit C un fermé de E. Pour toute fonction continue

bornée f : C Ñ R, on peut trouver une fonction continue bornée rf : C Ñ R telle que
rf|C “ f et } rf}8 “ }f}8.

Démonstration. Notons CbpEq l’espace des fonctions continues bornées sur E, muni
de la norme } ¨ }8, et considérons l’application linéaire (continue) T : CbpEq Ñ CbpCq
définie par T puq :“ u|C . Avec ces notations, il s’agit de voir que pour toute f P CbpCq,
on peut trouver rf P CbpEq telle que T p rfq “ f et } rf}8 ď }f}8. (On a toujours }u}8 ě

}T puq}8.)
Comme CbpEq est un espace de Banach (c’est un sous-espace fermé de l8pEq), il suffit

de montrer la chose suivante : si f P CbpCq vérifie }f}8 ď 1, alors on peut trouver
u P CbpEq telle que }u}8 ď 1{3 et }T puq ´ f}8 ď 2{3. En effet, si cela est acquis, on

pourra appliquer la proposition avec M :“ 1{3 et c :“ 2{3 (noter que 1{3
1´2{3 “ 1).

Soit donc f P CbpCq vérifiant }f}8 ď 1, i.e. ´1 ď fpzq ď 1 pour tout z P C. Posons
A :“ tx P C; fpzq ě 1{3u et B :“ tz P C; fpzq ď ´1{3u. Comme f est continue, A et
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B sont des fermés de C, donc des fermés de E puisque C est fermé ; et A X B “ H.
Par la Proposition 4.3 du Chapitre 2, on peut donc séparer A et B par une fonction
continue : il existe une fonction continue θ : E Ñ r0, 1s valant 1 sur A et 0 sur B. Si
on pose upxq :“ 2

3θpxq ´
1
3 , alors la fonction u est continue, elle est égale à 1{3 sur A

et à ´1{3 sur B, et on a ´1{3 ď upxq ď 1{3 pour tout x P E. Comme 1{3 ď fpzq ď 1
sur A, ´1 ď fpzq ď ´1{3 sur B et ´1{3 ă fpzq ă 1{3 sur CzpAYBq, on voit qu’on a
|upzq ´ fpzq| ď 2{3 pour tout z P C (exo), i.e. }T puq ´ f}8 ď 2{3. Donc la fonction u
convient. �

4. Prolongement des applications uniformément continues

Théorème 4.1. Soient E et F deux espaces métriques, avec F complet. Soit
également D Ď E une partie dense de E, et soit f : D Ñ F . On suppose que f
est uniformément continue. Alors f se prolonge de manière unique en une application

continue rf : E Ñ F ; et l’application rf est uniformément continue.

Démonstration. (i) Comme D est dense dans E, l’unicité d’un éventuel prolonge-
ment continu de f découle du théorème de “prolongement des identités” (Proposition

5.4 du Chapitre 2).

(ii) Montrons l’existence d’une application uniformément continue rf : E Ñ F qui
prolonge f .

Fait 1. Une application uniformément continue change les suites de Cauchy en
suites de Cauchy.

Preuve du Fait 1. C’est un exo de compréhension des définitions, qu’il est impor-
tant de faire soi même. �

Fait 2. Soit x P E quelconque. Si pzkqkPN est une suite d’éléments de D telle que
zk Ñ x, alors la suite

`

fpzkq
˘

converge dans F . De plus, lim fpzkq ne dépend pas de la
suite pzkq telle que zk Ñ x.

Preuve du Fait 2. Par le Fait 1, la suite
`

fpzkq
˘

est de Cauchy dans F car la suite
pzkq – qui converge dans E – est de Cauchy dans D et f est uniforméent continue ;
donc

`

fpzkq
˘

converge dans F puisque F est supposé complet.
Si pzkq et pz1kq sont deux suites d’éléments de D telle que zk Ñ x et z1k Ñ x,

alors la “suite mélangée” pz0, z
1
0, z1, z

1
1, . . . q converge également vers x ; donc la suite

`

fpz0q, fpz
1
0q, fpz1q, fpz

1
1q, . . .

˘

converge, ce qui entrâıne que d
`

fpzkq, fpz
1
kq
˘

Ñ 0. On a
donc lim fpzkq “ lim fpz1kq. �

Par le Fait 2, et comme D est dense dans E, on peut poser, pour tout x P E :

rfpxq :“ lim
kÑ8

fpzkq,

où pzkq est n’importe quelle suite d’éléments de D telle que zk Ñ x. On a rfpxq “ fpxq si

x P D car pour un tel x on peut prendre zk :“ x. Montrons que l’application rf : E Ñ F
est uniformément continue.

Soit ε ą 0 quelconque. On cherche un δ ą 0 tel que

dp rfpxq, rfpx1qq ď ε pour tous x, x1 P D vérifiant dpx, x1q ă δ.

Comme on sait que l’application f : D Ñ F est uniformément continue, on peut
trouver δ ą 0 tel que

dpfpzq, fpz1qq ď ε pour tous z, z1 P D vérifiant dpz, z1q ă δ.
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Montrons que ce δ convient. Soient x, x1 P E vérifiant dpx, x1q ă δ. Choisisons des
suites pzkq et pz1kq d’éléments de D telles que zk Ñ x et z1k Ñ x1. Alors dpzk, z

1
kq Ñ

dpx, x1q ă δ ; donc on peut trouver un entier k0 tel que @k ě k0 : dpzk, z
1
kq ă δ. On a

alors
@k ě k0 : dpfpzkq, fpz

1
kqq ď ε;

et comme fpzkq Ñ rfpxq et fpz1kq Ñ
rfpx1q par définition de l’application rf , on en déduit

dp rfpxq, rfpx1qq “ lim dpfpzkq, fpz
1
kqq ď ε. �

Corollaire 4.2. Soit sa, bq un intervalle de R “ouvert à gauche”. Si f : sa, bq Ñ R
est uniformément continue, alors f se prolonge par continuité au point a. (Résultat

analogue pour un intervalle pa, br “ouvert à droite”.)

Démonstration. On applique le théorème avec E :“ ra, bq et D :“ sa, bq, qui est
certainement dense dans E. �

Corollaire 4.3. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, avec F complet, et
soit M Ď E un sous-espace vectoriel dense dans E. Si T : M Ñ F est une application
linéaire continue, alors T se prolonge de manière unique en une application linéaire

continue rT : E Ñ F .

Démonstration. L’application linéaire continue T : M Ñ F est lipschitzienne, donc
uniformément continue. Donc, par le théorème, il existe une unique application conti-

nue rT : E Ñ F qui prolonge T . Il reste à voir que rT est linéaire.

Soient λ, µ P K. Les applications pu, vq ÞÑ rT pλu ` µvq et pu, vq ÞÑ λ rT puq ` µ rT pvq

sont continues sur EˆE car rT est continue, et elles cöıncident sur MˆM car rT|M “ T
et T est linéaire. Comme MˆM est dense dans EˆE, ces deux applications cöıncident
donc sur EˆE par “prolongement des identités” (Proposition 5.4 du Chapitre 2) ; ce qui

prouve la linéarité de rT . �

5. Complété d’un espace métrique

Le théorème suivant montre en particulier que toute suite de Cauchy dans un
espace métrique pE, dq quelconque est en fait convergente ; mais dans un espace plus
gros.

Théorème 5.1. Soit pE, dq un espace métrique quelconque. Il existe un espace

métrique p pE, pdq possédant les propriétés suivantes :r “E Ď pE”, i.e. E se plonge isométriquement dans pE ;r E est dense dans pE ;r p pE, pdq est complet.

De plus, l’espace métrique p pE, pdq est unique à isométrie près. On dit que p pE, pdq est le
complété de l’espace métrique pE, dq.

Exemple. Le complété de Q muni de la distance usuelle est R, puisque R est complet
et que Q est dense dans R.

Preuve du théorème. (i) Existence. On sait que, comme tout espace métrique, E
se plonge isométriquement dans p`8pIq, } ¨ }8q pour un certain ensemble I. On sait

aussi que p`8pIq, } ¨ }8q est complet. Donc, si on note pE l’adhérence de E dans `8pIq

et pd la distance sur pE induite par } ¨ }8, alors p pE, pdq possède les propriétés requises.
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(ii) Unicité. On va utiliser le théorème de prolongement des applications uni-
formément continues. Soient pM1, d1q et pM2, d2q deux “complétés” de pE, dq : on
veut montrer que pM1, d1q et pM2, d2q sont isométriques. Par hypothèse, pM1, d1q et
pM2, d2q sont complets avec “E ĎM1” et “E ĎM2”, et E est dense dans M1 et dans
M2. Soient i1 : E Ñ M1 et i2 : E Ñ M2 les injections canoniques. Comme E Ď M1

est dense dans M1 et comme i2 : E Ñ M2 est une isométrie, donc une application
uniformément continue ( !), il existe une unique application continue J : M1 Ñ M2

telle que Jpxq “ i2pxq “ x pour tout x P E Ď M1. De plus, comme i2 est une
isométrie, on vérifie (exo) que J est une isométrie. De même, il existe une isométrie
J 1 : M2 Ñ M1 telle que J 1pxq “ x pour tout x P E Ď M2. On a alors J 1 ˝ Jpxq “ x
pour tout x P E Ď M1, et J ˝ J 1pxq “ x pour tout x P E Ď M2. Ainsi, l’application
J 1 ˝ J : M1 ÑM1 cöıncide avec idM1 sur E, et J ˝ J 1 “M2 ÑM2 cöıncide avec idM2

sur E. Comme E est dense dans M1 et M2 et comme J 1 ˝J et J ˝J 1 sont continues (ce
sont des isométries), on en déduit qu’on a J 1 ˝J “ idM1 et J ˝J 1 “ idM2 . Donc J et J 1

sont des isométries bijectives et J 1 “ J´1 ; et ainsi, M1 et M2 sont isométriques. �

Exercice. Montrer que si E est un espace vectoriel normé, alors son complété pE
peut être muni d’une structure d’espace vectoriel normé. Autrement dit : le complété
d’un evn est un espace de Banach.

6. Complétude et compacité

On a vu plus haut que tout espace métrique compact est complet. De plus, on sait
également (cf le Chapitre 3) que tout espace métrique E compact est précompact, ce
qui signifie que pour tout ε ą 0, on peut recouvrir E par un nombre fini d’ensembles
de diamètres ď ε. Le théorème suivant montre que la chose qui manque à un espace
métrique précompact pour être compact est précisément d’être complet.

Théorème 6.1. Un espace métrique pE, dq est compact si et seulement si il est
précompact et complet.

Le preuve de ce théorème repose sur le lemme suivant. Pour démontrer le théorème,
on a en fait uniquement besoin de savoir que (i) ùñ (ii).

Lemme 6.2. Pour un espace métrique pE, dq, les choses suivantes sont équivalentes.

(i) E est précompact.

(ii) Toute suite pukqkPN Ď E possède une sous-suite de Cauchy.

Preuve du Lemme 6.2. (i) ùñ (ii). Supposons E précompact. Soit pukqkPN une
suite quelconque de points de E : on cherche à construire une sous-suite puknq qui soit
de Cauchy. Comme E est précompact, on peut trouver des ensembles Z1, . . . , ZN Ď E
de diamètre ď ε0 :“ 2´0 tels que E “ Z1Y ¨ ¨ ¨ YZN . Il y a une infinité d’entiers k P N
et un nombre fini de Zi, donc on peut trouver i0 P J1, NK et un ensemble infini Λ0 Ď N
tels que @k P Λ0 : uk P Zi0 . On a alors

@k, k1 P Λ0 : dpuk, uk1q ď diampZi0q ď 2´0.

En répétant ce raisonnement avec ε1 :“ 2´1 au lieu de ε0 et Λ0 au lieu de N, on obtient
un ensemble infini Λ1 Ď Λ0 tel que @k, k1 P Λ1 : dpuk, uk1q ď 2´1. Et ainsi de suite :
par récurrence, on construit une suite décroissante pΛnqně0 de parties infinies de N
telle que

@n ě 0 @k, k1 P Λn : dpuk, uk1q ď 2´n.
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Posons alors k0 :“ min Λ0 et kn :“ min tk P Λn; k ą kn´1u pour tout n ě 1
(procédé diagonal). On obtient de la sorte une sous-suite puknq de pukq. Si p, q P N,
alors kp P Λp et kq P Λq ; donc kp et kq appartiennent tous les deux à Λminpp,qq car la
suite pΛnq est décroissante. Par conséquent :

@p, q P N : dpukp , ukqq ď 2´minpp,qq p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0;

et donc la sous-suite puknq est de Cauchy.

(ii) ùñ (i) Supposons (ii) vérifiée. Soit p pE, pdq le complété de pE, dq. Par (ii), toute

suite pukqkPN Ď E possède une sous-suite qui converge dans pE. Donc E est relativement

compact dans pE ; et donc E est précompact. �

Preuve du Théorème 6.1. Par le Lemme 6.2, c’est à présent un micro-exo : il sufit
d’écrire les définitions. �

Corollaire 6.3. Soit pM,dq un espace métrique complet. Pour un ensemble A Ď
M , on a l’équivalence suivante A est précompact ðñ A est compact.

Démonstration. Si A est compact, alors A est précompact et donc A aussi. In-
versement, si A est précompact, alors A aussi (exo) ; donc A est compact car A est
complet en tant que fermé de l’espace complet M . �

Corollaire 6.4. Un espace métrique E est précompact si et seulement si son

complété pE est compact.

Démonstration. C’est évident d’après le corollaire précédent appliqué à M :“ pE et
A :“ E. �

7. Théorème du point fixe

Le théorème suivant possède d’innombrables applications.

Théorème 7.1. Soit pE, dq un espace métrique complet, et soit Z un ensemble tel
que E Ď Z. Soit également Φ : E Ñ Z. On suppose que

(i) E est stable par Φ, i.e. ΦpEq Ď E ;

(ii) l’application Φ : pE, dq Ñ pE, dq est contractante, i.e k - lipschitzienne pour
une certaine constante k ă 1.

Alors Φ possède un unique point fixe dans E ; autrement dit, il existe un et un seul
point a P E tel que Φpaq “ a. De plus, si on se donne un point x0 P E quelconque,
alors la suite pxnqně0 définie par la récurrence xn`1 “ Φpxnq converge vers a, et la
convergence a lieu à vitesse géométrique ; plus précisément :

@n ě 1 : dpxn, aq ď
kn

1´ k
dpx0, x1q.

Démonstration. Soit x0 P E quelconque. Comme E est stable par Φ, on peut en
effet définir une suite pxnqně0 Ď E par la récurrence xn`1 “ Φpxnq.
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Montrons que la suite pxnq est de Cauchy. On remarque d’abord que si n ě 1, alors

dpxn, xn`1q “ dpΦpxn´1q,Φpxnq
˘

ď k dpxn´1, xnq

ď k2 dpxn´2, xn´1q si n ě 2

ď ¨ ¨ ¨

ď kndpx0, x1q.

(L’inégalité est vraie également pour n “ 0.) On en déduit que si p, q P N et p ă q,
alors

dpxp, xqq ď dpxp, xp`1q ` dpxp`1, xp`2q ` ¨ ¨ ¨ ` dpxq´1, xqq

ď
`

kp ` kp`1 ` ¨ ¨ ¨ ` kq´1
˘

dpx0, x1q

p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0 car la série

ř

ki converge.

Donc la suite pxnq est en effet de Cauchy. Comme E est supposé complet, la suite
pxnq converge, xn Ñ a P E. De plus, en prenant p :“ n P N et en faisant q Ñ 8 dans
l’inégalité précédente, on voit que

@n P N : dpxn, aq ď

˜

8
ÿ

i“n

ki

¸

dpx0, x1q “
kn

1´ k
dpx0, x1q.

Comme l’application Φ est continue (car lipschitzienne), on a Φpaq “ lim Φpxnq “
limxn`1 “ a ; autrement dit a est un point fixe de Φ.

Enfin, a est le seul point fixe de Φ : si b P E vérifie Φpbq “ b, alors

dpa, bq “ d
`

Φpaq,Φpbq
˘

ď k dpa, bq,

ce qui n’est possible que si dpa, bq “ 0 puisque k ă 1. �

Corollaire 7.2. Soient pE, dq un espace métrique complet, Z un ensemble tel
que E Ď Z et Φ : E Ñ Z telle que ΦpEq Ď E. S’il existe un entier r ě 1 tel que
Φr :“ Φ ˝ ¨ ¨ ¨Φ soit contractante, alors Φ possède un et un seul point fixe dans E.

Démonstration. Par le théorème, l’application Φr possède un unique point fixe a.
Mais Φpaq est alors point fixe de Φr (micro-exo), donc Φpaq “ a par unicité, et ainsi
a est en fait point fixe de Φ. Enfin, si b est un autre point fixe de Φ, alors b est aussi
point fixe de Φr (micro-exo), et donc b “ a. �

Exemple. Soit E un espace de Banach. Si h : E Ñ E est une application contrac-
tante, alors Id´h est une bijection de E sur E. De plus, pId´hq´1 est lipschitzienne.

Démonstration. Montrons d’abord que f :“ Id ´ h est bijective. Soit y P E quel-
conque : on veut montrer que l’équation fpxq “ y possède une et une seule solution.
Cette équation peut s’écrire comme un problème de point fixe (c’est une idée impor-

tante) :

fpxq “ y ðñ x`
`

y ´ fpxq
˘

“ x.

Soit Φ “ Φy : E Ñ E l’application définie par

Φpxq :“ x`
`

y ´ fpxq
˘

“ y ` hpxq.

Comme y est fixé et que h est contractante, l’application Φ est contractante ; donc
elle possède un unique point fixe, ce qui prouve que f est bijective.
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Montrons maintenant que f´1 est lipschitzienne. Par hypothèse, l’application h est
k - lipschitzienne pour une certaine constante k ă 1. On a donc pour tous x, x1 P E :

}fpx1q ´ fpxq} “ }px1 ´ xq ´ phpx1q ´ hpxqq}

ě }x1 ´ x} ´ }hpx1q ´ hpxq}

ě p1´ kq }x1 ´ x}.

Comme f est bijective, on en déduit

@y, y1 P E : }y1 ´ y} ě p1´ kq }f´1py1q ´ f´1pyq};

ce qui prouve que f´1 est M - lipschitzienne avec M :“ 1
1´k ¨ �

Exercice. Soit E un espace de Banach, et soit H P LpEq vérifiant }H} ă 1. Écrire
l’équation pId ´ HqT “ Id d’inconnue T P LpEq comme un problème de point fixe
pour une certaine application Φ : LpEq Ñ LpEq, et montrer que ce problème admet
une unique solution T . Déterminer explicitement la suite pTnqně0 définie par T0 :“ Id
et l’itération Tn`1 “ ΦpTnq. Conclusion ?

8. Théorème de Baire

Le résultat suivant est un moyen souvent efficace de montrer que certains ensembles
sont non-vides. Il a de très nombreuses applications, parfois inattendues. Dans la suite,
on dira qu’un espace métrique pE, dq est topologiquement complet s’il existe une
distance δ sur E topologiquement équivalente à d telle que pE, δq soit complet.

Théorème 8.1. Soit pE, dq un espace métrique topologiquement complet, et soit
pOiqiPI une famille dénombrable d’ouverts de E. On suppose que chaque ouvert Oi
est dense dans E. Alors, on peut conclure que G :“

Ş

iPI Oi est dense dans E ; et en
particulier que

Ş

iPI Oi ‰ H.

Démonstration. On fait la preuve pour un ensemble d’indices I infini (ce qui est
clairement le cas le plus difficile). Comme I est dénombrable, on peut supposer que
I “ N ; et on note alors la suite d’ouverts pOnqnPN plutôt que pOiqiPN. Enfin, comme
E est topologiquement complet, on peut d’emblée supposer qu’il est complet pour la
distance d donnée.

Soit O un ouvert quelconque de E, avec O ‰ H : on veut montrer que GXO ‰ H.

Comme O0 est dense dans E, on a O0 X O ‰ H. Soit x0 P O0 X O. Comme
O0 XO est un ouvert de E (intersection de 2 ouverts), on peut trouver ε0 ą 0 tel que
Bpx0, ε0q Ď O XO0.

La boule ouverte Bpx0, ε0q est un ouvert non-vide de E ; donc Bpx0, ε0q XO1 ‰ H

car O1 est dense dans E. Soit x1 P Bpx0, ε0qXO1. Comme Bpx0, ε0qXO1 est un ouvert
de E, on peut trouver ε1 tel que 0 ă ε1 ď 2´1 et Bpx1, ε1q Ď Bpx0, ε0q XO1.

En répétant ce raisonnement, on voit qu’on peut construire par récurrence une
suite pxnqně0 de points de E et une suite pεnqně0 de nombres réels ą 0 telles quer Bpx0, ε0q Ď O XO0.r εn ď 2´n et Bpxn, εnq Ď Bpxn´1, εn´1q XOn pour tout n ě 1 ;

Posons alors Cn :“ Bpxn, εnq pour tout n ě 0. Par définition, les Cn sont des fermés
non-vides de E, la suite pCnq est décroissante, et diampCnq Ñ 0 quand nÑ8. D’après
le Théorème des fermés embôıtés, on sait que

Ş

ně0Cn est non-vide, réduite à un point
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tau. Comme Cn Ď On pour tout n P N et C0 Ď O, on a a P O X
Ş

nPNOn “ GXO, ce
qui termine la preuve. �

Exercice. Soit E un espace métrique quelconque. Montrer que si O1, . . . , ON sont
des ouverts denses de E, alors O1 X ¨ ¨ ¨ XON est encore dense dans E.

Corollaire 8.2. Soit E un espace métrique topologiquement complet.r Si pFnqnPN est une suite de fermés de E et si chaque Fn est d’intérieur vide
dans E, alors M :“

Ť

PN Fn est encore d’intérieur vide ; et en particulier
Ez

Ť

nPN Fn ‰ H.r De manière équivalente : si pFnqnPN est une suite de fermés d’un espace
métrique topologiquement complet E et si

Ť

nPN Fn est d’intérieur non-vide

dans E, alors il existe au moins un n P N tel que F̊n ‰ H.

Démonstration. Soit pFnqnPN une suite de fermés d’intérieur vide. Si on pose On :“
EzFn, alors les On sont des ouverts denses de E. Donc G :“

Ş

nPNOn est dense dans
E ; autrement dit M est d’intérieur vide puisque EzG “M . �

Corollaire 8.3. Soit E un espace métrique topologiquement complet. Si pCnqnPN
est une suite de fermés de E telle que

Ť

PNCn “ E, alors Ω :“
Ť

nPN C̊n est dense
dans E.

Démonstration. On va montrer que EzΩ est d’intérieur vide. Comme E “
Ť

nPNCn,
on a

EzΩ “

˜

ď

nPN
Cn

¸

z

˜

ď

nPN
C̊n

¸

Ď
ď

nPN
pCnzC̊nq.

Si on pose Fn :“ CnzC̊n, alors les Fn sont des fermés de E car les Cn sont fermés ;
et les Fn sont visiblement d’intérieur vide (micro-exo). Donc EzΩ “

Ť

nPN Fn est
d’intérieur vide d’après le Corollaire 8.2 �

Corollaire 8.4. Soit E un espace métrique topologiquement complet. Si pGiqiPI
est une famille dénombrable de Gδ denses de E, alors G :“

Ş

iPI Gi est encore un Gδ
dense de E.

Démonstration. Exo. �

Exemple. Si E est un espace métrique topologiquement complet et sans point
isolé, alors E est nécessairement non dénombrable. En particulier :r R n’est pas dénombrable ;r Q n’est pas topologiquement complet.

Démonstration. On a déjà démontré ce résultat en utilisant le Théorème des fermés
embôıtés. Avec le Théorème de Baire, ça va un peu plus vite.

Supposons que E soit dénombrable, et écrivons E “ txn; n P Nu. Si on pose
Fn :“ txnu, alors les Fn sont des fermés de E, et ils sont d’intérieur vide dans E
car E n’a pas de point isolé. D’après le Théorème de Baire,

Ť

nPN Fn doit encore être
d’intérieur vide dans E, ce qui est absurde puisque

Ť

nPN Fn “ E. �
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9. Trois applications “non triviales”

9.1. Projection sur un convexe complet. Pour illustrer le théorème des fermés
emboités, on va démontrer le résultat suivant, qui est à la base de toute la théorie des
“espaces de Hilbert” (dont on ne parlera pas...).

Théorème 9.1. (Théorème de projection)
Soit H un espace vectoriel normé pré-hilbertien, i.e. dont la norme } ¨ } provient
d’un produit scalaire. Soit également C Ď H une partie convexe, non-vide et complète
pour } ¨ }. Pour tout point a P H, il existe un et un seul point u P C tel que }a´ u} “
distpa,Cq. Ce point u s’appelle le projeté de a sur le convexe C, et se note en général
pCpaq.

Démonstration. Quitte à remplacer C par Ca :“ C ´ a “ tu ´ a; u P Cu – qui
est tout autant convexe et complet que C – on se ramène au cas où a “ 0. Comme
distp0, Cq “ inf t}u}; u P Cu, il s’agit alors de montrer que C possède un et un seul
point de norme minimale.

Posons d :“ inf t}u}; u P Cu, et pour n P N˚, soit

Cn :“

"

u P C; }u} ď d`
1

n

*

.

Par définition de d, les Cn sont tous non-vides. Ils sont également fermés dans H (exo),
et la suite pCnq est visiblement décroissante. De plus, on a

č

ně1

Cn “ tu P C; }u} ď du “ tu P C; }u} “ du par définition de d.

Il s’agit donc de montrer que
Ş

ně1Cn contient exactement 1 point ; et par le Théorème
des fermés embôıtés, il suffit pour cela de vérifier que diampCnq Ñ 0 quand nÑ8.

Soit n P N˚ quelconque. Si u, v P Cn, alors u`v
2 P Cn car Cn est un ensemble

convexe (exo), et donc
›

›

u`v
2

›

› ě d. De plus, }u} ď d` 1
n et }v} ď d` 1

n par définition
de Cn. Enfin, d’après l’identité du parallèlogramme, on a

}u` v}2 ` }u´ v}2 “ 2
`

}u}2 ` }v}2
˘

.

On obtient donc

}u´ v}2 “ 2
`

}u}2 ` }v}2
˘

´ }u` v}2

ď 2

«

ˆ

d`
1

n

˙2

`

ˆ

d`
1

n

˙2
ff

´ 4d2

“
8d

n
`

4

n2
¨

Ceci étant vrai pour tous u, v P Cn, on en déduit

diampCnq ď

c

8d

n
`

4

n2

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

�

Remarque. Si C est un sous-espace vectoriel de H, alors pCpaq est caractérisé par
les propriétés suivantes :

pCpaq P C et pa´ pCpaqq K C.

Pour cette raison, on dit que pCpaq est le projeté orthogonal de a sur E.
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Démonstration. Comme C est un espace vectoriel, pCpaq` tv appartient à C pour
tout v P C et pour tout t P R. Donc, si on fixe v P C, la fonction f : R Ñ R définie
par fptq :“ }pCpaq ` tv ´ a}2 possède un minimum en t :“ 0 par définition de pCpaq.
En développant le produit scalaire, et en supposant par commodité que l’espace H est
réel, on voit que fptq “ }v}2 t2 ` 2xpCpaq ´ a, vy t` }pCpaq ´ a}

2. En particulier, f est
dérivable sur R et f 1p0q “ 2xpCpaq ´ a, vy. On a donc xpCpaq ´ a, vy “ 0, pour tout
v P C.

Soit u un point de C vérifiant pu ´ aq K C : montrons que nécessairement u “
pCpaq. Comme C est un espace vectoriel, on a v ´ u P C pour tout v P C, et donc
pa ´ uq K pv ´ uq. D’après le Théorème de Pythagore, on a donc }a ´ v} ě }a ´ u},
pour tout v P C (faire un dessin) ; et donc u “ pCpaq par “unicité du projeté”. �

Dans les trois exercices qui suivent, on garde les notations et les hypothèses du
Théorème de projection ; et on suppose que le corps de base est R par commodité.

Exercice 1. Montrer que si a P H, alors

@v P C : xa´ pCpaq, v ´ pCpaqy ď 0.

(Commencer par vérifier que γptq :“ pCpaq ` tpv ´ pCpaqq P C pour tout t P r0, 1s. En déduire

que fptq :“ }γptq ´ a}2 atteint son minimum sur r0, 1s au point t :“ 0, et conclure.)

Exercice 2. Montrer que l’application pC : H Ñ C est 1 - lipschitzienne. (Étant

donné x, y P H, appliquer l’Exercice 1 avec a :“ x, v :“ pCpyq et a :“ y, v :“ pCpxq ; puis

ajouter les inégalités.)

Exercice 3. Montrer que si C est un sous-espace vectoriel de H, alors l’application
pC est linéaire.

9.2. Équations différentielles. Pour illustrer le théorème du point fixe, on va
démontrer un résultat d’existence et d’unicité de solution d’une ’equation différentielle.

Proposition 9.2. Soit I un intervalle compact de R, et soit f : I ˆ R Ñ R.
On suppose que f est continue sur I ˆ R, et lipschitzienne par rapport à la 2ème
variable. Alors, pour tout t0 P I et pour pour tout u0 P R, il existe une unique fonction
u : I Ñ R de classe C1 qui est solution de l’équation différentielle u1ptq “ f

`

t, xptq
˘

avec la “condition initiale” upt0q “ u0.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier (mais non trivial) du Théorème de
Cauchy-Lipschitz, dont on ne donnera pas l’énoncé général. Le propos ici est juste
de donner une illustration intéressante du Théorème du point fixe sans s’embarasser
de complications techniques.

Dans le jargon des équations différentielles, on veut montrer que le Problème de
Cauchy

(˚)

"

u1ptq “ f
`

t, uptq
˘

upt0q “ u0

possède une unique solution.
Si u : I Ñ R est une fonction continue, alors u est solution de p˚q si et seulement

si elle vérifie

@t P I : uptq “ u0 `

ż t

t0

f
`

s, upsq
˘

ds.

Autrement dit, si on note comme d’habitude CpIq l’ensemble des fonctions continues
x : I Ñ R et FpIq l’ensemble de toutes les fonctions x : I Ñ R, alors u est solution du
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problème de Cauchy si et seulement si u est un point fixe de l’application Φ : CpIq Ñ
FpIq définie par

Φpuqptq :“ u0 `

ż t

t0

fps, upsqq ds.

Il s’agit donc de montrer que Φ possède un unique point fixe u P CpIq.
On sait CpIq est complet pour la distance induite par la norme } ¨ }8. De plus, si

u P CpIq, alors Φpuq est une fonction continue et même de classe C1, car f est continue.
Donc CpIq est stable par Φ. Pour conclure, il suffit donc de montrer que l’application
Φ : CpIq Ñ CpIq possède une itérée contractante, i.e. qu’il existe un entier r ě 1 tel
que Φr soit contractante.

Par hypothèse sur f , il existe une constante C telle que

@s P I @x, y P R : |fps, yq ´ fps, xq| ď C |y ´ x|.

Donc, si u, v P CpIq et si t P I, alors

|Φpvqptq ´ Φpuqptq| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0

|fps, vpsqq ´ fps, upsqq| ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t

t0

|vpsq ´ upsq| ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C |t´ t0| ˆ }v ´ u}8.

En remplaçant u et v par Φpuq et Φpvq, on en déduit

||Φ2pvqptq ´ Φ2puqptq|| ď C
ˇ

ˇ

ˇ

şt
t0
|Φpvqpsq ´ Φpuqpsq| ds

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
ˇ

ˇ

ˇ

şt
t0
C |s´ t0| }v ´ u}8 ds

ˇ

ˇ

ˇ

“
C2|t´t0|2

2 }v ´ u}8;

puis par récurrence :

}Φrpvqptq ´ Φrpuqptq|| ď
Cr|t´ t0|

r

r!
}v ´ u}8

pour tout t P I et pour tout r P N. On a donc

}Φrpvq ´ Φrpuq}8 ď
Cr|I|r

r!
}v ´ u}8

pour tout r P N et pour tous u, v P CpIq. Ainsi, Φr est Cr - lipschitzienne pour tout

r P N, où Cr :“ Cr|I|r

r! ¨ Donc Φr est contractante si r est suffisamment grand, puisque
Cr Ñ 0 quand r Ñ8. �

Exercice. Soient a, , u0 P R, et soit Φ : Cpr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq l’application définie

par Φpuqptq :“ u0`
şt
0 a upsq ds. Déterminer explicitement la suite de fonctions punqnPN

définie par u0ptq :“ u0 et un`1 :“ Φpunq. Conclusion ?

9.3. Fonctions nulle-part dérivables. Comme illustration du théorème de Baire,
on va démontrer qu’il existe des fonctions continues “très méchantes”.

Théorème 9.3. Il existe des fonctions continues sur r0, 1s qui ne sont dérivables
en aucun point.
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Démonstration. On va utiliser le Théorème de Baire pour montrer que l’ensemble
des fonctions continues nulle-part dérivable est dense dans l’espace de Banach Cpr0, 1sq,
et donc en particulier non-vide. Mais on ne produira pas explicitement une telle fonc-
tion, ce qui est typique dans les démonstrations d’existence d’objets bizarres basées
sur le Théorème de Baire.

Pour n P N, posons

On “

"

f P Cpr0, 1sq; @x P r0, 1s : sup
y‰x

|fpyq ´ fpxq|

|y ´ x|
ą n

*

.

Fait 1. Chaque Un est un ouvert de Cpr0, 1sq.

Preuve du Fait 1. Fixons n, et posons Fn :“ Cpr0, 1sqzOn. Par définition, une fonc-
tion f appartient à Fn si et seulement si il existe un point x P r0, 1s tel que la propriété
suivante ait lieu :

(˚) @y P r0, 1s : |fpyq ´ fpxq| ď n |x´ y|.

Notons F l’ensemble des couples px, fq P r0, 1s ˆ Cpr0, 1sq vérifiant la propriété p˚q.
Comme l’application px, fq ÞÑ fpxq est continue sur r0, 1s ˆ Cpr0, 1sq (exo), on voit que
l’ensemble F est un fermé de r0, 1sˆCpr0, 1sq ; et par définition de F, on a l’équivalence

f P Fn ðñ Dx P r0, 1s : px, fq P F.

Comme r0, 1s est compact, on en déduit que Fn est fermé dans Cpr0, 1sq, d’après le
Lemme ?? du Chapitre 3. Donc Un est en effet ouvert. �

Fait 2. Chaque On est dense dans Cpr0, 1sq.

Preuve du Fait 2. On sait que l’ensemble des fonctions lipschitziennes est dense
dans Cpr0, 1s : cela vient par exemple du fait que toute fonction continue f : r0, 1s Ñ
R est limite uniforme de fonctions affines par morceaux ; ou moins élémentairement
du fait qu’une telle f est limite de uniforme de fonctions polynomiales (Théorème de

Weierstrass), qui sont lipschitziennes car de classe C1 sur l’intervalle compact r0, 1s.
Pour montrer que Un est dense dans Cpr0, 1sq, il suffit donc de montrer qu’on peut
approcher toute fonction lipschitzienne g : r0, 1s Ñ R par un élément de Un. Fixons g,
et fixons ε ą 0. On cherche f P Un telle que }f ´ g}8 ď ε.

Comme g est lipschitzienne, il existe une constante C ă 8 telle que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpyq ´ gpxq

y ´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

pour tous x, y P r0, 1s, x ‰ y.
Soit M ą 0 à fixer ultérieurement, et soit θ : r0, 1s Ñ R une fonction continue affine

par morceaux de pente partout supérieure à M en valeur absolue et vérifiant }θ}8 ď ε.
(Dessiner le graphe d’une telle fonction.) Enfin, posons f :“ g ` θ. On a évidemment
}f ´ g}8 ď ε.

Si x est un point quelconque de r0, 1s, alors on peut trouver y ‰ x tel que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θpyq ´ θpxq

y ´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ěM.
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On a alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpyq ´ fpxq

y ´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ěM ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpyq ´ gpxq

y ´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ěM ´ C

ą n si on a choisi M ą n` C.

Comme le point x P r0, 1s est arbitraire, on en déduit que f P Un. Ceci termine la
preuve du Fait 2. �

D’après le théorème de Baire l’intersection de tous les ouverts Un est dense dans
Cpr0, 1sq. Comme il est assez clair qu’une fonction f appartenant à tous les Un n’est
dérivable en aucun point (micro-exo), cela termine la preuve. �



Chapitre 5

Connexité

1. Espaces métriques connexes

Définition 1.1. Un espace métrique E est dit connexe si les seules parties de E
à la fois ouvertes et fermées dans E sont H et E.

Remarque 1. Cette définition a un sens pour tout espace topologique E.

Remarque 2. On dit qu’une partie non-vide M d’un espace métrique E est une
partie connexe de E si M est connexe pour la topologie induite ; autrement dit, si
les seules parties de M à la fois ouvertes et fermées dans M sont H et M . On convient
également que H est un ensemble connexe.

Le lemme suivant donne plusieurs reformulations de la notion de connexité ; en
particulier, (iii) et (iii’) signifient intuitivement qu’un espace métrique est connexe si
et seulement si il est “d’un seul tenant”. Petit point vocabulaire : dans tout ce chapitre,
on appellera partition d’un ensemble E toute famille pAiqiPI de parties de E deux à
deux disjointes telle que

Ť

iPI Ai “ E. (On n’exige pas que les Ai soient non-vides.)

Lemme 1.2. Pour un espace métrique E, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) E est connexe.

(ii) Pour tout A Ď E tel que A ‰ H et A ‰ E, on a BA ‰ H.

(iii) Il n’est pas possible de partitionner E en deux ouverts non-vides.

(iii’) Il n’est pas possible de partitionner E en deux fermés non-vides.

(iv) Il n’est pas possible de partitionner E en un nombre fini N ě 2 d’ouverts
non-vides.

(iv’) Il n’est pas possible de partitionner E en un nombre fini N ě 2 de fermés
non-vides.

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) vient du fait que si A Ď E, alors

A est ouvert et fermé ðñ BA “ H.

(En effet, comme BA “ A zÅ et Å Ď A Ď A , on a BA “ H si et seulement A “ A “ Å, ce

qui signifie exactement que A est ouvert et fermé.) On voit ainsi que (ii) est simplement la
contraposée de (i).

L’équivalence de (i) et (iii) est claire également : E est non connexe si et seulement
si il existe un ensemble A Ď E tel que A et EzA sont tous les deux ouverts et non-vides,
ce qui signifie qu’il existe une partition pO1, O2q de E en deux ouverts non-vides.

L’équivalence de (iii) et (iii’) est elle aussi immédiate : si pA,Bq est une partition
de E, alors A “ EzB ; donc A et B sont tous les deux ouverts si et seulement si ils
sont tous les deux fermés.

77
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Il est évident que (iv) entraine (ii). Inversement, si E se partitionne en ouverts
non-vides O1, O2, . . . , ON , alors O1 et O12 :“ O2 Y ¨ ¨ ¨ Y ON forment une partition de
E en 2 ouverts non-vides. Ainsi, (ii) et (iv) sont équivalentes.

Enfin, l’équivalence de (iv) et (iv’) est laissée en exo. �

Exercice. Montrer que E est connexe si et seulement si la propriété suivante a lieu :
si A,B Ď E sont non-vides et vérifient AYB “ E, alors A XB ‰ H ou AXB ‰ H.

Exemple 1. Si E est un espace métrique, alors tout singleton tau Ď E est connexe.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Si E est un espace métrique topologiquement discret, alors les seules
parties connexes de E sontH et les singletons ; et donc E n’est pas connexe s’il contient
au moins 2 points. En particulier, un espace métrique fini contenant au moins 2 points
n’est pas connexe.

Démonstration. Si M Ď E est non-vide et si on choisit a PM , alors tau et Mztau
forment une partition de M , ils sont tous les deux ouverts dans M car M est topo-
logiquement discret. Si de plus M contient au moins deux points, alors tau et Mztau
sont tous les deux non-vides, donc M n’est pas connexe. �

Exemple 3. M :“ s0, 1s Y r3,8r n’est pas une partie connexe de R.

Démonstration. Si on pose O1 :“ s0, 1s et O2 :“ s3,8r, alors O1 et O2 sont des
ouverts de M (car par exemple O1 “M X s´8, 2r et O2 est même ouvert dans R), qui sont
non-vides et forment une partition de M . �

Exemple 4. M :“ tpx, yq P R2; xy ‰ 1u n’est pas une partie connexe de R2.

Démonstration. Si on pose O1 :“ tpx, yq; xy ą 1u et O2 :“ tpx, yq; xy ă 1u, alors
O1 et O2 sont des ouverts de R2, donc de M , ils sont non-vides (micro-exo) et forment
une partition de M . On peut également (c’est même bien plus convaincant) faire un
dessin et constater que M se partitionne naturellement en 3 ouverts non-vides. �

Exercice. Dessiner M et les ensembles O1 et O2 introduits dans la preuve.

Exemple 5. GLN pRq n’est pas une partie connexe de MN pRq.

Démonstration. Si on pose O` “ tM ; detpMq ą 0u et O´ :“ tM ; detpMq ă 0u,
alors O` et O´ sont des ouverts de MN pRq par continuité du déterminant, ils sont
non-vides (micro-exo), et ils forment une partition de GLN pRq. �

Voici une autre caractérisation de la connexité, qui est souvent utile.

Lemme 1.3. Pour un espace métrique E, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) E est connexe.

(2) Toute application continue de E dans l’espace à 2 éléments t0, 1u muni de la
topologie discrète est constante.

Démonstration. Pour tout ensemble A Ď E, on notera 1A la fonction indicatrice
de A, qui est l’application de E dans t0, 1u définie par

1Apxq :“

"

1 si x P A,
0 si x R A.
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Toutes les applications de E dans t0, 1u sont des fonctions indicatrices (une applica-

tion f : E Ñ t0, 1u est la fonction indicatrice de A :“ tx; fpxq “ 1u). De plus, il est évident
que 1A est constante si et seulement si A “ H ou E.

Fait. 1A est continue si et seulement si A est ouvert et fermé dans E.

Preuve du Fait. On a A “ 1´1
A pt1uq, et t1u est ouvert et fermé dans t0, 1u. Donc,

si 1A est continue, alors A est ouvert et fermé dans E. Inversement, supposons que A
soit ouvert et fermé dans E. Comme les seules parties de t0, 1u sont H, t1u, t0u et
t0, 1u, on voit que pour tout ensemble V Ď t0, 1u, on a 1´1

A pV q “ H, A, EzA ou E.
Ces ensembles sont tous ouverts dans E puisque A est ouvert et fermé, donc 1A est
continue. �

La preuve du lemme est maintenant immédiate : par le Fait, E est non connexe si
et seulement si il existe un ensemble A Ď E tel que 1A soit continue et non constante,
ce qui revient à dire qu’il existe une application continue non constante f de E dans
t0, 1u. �

L’exemple suivant est particulièrement important.

Théorème 1.4. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Démonstration. On aura besoin de la caractérisation suivante des intervalles.

Fait. Un ensemble M Ď R est un intervalle si et seulement si

(1.1) @x, y PM tels que x ă y, on a sx, yr ĎM .

Preuve du Fait. Tout intervalle satisfait évidemment (1.1).
Inversement, supposons que (1.1) soit vérifiée. Posons a :“ inf M (qui existe dans

RYt´8u) et b :“ supM (qui existe dans RYt8u). Il suffit de montrer que l’intervalle
sa, br est contenu dans M . En effet, comme M Ď ra, bs par définition de a et b, cela
entrainera que M est égal à sa, br, ra, br, sa, bs ou ra, bs et donc que M est un intervalle.

Soit z P sa, br quelconque. Par définition de a et b, on peut trouver x, y P M tels
que a ă x ă z et z ă y ă b. Alors z P sx, yr, et donc z PM par (1.1). �

On peut maintenant passer à la preuve du théorème proprement dite.

(i) Montrons qu’une partie connexe de R est nécessairement un intervalle. Soit
M Ď R, et supposons que M ne soit pas un intervalle. Par le fait, on peut alors
trouver x, y P A avec x ă y tel que sx, yr n’est pas contenu dans A ; autrement dit, il
existe z R A tel que x ă z ă y. On a alors A Ď s´8, zr Y sz,8r, donc les ensembles
O1 :“ AX s´8, zr et O2 :“ AX sz,8r forment une partition de A. De plus, O1 et O2

sont des ouverts de A, et ils sont non-vides car x P O1 et y P O2. Donc A n’est pas
connexe.

(ii) Montrons maintenant que tout intervalle est connexe. Soit I un intervalle de
R. Supposons que I ne soit pas connexe. Alors on peut peut écrire I “ C1 Y C2, où
C1 et C2 sont des fermés non vides de I tels que C1 X C2 “ H. Choisissons a P C1 et
b P C2, avec par exemple a ă b. Alors l’ensemble C1 X ra, bs est un fermé non vide de
ra, bs (il contient a), donc un compact non vide de R ; et donc il possède un plus grand
élément α. On a α ‰ b car α P C1 et b R C1. Ainsi a ď α ă b, et par définition de α, il
n’y a aucun point de C1 entre α et b. De même, l’ensemble C2 X rα, bs étant compact
et non vide, il admet un plus petit élément β. On a α ă β, et il n’y a aucun point de
C2 entre α et β. Ainsi, il n’y a aucun point de C1YC2 entre α et β, donc aucun point
de I. Mais ceci est absurde puisque sα, βrĎ I et I “ C1 Y C2. �
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Pour conclure cette section, voici un résultat parfois utile, qui permet d’éviter de
se torturer l’esprit avec des questions de topologie induite.

Proposition 1.5. Soit E un espace métrique, et soit M Ď E. Les propriétés
suivantes ont équivalentes.

(1) M n’est pas connexe.

(2) On peut trouver V1 et V2 ouverts dans E tels que V1 X V2 “ H, M Ď V1 Y V2

et V1 XM ‰ H, V2 XM ‰ H.

Démonstration. Supposons (2) vérifiée. Alors O1 :“ V1 XM et O2 :“ V2 XM sont
des ouverts non-vides de M formant une partition de M ; donc M n’est pas connexe.

Inversement, supposons que M ne soit pas connexe. On peut donc partitionner M
en deux fermés non-vides C1, C2. Posons alors V1 :“ tx P E; distpx,C1q ă distpx,C2qu

et V2 :“ tx P E; distpx,C2q ă distpx,C1qu. Les ensembles V1 et V2 sont des ouverts de
E, et il est évident que V1 X V2 “ H.

Fait. On a C1 Ď V1 et C2 Ď V2.

Preuve du Fait. Soit x P C1 quelconque. On a évidemment distpx,C1q “ 0. De plus

x R C2 puisque C1 XC2 “ H, et donc x R C2
M

puisque C2 est fermé dans M . Comme

C2
M
“ C2XM et x PM , on en déduit que x R C2, et donc distpx,C2q ą 0 “ distpx,C1q.

Ainsi, x P V1. On montre de même que C2 Ď V2. �

Par le Fait, on voit que V1 XM et V2 XM sont non-vides et que M “ C1 Y C2 Ď

V1 Y V2, ce qui termine la preuve de l’implication p1q ùñ p2q. �

Remarque. La moitié de ce résultat est spécifique aux espaces métriques : l’impli-
cation p1q ùñ p2q est fausse pour un espace topologique E général. L’implication
p2q ùñ p1q est en revanche vraie dans tout espace topologique.

Exercice. Montrer que la Proposition 1.5 est vraie si on suppose que E est un
espace topologique séparé et que M est compact au sens de Borel-Lebesgue. (Utiliser

un exemple d’utilisation de la propriété de Borel-Lebesgue donné au Chapitre 3.)

2. Image continue d’un connexe

Bien que très facile à démontrer, le résultat suivant est absolument essentiel.

Théorème 2.1. Soient E et F deux espaces métriques. Si f : E Ñ F est une
application continue, alors f change les connexes en connexes : pour tout ensemble
connexe C Ď E, l’ensemble fpCq est connexe.

Démonstration. Quitte à remplacer E par C et F par fpCq, on peut supposer que
E lui même est connexe et que f est surjective. Il s’agit alors de montrer que F “ fpEq
est connexe.

Si A est une partie ouverte et fermée de F , alors f´1pAq est ouvert et fermé dans
E car f est continue. Comme E est connexe, on a donc f´1pAq “ H ou f´1pAq “ E.
Mais A “ fpf´1pAqq car f est surjective. Donc, ou bien A “ fpHq “ H, ou bien
A “ fpEq “ F . Cela prouve que F est connexe. �

Comme les parties connexes de R sont les intervalles, on en déduit immédiatement
le théorème des valeurs intermédiaires :
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Corollaire 2.2. Si I est un intervalle de R et si f : I Ñ R est une fonction
continue sur I, alors fpIq est un intervalle.

Voici une autre conséquence, un peu inattendue.

Corollaire 2.3. Si pE, dq est un espace métrique connexe contenant au moins 2
points, alors E est non dénombrable.

Démonstration. Choisissons a, b P E avec a ‰ b, et soit δ :“ dpa, bq. La fonction
f : E Ñ R définie par fpxq :“ dpa, xq est continue ; donc fpEq est un intervalle de
R car E est supposé connexe. Comme fpaq “ 0 et fpbq “ δ, on en déduit que fpEq
contient l’intervalle r0, δs. Donc fpEq n’est pas dénombrable car r0, δs ne l’est pas ; et
donc E non plus puisque fpEq “ tfpxq; x P Eu s’énumère à l’aide de E. �

Remarque. Ce résultat est spécifique aux espaces métriques. Bien que cela soit
difficile à croire, il existe des espaces topologiques séparés, dénombrables (infinis) et
cependant connexes. (Si on n’exige pas que l’espace soit séparé, c’est évident : prendre E :“ N
avec la topologie “grossière” tH, Eu.)

Corollaire 2.4. Soient E et F deux espaces métriques, avec E connexe. Si f :
E Ñ F est une application continue telle que fpEq est dénombrable, alors f est
constante.

Démonstration. C’est évident par le corollaire précédent : fpEq est connexe, non-
vide et dénombrable, donc réduit à un point. �

Corollaire 2.5. Soient E et F deux espaces métriques, avec E connexe. Si f :
E Ñ F est une application continue ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, alors f
est constante.

Comme illustration de ce dernier corollaire, on va démontrer le résultat suivant.
Rappelons d’abord que si n P N˚, alors tout nombre complexe z ‰ 0 possède des
racines n-ièmes dans C ; en fait, exactement n racines n-ièmes.

Proposition 2.6. Si n est un entier ě 2, il n’existe pas de “fonction racine n-
ième” continue sur le cercle T “ tz P C; |z| “ 1u. Autrement dit, il n’existe pas
d’application continue φ : TÑ C telle que φpzqn “ z pour tout z P T.

Démonstration. Supposons qu’une telle racine n-ieme continue φ : T Ñ C existe,
et essayons d’obtenir une contradiction.

Soit f : RÑ C la fonction définie par

fptq :“ e´i
t
n φpeitq.

On a par définition

fptqn “ e´ni
t
n φpeitqn “ e´iteit “ 1

pour tout t P R. Donc f prend ses valeurs dans l’ensemble fini Z :“ tz P C; zn “ 1u.
De plus, la fonction f est continue car φ l’est. Comme R est connexe, on en déduit que
f est constante. En particulier, fp0q “ fp2πq.

Cependant, fp0q “ φp1q et fp2πq “ e´i
2π
n φpei2πq “ e´i

2π
n φp1q. Comme φp1q ‰ 0

(car φp1qn “ 1) et e´i
2π
n ‰ 1 (car n ě 2), on en déduit fp0q ‰ fp2πq, ce qui est la

contradiction souhaitée. �

Exercice 1. Montrer que T “ tz P C; |z| “ 1u est connexe.
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Exercice 2. Soit E un espace métrique connexe, et soient f, g : E Ñ C deux
fonctions continues ne s’annulant pas. On suppose que pour tout x P E, il existe un
entier n ě 1 tel que fpxqn “ gpxqn, et que f et g prennent la même valeur en au moins
1 point x0 P E. Montrer que f “ g.

Exercice 3. Soit D Ď R un ensemble dénombrable. Montrer qu’il n’existe aucune
fonction continue f : R Ñ R telle que fpDq Ď RzD et fpRzDq Ď D. (Commencer par

montrer qu’une telle f doit nécessairement être constante.)

3. Connexité par arcs

3.1. Chemins et courbes.

Définition 3.1. Soit E un espace métrique. Un chemin dans E est une ap-
plication continue γ : ra, bs Ñ E, où ra, bs est un segment de R. L’image de γ est
l’ensemble γpra, bsq Ď E. Une courbe dans E est un ensemble Γ Ď E qui est l’image
d’un chemin γ : ra, bs Ñ E.

Remarque 1. Si M Ď E, un chemin dans M est donc un chemin γ : ra, bs Ñ E tel
que γpra, bsq ĎM ; et une courbe dans M est une courbe Γ Ď E entièrement contenue
dans M .

Remarque 2. Par définition, une courbe est un ensemble compact et connexe.

Remarque 3. Si u, v P E, on dira qu’une courbe Γ Ď E relie u à v dans E si Γ
est l’image d’un chemin γ : ra, bs Ñ E tel que γpaq “ u et γpbq “ v.

Intuitivement (et si on fait un dessin dans le plan) une courbe reliant u à v est
une “ligne continue” partant de u et aboutissant à v. La ligne a le droit d’être très
biscornue, de se recouper très souvent... ; mais elle doit rester “continue” : il ne peut
pas y avoir de “coupure”. (Tout cela n’a évidemment pas grand sens.)

Exercice. Montrer que si Γ Ď E est une courbe reliant u à v, alors Γ relie v à u.

Exemple 3.2. Soit E un espace vectoriel normé, et soient u, v P E. On définit
γ : r0, 1s Ñ E par γptq :“ p1´ tqu` tv. Alors γ est un chemin affine dont l’image est
le segment ru, vs Ď E. En particulier, ru, vs est une courbe reliant u à v dans E.

Exercice. Montrer que si Γ Ď E est une courbe reliant u à v, alors il existe un
chemin γ : r0, 1s Ñ E (l’intervalle de définition est r0, 1s) d’image Γ tel que γp0q “ u et
γp1q “ v.

Le lemme suivant est très utile. Comme il est intuitivement évident, on l’utilisera
sans y faire explicitement référence ; mais il demande quand même une preuve.

Lemme 3.3. Soit E un espace métrique, et soit u, v, w P E. Si Γ1 Ď E est une
courbe reliant u à v dans E, et si Γ2 Ď E est une courbe reliant v à w, alors Γ1 Y Γ2

est une courbe, qui relie u à w.

Démonstration. D’après l’exercice posé quelques lignes plus haut, on peut trouver
deux chemins γu,v, γv,w : r0, 1s Ñ E d’images respectives Γ1,Γ2 tels que γu,vp0q “ u,
γu,vp1q “ v “ γv,wp0q et γv,wp1q “ w. Alors l’application γ : r0, 1s Ñ E définie
par γptq :“ γu,vp2tq si t P r0, 1{2s et γptq :“ γv,wp2t ´ 1q si t P r1{2, 1s est bien
définie et continue. Autrement dit γ est un chemin dans E, d’image Γ1 Y Γ2, avec
γp0q “ γu,vp0q “ u et γp1q “ γv,wp1q “ w. Donc Γ1 Y Γ2 est bien une courbe reliant u
à w dans E. �



3. CONNEXITÉ PAR ARCS 83

Exercice. Montrer qu’on définit une relation d’équivalence R sur E en déclarant
que uRv si et seulement si il existe une courbe reliant u à v dans E.

Le résultat suivant porte parfois le nom de Lemme du passage des douanes.

Proposition 3.4. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. Si γ : ra, bs Ñ E est
un chemin tel que γpaq P A et γpbq P EzA, alors il existe au moins un t P ra, bs tel que
γptq P BA. De manière équivalente, si Γ Ď E est un courbe reliant un point de A à un
point de EzA, alors ΓX BA ‰ H.

Démonstration. Soit Γ Ď E une courbe reliant un point u P A à un point v P EzA :
il s’agit de voir que Γ contient au moins 1 point de BA.

Si u R Å, on a déjà gagné car dans ce cas u P AzÅ Ď BA. De même, il n’y a rien à

faire si v P A car alors v P A zA Ď BA. Dans la suite, on suppose donc que u P Å et
v P EzA .

Supposons que Γ X BA “ H. Alors, comme E “ Å Y BA Y pEzA q, on a Γ Ď

ÅYpEzA q. Donc les ensembles O1 :“ ΓX Å et O2 :“ ΓXpEzA q forment une partition

de Γ. De plus, O1 et O2 sont des ouverts de Γ car Å et EzA sont des ouverts de E, et
ils sont non-vides car u P O1 et v P O2. On en déduit que Γ n’est pas connexe, ce qui
est une contradiction. �

Corollaire 3.5. Soit E un espace métrique, et soit A Ď E. S’il existe une courbe
Γ Ď E reliant un point de A à un point de EzA, alors BA ‰ H.

Démonstration. C’est évident par la proposition. �

3.2. Espaces connexes par arcs.

Définition 3.6. Soit E un espace métrique. On dit que E est connexe par arcs
si, étant donné deux points quelconques u, v P E, il est toujours possible de trouver une
courbe Γ reliant u à v dans E.

Remarque. Comme toujours, une partie M de E est dite connexe par arcs si M
est connexe par arcs pour la topologie induite ; autrement dit, si pour tous u, v P E,
on peut trouver une courbe Γ Ď E reliant u à v et entièrement contenue dans M .

Proposition 3.7. Tout espace connexe par arcs est connexe.

Démonstration. Supposons E connexe par arcs. Il s’agit de montrer que si A Ď E
est non-vide et différent de E, alors BA ‰ H. Mais ceci est évident : en choisissant un
point u P A et un point v P EzA, on peut trouver une courbe Γ joignant u à v dans E
puisque E est connexe par arcs, et on en déduit que BA ‰ H par le Lemme du passage
des douanes. �

Remarque. On verra plus loin que la réciproque n’est pas vraie : il existe des
espaces métriques connexes qui ne sont pas connexes par arcs.

Comme on va le voir, l’intérêt de la connexité par arcs est qu’en pratique, lorsqu’un
espace est connexe par arcs il est facile de le vérifier, et très facile de s’en convaincre.

Exemple 1. Si E est un espace vectoriel normé, alors tout ensemble convexe
M Ď E est connexe par arcs (et donc connexe).

Démonstration. Si u, v sont deux points quelconques de M , on peut relier u a v
par les segment ru, vs, qui est entièrement contenu dans M puisque M est convexe. �
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Exemple 2. L’ensemble Ω :“ tpx, yq P R2; xy ă 1u est connexe par arcs (et donc
connexe).

Démonstration. C’est clair en faisant un dessin. �

Exemple 3. Si E est un espace vectoriel normé de dimension réelle ě 2, alors
Ezt0u et SE :“ tu P E; }u} “ 1u sont connexes par arcs (et donc connexes).

Démonstration. (i) Soient u, v P Ezt0u quelconques. Si le segment ru, vs ne passe
pas par 0, alors ru, vs est une courbe joignant u à v dans Ezt0u. Si ru, vs passe par
0, alors u et v sont colinéaires. Comme dimpEq ě 2, on peut trouver w P E qui n’est
colinéaire ni à u ni à v. Alors les segments ru,ws et rw, vs ne passent pas par 0, donc
Γ :“ ru,ws Y rw, vs est une courbe reliant u à v dans Ezt0u.

(ii) Soient maintenant u, v P S quelconques. Par (i), on peut trouver une courbe

Γ0 reliant u à v dans Ezt0u. Alors Γ :“
!

x
}x} ; x P Γ0

)

est une courbe (exo), qui relie

u à v dans SE . �

Exercice 1. Montrer que si Z Ď C est un ensemble fini, alors CzZ est connexe par
arcs.

Exercice 2. Soit D Ď C un ensemble dénombrable.

(i) Soient u, v P CzD fixés, et soit ∆ la médiatrice de ru, vs. Pour tout p P ∆, on
note Cp le cercle de centre p passant par u et v. Observer que si z P Cztu, vu,
alors z appartient à au plus 1 cercle Cp ; puis montrer que l’ensemble D :“
tp P ∆; Cp XD ‰ Hu est dénombrable.

(ii) Montrer que CzD est connexe par arcs.

Exemple 4. GLN pCq est connexe par arcs (et donc connexe).

Démonstration. Soient A,B P GLN pCq quelconques. On cherche un chemin γ :
ra, bs Ñ GLN pCq tel que γpaq “ A et γpbq “ B.

Pour λ P C, posons P pλq :“ det
`

p1 ´ λqA ` λB
˘

. Alors P est une fonction poly-
nomiale (micro-exo), et P ‰ 0 car P p0q “ detpAq ‰ 0. Donc Z :“ tλ P C; P pλq “ 0u
est un ensemble fini ; en particulier, CzZ est connexe par arcs (c’est l’Exercice 1 ci-

dessus). Comme 0 et 1 appartiennent à CzZ (car P p0q “ detpAq et P p1q “ detpBq), on
peut donc trouver un chemin λ : ra, bs Ñ CzZ tel que λpaq “ 0 et λpbq “ 1. Soit
alors γ : ra, bs Ñ MN pCq le chemin défini par γptq :“ p1 ´ λptqqA ` λptqB. Comme
λptq P CzZ, on a detpγptqq “ P pλptqq ‰ 0 pour tout t ; donc γ est un chemin dans
GLN pCq ; et bien sûr γpaq “ A et γpbq “ B. �

On a dit plus haut (sans le démontrer) que la connexité n’entraine pas la connexité
par arcs. La proposition suivante montre qu’il y a cependant une assez large classe
d’espaces pour lesquels les deux notions cöıncident.

Définition 3.8. On dit qu’un espace métrique E est localement connexe par
arcs si, pour tout point a P E et pour tout voisinage U de a, on peut trouver un
voisinage V de a tel que V Ď U et V est connexe par arcs.

Exemple 3.9. Tout espace vectoriel normé est localement connexe par arcs.

Démonstration. Si a P E, alors les boules ouvertes Bpa, rq, r ą 0 forment une
base de voisinages de a ; et ces boules sont des ensembles convexes, donc connexes par
arcs. �
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Exercice. Montrer que si E est localement connexe par arcs, alors tout ouvert de
E est localement connexe par arcs.

Proposition 3.10. Si E est un espace métrique localement connexe par arcs, alors
tout ouvert connexe de E est connexe par arcs.

Démonstration. Soit Ω un ouvert connexe de E. On doit montrer que pour tous
u, v P Ω, on peut trouver une courbe Γ Ď E contenue dans Ω et reliant u à v. Pour
cela, on fixe un point u P Ω, et on pose

A :“ tv P Ω; il existe une courbe reliant u à v dans Ωu.

L’ensemble A est non-vide car u P A (le singleton tuu est une courbe dans Ω !).
Montrons que A est un ouvert de Ω. Soit v0 P A quelconque, et soit Γu,v0 Ď Ω une

courbe joignant u à v0. Comme E est localement connexe par arcs et comme Ω est
un voisinage ouvert de v0 dans E, on peut trouver un voisinage V de v0 connexe par
arcs tel que V Ď Ω et V est connexe par arcs. Pour tout point v P V , on peut trouver
une courbe Γv0,v Ď V reliant v0 à v. Alors Γ :“ Γu,v0 Y Γv0,v est une courbe contenue
dans Ω qui relie u à v ; donc v P A. Ainsi, on a trouvé un voisinage V de v0 dans E
entièrement contenu dans A, ce qui prouve que A est un ouvert de E, et donc de Ω.

Montrons maintenant que A est également un fermé de Ω. Soit v P A
Ω
“ A X Ω.

Comme v P Ω et comme E est localement connexe par arcs, on peut trouver un
voisinage V de v tel que V Ď Ω et V est connexe par arcs. Comme v P A et que V
est un voisinage de v, on peut trouver un point v0 P A tel que v0 P V . Comme V est
connexe par arcs, on peut ensuite trouver une courbe Γv0,v Ď V qui relie v0 à v ; et
comme v0 P A, on peut également trouver une courbe Γu,v0 Ď Ω qui relie u à v0. Alors
Γ :“ Γu,v0 YΓv0,v est une courbe dans Ω qui relie u à v, et donc v P A. Ceci étant vrai

pour tout v P A
Ω

, cela prouve que A est bien un fermé de Ω.
En conclusion, A est non-vide, ouvert et fermé dans Ω. Comme Ω est supposé

connexe, on en déduit que A “ Ω. Autrement dit, on peut relier u à n’importe quel
point v P Ω par une courbe contenue dans Ω. Donc Ω est connexe par arcs. �

Corollaire 3.11. Tout espace métrique connexe et localement connexe par arcs
est connexe par arcs.

Démonstration. C’est évident par la proposition. �

Corollaire 3.12. Tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est connexe
par arcs.

Démonstration. Compte tenu de l’exemple 3.9, c’est à nouveau évident. �

Exercice 1. Soit E un evn. Si u, v P E, appelons ligne polygonale reliant u à v
tout ensemble Γ Ď E de la forme Γ “ ru0, u1sY ¨ ¨ ¨Y ruN´1, uN s, où u0 “ u et uN “ v.
Montrer que tout ouvert connexe Ω Ď E est “connexe par lignes polygonales” : deux
points quelconques u, v P Ω peuvent toujours être reliés par une ligne polygonale Γ
entièrement contenue dans Ω.

Exercice 2. Soit E un espace métrique, et soit R une relation d’équivalence sur E.
Montrer que si toutes les classes d’équivalences pour E sont ouvertes, alors elles sont
également toutes fermées. En déduire une “autre” preuve du fait que si E est connexe
et localement connexe par arcs, alors il est connexe par arcs.
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3.3. Un contre-exemple. Soit f : s0,8r Ñ R la fonction définie par fpxq :“
sinp1{xq, et soit G le graphe de f ,

G “
 

px, yq P R2; x ą 0 et y “ sinp1{xq
(

.

Comme sinp1{xq prend toutes les valeurs entre ´1 et 1 sur tout intervalle s0, εs,
ε ą 0, il n’est pas difficile de voir (exo) que l’adhérence de G dans R2 est donnée par

G “ GY L où L “ t0u ˆ r´1, 1s.

On va montrer ici que G est une partie connexe de R2, mais n’est pas connexe par
arcs.

De façon générale (voir la section suivante), l’adhérence d’un connexe est toujours
un ensemble connexe. Comme G est connexe (c’est l’image de l’intervalle s0,8r par l’ap-

plication continue x ÞÑ px, sinp1{xq), on en déduit que G est une partie connexe de R2.

Montrons maintenant que G n’est pas connexe par arcs, ce qui est un peu plus
délicat.

On va en fait montrer qu’il n’existe pas de courbe dans G reliant p0, 0q (qui ap-
partient à G) à un point de G. On aura pour cela besoin du fait suivant, où L est le
segment t0u ˆ r´1, 1s “ tp0, yq; y P r´1, 1su.

Fait. Soit D Ď R2 un disque centré en un point α P L et de rayon r ă 1. Si C est
une partie connexe de GXD contenant α, alors C Ď L.

Preuve du Fait. Si C n’est pas contenu dans L, alors C X G ‰ H, i.e. C contient
un point px0, fpx0qq avec x0 ą 0. En notant π : R2 Ñ R la projection sur l’axe des
abscisses, on voit donc que πpCq contient 0 (car α P C) et x0. De plus, πpCq est connexe
car C est connexe ; donc πpCq est un intervalle, et par conséquent πpCq contient tout
l’intervalle r0, x0s. Comme C Ď GXD Ď LY pGXDq et πpLq “ t0u, on en déduit que
πpG X Dq contient l’intervalle s0, x0s. Mais en faisant un dessin, on voit de suite que
ceci est impossible car D est de rayon strictement inférieur à 1. �

Soit maintenant γ : ra, bs Ñ G un chemin quelconque tel que γpaq “ p0, 0q : on
veut montrer que γpbq R G ; et on va en fait prouver que γpra, bsq Ď L.

Soit A :“ tt P ra, bqs; γptq P Lu. Par définition, A est un fermé de ra, bs car L est un
fermé de R2 et γ est continu ; et A ‰ H car a P A. Comme ra, bs est connexe, il suffit
donc de vérifier que A est également un ouvert de ra, bs pour conclure que A “ ra, bs,
ce qui est le résultat souhaité.

Soit t0 P A quelconque. Par continuité de γ, on peut trouver δ ą 0 tel que, en
posant I :“ st0 ´ δ, t0 ` δr X ra, bs, on ait γpIq Ď D :“ Dpγpt0q, 1{2q. Alors C :“ γpIq
est connexe et contenu dans GXD. Par le Fait (appliqué avec α :“ γpt0q, qui appartient
bien à L puisque t0 P A), on en déduit que γpIq Ď L. Ainsi, on a trouvé un voisinage
I de t0 dans ra, bs tel que γptq P L pour tout t P I, autrement dit I Ď A, ce qui prouve
que A est un ouvert de ra, bs.

En conclusion, on a montré qu’il n’existe aucun chemin γ : ra, bs Ñ G tel que
γpaq “ p0, 0q et γpbq P G. Autrement dit, il n’existe aucune courbe dans G joignant
p0, 0q à un point de G ; et donc G n’est pas connexe par arcs.



4. PETITES PROPRIÉTÉS DE STABILITÉ 87

4. Petites propriétés de stabilité

4.1. Adhérence d’un connexe.

Proposition 4.1. Soit E un espace métrique. Si A Ď E est connexe, alors tout
ensemble B tel que A Ď B Ď A est connexe. En particulier, si A est connexe alors A
est également connexe.

Démonstration. On montre que toute application continue f : B Ñ t0, 1u est
constante. Comme A est connexe et f|A est une application continue de A dans t0, 1u,

l’application f est constante sur A. Mais A est dense dans B puisque B Ď A ; donc f
est constante sur B par continuité. �

Exercice. Démontrer cette proposition en utilisant uniquement la définition de la
connexité.

4.2. Réunions de connexes. Une réunion d’ensembles connexes n’a en général
aucune raison d’être connexe : par exemple, t0, 1u “ t0u Y t1u n’est pas connexe.
Cependant, si ces ensembles connexes sont “reliés les uns aux autres”, alors la réunion
est connexe :

Proposition 4.2. Soit E un espace métrique, et soit pCiqiPI une famille de parties
connexes de E. On suppose que pour tous i, j P I, on peut trouver i1, . . . , iN P I avec
i1 “ i et iN “ j tels que Cik X Cik`1

‰ H pour k “ 1, . . . , N ´ 1. Alors C :“
Ť

iPI Ci
est connexe.

Démonstration. Soit f : C Ñ t0, 1u une application continue. Comme les Ci sont
connexes, l’application f est constante sur chaque Ci, disons fpxq ” ci sur Ci. Pour
montrer que f est constante sur C, il suffit de vérifier que ci ne dépend en fait pas de
i, autrement dit que ci “ cj pour tous i, j P I.

Soient i1, . . . , iN P I tels que i1 “ i, iN “ j et CikXCik`1
‰ H pour k “ 1, . . . , N´1.

Pour k “ 1, . . . , N ´ 1, l’application f est identiquement égale à cik sur Cik et à cik`1

sur Cik`1
. Comme Cik XCik`1

‰ H, on a donc cik “ cik`1
pour k “ 1, . . . , N ´ 1 ; d’où

ci “ ci1 “ ci2 “ ¨ ¨ ¨ “ cN´1 “ ciN “ cj . �

Corollaire 4.3. Si pCiqiPI est une famille de parties connexes de E telle que
Ci X Cj ‰ H pour tous i, j P I, alors C “

Ť

iPI Ci est connexe.

Démonstration. C’est évident par la proposition : pour i, j P I donnés, on peut
prendre N “ 2, i1 “ i et i2 “ j. �

Corollaire 4.4. Si pCiqiPI est une famille de parties connexes de E contenant
toutes un même ensemble M ‰ H, alors

Ť

iCi est connexe.

4.3. Intersections. Une intersection de connexes n’est pas connexe en général
(exo). On a cependant le résultat suivant.

Proposition 4.5. Soit E un espace métrique. Si pKnqnPN est une suite décroissante
de compacts connexes de E, alors K :“

Ş

nPNKn est connexe.

Démonstration. Supposons que K ne soit pas connexe. D’après la Proposition 1.5,
on peut alors trouver deux ouverts V1, V2 de E tels que V1 X V2 “ H, K Ď V1 Y V2

et Vi X K ‰ H pour i “ 1, 2. Comme K est contenu dans l’ouvert V :“ V1 Y V2

et est l’intersection de la suite décroissante de compacts pKnq, l’un des Kn est déjà
contenu dans V , d’après le théorème des compacts embôıtés. On a donc un N P N tel
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que KN Ď V1 Y V2. Mais V1 et V2 sont toujours des ouverts disjoints, et V1 XKN et
V2 XKN sont non-vides car ils contiennent respectivement V1 XK et V2 XK. Par la
Proposition 1.5, ceci est absurde car KN est supposé connexe. �

Exercice 1. Montrer que le résultat est faux si on suppose seulement que les Kn

sont fermés dans E.

Exercice 2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que E
est un espace topologique séparé et que que les Kn sont compacts au sens de Borel-
Lebesgue.

4.4. Produits. Pour les produits, il n’y a aucune restriction :

Proposition 4.6. Si E1, . . . , EN sont des espaces métriques connexes, alors E :“
E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN est connexe.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de le montrer pour le produit de deux
espaces métriques connexes E1, E2.

Soit f : E1 ˆ E2 Ñ t0, 1u une application continue : on veut montrer que f est
constante.

Si on fixe un point u P E1, alors l’application fu : E2 Ñ t0, 1u définie par fupvq :“
fpu, vq est continue, donc constante car E2 est connexe. Donc fpu, vq ne dépend pas
de v P E2.

Mais de même, fpu, vq ne dépend pas non plus de u P E1. Ainsi, fpu, vq ne dépend
ni de u, ni de v ; autrement dit, f est constante. �

Exercice. Montrer que si E1, . . . , EN sont connexes par arcs, alors E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EN
aussi.

5. Composantes connexes

Dans toute cette section, E est un espace métrique.

Définition 5.1. Une composante connexe de E est une partie connexe C de E
qui est maximale pour l’inclusion (il n’existe pas de partie connexe M Ď E contenant
strictement C).

Exemple 1. Si E est connexe, il a exactement une composante connexe, à savoir
C :“ E.

Exemple 2. Si E est topologiquement discret, les composantes connexes de E sont
les singletons.

Démonstration. C’est clair puisque les parties connexes de E sont H et les single-
tons. �

Remarque. Les composantes connexes de E sont toujours des parties non-vides
et fermées de E.

Démonstration. Comme il y a des parties connexes non-vides dans E (tous les
singletons),H n’est pas une partie connexe maximale, i.e. pas une composante connexe
de E. Si C est une composante connexe, alors C est connexe et contient C, donc C “ C
par maximalité de C ; autrement dit, C est un fermé de E. �

Lemme 5.2. Soit C une composante connexe de E. Si M Ď E est connexe et
M X C ‰ H, alors M Ď C.
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Démonstration. Comme M XC ‰ H, l’ensemble C YM et connexe par la Propo-
sition 4.2, et il contient C ; donc C YM “ C par maximalité de C, i.e. M Ď C. �

Lemme 5.3. Si M Ď E est connexe et non-vide, alors il existe une et une seule
composante connexe de E qui contient M . Cette composant connexe est la plus grande
partie connexe de E contenant M .

Démonstration. Notons C la réunion de toutes les parties connexes de E contenant
M . Alors C contient M car il y a au moins une partie connexe de E qui contient M ,
à savoir M elle même. De plus, comme M ‰ H, on voit que C est connexe d’après
la Proposition 4.2. Ainsi, C est la plus grande partie connexe de E contenant M .
En particulier, C est une partie connexe de E maximale pour l’inclusion, i.e. une
composante connexe de E. �

Remarque 5.4. Pour tout point a P E, on notera Cpaq l’unique composante
connexe de E contenant a, qui est d’après le Lemme 5.3 la plus grande partie connexe
de E contenant a. On dit que Cpaq est la composante connexe de a dans E.

Proposition 5.5. Les composantes connexes de E forment une partition de E.

Démonstration. Si C et C 1 sont deux composantes connexes de E et si CXC 1 ‰ H,
alors C 1 Ď C et C Ď C 1 d’après le Lemme 5.2, donc C “ C 1 ; autrement dit, si C ‰ C 1

alors CXC 1 “ H. Ainsi, les composantes connexes de E sont deux à deux disjointes. De
plus, tout point a P E appartient à une composante connexe de E, d’après le Lemme
5.3 appliqué à M :“ tau. �

La proposition suivante permet souvent de déterminer très facilement les compo-
santes connexes.

Proposition 5.6. Soit pΩiqiPI une famille d’ouverts connexes de E. On suppose
que les Ωi sont non-vides et forment une partition de E. Alors les Ωi sont les compo-
santes connexes de E.

Démonstration. Remarquons d’abord que les ouverts Ωi sont également tous fermés
dans E. Soit en effet i0 P I. Comme les Ωi forment une partition de E, on a EzΩi0 “
Ť

i‰i0
Ωi, et donc EzΩi0 est ouvert dans E.

Montrons que les Ωi sont des composantes connexes de E. Soit i P I quelconque.
Comme Ωi est connexe, il est contenu dans une composante connexe C d’après le
Lemme 5.3. D’après ce qui précède, Ωi est alors ouvert et fermé dans C ; donc Ωi “ C
car C est connexe et Ωi ‰ H.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autres composantes connexes que les Ωi.
Soit C une composante connexe de E. Comme C ‰ H et

Ť

iPI Ωi “ E, on peut
trouver un i tel que C X Ωi ‰ H ; et comme C et Ωi sont des composantes connexes
de E, cela entraine que C “ Ωi puisque deux composantes connexes distinctes sont
nécessairement disjointes d’après la Proposition 5.5. �

La preuve de la Proposition 5.6 a implicitement établi le fait suivant :

Fait 5.7. Si C Ď E est connexe et si Ω Ď E est ouvert et fermé dans E, alors ou
bien ΩX C “ H, ou bien C Ď Ω.

Démonstration. C’est clair car ΩXC est ouvert et fermé dans C et C est connexe.
�
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Exemple 1. Les composantes connexes de E :“ r0, 1r Y r2, 3s sont r0, 1r et r2, 3s.
En effet, ces ensembles sont connexes non-vides, ils forment une partition de E, et ils
sont également ouverts dans E car r0, 1r “ s´8, 1r X E et r2, 3s “ s3{2,8r X E.

Exemple 2. Les composantes connexes de E :“ CzT “ tz P C; |z| ‰ 1u sont
Ω1 :“ tz; |z| ă 1u et Ω2 :“ tz; |z| ą 1u. En effet, Ω1 et Ω2 sont des ouverts non-vides
de C, donc de E, ils forment une partition de E, et ils sont connexes par arcs (c’est

clair pour le disque Ω1 qui est convexe, et facile à démontrer pour Ω2).

Exercice. Déterminer les composantes connexes de E :“ tpx, yq P R2; xy ‰ 1u.

Définition 5.8. On dit que l’espace métrique E est localement connexe si, pour
tout point a P E et pour tout voisinage U de a dans E, on peut trouver un voisinage
V de a tel que V est connexe et V Ď U .

Exemple. Tout espace localement connexe par arcs est localement connexe. En
particulier, tout espace vectoriel normé est localement connexe.

Proposition 5.9. Si E est localement connexe, alors les composantes connexes de
tout ouvert Ω Ď E sont des ouverts de E.

Démonstration. Soit C une composante connexe de Ω, et soit a P C. Comme E
est localement connexe et comme Ω est un voisinage ouvert de a dans E, on peut
trouver un voisinage V de a tel que V est connexe et V Ď Ω. Alors V Ď C d’après le
Lemme 5.2, car V est une partie connexe de Ω, C est une composante connexe de Ω et
V X C ‰ H. Ainsi, pour tout point a P C, on peut trouver un voisinage V de a dans
E entièrement contenu dans C ; donc C est un ouvert de E. �

Corollaire 5.10. Si E est localement connexe, alors les composantes connexes
de E sont à la fois ouvertes et fermées dans E.

Corollaire 5.11. Si E est un espace vectoriel normé, alors les composantes
connexes de tout ouvert de E sont des ouverts de E.

Exercice 1. Soit E un espace métrique, et soit Ω un ouvert de E. Montrer que si
C est une composante connexe de Ω, alors BC Ď BΩ.

Exercice 2. Montrer que si A Ď C est borné, alors CzA a exactement une compo-
sante connexe non bornée.

Exercice 3. Soient K et L deux fermés de C. On suppose que K Ď L et que
BL Ď BK. Montrer que L est la réunion de K et des composantes connexes de CzK
qui intersectent L.

6. Trois “petites” applications

6.1. Fonctions continues injectives. Le résultat suivant est normalement connu
depuis longtemps. Le propos ici est d’en donner une démonstration “élégante”.

Proposition 6.1. Soit I un intervalles de R. Si f : I Ñ R est une fonction
continue injective, alors f est strictement monotone.
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Démonstration. Posons

∆ :“ tpx, yq P I ˆ I; x ă yu,

et définissons Φ : ∆ Ñ R par

Φpx, yq :“ fpyq ´ fpxq.

L’ensemble ∆ est visiblement convexe (c’est un “triangle ouvert”), donc connexe ; et la
fonction Φ est continue car f est continue. Donc Φp∆q Ď R est connexe, autrement dit
Φp∆q est un intervalle. De plus, Φp∆q ne contient pas 0 car f est injective. Donc on a
ou bien Φp∆q Ď s0,8r, ou bien Φp∆q Ď s´8, 0r. Dans le premier cas, f est strictement
croissante ; et dans le deuxième cas, f est strictement décroissante (micro-exo). �

6.2. Dérivées et valeurs intermédiaires. On va maintenant démontrer un très
joli résultat sur les fonctions dérivées, qu’on appelle habituellement le Théorème de
Darboux.

Théorème 6.2. Soit I un intervalle de R. Si f : I Ñ R est une fonction dérivable
en tout point, alors la fonction f 1 vérifie le théorème des valeurs intermédiaires : pour
tout intervalle J Ď I, f 1pJq est un intervalle.

Remarque. La subtilité vient du fait que la fonction f 1 n’est pas nécessairement
continue.

Exercice. Donner un exemple de fonction f dérivable sur R mais pas de classe C1.

Preuve du théorème de Darboux. Fixons un intervalle non trivial J Ď I. Posons

∆ :“ tpx, yq P J ˆ J ; x ă yu,

et définissons Φ : ∆ Ñ R par

Φpx, yq :“
fpyq ´ fpxq

y ´ x
¨

L’ensemble ∆ est convexe (donc connexe)et la fonction Φ est continue car f est
continue. Donc Φp∆q est connexe.

Fait. On a Φp∆q Ď f 1pJq Ď Φp∆q.

Preuve du Fait. Si px, yq P ∆, alors fpyq´fpxq “ f 1pcqpy´xq pour un certain point
c P sx, yr d’après la formule des accroissements finis ; donc Φpx, yq “ f 1pcq P f 1pJq.

Inversement, si t0 P J alors, en supposant par exemple que t0 n’est pas la borne
de droite de J , on peut trouver une suite pynq Ď J tendant vers t0 avec yn ą t0. On a
alors

f 1pt0q “ lim
nÑ8

fpynq ´ fpt0q

yn ´ t0
“ lim

nÑ8
Φpt0, ynq,

et donc f 1pt0q P Φp∆q. Ainsi, f 1pJq Ď Φp∆q. Si t0 est la borne de droite de J , on
raisonne de même avec une suite pxnq Ď J telle que xn Ñ t0 et xn ă t0 (on a
f 1pt0q “ lim Φpxn, t0q et pxn, t0q P ∆). �

La preuve du théorème est maintenant terminée : par le Fait et la Proposition 4.1,
f 1pJq est une partie connexe de R, i.e. un intervalle. �

Exercice 1. Montrer que si f : ra, bs Ñ R est dérivable sur ra, bs avec f 1paq ą 0 et
f 1pbq ă 0, alors f atteint son maximum en un point c appartenant à sa, br. En déduire
une preuve “directe” du théorème de Darboux.
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Exercice 2. Soit I un intervalle de R. Montrer que si f : I Ñ R est une fonction
convexe et dérivable en tout point, alors f est de classe C1.

6.3. Description des ouverts de R. Comme illustration de la notion de compo-
sante connexe (et de quelques autres faits établis précédemment), on peut démontrer
très facilement le résultat suivant, qui décrit complètement tous les ouverts de R.

Théorème 6.3. Tout ouvert de R est réunion dénombrable (éventuellement finie)
d’intervalles ouverts deux à deux disjoints.

Démonstration. Soit Ω un ouvert de R. Notons pCiqiPI la famille des composantes
connexes de Ω. Les Ci sont des intervalles de R puisque ce sont des parties connexes de
R, et ce sont des ouverts de R car R est localement connexe et Ω est ouvert ; donc les
Ci sont des intervalles ouverts. Bien entendu, les Ci sont deux à deux disjoints et Ω “
Ť

iPI Ci. Il reste donc simplement à voir que l’ensemble d’indices I est nécessairement
dénombtable. Comme les Ci sont des ouverts non vides de R et que Q est dense dans
R, on peut choisir pour tout i P I un rationnel ri tel que ri P Ci. Comme les Ci sont
deux à deux disjoints, l’application i ÞÑ ri est une bijection de I sur D :“ tri; i P Iu.
Comme D Ď Q et que Q est dénombrable, l’ensemble D est dénombrable, et donc I
est lui aussi dénombrable.

�
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