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Feuille d’exercices no 3

Exercice 1. Soit T : E Ñ F une application linéaire. Montrer que si T est bornée
sur une boule B non triviale (i.e. de rayon r ą 0), alors T est continue. En déduire
que si T est continue en au moins 1 point x0, alors T est continue.

Exercice 2. Soient E,F,G des espaces vectoriels normés, et soit B : E ˆ F Ñ G
une application bilinéaire. Montrer que les choses suivantes sont équivalentes :

(i) B est continue ;

(ii) il existe une constante C telle que @pu, vq P E ˆ F : }Bpu, vq} ď C }u} }v}.

Exercice 3. Soient E,F,G des espaces vectoriels normés. Montrer que si E et F sont
de dimension finie, alors toute application bilinéaire B : E ˆ F Ñ G est continue.

Exercice 4. Soient E et F deux espace vectoriel normés. Montrer que si T P LpE,F q,
alors }T }LpE,F q est la constante de Lipschitz de T .

Exercice 5. Soient E et F des espace vectoriel normé, et soit T P LpE,F q. On
suppose que T est bijective et que T´1 est continue. Montrer que T est une isométrie
si et seulement }T } ď 1 et }T´1} ď 1.

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel. Montrer que si } ¨ } et } ¨ }1 sont deux normes
équivalentes sur E, alors les normes subordonnées sur LpEq sont équivalentes.

Exercice 7. Pour a “ pa1, . . . , aNq P RN , soit Φa : RN Ñ R la forme linéaire définie
par

Φapuq :“
N
ÿ

j“1

ajuj.

(1) Déterminer }Φa} lorsqu’on munit RN de la norme } ¨ }1.

(2) Même question avec la norme } ¨ }8.

Exercice 8. Trouver la norme sur MNpKq subordonnée à la norme } ¨ }8 sur KN .

Exercice 9. Soit E :“ pKN , } ¨ }1q, et soit F un evn quelconque. Montrer que si
T P LpE,F q, alors }T } “ max

`

}T pe1q}, . . . , }T peNq}
˘

, où pe1, . . . , eNq est la base

canonique de KN .
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Exercice 10. On note } ¨ } la norme euclidienne sur RN , et également } ¨ } la norme
subordonnée sur MNpRq. Montrer que si A “ pai,jq PMNpRq alors

}A} ď

˜

N
ÿ

i,j“1

a2i,j

¸1{2

.

Exercice 11. On note } ¨ } la norme euclidienne sur RN , et également } ¨ } la
norme subordonnée sur MNpRq. De plus, si M P MNpRq on note σpMq l’ensemble
des valeurs propres de M . Le but de l’exercice est de montrer que si A P MNpRq,
alors

}A} “ max
 

?
λ; λ P σptAAq

(

.

(1) Rappeler pourquoi la matrice tAA est diagonalisable en base orthonormée,
avec des valeurs propres ě 0.

(2) Vérifier que si u P RN , alors }Au}2 “ xtAAu, uy.

(3) Soit pf1, . . . , fNq une base orthonormée de RN formée de vecteurs propres
pour tAA, et soient λ1, . . . , λN les valeurs propres associées. Montrer que si
u “

řN
j“1 ujfj P RN , alors

}Au}2 “
N
ÿ

j“1

λju
2
j .

(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 12. On munit R2 de la norme euclidienne. Calculer la norme de l’applica-
tion linéaire T : R2 Ñ R2 définie par

T px, yq :“
´

x,
x` y

2

¯

.

Exercice 13. On munit R2 de la norme euclidienne, et on note } ¨ } la norme

subordonnée sur M2pRq “ LpR2q. Pour A “

ˆ

a c
b d

˙

P M2pRq, calculer }A} en

fonction des coefficients de A.

Exercice 14. Soit A PMNpCq, et soit λ une valeur propre de A. Montrer que si } ¨ }
est une norme sur MNpCq subordonnée à une certaine norme sur CN , alors |λ| ď }A}.

Exercice 15. Soit N un entier ě 2.

(1) Pour A “ pai,jq PMNpKq, on pose }A}1 :“
řN
i,j“1 |aij|. Montrer que la norme

} ¨ }1 n’est pas subordonnée à une norme sur KN .
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(2) Même question avec la norme } ¨ }8 définie par }A}8 :“ max1ďi,jďN |aij|.

Exercice 16. On note c0pNq l’espace vectoriel constitué par toutes les suites puiqiPN P
KN tendant vers 0. On munit c0pNq de la norme } ¨ }8.

(1) Soit a “ paiqiPN P KN une suite de scalaires. On suppose que la série
ř

ai est
absolument convergente. Montrer que pour tout u “ puiqiPN P c0pNq, la série
ř

aiui est convergente, et que si on pose

Φapuq :“
8
ÿ

i“0

aiui,

alors on définit une forme linéaire continue sur c0pNq telle que }Φa} ď
ř8

i“0 |ai|.

(2) Avec les notations de (1), montrer qu’en fait }Φa} “
ř8

i“0 |ai|.

Exercice 17. On munit Cpr0, 1sq de la norme } ¨ }1. Soit g : r0, 1s Ñ R une fonction
continue, et soit Φ la forme linéaire sur Cpr0, 1sq définie par

Φpuq :“

ż 1

0

gptquptq dt.

(1) Montrer que Φ est continue avec }Φ} ď }g}8.

(2) Soit t0 P r0, 1s tel que gpt0q ‰ 0. On suppose par exemple que gpt0q ą 0.

(a) Soit ε vérifiant 0 ă ε ă gpt0q. Justifier l’existence d’un intervalle non
trivial I “ ra, bs Ď s0, 1r tel que @t P I : gptq ě gpt0q ´ ε.

(b) Avec les notations de (a), soit δ ą 0 tel que ra´δ, a`δs Ď r0, 1s. On note
uδ : r0, 1s Ñ R la fonction continue valant 1 sur I, valant 0 en dehors
de ra´ δ, a` δs, et affine sur ra´ δ, as et sur rb, b` δs. Calculer }uδ}1 et
minorer Φpuδq.

(3) Montrer que }Φ} “ }g}8.

Exercice 18. Soit E :“ Cpr0, 1sq muni de la norme } ¨ }8, et soient α, β ą 0. On
note Φ : Cpr0, 1sq Ñ R la forme linéaire définie par

Φpuq :“ α

ż 1{2

0

uptq dt´ β

ż 1

1{2

uptq dt.

(1) Montrer que Φ est continue et qu’on a }Φ} ď α`β
2
¨

(2) Dans cette question, on veut montrer qu’en fait }Φ} “ α`β
2
¨

(a) Pour ε vérifiant 0 ă ε ă 1
2
, on note uε la fonction continue sur r0, 1s

valant 1 sur r0, 1
2
´ εs, valant ´1 sur r1

2
` ε, 1s et affine sur r1

2
´ ε, 1

2
` εs.

Calculer }uε}8 et Φpuεq.
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(b) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 19. Soit E un espace vectoriel normé, et soit Φ : E Ñ K une forme linéaire
continue. Montrer que pour tout x0 P Ez ker Φ, on a

}Φ} “
|Φpx0q|

distpx0, ker Φq
¨

Exercice 20. Soit ra, bs un segment de R, avec a ă b. On munit RrXs de la norme
définie par }P } :“ sup t|P pxq|; x P ra, bsu.

(1) Justifer que } ¨ } est bien une norme sur RrXs.
(2) Soit x0 P Rzra, bs. Montrer qu’il existe un polynôme P P RrXs vérifiant

P px0q ą 1 et 0 ď P pxq ď 1 pour tout x P ra, bs ; et en déduire que la forme
linéaire P ÞÑ P px0q n’est pas continue sur pRrXs, } ¨ }q.

Exercice 21. Soit ra, bs un segment de R, avec a ă b. On note C1pra, bsq l’espace
vectoriel constitué par toutes les fonctions f : r0, 1s Ñ K de classe C1. Montrer que si
x0 P ra, bs, alors la forme linéaire u ÞÑ u1px0q n’est pas continue sur

`

C1pra, bsq, } ¨ }8
˘

.

Exercice 22. Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie.

(1) Justifier l’existence d’une suite pxnqnPN Ď E telle que : les xn sont linéairement
indépendants et }xn} “ 1 pour tout n P N.

(2) En admettant que tout sous-espace vectoriel de E possède un supplémentaire,
montrer qu’il existe une forme linéaire sur E qui n’est pas continue.

Exercice 23. Soient E et F deux espace vectoriel normé avec dimpEq ă 8, et soit
pTkqkPN une suite d’éléments de LpE,F q. Soit également T P LpE,F q. Montrer que
Tk Ñ T pour la norme de LpE,F q si et seulement si Tkpuq Ñ T puq pour tout u P E.

Exercice 24. Soit E l’espace vectoriel constitué par toutes les fonctions continues
f : r0,8rÑ K tendant vers 0 à l’infini. On munit E de la norme } ¨ }8. Trouver une
suite pΦkq de formes linéaires continues sur E telle que Φkpuq Ñ u pour tout u P E
mais }Φk} ­Ñ 0. Comparer avec l’Exercice 23.

Exercice 25. Soit E un espace vectoriel normé, et soit T P LpEq. On suppose que la
suite pT kqkPN est bornée dans LpEq, et qu’elle converge au sens de Cesàro, autrement
dit qu’il existe P P LpEq tel que

1

n` 1
pId` T ` ¨ ¨ ¨ ` T nq

nÑ8
ÝÝÝÑ P.
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(1) Montrer que @k P N : 1
n`1

n
ř

l“0

T k`l Ñ P quand nÑ 8.

(2) Montrer que P 2 “ P .

Exercice 26. Soit A P MNpKq. Le but de l’exercice est de démontrer le résultat
suivant : Si } ¨ } est une norme quelconque sur MNpKq, alors la suite

`

}An}1{n
˘

ně1

est convergente, et lim }An}1{n ne dépend pas de la norme } ¨ }.

(1) Soit panqně1 une suite de nombres réels positifs. On suppose que panq est
sous-multiplicative, ce qui signifie la chose suivante :

@n, n1 P N˚ : an`n1 ď anan1 .

On pose
l :“ inf

 

a1{nn ; n ě 1
(

.

(a) Soit ε ą 0. Justifier l’existence d’un entier m “ mε tel que am ď pl`εq
m.

(b) On garde les notations de (a). Pour n ě mε, on écrit n “ pnmε ` rn, où
pn P N˚ et 0 ď rn ă mε. On pose également α :“ max tar; 0 ď r ă mεu.
Montrer que

@n ě mε : a1{nn ď pl ` εq1´
rn
n ˆ α1{n.

(c) Montrer que la suite
`

a
1{n
n

˘

converge et que sa limite est égale à l.

(2) Montrer que si } ¨ } est une norme sur MNpKq subordonnée à une certaine
norme sur KN , alors la suite

`

}An}1{n
˘

est convergente.

(3) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 27. Pour toute matrice A PMNpCq, on pose

ρpAq :“ lim
nÑ8

}An}1{n,

où } ¨ } est une norme quelconque sur MNpCq (cf l’Exercice 26). On pose également

rpAq :“ max
 

|λ|; λ valeur propre de A.
(

.

Le but de l’exercice est de démontrer la formule suivante, qu’on appelle la formule
du rayon spectral :

@A PMNpCq : ρpAq “ rpAq.

(1) Soit } ¨ } une norme sur MNpCq subordonnée à une certaine norme sur CN .
Montrer que si A PMNpCq et si λ est une valeur propre de A, alors |λn| ď }An}
pour tout n ě 1. En déduire que rpAq ď ρpAq.

(2) Soit } ¨ } une norme sur MNpCq, et soit Q P GLNpCq. Montrer qu’on définit
une norme sur MNpCq en posant }M}Q :“ }Q´1MQ} pour toute matrice
M P MNpCq, et que si } ¨ } est sous-multiplicative (}AB} ď }A} }B}), alors
} ¨ }Q aussi.
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(3) Soit B P MNpCq une matrice triangulaire supérieure, de coefficients diago-
naux λ1, λ2 . . . , λN . Pour α ą 0, on note Dα la matrice diagonale de coeffi-
cients α, α2, . . . , αN . Montrer que D´1α BDα tend vers la matrice diagonale de
coefficients λ1, . . . , λN quand αÑ 0.

(4) Soit A PMNpCq. Déduire de (1) et (2) que pour tout ε ą 0, on peut trouver
une norme sous-multiplicative ||| ¨ ||| (dépendant de A et de ε) sur MNpCq
telle que |||A||| ď rpAq ` ε.

(5) Démontrer la formule du rayon spectral.

Exercice 28. (Théorème de Hahn-Banach en dimension finie)

Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé réel de dimension finie, soit M un sous-espace
vectoriel de E, et soit ϕ : M Ñ R une forme linéaire (continue). Le but de l’exercice
est de montrer qu’il existe une forme linéaire Φ : E Ñ R telle que Φpuq “ ϕpuq pour
tout u PM et }Φ} “ }ϕ}.

(1) Pourquoi peut-on supposer que }ϕ} “ 1 ?

(2) Soit F un sous-espace vectoriel de E contenant a, avec F ‰ E, et soit e P EzF .
Soit également ψ : F Ñ R une forme linéaire vérifiant }ψ} ď 1.

(a) Montrer que pour tous v, w P F , on a

ψpvq ´ }v ´ e} ď }w ` e} ´ ψpwq .

(b) En déduire qu’il existe un nombre réel c tel que

@v, w P F : ψpvq ´ }v ´ e} ď c ď }w ` e} ´ ψpwq .

(c) Montrer que pour tout u P F et pour tout λ P R, on a

ψpuq ` cλ ď }u` λe} .

(d) En déduire qu’il existe une forme linéaire ψ1 : F ‘ Re Ñ R telle que
ψ1 ” ψ sur F et }ψ1} ď 1.

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 29. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé réel de dimension finie, et
soit a P Ezt0u fixé. En utilisant l’Exercice 28, montrer qu’il existe une forme linéaire
Θ P E˚ telle que }Θ} “ 1 et Θpaq “ }a}.

Exercice 30. Démontrer directement le résultat de l’Exercice 29 lorsque la norme
de E provient d’un produit scalaire.


