MAT3-PC

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. Soient A, B € M,(K). Montrer que si A et B sont semblables, alors
f(A) et f(B) sont semblables pour tout polynéme f € K][z].

Exercice 2. Montrer que deux matrices semblables ont la méme trace.

Exercice 3. Le but de I'exercice est de montrer que pour une matrice X € My(K),
les choses suivantes sont équivalentes :

(i) il existe des matrices A, B € My(K) telles que X = AB — BA,;
(i) Tr(X) = 0.

(1) Montrer que (i) entraine (ii).
(2) Soit X € My(K) vérifiant Tr(X) = 0.

(a) Montrer que si X est diagonale, alors X = 0.

(b) On note (ey,es) la base canonique de K2 Montrer que si X n’est pas
diagonale, alors ou bien (e1, Xe;) est une base de K2, ou bien (e, Xe3)
est une base de K2

(c) Soit e € K2. On suppose que (e, Xe) est une base de K2, et on note
P la matrice de passage de (e1,e3) a (e, Xe). Montrer que la matrice
X' = P71XP a ses coefficients diagonaux égaux a 0.

(d) Avec les notations de (c), montrer qu’il existe des matrices A’, B’ telles
que X' = A’ B'—B'A’, et qu’il est méme possible de prendre A’ diagonale.

(3) Montrer que (ii) entraine (i).

Exercice 4. Effectuer la division euclidienne de A(z) := 3254221 — 23+ 522 + 4246
par B(z) := 2% + 22 + 2.

Exercice 5. Soit P le polynome défini par P(z) := 23 + 22? + 22 — 5. Trouver une
racine “évidente” de P, puis décomposer P(z) en produits de polynémes de degré 1.

Exercice 6. Décomposer P(z) := 2 — 323+ 722 — 15z + 10 en produit de polynémes
de degré 1.

Exercice 7. Soit d un entier > 1, et soient A, ..., Ay € K des nombres tous différents.
1



(1) Soit L : Ky4[z] — K" I'application définie par
L(P) := "(P(X\), ..., P(\a)).

Montrer que L est linéaire et déterminer son noyau.
(2) Déduire de (1) que pour si on se donne «p,...,qaq € K, alors il existe un
unique polynome P € K;[z] tel que

P(\) = q; pour i =0,...,d.
(3) Pour k =0, ...,d, on définit Q. € K4[z] comme suit :
zZ — )‘j
Qk(Z’) = 1_[ )\k — )\j.

j#k

Montrer que le polynéme P de (2) est donné par la formule

d
P=> aQ.
k=0

Exercice 8. Soient P; et P, deux polynomes non nuls a coefficients dans K. Montrer
que A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux polynoémes Uy
et U, tels que PU; + PU; = 1.

Exercice 9. Montrer que les polynomes P, et P, définis par P(z) := 2% — 1 et
Py(z) := 23 — 2 sont premiers entre eux, et trouver deux polynomes U; et U, tels que
PU; + PUy = 1, avec deg(U;) < 3 et deg(Us) < 4.

Exercice 10. Soient P, et P, deux polynomes de degré 2 de la forme Pi(z) =
22 +bz+cet Po(z) = 22+ V2 + . On suppose que
(c—c )+ (b—b)(bd —bc) # 0.

Montrer que P; et P, sont premiers entre eux, et qu’il existe un unique couple de
polynémes (Uy, Us) de degrés < 2 tel que PLU; + PUs = 1.

Exercice 11. Soit A € My(R).

(1) On suppose que A est semblable a une matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux valent 0 ou 1. Montrer que A? = A.
(2) On suppose qu'on a A% = A.
(a) Montrer que K = ker(A) @ ker(A — I).
(b) En déduire que A est semblable a une matrice diagonale dont les coeffi-
cients diagonaux valent 0 ou 1.

Exercice 12. Soit A € My(R). Montrer qu'on a A? = [ si et seulement si A est
semblable a une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux valent 1 ou —1.



Exercice 13. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

10 2 10 6 10
A=(3 45|, B:=|3 4 15 et C:=|( 2 3
5 6 7 5 6 21 4 1

11 11
. , : . 1 1 -1 -1
Exercice 14. Calculer le déterminant de la matrice A:= |, | | |
1 -1 -1 1

Exercice 15. Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans

11 9
le calculer, que le déterminant de la matrice ( 1 5 3 > est divisible par 17.
2 8 9
Exercice 16. Soient a, b, c € K. Montrer que
1 1 1
det | a b c|=(c—b)(c—a)b—a).
a’> b 2

Exercice 17. Dans cet exercice, on veut calculer, pour tous a, b, ¢, d € K, le déterminant

1 1 1 1
a b ¢ d
V(a,b,c,d) := det a2 2 2 2
at b & B

(1) Combien vaut V'(a,b,c,d) si a,b,c,d ne sont pas tous différents?
(2) Soient a, b, c € K tous différents.

(a) Montrer que V (a,b, ¢, z) est un polynéome en z de degré 3, et déterminer
le coefficient de z* dans V'(a, b, ¢, 2).
(b) Déterminer les racines de V' (a, b, ¢, z).

(3) Conclure que pour tous a,b,c,d € K, on a

V(a,b,c,d) = (d—c)(d—b)(d—a)(c—b)(c—a)b—a).

Exercice 18. Soient aq, as, 81,2 € C tels que a; + ; # 0 pour tous ¢,j € [1,2].
Montrer que

1 1
det (a1-15-ﬂ1 a1-15-62) _ (2 —a1)(B2 — B1)
az+f1 az+pB2 (o1 + B1)(aa + B2) (a2 + B1) (a2 + B2)
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Exercice 19. Soient oy, ag, as, 81, B2, B3 € C tels que oy + 3; # 0 pour tous ¢, ] €
[1,3]. On veut trouver une formule “présentable” pour le déterminant de la matrice

1 1 1
ai+f1  ai1+f2  ai1+f03
16 16 lﬂ

A= CV2J1F51 0241r52 Oélerﬁs
az+p1  az+PBa az+fPs
(1) Montrer qu’on a
az+f1  az+PBa asz+fBs oaz—a1  az—o1 az—ai
a1+61 a1+f2 a1+P3 a1+ a1+P2 a1+83
det | @atB81  ast+B2  astfe | — et | @3=22 o3—as o3-ap
az+f1  az+PB2 as+fB3 O62J1rﬁ71 a2J1rﬁ2 a2J1rf33
1 1 1
n déduire que
(2) En déd q
1 1 1
_ _ a1+p1 a1fPBa a1+fPs
det(A) = (a3 — au) (s — a2) det -1r,3 }rﬁ }rﬁ
(a3 + B1)(as + B2)(as + Bs) a21 ! azl ? 0‘21 3
(3) Montrer que
1 1 1 1 1 1
det alﬁlLﬁl alTﬂz alT,BS _ (Bs — B1)(Bs — B2) det OélJlrﬁl QIJIFBQ a141r53
as+p1 as+f2 a+f3 (1 + Bs)(az + Bs) az+B1 as+fB2  as+f3

1 1 1

(4) Conclure que det(A) est égal a
(az — a2)(as — a1)(az — a1)(Bs — B2)(Bs — B1)(B2 — 1) .
(a1 + B1)(a1 + B2)(a1 + B3)(az + B1)(az + B2)(as + B3)(as + B1)(as + B2)(as + B3)

0 0 1

Exercice 20. Montrer que si d est un entier impair, alors il n’existe pas de matrice
A e My(R) telle que A% = —1.

Exercice 21. On note My(Z) l'ensemble des matrices A € My(R) dont tous les
coefficients sont des nombres entiers (positifs ou négatifs), et My(Q) 'ensemble des
matrices A dont les coefficients sont des nombres rationnels.
(1) Soit A € My(R) une matrice inversible. Montrer que si A € My(Q), alors
Ale Md((@)
(2) Soit A € My(R) une matrice inversible. On suppose que A € My(Z). Montrer
I’équivalence suivante :

Al e My(Z) < det(A) = +1.

Exercice 22. Soit M = (m; ;) € My(C). On note M la matrice (m;;). Montrer que
det(MM) = |det(M)[?.



Exercice 23. Soient A, B € My(R).
(1) On suppose que AB = BA. Montrer que A? + B> = (A+iB)(A—iB), et en
déduire que det(A% + B?) = 0.
(2) Montrer que si on ne suppose pas que AB = BA, il est possible d’avoir
det(A? + B%) < 0.

Exercice 24. Soient p, q des entiers > 1, et soit M € M, ,(K). On suppose que M

est de la forme
A C
=5 5)

ou A e My(K), De M,(K), CeM,,K)et0e M,,(K). Vérifier que
(L, 0\ (I, C\[A 0
M= (0 D) <0 Iq> <O I,)”’

det(M) = det(A) det(D).

et en déduire que

Exercice 25. Soient A, B,C, D € My(C), et soit

M- (é g) & Myy(C).

Le but de I'exercice est de montrer que si BD = DB, alors
det(M) = det(AD — CB).
(1) On suppose que D est inversible. Trouver des matrices U, V,W € M,(C)

telles que
u v I 0
M= (o D) (W 1)’

et en déduire que det(M) = det(A — CD™'B)det(D).
(2) Etablir la formule souhaitée lorsque D est inversible et que BD = DB.
(3) On suppose seulement que BD = DB.

(a) Justifier rapidement que P(z) := det (g D (jzl) —det(A(D —zI)—CB)
est un polynome en z.
(b) Montrer al’aide de (1) qu’il existe une infinité de z € C tels que P(z) = 0.

(¢) Montrer que det(M) = det(AD — BC).

Exercice 26. Soient A, B € M,(R). On suppose que A et B sont semblables dans
M,(C), autrement dit qu'’il existe une matrice inversible P € My(C) telle que B =
P71AP. Le but de I'exercice est de montrer que A et B sont semblables dans M (R),
autrement dit qu’il existe une matrice inversible @ € My(R) telle que B = Q1 AQ.



(1) Montrer que toute matrice Z € My(C) s’écrit de maniere unique sous la forme
Z =X +1iY avec X,Y € My(R).

(2) On écrit P = X +iY avec X,Y € My(R). Montrer que XB = AX et
YB = AY.

(3) Montrer que f(z) := det(X + zY) est un polynome a coefficients réels, et que
[ #0.

(4) Déduire de (3) qu’il existe A € R tel que la matrice Q) := X+ AY est inversible,
et conclure.

Exercice 27. Soient a, b, c € K. Calculer le polynome caractéristique de la matrice

0 0 ¢
A=11 0 b,
01 a

et vérifier qu'on a bien x4(A) = 0.

10 1
Exercice 28. Calculer le polynome caractéristique de la matrice A := < 01 0 )
1 0 1

Exercice 29. Soient D et D’ deux matrices diagonales de taille d. On note Ay, ..., \g
les coefficients diagonaux de D, et \},..., \, ceux de D’. Montrer que D et D’ sont
semblables si et seulement si (A}, ..., ) est une permutation de (A, ..., \g).

Exercice 30. Soit A € My(K). On suppose qu’il n’existe pas de polynéme non nul
R tel que deg(R) < d et R(A) = 0. En utilisant une division euclidienne, montrer
que le polynome caractéristique de A est le seul polynome P de degré d avec un
coefficient devant 2% égal a 1 tel que P(A) = 0.

Exercice 31. Soient A, B € M, (K). Le but de 'exercice est de montrer que AB et
BA ont le méme polynome caractéristique.
(1) Démontrer le résultat lorsque B est inversible.
(2) Montrer que pour tout entier n € N assez grand, la matrice B — %I est
inversible.
(3) Démontrer le résultat souhaité sans supposer que B est inversible.

Exercice 32. Soit A € My(K), avec d > 2.
(1) On suppose qu’il existe un vecteur e € K¢ tel que la famille (e, Ae, ..., A% te)
soit une base de K.
(a) Montrer que si R € K[z] est un polynome de degré < d tel que R(A) = 0,
alors R = 0.



(b) On écrit Ae dans la base (e, Ae, ..., A% te) :
d—1
Ade = Z cpAFe.
k=0

Montrer qu’on a AAle = ZZ;(l) cpA¥Ale pour i = 0,...,d — 1; et en
déduire que

d—1
At = Z L
k=0

(c) En utilisant I'Exercice 30, montrer que le polynome caractéristique de A
est donné par

d—1
d k
xa(z) =z —chz :
k=0
(2) Dans cette question on se donne ay, . ..,a4_1 € K et on prend
00 0 ... 0 0 a
1 0 0 ... 0 0 a
0 1 0 ... 0 0 oap
A=
0 ... ... 0 1 0 ags
0 ... ... 0 0 1 ag

Déterminer le polynéme caractéristique de A en utilisant (1).

(3) Retrouver le résultat de (2) par un calcul direct, en développant det(z] — A)
par rapport a la derniere colonne.

Exercice 33. Soit A € My(C) une matrice triangulaire supérieure dont tous les
coefficients diagonaux valent 0.

(1) On note (eq, ..., eq) la base canonique de K. Calculer Aej, A%ey. .., Adey; et
en déduire que A? = 0.
(2) Re-démontrer que A? = 0 en utilisant le Théoréme de Cayley-Hamiton.

Exercice 34. On dit qu'une matrice A € My(K) est nilpotente sl existe un entier n
tel que A™ = 0. Le but de 'exercice est de montrer, de deux facons différentes, que
si A e My(K) est nilpotente, alors A = 0.

(1) Soit A € My(K) nilpotente. On note ng le plus petit entier n tel que A" = 0.

(a) Soit u € K% Montrer que si ag, . . ., ap,—1 € K sont tels que agu+ oy Au+
co Qg1 AM Ty = 0, alors apA™ Ty = 0.

(b) Justifier Pexistence d'un vecteur e € K¢ tel que A™ e # 0; puis montrer
que la famille (e, Ae, ..., A" e) est libre.



(¢) Montrer que ny < d et conclure.

(2) Soit A € My(K) nilpotente. Montrer que A? = 0 en utilisant le Théoreéme de
Cayley-Hamilton.

Exercice 35. Montrer que si A, B € M,(K) sont nilpotentes et telles que AB = BA,
alors les matrices AB et A + B sont nilpotentes.

Exercice 36. Soit d un entier impair. Montrer que si A € My(R), alors A admet au
moins une valeur propre réelle.

Exercice 37. Soit F un K-espace vectoriel, et soit L € L(F). On suppose qu'il
existe A1,..., A\, € K tels que E = ker(L — A\jidg) @ ---ker(L — \.idg), et que
ker(L — A\yidg) # {0} pour k = 1,...,r. Montrer que Ay,..., A, sont les seules
valeurs propres de L.

Exercice 38. Soit I un intervalle de R. Pour tout A € C, on note e, : I — C la
fonction définie par e, (t) := e. En considérant I’application linéaire D : C*(I,C) —
C*(I,C) définie par D(u) := u/, montrer que si Aq,...,\, € C sont tous différents,
alors les fonctions ey, , ..., ey, sont linéairement indépendantes.

Exercice 39. Dans cette exercice, on veut résoudre I’équation différentielle
(E) 2D () = z(t).
On cherche les solutions définies sur R et a valeurs complexes.

(1) Montrer que toutes les solutions de (E) sont de classe C*.
(2) On note & l'espace vectoriel C*(R,C), et D : &€ — £ 'application linéaire
définie par D(z) := 2’. Montrer qu’'une fonction z € £ est solution de (E) si

et seulement si x € ker(D* — idg).
(3) Pour A € C, déterminer ker(D — Nidg).
(4) Déduire de (2) et (3) que les solutions de (E) sont les fonctions x de la forme

z(t) = ae' + Be™" + ye' + fe ™,

ou «, 3,7, 0 sont des constantes.

Exercice 40. Dans cet exercice, on considere une équation différentielle linéaire
d’ordre n > 1, de la forme

(E) 2 (1) = ap_1 2"V () + a0z ™D () + - + apx(t),
ou ag,...,a,—1 € C. On cherche les solutions définies sur R et a valeurs complexes.

(1) Montrer que toutes les solutions de (E) sont de classe C*.
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(2) Soit D : C*(R,C) — C*(R,C) I'application linéaire définie par D(z) := '
Montrer qu'une fonction z : R — C est solution de (E) si et seulement si
x € ker(P(D)), ou P est le polynome défini par

P(2) i= 2" — p 12" — 92" — - —a12 — ay.

(3) On suppose que le polynome P admet n racines distinctes r,...,7, € C.
Déduire de (2) que les solutions de (E) sont les fonctions x de la forme

z(t) = et + -+ N

ol A,..., A\, € C sont des constantes.
(4) On suppose que le polynome admet une seule racine r, et donc que
P(z)=(z-—7m)"

(a) Soit ¢ : R — C la fonction définie par ¢(t) := e ™. On définit une
application linéaire M, : C*(R,C) — C*(R,C) en posant

My(z) := ¢ pour tout z € C*(R,C).
Montrer qu’on a
DoMy,= Mo (D —rid);
et en déduire que
D" o My = Myo P(D).

(b) Montrer que I'application linéaire My est injective.
(c) Déduire de (a) et (b) quune fonction z : R — C est solution de (E) si
et seulement si elle est de la forme

z(t) = Q(t)e",

ou () est un polynome de degré < n — 1.

(5) Donner I'expression des solutions de (E) lorsque le polynome P se décompose
sous la forme

P(z)=(z—r)™ (2 —1p)™.

Exercice 41. Soient A, B € My(K). On suppose qu'on a AB — BA = A.
(1) Montrer que pour tout n € N, on a A"B — BA" = nA".
(2) En considérant I’application linéaire L : My(K) — My(K) définie par L(X) :=
XB — BX, en déduire que la matrice A est nilpotente, autrement dit qu’il
existe n € N tel que A™ = 0.
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Exercice 42. Soient A, B € My(C). On suppose que A et B n'ont pas de valeur
propre commune, autrement dit qu’il n’existe aucun A € C qui soit a la fois valeur
propre de A et valeur propre de B. Le but de l'exercice est de montrer que pour
toute matrice Y € My(C), 'équation AX — XB = Y admet une unique solution
Xe Md((C)

(1) Montrer qu’il existe des polynomes U et V tels que Uxs + Vxp = 1.

(2) En déduire que la matrice xp(A) est inversible.

(3) Soit X € M4(C). On suppose qu'on a AX = X B. Montrer qu'on a P(A)X =
X P(B) pour tout polynéme P; et en déduire a l'aide de (2) que X = 0.

(4) Vérifier que l'application L : My(C) — My(C) définie par L(X) := AX —XB
est linéaire.

(5) Démontrer le résultat annoncé en utilisant (3) et (4).

Exercice 43. Pour toute matrice M € M,(C), on note o(M) ’ensemble des valeurs
propres de M. Le but de 'exercice est de montrer que si A € My(C) alors, pour tout
polynome P € C|z], on a

o(P(A)) = P(c(A)) := {P(A); Aea(A)}.
(1) Montrer I'inclusion P(c(A)) < o(P(A)).
(2) Soit A € M4(C) et soit P € C[z] un polynome non constant. Soit également u
une valeur propre de P(A), et soit @ le polynome défini par Q(z) := P(z) — p.
On écrit
Qz)=clz—=A)™ - (z—=\)™.
Exprimer P(A) — pl a laide de Ay,..., \.,mq,..., m,, puis montrer qu'il
existe au moins un k € [1,r] tel que A — A\l n’est pas inversible.

(3) Conclure.

Exercice 44. Soit A € M,(K). Montrer que si A est diagonalisable, alors f(A) est
diagonalisable pour tout polynome f € K][z].

b

)

(1) Montrer que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

(2) Déterminer a, b, ¢ de fagon a ce que les vecteurs v := #(1,1,0) et w := *(1,0,1)
soient des vecteurs propres de A.

(3) Pour les valeurs de a, b, ¢ obtenues en (2), donner une matrice P € M3(R)
inversible telle que P~'AP soit diagonale.

(4) Toujours avec les valeurs de a, b, ¢ obtenues en (2), calculer A%,

1
Exercice 45. Soient a, b, c € K, et soit A := ( 0
0

o w e
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Exercice 46. Dans chacun des cas suivants : déterminer les valeurs propres de la
matrice A, trouver une base de ker(A — AI') pour chaque valeur propre A, et dire si
A est diagonalisable.

1 0 0 2 -2 1 3 2 0
(i)A:=(220)- (ii)A:=(2-3 2>~ (iii)A:z(-100>-
1 1 1 -1 2 0 0 0 1

Exercice 47. Dans les 3 cas suivants, déterminer si A est diagonalisable; et si

elle I’est, donner une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que
P'AP = D.

0 1 1 3 0 0 0 1 1
(i)A:z(-121)- (ii)A:=(-434>- (iii)A:z(loo)-
1 0 1 4 0 7 0 0 1

0 1
Exercice 48. Montrer que la matrice A := 10 ) est diagonalisable sur R, et
0 1

1

0

1
déterminer une base de vecteurs propres pour A.

2 1 1
Exercice 49. Soit A := (-4 2 -4>. Calculer A¥ pour tout k € N.
2 1 -1

Exercice 50. Soit A € M,(K). On suppose que A admet d valeurs propres complexes
distinctes A1, ..., A\q. Montrer que pour tout polynome P, on a

det(P(A)) = P(\y) -+ P(Aa).

Exercice 51. Dans cet exercice, on considere la matrice J € M5(R) définie comme
suit :

01000
001O0O0
J:=10 0010
00001
1 00 0O

(1) Calculer le polynome caractéristique de J.
(2) Montrer que J est diagonalisable sur C et donner ses valeurs propres.
(3) La matrice J est-elle diagonalisable sur R?
(4) Pour tout a € C, on note u(a) le vecteur (1, a, a? o, a*) € C°. On pose
également w 1= e'5 .
(a) Montrer que pour tout k € [0, 4], le vecteur u(w") est un vecteur propre
pour J associé & la valeur propre w*.
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(b) Conclure que (u(1),u(w),u(w?),u(w?), u(w?)) est une base de vecteurs
propres (complexes) pour J.

Exercice 52. Soient a,b,c,d € R. On considere la matrice M € My(R) définie
comme suit :

S0 QR
0O QUL o
QUL O
Q0O

(1) Vérifier qu'on a M = al +bJ + cJ? +dJ?, ou J :=

= o oo
o O O+
oo =Oo
o= OO

(2) Déterminer les valeurs propres complexes de la matrice J.
(3) En utilisant les questions précédentes et I’Exercice 50, montrer que

det(M) = ((a+¢)> = (b+d)*)((a —¢)* + (b—d)?).

Exercice 53. Soient a,b € R, avec b # 0. Montrer que la matrice A := (Z 2) n’est
pas diagonalisable sur R, mais qu’elle est diagonalisable sur C.

12 1
Exercice 54. Montrer que la matrice A := ( 01 -1 ) est diagonalisable sur C,
01 1

mais pas sur R.

Exercice 55. Soient a,b,d € R. Montrer que la matrice A := <Z Z) est diagonalis-
able sur R.

al 0 b
Exercice 56. Soient aq,as,as,b € R. Montrer que la matrice A := ( 0 ax 0 )
b 0 a3

est diagonalisable sur R.

Q O O

SO O
S Q

v
@D
n
—+

Exercice 57. Soient a,b,c € R. Montrer que la matrice A := (

diagonalisable sur R.

Exercice 58. Soit A € My(K). Montrer que si P € K|z] vérifie P(A) = 0, alors
toutes les valeurs propres de A sont des racines de P.

Exercice 59. Soit A € My(R) vérifiant A™ = I pour un certain entier n > 1.
(1) Montrer que A est diagonalisable sur C.
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(2) On suppose que n est impair. Montrer que si A est diagonalisable sur R, alors
A=1.

Exercice 60. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit L € L(E).
Soit également F' un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F' est invariant par
L, ce qui signifie que L(F') c F, et on note Ljp : F' — F la restriction de L a F, qui
est donc une application linéaire de F' dans F'. Montrer que si L est diagonalisable,
alors L est diagonalisable. (Commencer par observer que pour tout polynéme P € K|z],
on a P(Lip) = P(L)f.)

Exercice 61. Soit A € M,(K). On note C(A) I'ensemble de toutes les matrices
B e My(K) telles que AB = BA.
(1) Montrer que si P € K[z], alors P(A) € C(A).
(2) Montrer que si B € C(A), alors B(ker(4 — X)) < ker(A — AI) pour tout
A e K.
(3) Dans cette question, on suppose que A possede d valeurs propres distinctes
Ai, ..., Mg On fixe une base (uy, ..., uq) de K¢ telle que Au; = A\u; pour

t=1,...,d.

(a) Montrer que pour tout polynéme P € K[z], on a P(A)u; = P(\;)u; pour
i=1,....d

(b) En utilisant (2), montrer que si B € C(A), alors il existe ay,...,aq4 € K
tels que Bu; = aju; pour v = 1,...,d.

(c) En utilisant les questions précédentes et 1'Exercice 7, montrer que toute
matrice B € C(A) peut sécrire B = P(A) pour un certain polynéme

P e K]z].
(4) Dans cette question, on suppose qu’il existe un vecteur e € K¢ tel que la
famille (e, Ae, ..., A% te) soit une base de K.

(a) Soit B € M4(K) quelconque. Montrer qu'il existe un polynome P € K|[z]
tel que Be = P(A)e.
(b) Montrer que toute matrice B € C(A) peut sécrire B = P(A) pour un
certain polynome P € K]z].
(5) Est-il toujours vrai que si A € My(K), alors toute matrice B € C(A) peut
s’écrire B = P(A) avec P € K|[z]?



