
MAT3-PC

Feuille d’exercices no 4

Exercice 1. Soient A,B P MdpKq. Montrer que si A et B sont semblables, alors
fpAq et fpBq sont semblables pour tout polynôme f P Krzs.

Exercice 2. Montrer que deux matrices semblables ont la même trace.

Exercice 3. Le but de l’exercice est de montrer que pour une matrice X P M2pKq,
les choses suivantes sont équivalentes :

(i) il existe des matrices A,B PM2pKq telles que X “ AB ´BA;
(ii) TrpXq “ 0.

(1) Montrer que (i) entraine (ii).
(2) Soit X PM2pKq vérifiant TrpXq “ 0.

(a) Montrer que si X est diagonale, alors X “ 0.
(b) On note pe1, e2q la base canonique de K2. Montrer que si X n’est pas

diagonale, alors ou bien pe1, Xe1q est une base de K2, ou bien pe2, Xe2q
est une base de K2.

(c) Soit e P K2. On suppose que pe,Xeq est une base de K2, et on note
P la matrice de passage de pe1, e2q à pe,Xeq. Montrer que la matrice
X 1 “ P´1XP a ses coefficients diagonaux égaux à 0.

(d) Avec les notations de (c), montrer qu’il existe des matrices A1, B1 telles
que X 1 “ A1B1´B1A1, et qu’il est même possible de prendre A1 diagonale.

(3) Montrer que (ii) entraine (i).

Exercice 4. Effectuer la division euclidienne de Apzq :“ 3z5`2z4´z3`5z2`4z`6
par Bpzq :“ z2 ` 2z ` 2.

Exercice 5. Soit P le polynôme défini par P pzq :“ z3 ` 2z2 ` 2z ´ 5. Trouver une
racine “évidente” de P , puis décomposer P pzq en produits de polynômes de degré 1.

Exercice 6. Décomposer P pzq :“ z4´3z3`7z2´15z`10 en produit de polynômes
de degré 1.

Exercice 7. Soit d un entierě 1, et soient λ0, . . . , λd P K des nombres tous différents.
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(1) Soit L : Kdrzs Ñ Kd`1 l’application définie par

LpP q :“ t
`

P pλ0q, . . . , P pλdq
˘

.

Montrer que L est linéaire et déterminer son noyau.
(2) Déduire de (1) que pour si on se donne α0, . . . , αd P K, alors il existe un

unique polynôme P P Kdrzs tel que

P pλiq “ αi pour i “ 0, . . . , d.

(3) Pour k “ 0, . . . , d, on définit Qk P Kdrzs comme suit :

Qkpzq :“
ź

j‰k

z ´ λj
λk ´ λj

¨

Montrer que le polynôme P de (2) est donné par la formule

P “
d
ÿ

k“0

αkQk.

Exercice 8. Soient P1 et P2 deux polynômes non nuls à coefficients dans K. Montrer
que A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux polynômes U1

et U2 tels que P1U1 ` P2U2 “ 1.

Exercice 9. Montrer que les polynômes P1 et P2 définis par P1pzq :“ z4 ´ 1 et
P2pzq :“ z3´ 2 sont premiers entre eux, et trouver deux polynômes U1 et U2 tels que
P1U1 ` P2U2 “ 1, avec degpU1q ă 3 et degpU2q ă 4.

Exercice 10. Soient P1 et P2 deux polynômes de degré 2 de la forme P1pzq “
z2 ` bz ` c et P2pzq “ z2 ` b1z ` c1. On suppose que

pc´ c1q2 ` pb´ b1qpbc1 ´ b1cq ‰ 0.

Montrer que P1 et P2 sont premiers entre eux, et qu’il existe un unique couple de
polynômes pU1, U2q de degrés ă 2 tel que P1U1 ` P2U2 “ 1.

Exercice 11. Soit A PMdpRq.
(1) On suppose que A est semblable à une matrice diagonale dont les coefficients

diagonaux valent 0 ou 1. Montrer que A2 “ A.
(2) On suppose qu’on a A2 “ A.

(a) Montrer que Kd “ kerpAq ‘ kerpA´ Iq.
(b) En déduire que A est semblable à une matrice diagonale dont les coeffi-

cients diagonaux valent 0 ou 1.

Exercice 12. Soit A P MdpRq. Montrer qu’on a A2 “ I si et seulement si A est
semblable à une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux valent 1 ou ´1.
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Exercice 13. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

A :“

ˆ

1 0 2
3 4 5

5 6 7

˙

, B :“

ˆ

1 0 6
3 4 15

5 6 21

˙

et C :“

ˆ

1 0 0
2 3 5

4 1 3

˙

.

Exercice 14. Calculer le déterminant de la matrice A :“

¨

˝

1 1 1 1
1 1 ´1 ´1

1 ´1 1 ´1
1 ´1 ´1 1

˛

‚.

Exercice 15. Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans

le calculer, que le déterminant de la matrice

ˆ

1 1 9

1 5 3
2 8 9

˙

est divisible par 17.

Exercice 16. Soient a, b, c P K. Montrer que

det

¨

˝

1 1 1
a b c
a2 b2 c2

˛

‚“ pc´ bqpc´ aqpb´ aq.

Exercice 17. Dans cet exercice, on veut calculer, pour tous a, b, c, d P K, le déterminant

V pa, b, c, dq :“ det

¨

˚

˚

˝

1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

˛

‹

‹

‚

(1) Combien vaut V pa, b, c, dq si a, b, c, d ne sont pas tous différents?
(2) Soient a, b, c P K tous différents.

(a) Montrer que V pa, b, c, zq est un polynôme en z de degré 3, et déterminer
le coefficient de z3 dans V pa, b, c, zq.

(b) Déterminer les racines de V pa, b, c, zq.

(3) Conclure que pour tous a, b, c, d P K, on a

V pa, b, c, dq “ pd´ cqpd´ bqpd´ aqpc´ bqpc´ aqpb´ aq.

Exercice 18. Soient α1, α2, β1, β2 P C tels que αi ` βj ‰ 0 pour tous i, j P J1, 2K.
Montrer que

det

ˆ 1
α1`β1

1
α1`β2

1
α2`β1

1
α2`β2

˙

“
pα2 ´ α1qpβ2 ´ β1q

pα1 ` β1qpα1 ` β2qpα2 ` β1qpα2 ` β2q
¨
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Exercice 19. Soient α1, α2, α3, β1, β2, β3 P C tels que αi ` βj ‰ 0 pour tous i, j P
J1, 3K. On veut trouver une formule “présentable” pour le déterminant de la matrice

A :“

¨

˝

1
α1`β1

1
α1`β2

1
α1`β3

1
α2`β1

1
α2`β2

1
α2`β3

1
α3`β1

1
α3`β2

1
α3`β3

˛

‚.

(1) Montrer qu’on a

det

¨

˝

α3`β1
α1`β1

α3`β2
α1`β2

α3`β3
α1`β3

α3`β1
α2`β1

α3`β2
α2`β2

α3`β2
α2`β3

1 1 1

˛

‚“ det

¨

˝

α3´α1

α1`β1

α3´α1

α1`β2

α3´α1

α1`β3
α3´α2

α2`β1

α3´α2

α2`β2

α3´α2

α2`β3

1 1 1

˛

‚¨

(2) En déduire que

detpAq “
pα3 ´ α1qpα3 ´ α2q

pα3 ` β1qpα3 ` β2qpα3 ` β3q
det

¨

˝

1
α1`β1

1
α1`β2

1
α1`β3

1
α2`β1

1
α2`β2

1
α2`β3

1 1 1

˛

‚¨

(3) Montrer que

det

¨

˝

1
α1`β1

1
α1`β2

1
α1`β3

1
α2`β1

1
α2`β2

1
α2`β3

1 1 1

˛

‚“
pβ3 ´ β1qpβ3 ´ β2q

pα1 ` β3qpα2 ` β3q
det

¨

˝

1
α1`β1

1
α1`β2

1
α1`β3

1
α2`β1

1
α2`β2

1
α2`β3

0 0 1

˛

‚¨

(4) Conclure que detpAq est égal à

pα3 ´ α2qpα3 ´ α1qpα2 ´ α1qpβ3 ´ β2qpβ3 ´ β1qpβ2 ´ β1q

pα1 ` β1qpα1 ` β2qpα1 ` β3qpα2 ` β1qpα2 ` β2qpα3 ` β3qpα3 ` β1qpα3 ` β2qpα3 ` β3q
¨

Exercice 20. Montrer que si d est un entier impair, alors il n’existe pas de matrice
A PMdpRq telle que A2 “ ´I.

Exercice 21. On note MdpZq l’ensemble des matrices A P MdpRq dont tous les
coefficients sont des nombres entiers (positifs ou négatifs), et MdpQq l’ensemble des
matrices A dont les coefficients sont des nombres rationnels.

(1) Soit A P MdpRq une matrice inversible. Montrer que si A P MdpQq, alors
A´1 PMdpQq.

(2) Soit A PMdpRq une matrice inversible. On suppose que A PMdpZq. Montrer
l’équivalence suivante :

A´1 PMdpZq ðñ detpAq “ ˘1.

Exercice 22. Soit M “
`

mi,j

˘

PMdpCq. On note M la matrice pmi,j

˘

. Montrer que

detpMMq “ | detpMq|2.
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Exercice 23. Soient A,B PMdpRq.
(1) On suppose que AB “ BA. Montrer que A2`B2 “ pA` iBqpA´ iBq, et en

déduire que detpA2 `B2q ě 0.
(2) Montrer que si on ne suppose pas que AB “ BA, il est possible d’avoir

detpA2 `B2q ă 0.

Exercice 24. Soient p, q des entiers ě 1, et soit M PMp`qpKq. On suppose que M
est de la forme

M “

ˆ

A C
0 D

˙

,

où A PMppKq, D PMqpKq, C PMp,qpKq et 0 PMq,ppKq. Vérifier que

M “

ˆ

Ip 0
0 D

˙ˆ

Ip C
0 Iq

˙ˆ

A 0
0 Iq

˙

,

et en déduire que
detpMq “ detpAq detpDq.

Exercice 25. Soient A,B,C,D PMdpCq, et soit

M :“

ˆ

A C
B D

˙

PM2dpCq.

Le but de l’exercice est de montrer que si BD “ DB, alors

detpMq “ detpAD ´ CBq.

(1) On suppose que D est inversible. Trouver des matrices U, V,W P MdpCq
telles que

M “

ˆ

U V
0 D

˙ˆ

I 0
W I

˙

,

et en déduire que detpMq “ detpA´ CD´1Bq detpDq.

(2) Établir la formule souhaitée lorsque D est inversible et que BD “ DB.
(3) On suppose seulement que BD “ DB.

(a) Justifier rapidement que P pzq :“ det
´

A C

B D ´ zI

¯

´detpApD´ zIq´CBq

est un polynôme en z.
(b) Montrer à l’aide de (1) qu’il existe une infinité de z P C tels que P pzq “ 0.
(c) Montrer que detpMq “ detpAD ´BCq.

Exercice 26. Soient A,B P MnpRq. On suppose que A et B sont semblables dans
MdpCq, autrement dit qu’il existe une matrice inversible P P MdpCq telle que B “

P´1AP . Le but de l’exercice est de montrer que A et B sont semblables dans MdpRq,
autrement dit qu’il existe une matrice inversible Q PMdpRq telle que B “ Q´1AQ.
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(1) Montrer que toute matrice Z PMdpCq s’écrit de manière unique sous la forme
Z “ X ` iY avec X, Y PMdpRq.

(2) On écrit P “ X ` iY avec X, Y P MdpRq. Montrer que XB “ AX et
Y B “ AY .

(3) Montrer que fpzq :“ detpX` zY q est un polynôme à coefficients réels, et que
f ‰ 0.

(4) Déduire de (3) qu’il existe λ P R tel que la matrice Q :“ X`λY est inversible,
et conclure.

Exercice 27. Soient a, b, c P K. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice

A :“

¨

˝

0 0 c
1 0 b
0 1 a

˛

‚,

et vérifier qu’on a bien χApAq “ 0.

Exercice 28. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice A :“

ˆ

1 0 1
0 1 0

1 0 1

˙

.

Exercice 29. Soient D et D1 deux matrices diagonales de taille d. On note λ1, . . . , λd
les coefficients diagonaux de D, et λ11, . . . , λ

1
d ceux de D1. Montrer que D et D1 sont

semblables si et seulement si pλ11, . . . , λ
1
dq est une permutation de pλ1, . . . , λdq.

Exercice 30. Soit A P MdpKq. On suppose qu’il n’existe pas de polynôme non nul
R tel que degpRq ă d et RpAq “ 0. En utilisant une division euclidienne, montrer
que le polynôme caractéristique de A est le seul polynôme P de degré d avec un
coefficient devant zd égal à 1 tel que P pAq “ 0.

Exercice 31. Soient A,B P MnpKq. Le but de l’exercice est de montrer que AB et
BA ont le même polynôme caractéristique.

(1) Démontrer le résultat lorsque B est inversible.
(2) Montrer que pour tout entier n P N assez grand, la matrice B ´ 1

n
I est

inversible.
(3) Démontrer le résultat souhaité sans supposer que B est inversible.

Exercice 32. Soit A PMdpKq, avec d ě 2.

(1) On suppose qu’il existe un vecteur e P Kd tel que la famille pe, Ae, . . . , Ad´1eq
soit une base de Kd.

(a) Montrer que si R P Krzs est un polynôme de degré ă d tel que RpAq “ 0,
alors R “ 0.
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(b) On écrit Ade dans la base pe, Ae, . . . , Ad´1eq :

Ade “
d´1
ÿ

k“0

ckA
ke.

Montrer qu’on a AdAie “
řd´1
k“0 ckA

kAie pour i “ 0, . . . , d ´ 1; et en
déduire que

Ad “
d´1
ÿ

k“0

ckA
k.

(c) En utilisant l’Exercice 30, montrer que le polynôme caractéristique de A
est donné par

χApzq “ zd ´
d´1
ÿ

k“0

ckz
k.

(2) Dans cette question on se donne a0, . . . , ad´1 P K et on prend

A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 . . . 0 0 a0
1 0 0 . . . 0 0 a1
0 1 0 . . . 0 0 a2
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

0 . . . . . . 0 1 0 ad´2

0 . . . . . . 0 0 1 ad´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Déterminer le polynôme caractéristique de A en utilisant (1).

(3) Retrouver le résultat de (2) par un calcul direct, en développant detpzI ´Aq
par rapport à la dernière colonne.

Exercice 33. Soit A P MdpCq une matrice triangulaire supérieure dont tous les
coefficients diagonaux valent 0.

(1) On note pe1, . . . , edq la base canonique de Kd. Calculer Ae1, A
2e2 . . . , A

ded; et
en déduire que Ad “ 0.

(2) Re-démontrer que Ad “ 0 en utilisant le Théorème de Cayley-Hamiton.

Exercice 34. On dit qu’une matrice A PMdpKq est nilpotente s’il existe un entier n
tel que An “ 0. Le but de l’exercice est de montrer, de deux façons différentes, que
si A PMdpKq est nilpotente, alors Ad “ 0.

(1) Soit A PMdpKq nilpotente. On note n0 le plus petit entier n tel que An “ 0.

(a) Soit u P Kd. Montrer que si α0, . . . , αn0´1 P K sont tels que α0u`α1Au`
¨ ¨ ¨ ` αn0´1A

n0´1u “ 0, alors α0A
n0´1u “ 0.

(b) Justifier l’existence d’un vecteur e P Kd tel que An0´1e ‰ 0; puis montrer
que la famille pe, Ae, . . . , An0´1eq est libre.
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(c) Montrer que n0 ď d et conclure.

(2) Soit A PMdpKq nilpotente. Montrer que Ad “ 0 en utilisant le Théorème de
Cayley-Hamilton.

Exercice 35. Montrer que si A,B PMdpKq sont nilpotentes et telles que AB “ BA,
alors les matrices AB et A`B sont nilpotentes.

Exercice 36. Soit d un entier impair. Montrer que si A PMdpRq, alors A admet au
moins une valeur propre réelle.

Exercice 37. Soit E un K-espace vectoriel, et soit L P LpEq. On suppose qu’il
existe λ1, . . . , λr P K tels que E “ kerpL ´ λ1idEq ‘ ¨ ¨ ¨ kerpL ´ λridEq, et que
kerpL ´ λkidEq ‰ t0u pour k “ 1, . . . , r. Montrer que λ1, . . . , λr sont les seules
valeurs propres de L.

Exercice 38. Soit I un intervalle de R. Pour tout λ P C, on note eλ : I Ñ C la
fonction définie par eλptq :“ eλt. En considérant l’application linéaire D : C8pI,Cq Ñ
C8pI,Cq définie par Dpuq :“ u1, montrer que si λ1, . . . , λr P C sont tous différents,
alors les fonctions eλ1 , . . . , eλr sont linéairement indépendantes.

Exercice 39. Dans cette exercice, on veut résoudre l’équation différentielle

(E) xp4qptq “ xptq.

On cherche les solutions définies sur R et à valeurs complexes.

(1) Montrer que toutes les solutions de (E) sont de classe C8.
(2) On note E l’espace vectoriel C8pR,Cq, et D : E Ñ E l’application linéaire

définie par Dpxq :“ x1. Montrer qu’une fonction x P E est solution de (E) si
et seulement si x P kerpD4 ´ idEq.

(3) Pour λ P C, déterminer kerpD ´ λidEq.
(4) Déduire de (2) et (3) que les solutions de (E) sont les fonctions x de la forme

xptq “ αet ` βe´t ` γeit ` δe´it,

où α, β, γ, δ sont des constantes.

Exercice 40. Dans cet exercice, on considère une équation différentielle linéaire
d’ordre n ě 1, de la forme

(E) xpnqptq “ an´1x
pn´1q

ptq ` an´2x
pn´2q

ptq ` ¨ ¨ ¨ ` a0xptq,

où a0, . . . , an´1 P C. On cherche les solutions définies sur R et à valeurs complexes.

(1) Montrer que toutes les solutions de (E) sont de classe C8.
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(2) Soit D : C8pR,Cq Ñ C8pR,Cq l’application linéaire définie par Dpxq :“ x1.
Montrer qu’une fonction x : R Ñ C est solution de (E) si et seulement si
x P kerpP pDqq, où P est le polynôme défini par

P pzq :“ zn ´ an´1z
n´1

´ an´2z
n´2

´ ¨ ¨ ¨ ´ a1z ´ a0.

(3) On suppose que le polynôme P admet n racines distinctes r1, . . . , rn P C.
Déduire de (2) que les solutions de (E) sont les fonctions x de la forme

xptq “ λ1e
r1t ` ¨ ¨ ¨ ` λne

rnt,

où λ1, . . . , λn P C sont des constantes.
(4) On suppose que le polynôme admet une seule racine r, et donc que

P pzq “ pz ´ rqn.

(a) Soit φ : R Ñ C la fonction définie par φptq :“ e´rt. On définit une
application linéaire Mφ : C8pR,Cq Ñ C8pR,Cq en posant

Mφpxq :“ φx pour tout x P C8pR,Cq.

Montrer qu’on a

D ˝Mφ “Mφ ˝ pD ´ r idq;

et en déduire que

Dn
˝Mφ “Mφ ˝ P pDq.

(b) Montrer que l’application linéaire Mφ est injective.
(c) Déduire de (a) et (b) qu’une fonction x : R Ñ C est solution de (E) si

et seulement si elle est de la forme

xptq “ Qptqert,

où Q est un polynôme de degré ď n´ 1.

(5) Donner l’expression des solutions de (E) lorsque le polynôme P se décompose
sous la forme

P pzq “ pz ´ r1q
m1 ¨ ¨ ¨ pz ´ rkq

mk .

Exercice 41. Soient A,B PMdpKq. On suppose qu’on a AB ´BA “ A.

(1) Montrer que pour tout n P N, on a AnB ´BAn “ nAn.
(2) En considérant l’application linéaire L : MdpKq ÑMdpKq définie par LpXq :“

XB ´ BX, en déduire que la matrice A est nilpotente, autrement dit qu’il
existe n P N tel que An “ 0.
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Exercice 42. Soient A,B P MdpCq. On suppose que A et B n’ont pas de valeur
propre commune, autrement dit qu’il n’existe aucun λ P C qui soit à la fois valeur
propre de A et valeur propre de B. Le but de l’exercice est de montrer que pour
toute matrice Y P MdpCq, l’équation AX ´ XB “ Y admet une unique solution
X PMdpCq.

(1) Montrer qu’il existe des polynômes U et V tels que UχA ` V χB “ 1.
(2) En déduire que la matrice χBpAq est inversible.
(3) Soit X PMdpCq. On suppose qu’on a AX “ XB. Montrer qu’on a P pAqX “

XP pBq pour tout polynôme P ; et en déduire à l’aide de (2) que X “ 0.
(4) Vérifier que l’application L : MdpCq ÑMdpCq définie par LpXq :“ AX´XB

est linéaire.
(5) Démontrer le résultat annoncé en utilisant (3) et (4).

Exercice 43. Pour toute matrice M PMdpCq, on note σpMq l’ensemble des valeurs
propres de M . Le but de l’exercice est de montrer que si A PMdpCq alors, pour tout
polynôme P P Crzs, on a

σpP pAqq “ P pσpAqq :“ tP pλq; λ P σpAqu.

(1) Montrer l’inclusion P pσpAqq Ă σpP pAqq.

(2) Soit A PMdpCq et soit P P Crzs un polynôme non constant. Soit également µ
une valeur propre de P pAq, et soit Q le polynôme défini par Qpzq :“ P pzq´µ.
On écrit

Qpzq “ c pz ´ λ1q
m1 ¨ ¨ ¨ pz ´ λrq

mr .

Exprimer P pAq ´ µI à l’aide de λ1, . . . , λr,m1, . . . ,mr, puis montrer qu’il
existe au moins un k P J1, rK tel que A´ λkI n’est pas inversible.

(3) Conclure.

Exercice 44. Soit A P MdpKq. Montrer que si A est diagonalisable, alors fpAq est
diagonalisable pour tout polynôme f P Krzs.

Exercice 45. Soient a, b, c P K, et soit A :“

ˆ

1 a b
0 3 c
0 0 5

˙

.

(1) Montrer que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
(2) Déterminer a, b, c de façon à ce que les vecteurs v :“ tp1, 1, 0q et w :“ tp1, 0, 1q

soient des vecteurs propres de A.
(3) Pour les valeurs de a, b, c obtenues en (2), donner une matrice P P M3pRq

inversible telle que P´1AP soit diagonale.
(4) Toujours avec les valeurs de a, b, c obtenues en (2), calculer A457.



11

Exercice 46. Dans chacun des cas suivants : déterminer les valeurs propres de la
matrice A, trouver une base de kerpA ´ λIq pour chaque valeur propre λ, et dire si
A est diagonalisable.

(i) A :“

ˆ

1 0 0

2 2 0
1 1 1

˙

¨ (ii) A :“

ˆ

2 -2 1

2 -3 2
-1 2 0

˙

¨ (iii) A :“

ˆ

3 2 0

-1 0 0

0 0 1

˙

¨

Exercice 47. Dans les 3 cas suivants, déterminer si A est diagonalisable; et si
elle l’est, donner une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que
P´1AP “ D.

(i) A :“

ˆ

0 1 1

-1 2 1

1 0 1

˙

¨ (ii) A :“

ˆ

3 0 0

-4 3 4

-4 0 7

˙

¨ (iii) A :“

ˆ

0 1 1

1 0 0

0 0 1

˙

¨

Exercice 48. Montrer que la matrice A :“

ˆ

1 0 1

0 1 0
1 0 1

˙

est diagonalisable sur R, et

déterminer une base de vecteurs propres pour A.

Exercice 49. Soit A :“

ˆ

2 -1 1
-4 2 -4

-2 1 -1

˙

. Calculer Ak pour tout k P N.

Exercice 50. Soit A PMdpKq. On suppose que A admet d valeurs propres complexes
distinctes λ1, . . . , λd. Montrer que pour tout polynôme P , on a

det
`

P pAq
˘

“ P pλ1q ¨ ¨ ¨P pλdq.

Exercice 51. Dans cet exercice, on considère la matrice J P M5pRq définie comme
suit :

J :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

(1) Calculer le polynôme caractéristique de J .
(2) Montrer que J est diagonalisable sur C et donner ses valeurs propres.
(3) La matrice J est-elle diagonalisable sur R?
(4) Pour tout α P C, on note upαq le vecteur tp1, α, α2, α3, α4q P C5. On pose

également ω :“ ei
2π
5 .

(a) Montrer que pour tout k P J0, 4K, le vecteur upωkq est un vecteur propre
pour J associé à la valeur propre ωk.
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(b) Conclure que pup1q, upωq, upω2q, upω3q, upω4qq est une base de vecteurs
propres (complexes) pour J .

Exercice 52. Soient a, b, c, d P R. On considère la matrice M P M4pRq définie
comme suit :

M :“

¨

˚

˚

˝

a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

˛

‹

‹

‚

.

(1) Vérifier qu’on a M “ aI ` bJ ` cJ2 ` dJ3, où J :“

¨

˝

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

˛

‚.

(2) Déterminer les valeurs propres complexes de la matrice J .
(3) En utilisant les questions précédentes et l’Exercice 50, montrer que

detpMq “
`

pa` cq2 ´ pb` dq2
˘`

pa´ cq2 ` pb´ dq2
˘

.

Exercice 53. Soient a, b P R, avec b ‰ 0. Montrer que la matrice A :“
´

a -b
b a

¯

n’est

pas diagonalisable sur R, mais qu’elle est diagonalisable sur C.

Exercice 54. Montrer que la matrice A :“

ˆ

1 2 1
0 1 -1

0 1 1

˙

est diagonalisable sur C,

mais pas sur R.

Exercice 55. Soient a, b, d P R. Montrer que la matrice A :“
´

a b

b d

¯

est diagonalis-

able sur R.

Exercice 56. Soient a1, a2, a3, b P R. Montrer que la matrice A :“

ˆ

a1 0 b
0 a2 0

b 0 a3

˙

est diagonalisable sur R.

Exercice 57. Soient a, b, c P R. Montrer que la matrice A :“

ˆ

0 0 a

0 0 b
a b c

˙

est

diagonalisable sur R.

Exercice 58. Soit A P MdpKq. Montrer que si P P Krzs vérifie P pAq “ 0, alors
toutes les valeurs propres de A sont des racines de P .

Exercice 59. Soit A PMdpRq vérifiant An “ I pour un certain entier n ě 1.

(1) Montrer que A est diagonalisable sur C.
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(2) On suppose que n est impair. Montrer que si A est diagonalisable sur R, alors
A “ I.

Exercice 60. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit L P LpEq.
Soit également F un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F est invariant par
L, ce qui signifie que LpF q Ă F , et on note L|F : F Ñ F la restriction de L à F , qui
est donc une application linéaire de F dans F . Montrer que si L est diagonalisable,
alors L|F est diagonalisable. (Commencer par observer que pour tout polynôme P P Krzs,
on a P pL|F q “ P pLq|F .)

Exercice 61. Soit A P MdpKq. On note CpAq l’ensemble de toutes les matrices
B PMdpKq telles que AB “ BA.

(1) Montrer que si P P Krzs, alors P pAq P CpAq.
(2) Montrer que si B P CpAq, alors B

`

kerpA ´ λIq
˘

Ă kerpA ´ λIq pour tout
λ P K.

(3) Dans cette question, on suppose que A possède d valeurs propres distinctes
λ1, . . . , λd. On fixe une base pu1, . . . , udq de Kd telle que Aui “ λiui pour
i “ 1, . . . , d.

(a) Montrer que pour tout polynôme P P Krzs, on a P pAqui “ P pλiqui pour
i “ 1, . . . , d.

(b) En utilisant (2), montrer que si B P CpAq, alors il existe α1, . . . , αd P K
tels que Bui “ αiui pour i “ 1, . . . , d.

(c) En utilisant les questions précédentes et l’Exercice 7, montrer que toute
matrice B P CpAq peut s’écrire B “ P pAq pour un certain polynôme
P P Krzs.

(4) Dans cette question, on suppose qu’il existe un vecteur e P Kd tel que la
famille pe, Ae, . . . , Ad´1eq soit une base de Kd.

(a) Soit B PMdpKq quelconque. Montrer qu’il existe un polynôme P P Krzs
tel que Be “ P pAqe.

(b) Montrer que toute matrice B P CpAq peut s’écrire B “ P pAq pour un
certain polynôme P P Krzs.

(5) Est-il toujours vrai que si A P MdpKq, alors toute matrice B P CpAq peut
s’écrire B “ P pAq avec P P Krzs?


