
MAT3-PC

Feuille d’exercices no 3

Exercice 1. Soit E un R-espace vectoriel. On dit qu’une fonction N : E Ñ R est
une norme sur E si elle possède les propriétés suivantes :

(i) Np0q “ 0, et Npxq ą 0 pour tout x ‰ 0;
(ii) Npλxq “ |λ|Npxq pour tout x P E et pour tout λ P R;
(iii) Npx` yq ď Npxq `Npyq pour tous x, y P E.

(1) Donner des exemples de normes sur E “ R et sur E “ C.
(2) Montrer que si N : E Ñ R est une norme sur E, alors l’ensemble

B :“ tu P E; Npuq ď 1u

est un ensemble convexe, ce qui signifie que si u, v P B, alors p1´λqu`λv P B
pour tout λ P r0, 1s.

(3) Soit N : E Ñ R. On suppose que N possède les propriétés (i) et (ii); et on
suppose de plus que l’ensemble B “ tu P E; Npuq ď 1u est convexe. Le but
de la question est de montrer que N est une norme.

(a) Montrer que si z P E et z ‰ 0, alors z
Npzq

P B.

(b) Montrer que si x, y P E sont tous les deux ‰ 0, alors on peut trouver
λ P r0, 1s tel que

x` y

Npxq `Npyq
“ p1´ λq

x

Npxq
` λ

y

Npyq
¨

(c) Montrer que N est une norme.

(4) Dans cette question, on prend E “ Rd. On se donne un nombre réel p ą 1,
et on définit Np : Rd Ñ R comme suit : si x “ tpx1, . . . , xdq P Rd, alors

Nppxq :“

˜

d
ÿ

i“1

|xi|
p

¸1{p

.

On veut montrer que Np est une norme sur Rd.

(a) Soit λ P r0, 1s. Montrer que la fonction ϕ : R` Ñ R définie par

ϕptq :“
`

p1´ λqt` λ
˘p
´
`

p1´ λqtp ` λ
˘

atteint son maximum pour t “ 1, et en déduire que pour tout t ě 0, on
a

`

p1´ λqt` λ
˘p
ď p1´ λqtp ` λ.

(b) Déduire de (a) que pour tous x, y P R et pour tout λ P r0, 1s on a

|p1´ λqx` λy|p ď p1´ λq|x|p ` λ|y|p.
1
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(c) Montrer à l’aide de la question (3) que Np est une norme sur Rd.

Exercice 2. Est-il possible d’exprimer le vecteur v :“ tp1, 4q P R2 comme combi-
naison linéaire des deux vecteurs v1 :“ tp0, 1q et v2 :“ tp1, 1q?

Exercice 3. Est-il possible d’exprimer le vecteur v :“ tp1,´2, 5q P R3 comme com-
binaison linéaire des trois vecteurs v1 :“ tp1,´3, 2q, v2 :“ tp2,´4,´1q et v3 :“
tp1,´5, 7q ?

Exercice 4. Les sous-ensembles de R3 suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels
de R3 ?

(1) E1 :“ t tpx, y, zq P R3; | x` y ` z “ 0u.
(2) E2 :“ t tpx, y, zq P R3; | x2 ´ z2 “ 0u.

Exercice 5. Soit A P MdpKq. L’ensemble tB P MdpKq; AB “ BAu est-il un
sous-espace vectoriel de MdpKq?

Exercice 6. Soit E :“ CpR,Rq et soit a P R. L’ensemble
 

f P E;
ş1

0
fpt2`9q dt “ a

(

est-il un sous-espace vectoriel de E?

Exercice 7. L’ensemble tA P M3pKq; A3 “ 0u est-il un sous-espace vectoriel de
M3pKq?

Exercice 8. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : R Ñ R est dite bornée s’il
existe une constante C telle que : |fptq| ď C pour tout t P R. Montrer que l’ensemble
des fonctions bornées est un sous-espace vectoriel de FpI,Rq.

Exercice 9. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I Ñ R est dite lipschitzienne
s’il existe une constante C telle que : |fptq ´ fpsq| ď C |t ´ s| pour tous s, t P R.
Montrer que l’ensemble des fonctions lipschitzienne est un sous-espace vectoriel de
FpR,Rq.

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel, et soient E1 et E2 deux sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que si E1 Y E2 est un sous-espace vectoriel de E, alors
E1 Ď E2 ou E2 Ď E1.

Exercice 11. On considère K comme un K-espace vectoriel. Montrer qu’une appli-
cation L : KÑ K est linéaire si et seulement si elle est de la forme Lpuq “ λu, pour
une certaine constante λ P K.
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Exercice 12. Soit A P M2pRq, et soit L : R2 Ñ R2 l’application linéaire associée.
En identifiant R2 et C de la manière habituelle, montrer que L : CÑ C est C-linéaire
si et seulement A est de la forme

A “

ˆ

a ´b
b a

˙

Exercice 13. Soit E un C-espace vectoriel.

(1) Montrer que si Φ : E Ñ C est une forme C-linéaire, alors l’application RepΦq :
E Ñ R est une forme R-linéaire.

(2) Montrer que si ϕ : E Ñ R est une forme R-linéaire, alors il existe une unique
forme C-linéaire Φ : E Ñ C telle que ϕ “ RepΦq

Exercice 14. Soit E un R-espace vectoriel, et soit B : EˆE Ñ R. On suppose que
B possède les propriétés suivantes :

(i) B est bilinéaire : pour tout x P E fixé, l’application y ÞÑ Bpx, yq est linéaire,
et pour tout y P E fixé, l’application x ÞÑ Bpx, yq est linéaire.

(ii) B est symétrique : Bpx, yq “ Bpy, xq pour tous x, y P E;
(iii) B est positive : Bpx, xq ě 0 pour tout x P E.

Pour tout x P E, on pose

Npxq :“
a

Bpx, xq.

Le but de l’exercice est d’établir les inégalités suivantes : pour tous x, y P E,

|Bpx, yq| ď NpxqNpyq et Npx` yq ď Npxq `Npyq.

(1) Soient x, y P E. Montrer que pour tout t P R, on a

Bpx` ty, x` tyq “ Bpy, yqt2 ` 2Bpx, yqt`Bpx, xq.

(2) Déduire de (1) que si x, y P E, alors |Bpx, yq| ď NpxqNpyq.
(3) Montrer que si x, y P E, alors Npx` yq2 ď pNpxq `Npyqq2, et conclure.

Exercice 15. Montrer que si x1, . . . , xn, y1, . . . , yn P R, alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

xiyi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

d

n
ÿ

i“1

x2i ˆ

d

n
ÿ

i“1

x2i et

d

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq2 ď

d

n
ÿ

i“1

x2i `

d

n
ÿ

i“1

y2i .

Exercice 16. Soit ra, bs un intervalle de R. Montrer que si f, g : ra, bs Ñ R sont des
fonctions continues, alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fptqgptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

d

ż b

a

fptq2dtˆ

d

ż b

a

gptq2dt et
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d

ż b

a

`

fptq ` gptq
˘2
dt ď

d

ż b

a

fptq2dt`

d

ż b

a

gptq2dt

Exercice 17. Soit E un K-espace vectoriel, et soient A,B P LpEq.
(1) Dans cette question, on suppose que E “ Kd. Montrer qu’il n’est pas possible

d’avoir AB´BA “ λI avec λ ‰ 0. (En considérant A et B comme des matrices,

penser à la trace.)
(2) Dans cette question, on prend E “ C8pR,Kq, et on définit A et B comme

suit : si f P E, alors

Apfq :“ f 1 et Bpfqptq :“ tfptq.

Déterminer AB ´BA.

Exercice 18. Soient u1 “
tp1, 1q et u2 “

tp1, 2q deux vecteurs de R2. Montrer que
pu1, u2q est une base de R2 et déterminer les coordonnées de u :“ tp3, 4q P R2 dans
la base pu1, u2q.

Exercice 19. Montrer que les vecteurs u1 :“ tp0, 1, 1q, u2 :“ tp1, 0, 1q et u3 :“
tp1, 1, 0q forment une base de R3, et déterminer dans cette base les coordonnées du
vecteur u :“ tp1, 1, 1q.

Exercice 20. On note σ1, σ2 et σ3 les matrices de Pauli :

σ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

, σ2 “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

et σ3 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Montrer que pI, σ1, σ2, σ3q est une base de M2pCq.

Exercice 21. Les vecteurs u :“ tp1, 1, 1q, v :“ tp1, 2, 3q et w :“ tp2,´1, 1q forment-
ils une base de R3?

Exercice 22. Déterminer une base et la dimension de chacun des sous-espaces vec-
toriels de R3 suivants :

(1) E1 :“ t tpx, y, zq P R3; x` y ` z “ 0u,
(2) E2 “ t

tpx, y, zq P R3; x “ y “ zu,
(3) E3 “ t

tpx, y, zq P R3; z “ 3xu,
(4) E4 “ t

tpx, y, zq P R3; x` y ` 2z “ 0u,
(5) E5 “ t

tpt,´t, 3tq | t P Ru.

Exercice 23. Montrer que si E un sous-espace vectoriel de R2, alors 3 cas sont
possibles : ou bien E “ t0u, ou bien E “ Ru pour un certain vecteur u ‰ 0, ou bien
E “ R2.
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Exercice 24. Montrer que si E un sous-espace vectoriel de R3, alors 4 cas sont
possibles : ou bien E “ t0u, ou bien E “ Ru pour un certain vecteur u ‰ 0, ou bien
E “ vectpu1, u2q où u1 et u2 sont des vecteurs non colinéaires, ou bien E “ R3.

Exercice 25. Montrer que l’espace vectoriel Krzs n’est pas de dimension finie.

Exercice 26. Soient E1 et E2 deux K-espaces vectoriels. Montrer que si E1 et E2

sont de dimension finie, alors E1 ˆ E2 est de dimension finie et dimpE1 ˆ E2q “

dimpE1q ` dimpE2q.

Exercice 27. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit pe1, . . . , enq une

base de E, et soient e71, . . . , e
7
n les formes linéaires coordonnées associées à la base

pe1, . . . , enq. Montrer que pe71, . . . , e
7
nq est une base de E7.

Exercice 28. Soient E et F deux espaces vectoriels. Pour v P F et ϕ P E7, on note
ϕb v : E Ñ F l’application définie par

ϕb v pxq :“ xϕ, xy v.

(1) Vérifier que ϕb v est une application linéaire.
(2) On suppose que E et F sont de dimension finie. Soit pe1, . . . , eqq une base

de E, et soit pf1, . . . , fpq une base de F . Soient également e71, . . . , e
7
q les

applications coordonnées associées à la base pe1, . . . , eqq de E. Montrer que

la famille
`

e7i b fi
˘

pi,jqPJ1,pKˆJ1,qK est une base de LpE,F q.
(3) Si E et F sont de dimension finie, quelle est la dimension de LpE,F q?

Exercice 29. Soit Φ : MdpKq Ñ K une forme linéaire.

(1) Justifier qu’il existe une matrice pci,jq1ďi,jďd telle que : pour toute matrice
X “ pxi,jq PMdpKq, on a

ΦpXq “
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

ci,jxi,j.

(2) Montrer qu’il existe une et une seule matrice A P MdpKq telle : pour toute
matrice X PMdpKq, on a

ΦpXq “ TrpAXq.

Exercice 30. Déterminer les formes linéaires Φ sur MdpKq vérifiant ΦpABq “
ΦpBAq pour toutes A,B PMdpKq.
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Exercice 31. Soit E :“ R3rzs. Pour u P R, on note δu : E Ñ R la forme linéaire
définie par δupP q :“ P puq; et on note ψ : E Ñ R la forme linéaire définie par

ψpP q :“
ş1

0
P ptq dt. Montrer que ψ est combinaison linéaire de δ0, δ1{2 et δ1.

Exercice 32. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient E1, E2 des
sous-espaces vectoriels de E. Montrer qu’on a dimpE1`E2q “ dimpE1q`dimpE2q´

dimpE1 X E2q (Utiliser un supplémentaire de E1 X E2 dans E1 et un supplémentaire de

E1 X E2 dans E2)

Exercice 33. Soit E un R-espace vectoriel, et soit F :“ E ˆ E. On définit les
opérations suivantes sur F :r si u “ pu1, u2q P F et v “ pv1, v2q P F , alors u` v :“ pu1 ` u2, v1 ` v2q;r si u “ pu1, u2q P F et λ “ a` ib P C, alors λˆ u :“ pau1 ´ bu2, au2 ` bu1q.

(1) Montrer que F est un C-espace vectoriel.
(2) Dans cette question, on considère F comme un R-espace vectoriel. On pose

FR :“ tpx, 0q; x P Eu et iFR :“ tiv; v P FRu. Montrer que FR et iFR sont des
sous-espaces vectoriels de F isomorphes à E, et qu’on a F “ FR ‘ iFR.

(3) Montrer que si L : FR Ñ FR est une application R-linéaire, alors il existe une
unique application C-linéaire LC : F Ñ F telle que LCpuq “ Lpuq pour tout
u P FR.

(4) Montrer que si E est de dimension finie, alors F est aussi de dimension finie
en tant que C-espace vectoriel, avec dimpF q “ dimpEq.

Exercice 34. Soit E un espace vectoriel, et soit J : E Ñ E une application linéaire.
On suppose qu’on a J ˝ J “ idE.

(1) Montrer que S :“ tx P E; Jpxq “ xu et A :“ tx P E; Jpxq “ ´xu sont des
sous-espaces vectoriels de E.

(2) Montrer que si x P E, alors x` Jpxq P S et x´ Jpxq P A.
(3) Montrer que E “ S ‘A.

Exercice 35. Soit E :“ FpR,Rq. On dit qu’une fonction f P E est paire si on a
fp´tq “ fptq pour tout t P R, et que f est impaire si on a fp´tq “ ´fptq pour tout
t P R. On note Ep l’ensemble des fonctions paires, et Ei l’ensemble des fonctions
impaires.

(1) Montrer que Ep et Ei sont des sous-espaces vectoriels de FpR,Rq.
(2) Montrer que si u : R Ñ R est une fonction quelconque, alors la fonction f

définie par fptq “ uptq ` up´tq est paire, et la fonction g définie par gptq “
uptq ´ up´tq est impaire.

(3) Montrer que E “ Ep ‘ Ei.
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Exercice 36. On dit qu’une matrice A PMdpKq est symétrique si tA “ A, et que A
est antisymétrique si tA “ ´A. On note SdpKq l’ensemble des matrices symétriques,
et AdpKq l’ensemble des matrices antisymétriques.

(1) Montrer que SdpKq et AdpKq sont des sous-espaces vectoriels de MdpKq.
(2) Montrer que MdpKq “ SdpKq ‘AdpKq.
(3) Déterminer la dimension de SdpKq et SdpKq.

Exercice 37. Soit E :“ C8pR,Rq. Pour n P N, on pose

En :“ tf P E; fp0q “ f 1p0q “ ¨ ¨ ¨ “ f pnqp0q “ 0u.

Montrer que E “ En ‘ Rnrzs.

Exercice 38. Les familles de trois vecteurs de R3 suivantes sont-elles libres?

(1) pu1, u2, u3q, où u1 :“ tp1,´2, 1q, u2 :“ tp2, 1,´1q et u3 :“ tp7,´4, 1q.
(2) pv1, v2, v3q, où v1 :“ tp1, 0, 1q, v2 :“ tp0, 2, 2q et v3 :“ tp3, 7, 1q.
(3) pw1, w2, w3q, où w1 :“ tp1, 0, 0q, w2 :“ tp0, 1, 1q et w3 :“ tp1, 1, 1q.

Exercice 39. Soient u1, u2, u3, u4 les vecteurs suivants de R3 : u1 :“ tp67, 890,´35πq,
u2 :“ tp12345, e3´35,´17{3q, u3 :“ tp13π2, lnp73q´e5, 897q et u4 :“ tp10, 100, 1000q.
La famille pu1, u2, u3, u4q est-elle libre?

Exercice 40. u1, u2, u3 les vecteurs suivants de R4 : u1 :“ tp67, 890,´35π, 6044q,
u2 :“ tp12345, e3 ´ 35,´17{3,´1q, u3 :“ tp13π2, lnp73q ´ e5, 897,

?
33q. La famille

pu1, u2, u3q est-elle génératrice de R4?

Exercice 41. Soit E un espace vectoriel, et soit L : E Ñ E une application linéaire.
On suppose que pour tout x P E, il existe un nombre λpxq P K tel que Lpxq “ λpxqx.

(1) Montrer que si x, y P E sont linéairement indépendants, alors

λpxq “ λpx` yq “ λpyq.

(2) Montrer qu’il existe une constante λ telle que Lpxq “ λx pour tout x P E.

Exercice 42. Montrer que si P1, . . . , PN sont des polynômes non nuls de degrés tous
différents (à coefficients dans K), alors la famille pP1, . . . , PNq est libre dans Krzs.

Exercice 43. Soient a, b P R avec a ‰ 0. Montrer que les fonctions t ÞÑ sinpatq et
t ÞÑ cospbtq sont linéairement indépendantes dans FpR,Rq.

Exercice 44. Soient α1, . . . , αn des nombres complexes tous différents. Soit également
I un intervalle de R (non réduit à un point). Pour k “ 1, . . . , n, on note fk : I Ñ C
la fonction définie par fkptq :“ eαkt.
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(1) Soient λ1, . . . , λn P C. On suppose qu’on a
řn
k“1 λkfkptq “ 0 pour tout t P I.

Montrer que si n ě 2, alors
řn´1
k“1pαk ´ αnqλkfkptq “ 0. pour tout t P I.

(2) Montrer que la famille pf1, . . . , fnq est libre dans FpI,Cq.

Exercice 45. Soit E un espace vectoriel, et soient v1, . . . , vn P E. On suppose qu’il
existe des formes linéaires ϕ1, . . . , ϕn P E

7 telles que xϕi, vjy “ δi,j pour 1 ď i, j ď n.
Montrer que la famille pv1, . . . , vnq est libre.

Exercice 46. Soit E :“ Cpr0, 2πs,Cq. Pour tout k P Z, on note ek P E la fonction
définie par ekptq :“ eikt.

(1) Pour k, k1 P Z, calculer
ş2π

0
ekptqek1ptq dt.

(2) En utilisant l’Exercice 45, montrer que si k1, . . . , kn P Z sont tous différents,
alors la famille pek1 , . . . , eknq est libre.

Exercice 47. On dit qu’une matrice A P MdpKq est nilpotente s’il existe un entier
n P N tel que An “ 0.

(1) Soit A P MdpKq et soit x P Kd. On suppose qu’il existe un entier k ě 2 tel
que Ak´1x ‰ 0 et Akx “ 0. Montrer que la famille px,Ax, . . . , Ak´1xq est
libre.

(2) Montrer que si A PMdpKq est nilpotente, alors Ad “ 0.

Exercice 48. Déterminer une base et la dimension de kerA, pour

A :“

¨

˝

1 1 1
1 1 1
1 1 1

˛

‚.

Exercice 49. Soit E un espace vectoriel. On dit qu’une application linéaire p : E Ñ
E est un projecteur si on a p2 “ p.

(1) Montrer que si p est un projecteur, alors Imppq “ kerpp´ idq et E “ kerppq‘
kerpp´ idq.

(2) Montrer que si E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que
E “ E1 ‘ E2, alors il existe un unique projecteur p tel que Imppq “ E1 et
kerppq “ E2.

(3) Dans cette question, on prend E “ R3. Soit p : R3 Ñ R3 l’application linéaire
dont la matrice canonique est

A “

¨

˝

5{2 ´3{2 ´1
3{2 ´1{2 ´1
3{2 ´3{2 0

˛

‚.

Montrer que p est un projecteur, et déterminer kerppq et Imppq.
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Exercice 50. Montrer que si A PMdpKq vérifie A2 “ A, alors dim ImpAq “ TrpAq.

Exercice 51. Soient E :“ tf P C1pr0, 1s,Rq; fp0q “ 0u et F :“ Cpr0, 1s,Rq. Montrer
que l’application f ÞÑ f 1 est un isomorphisme de E sur F .

Exercice 52. Soit E un espace vectoriel, et soient E1, E2 des sous-espaces vectoriels
de E. On définit une application L : E1 ˆ E2 Ñ E par Lpu, vq :“ u` v.

(1) Montrer que L est une application linéaire.
(2) Montrer que L est injective si et seulement si E1 X E2 “ t0u.
(3) Montrer qu’on a E “ E1 ‘ E2 si et seulement si L est un isomorphisme de

E1 ˆ E2 sur E.

Exercice 53. Soit E un espace vectoriel. Pour tout ensemble A Ď E, on pose

AK :“ tϕ P E7; xϕ, xy “ 0 pour tout x P A}.
(1) Montrer que AK est un sous-espace vectoriel de E7.
(2) Soit F un sous-espace vectoriel de E, et soit G un supplémentaire de F dans

E. Montrer que l’application L : FK Ñ G7 définie par Lpϕq :“ ϕ|G est un
isomorphisme de FK sur G7.

(3) On suppose que E est de dimension finie. Montrer que si F est un sous-espace
vectoriel de E, alors dimpFKq “ dimpEq ´ dimpF q.

Exercice 54. Soit A “ pai,jq PMdpKq. On suppose que pour tout i P J1, dK, on a

|ai,i| ą
ÿ

j‰i

|ai,j|.

Montrer que A est inversible.

Exercice 55. Soient a, b P R avec a ‰ 0. On considère la matrice A P M5pRq
suivante :

A :“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 b b2 b3 b4

0 a 2ab 3ab2 4b3a
0 0 a2 3a2b 6b2a2

0 0 0 a3 4ba3

0 0 0 0 a4

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(1) Justifier en 1 ligne que A est inversible.
(2) Soit L : R4rzs Ñ R4rzs l’appplication définie comme suit : si P P R4rzs, alors

LpP qpzq :“ P paz ` bq.

Montrer que L est linéaire et bijective, et déterminer L´1.
(3) Déterminer la matrice de L dans la base p1, z, z2, z3, z4q.
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(4) Déterminer A´1.

Exercice 56. Soient A et B deux polynômes à coefficients dans K, avec degpAq ě
degpBq ą 0.

(1) On pose a :“ degpAq et b :“ degpBq. Soit L : Ka´brzs ˆ Kb´1rzs Ñ Karzs
l’application définie par

LpQ,Rq :“ BQ`R.

Justifier que L envoie bien Ka´brzs ˆ Kb´1rzs dans Karzs, puis montrer que
L est linéaire et injective.

(2) Déduire de (1) qu’il existe un unique couple de polynômes pQ,Rq tel que
degpRq ă degpBq et A “ BQ`R.

Exercice 57. Soit n un entier ě 1, et soient λ1, . . . , λn P K des nombres tous
différents.

(1) Soit L : Knrzs Ñ Kn`1 l’application définie par

LpP q :“ t
`

P pλ0q, . . . , P pλnq
˘

.

Montrer que L est linéaire et déterminer son noyau.
(2) Déduire de (1) que pour si on se donne a0, . . . , an P K, alors il existe un

unique polynôme P P Knrzs tel que

P pλiq “ ai pour i “ 0, . . . , n.

(3) Pour k “ 0, . . . , n, on définit Qk P Knrzs comme suit :

Qk “
ź

j‰k

z´ λj
λk ´ λj

¨

Montrer que le polynôme P de (2) est donné par la formule

P “
n
ÿ

k“0

akQk.

Exercice 58. Soit E :“ Fpr0,8r,Rq.
(1) Pour toute fonction f P E, on note Bpfq et Spfq les élément de E définis

comme suit :

Bpfqptq “ fpt` 1q pour tout t P r0,8r

Spfqptq “

"

0 si 0 ď t ă 1
fpt´ 1q si t ě 1

(2) Montrer que les applications S : E Ñ E et B : E Ñ E sont linéaires.
(3) Vérifier qu’on a B ˝ S “ idE.
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(4) Montrer que S est injective mais pas surjective, et que B est surjective mais
pas injective.

Exercice 59. Soit E un espace vectoriel, et soit L P LpEq.
(1) Montrer que pour tout k P N, on a kerpLkq Ď kerpLk`1q et ImpLk`1q Ď

ImpLkq.
(2) On suppose que E est de dimension finie. Montrer qu’il existe k P N tel que

kerpLkq “ kerpLk`1q et qu’il existe k1 P N tel que ImpLk
1

q “ ImpLk
1

q.
(3) On suppose toujours E de dimension finie. Montrer que si k P N, alors on a

l’équivalence suivante :

kerpLkq “ kerpLk`1q ðñ ImpLkq “ ImpLk`1q.

Exercice 60. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soit L P LpEq.
Montrer que les choses suivantes sont équivalentes.

(i) kerpLq “ kerpL2q;
(ii) kerpLq X ImpLq “ t0u;
(iii) E “ kerpLq ‘ ImpLq

Exercice 61. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient E1, . . . , Ek des
sous-espaces vectoriels de E.

(1) Soit L : E1 ˆ ¨ ¨ ¨Ek Ñ E2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ek l’application définie par

Lpu1, u2, . . . , ukq :“ pu2 ´ u1, . . . , uk ´ u1q.

Montrer que L est linéaire et que kerpLq “ tpu, . . . , uq; u P E1 X ¨ ¨ ¨ X Eku.

(2) Montrer que si
k
ř

i“1

dimpEiq ą pk ´ 1q dimpEq, alors E1 X ¨ ¨ ¨ X Ek ‰ t0u.

Exercice 62. Soit n un entier ě 3, soient E0, . . . , En des espaces vectoriels de
dimensions finies, et pour tout k P J0, n ´ 1K, soit Lk : Ek Ñ Ek`1 une application
linéaire. On supposer que L0 est injective, que Ln´1 est surjective, et que ImpLkq “
kerpLk`1q pour k “ 0, . . . , n´ 2. Montrer qu’on a

n
ÿ

k“0

p´1qk dimpEnq “ 0


