MAT3-PC

Feuille d’exercices n° 3

Exercice 1. Soit F un R-espace vectoriel. On dit qu’une fonction N : £ — R est
une norme sur E si elle possede les propriétés suivantes :

(i) N(0) =0, et N(x) > 0 pour tout = # 0;

(ii)) N(Az) = |A| N(x) pour tout z € E et pour tout A € R;

(iii) N(x +y) < N(z) + N(y) pour tous z,y € E.

(1) Donner des exemples de normes sur £ = R et sur £ = C.
(2) Montrer que si N : E — R est une norme sur F, alors I’ensemble

B:={ueF; N(u) <1}
est un ensemble convere, ce qui signifie que si u,v € B, alors (1—=A)u+ v e B
pour tout A € [0, 1].
(3) Soit N : E — R. On suppose que N possede les propriétés (i) et (ii); et on
suppose de plus que 'ensemble B = {u € E; N(u) < 1} est convexe. Le but
de la question est de montrer que N est une norme.

(a) Montrer que si z € E et z # 0, alors ~o € B

(b) Montrer que si z,y € E sont tous les deux # 0, alors on peut trouver
A € [0,1] tel que
r+y T Y
——— = (1= + A
NG+ N Y

(c) Montrer que N est une norme.

(4) Dans cette question, on prend £ = R?. On se donne un nombre réel p > 1,
et on définit N, : R? — R comme suit : si z = *(x1,...,74) € RY, alors

d 1/p
N,(z) := (Z |xi|p> .

i=1
On veut montrer que N, est une norme sur R,
(a) Soit A € [0,1]. Montrer que la fonction ¢ : R — R définie par
() == (1=t +A)" = (1 =Nt" + A)
atteint son maximum pour ¢ = 1, et en déduire que pour tout £ > 0, on
a
(T=Nt+ X< (1T =Nt"+ A

(b) Déduire de (a) que pour tous x,y € R et pour tout A € [0,1] on a

(1= Xz + AylP < (1= A\)]zP + Ayl
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(c) Montrer a laide de la question (3) que N,, est une norme sur R%.

Exercice 2. Est-il possible d’exprimer le vecteur v := %(1,4) € R? comme combi-
naison linéaire des deux vecteurs vy := *(0,1) et vy := (1,1)?

Exercice 3. Est-il possible d’exprimer le vecteur v := (1, —2,5) € R® comme com-
binaison linéaire des trois vecteurs v; := “(1,-3,2), vy := (2,—4,—1) et v3 :=
t(1,-5,7) ?

Exercice 4. Les sous-ensembles de R? suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels
de R? ?

Exercice 5. Soit A € My(K). L’ensemble {B € My(K); AB = BA} est-il un
sous-espace vectoriel de My(K)?

Exercice 6. Soit £ := C(R,R) et soit a € R. L’ensemble { [ € E; Sé f(t2+9)dt = a}
est-il un sous-espace vectoriel de E7

Exercice 7. L’ensemble {A € M3(K); A® = 0} est-il un sous-espace vectoriel de
M;3(K)?

Exercice 8. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : R — R est dite bornée s’il
existe une constante C' telle que : |f(t)| < C pour tout t € R. Montrer que ’ensemble
des fonctions bornées est un sous-espace vectoriel de F(I,R).

Exercice 9. Soit [ un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite lipschitzienne
s'il existe une constante C' telle que : |f(t) — f(s)] < C'|t — s| pour tous s,t € R.
Montrer que I’ensemble des fonctions lipschitzienne est un sous-espace vectoriel de
F(R,R).

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel, et soient E; et F, deux sous-espaces
vectoriels de E. Montrer que si £y U Ey est un sous-espace vectoriel de F, alors
FE, < Eyou Ey € By

Exercice 11. On considere K comme un K-espace vectoriel. Montrer qu’une appli-
cation L : K — K est linéaire si et seulement si elle est de la forme L(u) = Au, pour
une certaine constante A € K.
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Exercice 12. Soit A € M,(R), et soit L : R? — R? I'application linéaire associée.
En identifiant R? et C de la maniere habituelle, montrer que L : C — C est C-linéaire
si et seulement A est de la forme

a —b
iy
Exercice 13. Soit E un C-espace vectoriel.

(1) Montrer que si @ : E — C est une forme C-linéaire, alors I’application Re(®) :
E — R est une forme R-linéaire.

(2) Montrer que si ¢ : E — R est une forme R-linéaire, alors il existe une unique
forme C-linéaire ® : E — C telle que ¢ = Re(P)

Exercice 14. Soit F un R-espace vectoriel, et soit B : F x E — R. On suppose que
B possede les propriétés suivantes :
(i) B est bilinéaire : pour tout x € F fixé, 'application y — B(x,y) est linéaire,
et pour tout y € F fixé, 'application x — B(x,y) est linéaire.
(ii) B est symétrique : B(x,y) = B(y,x) pour tous z,y € E;
(iii) B est positive : B(z,z) = 0 pour tout = € E.

Pour tout x € E, on pose
N(z) :=+/B(x, ).
Le but de I'exercice est d’établir les inégalités suivantes : pour tous z,y € F,
|B(z,y)l < N(x)N(y) et N(z+y)<N(zx)+ N(y).
(1) Soient x,y € E. Montrer que pour tout t € R, on a
B(x + ty,z + ty) = By, y)t* + 2B(x,y)t + B(z, x).
(2) Déduire de (1) que si x,y € E, alors |B(x,y)| < N(x)N(y).
(3) Montrer que si z,y € E, alors N(z + y)*> < (N(z) + N(y))?, et conclure.

Exercice 15. Montrer que si 1,...,%,, Y1,...,Yn € R, alors

n
Z TiYi
i=1

n n

< Zx?x anxf et \/Z<x1+yl)2< ix?—l— Zn:yf
’ =1 i=1 i=1

i=1 i=1

Exercice 16. Soit [a, b] un intervalle de R. Montrer que si f, g : [a,b] — R sont des

fonctions continues, alors
b b
< J f(t)%dt x f g(t)2dt et

| st a




\/Lb(f(mg \/Jf 2dt+\/f t)2dt

Exercice 17. Soit E un K-espace vectoriel, et soient A, B € L(E).

(1) Dans cette question, on suppose que E = K. Montrer qu’il n’est pas possible
d’avoir AB—BA = A\ avec A # 0. (En considérant A et B comme des matrices,
penser a la trace.)

(2) Dans cette question, on prend F = C*(R,K), et on définit A et B comme
suit : si f € E, alors

Alf)=1f et B(f)@)=tf(D)
Déterminer AB — BA.

Exercice 18. Soient u; = *(1,1) et ug = ¥(1,2) deux vecteurs de R%. Montrer que
(u1,uz) est une base de R? et déterminer les coordonnées de u := /(3,4) € R? dans
la base (ug,us).

Exercice 19. Montrer que les vecteurs u; := (0,1,1), uy := %(1,0,1) et ug :=
t(1,1,0) forment une base de R3, et déterminer dans cette base les coordonnées du
vecteur u := *(1,1,1).

Exercice 20. On note o1, 05 et o3 les matrices de Pauli :

0 1 0 —1 1 0
0'1:<1 0), 0'2:<Z. O) et 0'3=<O _1>

Montrer que (I, 01,09, 03) est une base de My(C).

Exercice 21. Les vecteurs u := (1,1,1), v := *(1,2,3) et w := *(2,—1,1) forment-
ils une base de R3?

Exercice 22. Déterminer une base et la dimension de chacun des sous-espaces vec-
toriels de R? suivants :
(1) By :=={¥z,y,2) e R® o+ y + 2 = 0},
By = x%)eR%x=y=d,
y,z) € R3 2 = 3x},
2) eR3 x4+ y+ 2z =0},
t, —t,3t) | t € R}.

& o o ok

/\/\/‘\/‘\

Exercice 23. Montrer que si F un sous-espace vectoriel de R?, alors 3 cas sont
possibles : ou bien E = {0}, ou bien E = Ru pour un certain vecteur u # 0, ou bien
E =R2%
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Exercice 24. Montrer que si E un sous-espace vectoriel de R3, alors 4 cas sont
possibles : ou bien E = {0}, ou bien £ = Ru pour un certain vecteur u # 0, ou bien
E = vect(uy, uy) ol uy et ug sont des vecteurs non colinéaires, ou bien F = R3.

Exercice 25. Montrer que I'espace vectoriel K[z] n’est pas de dimension finie.

Exercice 26. Soient F, et F, deux K-espaces vectoriels. Montrer que si F; et Fs
sont de dimension finie, alors E; x Ey est de dimension finie et dim(F; x Ey) =

Exercice 27. Soit F un espace vectoriel de dimension finie, soit (eq,...,e,) une
base de E, et soient eg, ..., €f les formes linéaires coordonnées associées & la base
(e1,...,€n). Montrer que (e}, ... ¢?) est une base de E*.

Exercice 28. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Pour v € F et ¢ € E*, on note
p®uv: E — F lapplication définie par

v (x) = (p,x)v.

(1) Vérifier que ¢ ® v est une application linéaire.

(2) On suppose que E et F' sont de dimension finie. Soit (ey,...,e,;) une base
de E, et soit (fi,...,f,) une base de F. Soient également e%,...,eg les
applications coordonnées associées a la base (eq,...,e,) de E. Montrer que

; f
la famille (¢! @ fi)(i7j)e[[l7pﬂx[[l7q]] est une base de L(F, F).
(3) Si E et F sont de dimension finie, quelle est la dimension de L(E, F')?

Exercice 29. Soit ¢ : M,(K) — K une forme linéaire.

(1) Justifier qu’il existe une matrice (¢; ;)1<i j<a telle que : pour toute matrice
X = (IZ'J) € Md(K), on a

d d
(I)(X) = Z Z Cijij-
i1=1j=1

(2) Montrer qu’il existe une et une seule matrice A € My(K) telle : pour toute
matrice X € My(K), on a

O(X) = Tr(AX).

Exercice 30. Déterminer les formes linéaires ® sur My(K) vérifiant ®(AB) =
®(BA) pour toutes A, B € My(K).



6

Exercice 31. Soit E := Rs[z]. Pour u € R, on note §, : E — R la forme linéaire
définie par §,(P) := P(u); et on note ¢ : E — R la forme linéaire définie par
P(P) = Sé P(t) dt. Montrer que 1) est combinaison linéaire de dy, d1/2 et d;.

Exercice 32. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient E;, Fy des
sous-espaces vectoriels de £. Montrer qu’on a dim(E; + Ey) = dim(E,) + dim(Es) —
dim(F; n Ey) (Utiliser un supplémentaire de Ey n Ey dans Ey et un supplémentaire de
Ei n E5 dans Eg)

Exercice 33. Soit £ un R-espace vectoriel, et soit F' := E x E. On définit les
opérations suivantes sur F' :
e siu=(uy,uz) € Fetv=(v,v3) € F, alors u + v := (uy + ug,vq + vy);
esiu=(u,uz) € Fet A\=a+ibeC, alors A x u:= (au; — bus, auy + buy).

(1) Montrer que F' est un C-espace vectoriel.

(2) Dans cette question, on considere F' comme un R-espace vectoriel. On pose
Fr:={(z,0); x € E} et iFg := {iv; v e Fr}. Montrer que Fy et iFg sont des
sous-espaces vectoriels de F' isomorphes a E, et qu’'on a F' = Fr @ i Fg.

(3) Montrer que si L : Fg — Fg est une application R-linéaire, alors il existe une
unique application C-linéaire L¢ : ' — F telle que L¢(u) = L(u) pour tout
u € FR.

(4) Montrer que si F est de dimension finie, alors F' est aussi de dimension finie
en tant que C-espace vectoriel, avec dim(F') = dim(E).

Exercice 34. Soit F un espace vectoriel, et soit J : E — F une application linéaire.
On suppose qu'on a J o J = idg.
(1) Montrer que § := {x € E; J(x) =z} et A:={zr e E; J(x) = —x} sont des
sous-espaces vectoriels de F.
(2) Montrer que si x € E, alors x + J(z) e S et x — J(x) € A.
(3) Montrer que £ = S® A.

Exercice 35. Soit F := F(R,R). On dit qu’une fonction f € F est paire si on a
f(=t) = f(t) pour tout t € R, et que f est impaire si on a f(—t) = —f(t) pour tout
t € R. On note E, I'ensemble des fonctions paires, et £; ’ensemble des fonctions
impaires.
(1) Montrer que E, et E; sont des sous-espaces vectoriels de F (R, R).
(2) Montrer que si u : R — R est une fonction quelconque, alors la fonction f
définie par f(t) = u(t) + u(—t) est paire, et la fonction g définie par g(t) =
u(t) — u(—t) est impaire.
(3) Montrer que £ = E, ® E;.
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Exercice 36. On dit qu'une matrice A € My(K) est symétrique si A = A, et que A
est antisymétrique si 'A = —A. On note S4(K) I'ensemble des matrices symétriques,
et Ay4(K) Pensemble des matrices antisymétriques.

(1) Montrer que S4(K) et A4(K) sont des sous-espaces vectoriels de My(K).
(2) Montrer que My(K) = Sy4(K) @ Ay(K).

(3) Déterminer la dimension de S;(K) et S;(K).

Exercice 37. Soit F := C*”(R,R). Pour n € N, on pose

E,:={feE; f(0) = f(0)=---= f"(0) = 0}.
Montrer que E = E, ® R, [z].

Exercice 38. Les familles de trois vecteurs de R3 suivantes sont-elles libres?

(1) (uy,us,uz), ott ug := *(1,-2, 1) = 1(2,1,—1) et uz := *(7,—4,1).
(2) (v1,v9,v3), o0l vy = (1 0, 1) = (0, 2,2) et v3 : (3 7,1).
(3) (wy, wq,w3), ou wy := (1,0, O) = 10,1,1) et w3 : (1, 1,1).
Exercice 39. Soient uy, us, us, us les vecteurs suivants de R?: = (67,890, —357),
t

s 1= (12345, 335, —17/3), uz := (1372, In(73)—¢5, 897) o uy = — (10, 100, 1000).
La famille (uq, us, us, uy) est-elle libre?

Exercice 40. uy,usy, uz les vecteurs suivants de R* : u; := (67,890, —35m, 6044),
ug 1= £(12345, €3 — 35, —-17/3,—1), uz := (1372, In(73) — €°,897,4/33). La famille
(u1,u9,us3) est-elle génératrice de R*?

Exercice 41. Soit F un espace vectoriel, et soit L : F — E une application linéaire.
On suppose que pour tout z € E, il existe un nombre \(x) € K tel que L(x) = A(x)z.

(1) Montrer que si x,y € E sont linéairement indépendants, alors
Ax) = Mz +y) = Ay)-

(2) Montrer qu'il existe une constante A telle que L(z) = Az pour tout = € E.

Exercice 42. Montrer que si Py, ..., Py sont des polynomes non nuls de degrés tous
différents (a coefficients dans K), alors la famille (P, ..., Py) est libre dans K|z].

Exercice 43. Soient a,b € R avec a # 0. Montrer que les fonctions ¢ — sin(at) et
t — cos(bt) sont linéairement indépendantes dans F(R, R).

Exercice 44. Soient ay, . . ., o, des nombres complexes tous différents. Soit également
I un intervalle de R (non réduit & un point). Pour k = 1,...,n, on note fy : I — C
la fonction définie par fi(t) := e*+*



(1) Soient Ay, ..., A, € C. On suppose qu'on a » ', Ay fix(t) = 0 pour tout ¢ € I.
Montrer que si n = 2, alors Y.'—1 (i — ) A\ fix(t) = 0. pour tout ¢ € 1.
(2) Montrer que la famille (fi,..., f,) est libre dans F(I,C).

Exercice 45. Soit E un espace vectoriel, et soient vq,...,v, € E. On suppose qu’il
existe des formes linéaires ¢, ..., ¢, € E* telles que {p;,v;> = §; ; pour 1 <1i,j < n.
Montrer que la famille (vq,...,v,) est libre.

Exercice 46. Soit £ := C([0,2r],C). Pour tout k € Z, on note e, € E la fonction
définie par ey (t) := e,
(1) Pour k, k" € Z, calculer Siw er(t)ew (t) dt.
(2) En utilisant I’Exercice 45, montrer que si ki, ..., k, € Z sont tous différents,
alors la famille (eg,, ..., e, ) est libre.

Exercice 47. On dit qu'une matrice A € My(K) est nilpotente s’il existe un entier
n € N tel que A" = 0.

(1) Soit A € My(K) et soit z € K% On suppose qu'il existe un entier k > 2 tel
que A* 'z # 0 et A*z = 0. Montrer que la famille (x, Az, ..., A¥"1x) est
libre.

(2) Montrer que si A € M(K) est nilpotente, alors A? = 0.

Exercice 48. Déterminer une base et la dimension de ker A, pour

A=

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Exercice 49. Soit £ un espace vectoriel. On dit qu’une application linéaire p : £ —
E est un projecteur si on a p* = p.

(1) Montrer que si p est un projecteur, alors Im(p) = ker(p —id) et E = ker(p) ®
ker(p — id).

(2) Montrer que si E; et Ey sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que
E = E) @ Es, alors il existe un unique projecteur p tel que Im(p) = E; et
ker(p) = Ej.

(3) Dans cette question, on prend E = R3. Soit p : R® — R? l’application linéaire
dont la matrice canonique est

5/2 —3/2 —1
A= |32 -1/2 -1
3/2 =3/2 0

Montrer que p est un projecteur, et déterminer ker(p) et Im(p).
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Exercice 50. Montrer que si A € My(K) vérifie A? = A, alors dimIm(A) = Tr(A).

Exercice 51. Soient E := {f € C!([0,1],R); f(0) =0} et F := C([0,1],R). Montrer
que l'application f — f’ est un isomorphisme de F sur F.

Exercice 52. Soit F un espace vectoriel, et soient F, Fy des sous-espaces vectoriels
de E. On définit une application L : Ey x Ey — FE par L(u,v) := u + v.

(1) Montrer que L est une application linéaire.

(2) Montrer que L est injective si et seulement si E; n Ey = {0}.

(3) Montrer qu'on a E = F; @ FEj, si et seulement si L est un isomorphisme de
E x Ey sur E.

Exercice 53. Soit E un espace vectoriel. Pour tout ensemble A € E, on pose
At = {pe E* {p,x) =0 pour tout v € A}.

(1) Montrer que AL est un sous-espace vectoriel de EF.

(2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et soit G’ un supplémentaire de F' dans
E. Montrer que l'application L : F*+ — G* définie par L(p) := @) est un
isomorphisme de F* sur G¥.

(3) On suppose que F est de dimension finie. Montrer que si F' est un sous-espace
vectoriel de E, alors dim(F*) = dim(E) — dim(F).

Exercice 54. Soit A = (a;;) € My(K). On suppose que pour tout ¢ € [1,d], on a
lazsl > > lail.
J#i
Montrer que A est inversible.

Exercice 55. Soient a,b € R avec a # 0. On considere la matrice A € M;(R)
sulvante :

1 b ¥ b3 b*

0 a 2ab 3ab® 4b%a
A:=10 0 a® 3a%h 6b%a?

00 0 & 4ba®

0 0 O 0 at

(1) Justifier en 1 ligne que A est inversible.
(2) Soit L : R4[z] — Ry4[z] 'appplication définie comme suit : si P € Ry|z], alors

L(P)(z) := P(az + b).

Montrer que L est linéaire et bijective, et déterminer L.

(3) Déterminer la matrice de L dans la base (1,z,2z?, 2>, z).
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(4) Déterminer A~

Exercice 56. Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K, avec deg(A) >
deg(B) > 0.

(1) On pose a := deg(A) et b := deg(B). Soit L : K,_p[z] x Ky_1[z] — K,[z]
I’application définie par
L(Q,R) := BQ + R.
Justifier que L envoie bien K, 4[z] x K,_1[z] dans K,[z], puis montrer que
L est linéaire et injective.

(2) Déduire de (1) qu'il existe un unique couple de polynémes (@, R) tel que
deg(R) < deg(B) et A = BQ + R.

Exercice 57. Soit n un entier > 1, et soient \{,...,\, € K des nombres tous
différents.

(1) Soit L : K,[z] — K"*! I'application définie par
L(P):="(P(N\), ..., P(\n)).

Montrer que L est linéaire et déterminer son noyau.
(2) Déduire de (1) que pour si on se donne ay,...,a, € K, alors il existe un
unique polynoéme P € K, [z] tel que

P(\) = q; pour i =0,...,n.
(3) Pour k =0, ...,n, on définit Q, € K,[z] comme suit :
zZ — )\j
Q-2

Jj#k

Montrer que le polynéme P de (2) est donné par la formule

P =) a;Q
k=0

Exercice 58. Soit F := F([0, [, R).

(1) Pour toute fonction f € E, on note B(f) et S(f) les élément de E définis
comme suit :

B(f)(t) = f(t+1) pour tout t € [0, o0

0 si0<t<l1

SGRE PRI

(2) Montrer que les applications S : E — E et B: E — E sont linéaires.
(3) Vérifier qu'on a Bo S = idp.
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(4) Montrer que S est injective mais pas surjective, et que B est surjective mais
pas injective.

Exercice 59. Soit E un espace vectoriel, et soit L € L(E).
(1) Montrer que pour tout k¥ € N, on a ker(L*) < ker(L*™!) et Im(L*™!) <
Im(L*).
(2) On suppose que E est de dimension finie. Montrer qu’il existe k € N tel que
ker(L*) = ker(L**1) et qu’il existe &’ € N tel que Im(L¥) = Im(L*).
(3) On suppose toujours E de dimension finie. Montrer que si k € N, alors on a
I’équivalence suivante :

ker(L*) = ker(L*™) <= Im(L*) = Im(L**).

Exercice 60. Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et soit L € L(E).
Montrer que les choses suivantes sont équivalentes.

(i) ker(L) = ker(L?);

(ii) ker(L) nIm(L) = {0};

(ili) £ =ker(L) ®Im(L)

Exercice 61. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient E7, ..., E, des
sous-espaces vectoriels de E.

(1) Soit L : Ey x - -+ B, > Ey x --- x Ej, Papplication définie par
L(uy, ug, .. ug) i= (Uug — ug, ..., up — uy).

Montrer que L est linéaire et que ker(L) = {(u,...,u); u€ Ey n--- N E}.
k
(2) Montrer que si Y, dim(E;) > (k — 1) dim(F), alors Ey n--- n Eg # {0}.

i=1

Exercice 62. Soit n un entier > 3, soient Ey,...,FE, des espaces vectoriels de
dimensions finies, et pour tout k € [0,n — 1], soit Ly : E;, — Ej,1 une application
linéaire. On supposer que Lg est injective, que L,_; est surjective, et que Im(Ly) =
ker(Lyy1) pour k =0,...,n — 2. Montrer qu'on a

an Fdim(E,) =0

k=0



