MAT3-PC

Feuille d’exercices n° 2

Exercice 1. Soient a,b € R. Déterminer les primitives de f(z) := cos(ax)e® sur R
en utilisant le fait que cos(az) = Re(e"®).

Exercice 2. Soient f et g deux fonctions de classe C? sur R. On suppose qu’il existe
deux constantes «, 8 avec « # 3 telles que f” = af et ¢ = [Bg. Etablir la formule

ff(x)g(x) dr = ﬁ (f’($)g(m) — f(x)g/(x)) + cte.

Que donne cette formule pour f(z) = cos(az) et g(z) = e
nombres réels?

b oll @ et b sont des

Exercice 3. Déterminer les primitives de f(z) := sin®z et g(z) := cos?z sur R en
utilisant une formule trigonométrique.
Exercice 4. Déterminer les primitives de f(z) := cos*z sur R en écrivant que

cos®z = (1 — sin® z) cos .

Exercice 5. Soit n € N. Déterminer les primitives de f(z) := (cosx)"sin® z sur R.
Exercice 6. Déterminer les primitives de f(z) := \/%ﬁ et g(x) = (ﬂ_ﬁ%
sur R.

Exercice 7. Déterminer les primitives de f(z) := arctan(z) sur R en écrivant

arctan(z) = 1 x arctan(z) et en primitivant par parties.

Exercice 8. Déterminer les primitives de f(z) := (22 +z+1)e3® et g(x) := 2% cos(2z)
sur R.

Exercice 9. Soient a,b € R. Déterminer les primitives de f(z) := cos(az)e’® sur R
en primitivant 2 fois par parties.

dz
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Exercice 10. Montrer qu'on a { 1%

de f(z) := m

_ =z 222 ’ . .
= 102 +S T+ 22)? dx, et en déduire les primitives
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Exercice 11. Soit A = a+ibe C, avec b = Im(X) # 0. Déterminer les primitives de

f(x) := -5 sur R.

Exercice 12. Le but de l'exercice est de calculer

“ dx . X dx
I = 3 = lim .

(1) Vérifier que pour tout x > 0, on a

1 B 1 1 xr—1/2 N 1 1
w341 3\z+1 22—2+1) 222—-x+1
(2) Justifier que 2> — 2 + 1 > 0 pour tout x € R, puis déterminer les primitives

~1/2
de x’;_xérl sur R.

(3) Ecrire 22 — x + 1 sous la forme (x — )2 + % oft a et 3 sont & préciser, puis
déterminer les primitives de —— sur R.
(4) Calculer 1.

Exercice 13. Soit a > 0. Déterminer les primitives de f(x) := $(1i$a) sur |0, +oo[
en posant u = x.

Exercice 14. Déterminer les primitives de f(x) := eV® sur ]0, +co[ en posant u =

JZ.

Exercice 15. Déterminer les primitives de f(z) := e;fjll sur R en posant u = e”.
Exercice 16. Déterminer les primitives de f(z) := m sur R en posant z =
tan(u).

Exercice 17. Déterminer les primitives de f(x) := % sur |0, 7| en posant u =
COS .

Exercice 18. Déterminer les primitives de f sur |0, 7/2[ en posant

. 1
(.1') " (cosz)(1—sinz)

u = sin .
Exercice 19. Déterminer les primitives de f(x) := {22 en posant u = tanz.
Exercice 20. Déterminer les primitives de f(z) := y—— sur | — m, @[ en posant

u = tan(x/2).



Exercice 21. Soit a € R et soit ¢ : R — R. On considere I’équation différentielle
(E) 7'(t) = ax(t) + ¢(t).

(1) On suppose que ¢(t) = P(t)e™, ou P est un polynéome de degré d > 0.
Montrer que (E) posséde une solution particuliere de la forme z(t) = Q(t)e™,
ou @ est un polynome de degré d + 1 sans terme constant.

(2) On suppose que p(t) = P(t)e™, ot P est un polynome de degré d > 0 et
m # a. Montrer que (E) posséde une solution particuliere de la forme Q(¢)e™
ol ) est un polynome de degré d.

(3) On suppose que @(t) = cos(wt), ou
solution particuliere de la forme x(t)
sont des constantes.

w € R. Montrer que (E) possede une
= (avcos(wt) + Bsin(wt))e™, ot a et 3

Exercice 22. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1) 2/(t) — z(t) = e' + 37 (4) o/(t) —4x(t) = cos(3t) + (t+1)e
(2) 2/(t) + x(t) = (1% — 2t + 2)e?. (5) 2'(t) + z(t) = tcos(t).
3) &'(t) — x(t) = sin(t). (6) 2/(t) + a(t) = =

Exercice 23. Résoudre les équations différentielles suivantes avec les “conditions
initiales” demandées.

1) 2/(t) = —2z(t) + 4>  avec x(0) =
2 (t) = x()+2t3+t avec x(0)
w(; z(t) +2¢'  avec z(0) = 0.
t

( 3
(2) 2 =
(3)
(4) 2'(t Sx( )+ 2e3t  avec z(1) = 4e3.
(5)
(6)
(7)

37/(t) = 2x(t) + 3cos(2t)  avec z(0) = L.

2 (t) = —x(t) + 2te™* avec x(0) = 1. ?
2 (t) = ( )+t+e  avec z(0) = —1.

Exercice 24. Résoudre les équations différentielles suivantes avec les “conditions
initiales” demandées.

(1) /() = 2tz(t) + te” 3 avec z(0) = 1.

(2) 2/(t) = z(t) cos(t) + sin(2t) avec x(0) = 0.

(3) 2'(t) = —gfma(t) — 1-2+_tt2 avec z(0) = 1.

(4) 2'(t) + tan(t)x(t) = sin(2t) sur | — 7/2,7/2[ , avec z(0) = 1.

(5) sin(t)x’(t) — cos(t)x(t) + 1 = 0 sur |0, 7] avec z(w/4) = 1.

(6) (t+1)2'(t) +tx(t) =t*—t+1sur|—1,00[ avec x(1) = 1. (On pourra chercher
une solution particuliere sous la forme d’un polynoéme.)

Exercice 25. Résoudre les équations différentielles suivantes.



(1) «'(t) — $ x(t) = t* sur ]0, oo[. (5) a'(t) — 2tx(t) = (1 — 2t)e’ sur R.
(2) q;’(t)—(Zt — %) x(t) =1 su_r]()7 OO[ (6) .213,(25) + (t2 + 1)[B(t) = t2et sur R.
(3) ta/(t) + (t—1)z(t) = t3 sur |0, ool (7) (1 +¢*)a'(t) + 2tz(t) = 1 sur R.

(4) (1—t2)a’(t)—2tz(t) = 1 sur |0, 1[. (8) ta'(t) +x(t) = 1 +1In(t) sur |0, oof.

Exercice 26. Résoudre I'équation différentielle ¢ (1 + In(¢)?) 2/(¢) + 2In(t)x(t) = 1
sur |0, 4+oo|.

Exercice 27. Résoudre 1'équation différentielle ¢1In(¢)x’(t) — x(t) = 3t?In(t)? sur
10, 1].

Exercice 28. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) := cos(arctan(t)).
(1) Vérifier que f est solution de 'équation différentielle a'(t) = — 15 #(t).
(2) En déduire que f(t) = ﬁ pour tout t € R.

Exercice 29. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) := sin(arctan(t)). Vérifier
que f est solution sur ]0,00[ de I’équation différentielle x'(t) = mgc(t), et en
déduire que f(t) = 7= pour tout t € R,

Exercice 30. Déterminer toutes les fonctions dérivables f : R — R vérifiant

Vs,teR : f(s+t) = f(s)f(t).

(Pour démarrer, dériver I'identité précédente par rapport a s et prendre s := 0.)
= L

Exercice 31. On considere I'équation différentielle 2'(¢) — z(t) = —7 Montrer que

les solutions de cette équation sur |0, co[ sont les fonctions de la forme

Vit
z(t) = ()\ + ZJ 6_52d3> e, ol A est une constante.
0

Exercice 32. Soient a : [ — K et ¢ : I — K. On considere ’équation différentielle
(E) (1) = a(t)z(t) + ¢(1).

Montrer que si tg € I et & € K sont donnés, alors 'unique solution de (E) vérifiant
la “condition initiale” x(ty) = &y est donnée par la formule

t
t
x(t) = Eoedio U f el Wiy (5)ds.
to
Que devient cette formule lorsque la fonction a est constante?



Exercice 33. On considere 1'équation différentielle t2a'(t) — z(t) = 0.

(1) Résoudre cette équation différentielle sur 0, +o0[ et sur | — o0, 0].
(2) Résoudre cette équation différentielle sur R.

Exercice 34. On considere 1'équation différentielle t32/(t) + (2 — 3t?)xz(t) = t3.
(1) Résoudre cette équation sur | — oo, 0] et |0, +oo].
(2) Existe-t-il des solutions définies sur R?
(3) Déterminer la solution sur |0, 4+oo[ vérifiant z(1) = 0.

Exercice 35. On considere 'équation différentielle ¢(1 + ¢)2/(t) — (¢t + 2)z(t) = 2t.

(1) Résoudre cette équation sur |0, +oo[ et sur | — 1,0[, puis sur | — 1, +oo].
(2) Existe-t-il des solutions définies sur R?

Exercice 36. Résoudre I'équation différentielle tz'(t) + z(t) — 1 = 0 sur |0, +oo[ et
sur | — 00, 0[, puis résoudre cette équation R.

Exercice 37. Résoudre sur R les les équations différentielles suivantes avec les “con-
ditions initiales demandées”.
(1) 295”(25) + 52/ (t) — 3z(t) = O avec x(0) =1 et 2/(0) = —1;
(2) 2"(t) + 32'(t) + 5x(t) = avec x(0) = 3 et 2/(0) = 2.
3) ()+6x’(t)+9:c()= avec x(1) =2et 2/(1) = —1;
(4) 798 2"(t) +30452'(t) +997z(t) =0 avec z(83m) = 2/(837) = 0.

Exercice 38. Soient b,c € R et A € C. On considere I'équation différentielle
(E) 2" (t) = ba'(t) + ca(t) + e

(1) Montrer que si A n’est pas racine de 'équation caractéristique 2% —bz —c = 0,
alors 1’équation (E) admet une solution de la forme z(t) = ae?, ot v est une
constante.

(2) Montrer que si A est racine de I’équation caractéristique mais pas racine
double, alors (E) admet une solution de la forme z(t) = ate™, olt a est une
constante.

(3) Montrer que si A est racine double de I’équation caractéristique, alors (E)
admet une solution de la forme z(t) = at?e*, olt a est une constante.

Exercice 39. Soient b,c € R et w € R. On considere I’équation différentielle
(E) 2" (t) = ba'(t) + cx(t) + cos(wt).

(1) Montrer que si b # 0 ou ¢ # —w?, alors (E) admet une solution de la forme
acos(wt) + Bsin(wt), ou a et B sont des constantes.



(2) Montrer que si b = 0 et ¢ = —w?, alors (E) admet une solution de la forme
at cos(wt) + Ptsin(wt), on v et B sont des constantes.

Exercice 40. Soient b,c € R avec ¢ # 0, et soit P un polynome de degré n €
{0,1,2}. Montrer que ’équation différentielle x”(t) = ba'(t) + cz(t) = P(t) possede
une solution polynomiale de degré n.

Exercice 41. Résoudre les équations différentielles suivantes.
(1) 2”(t) — 32/ (t) + 2x(t) = t* + €' + e*.
(2) 2"(t) — 22/ (t) + z(t) = €' + €.
(3) a”"(t) + x(t) = cos(2t) + cos(t).

Exercice 42. Résoudre les équations différentielles suivantes, avec les “conditions
initiales” demandées.

(1) 2"(t) = 82'(t) — 15z(t) + 1562 — 16t + 17 avec  z(0) = 3 et 2/(0) = 4.
(2) 2"(t) = V22'(t) —z(t) +t+1 avec 2(0)=1++2et 2/(0) =1 ++/2/2.
(3) 2"(t) = —a/(t) + 6x(t) + 4" avec x(0) =1 et 2/(0) = —22.

(4) z"(t) = 42'(t) — 4z(t) — 6e* avec xz(0) =1 et 2/(0) = 4.

(5) 2"(t) =4x(t) +t+e* avec z(0) =1 et 2/(0) = 2.

(6) z"(t) = 32'(t) — 2z(t) + 10sint  avec x(0) =6 et 2/(0) = 2.

(7) 2"(t) = 22'(t) — 2z(t) + becost avec x(0) =2 et 2/(0) = —3.

(8) z"(t) = —x(t) + cost avec x(0) =3 et a’(0) =5.

Exercice 43. Résoudre 1'équation différentielle z”(t) + z(t) = 2 cos?(t).

Exercice 44. Résoudre I'équation différentielle 2”(t) — x(t) = 12

Exercice 45. Résoudre I’équation différentielle z”(t) + x(t) = cotan(t) sur |0, [.
Exercice 46. Résoudre I'équation différentielle 2”(t)+z(t) = tan(t) sur | —m/2, 7/2].

Exercice 47. Soit ¢ : R — C une fonction continue, et soit f la fonction définie par

f@t) = f sin(t — s)p(s) ds.

0
Montrer que f est solution de 1'équation différentielle z”(t) + z(t) = p(¢).

Exercice 48. Soit ¢ : R — C une fonction continue, et soient u et v deux solutions
de I'équation différentielle z”(t) — q(t)z(t) = 0. Montrer que la fonction w définie
par w(t) := u(t)v'(t) — u'(t)v(t) est constante.
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Exercice 49. Soit U : R — R une fonction de classe C', et soit z = R — R
fonction de classe C2. On suppose que la fonction E définie par E(t) := 3 2/(t)
U(z(t)) est constante. Déterminer une équation différentielle vérifiée par x.

une
2 4+

Exercice 50. Résoudre sur |0, +o0[ les équations différentielles ¢22”(t) + x(t) = 0 et
t22"(t) + ta'(t) + z(t) = 1 + t en posant t = €.

Exercice 51. Résoudre 'équation différentielle 2 (t) + (1) +m x(t) = W

sur R en posant ¢ = tan(s).

Exercice 52. Résoudre I'équation différentielle z”(¢) + 4tz'(t) + (3 + 4t*)x(t) = 0
sur R en posant y(t) = e’ 2(t).

Exercice 53. Résoudre 1'équation différentielle t22”(t) + 4tz'(t) — (t* — 2)z(t) = 0
sur |0, +oo en posant y(t) = t?x(t).

Exercice 54. Résoudre I'équation différentielle (1+e')x” (t)+2e 2’ (t)+ (1+2¢e")x(t) =
e sur R en posant y(t) = (1 + e')x(t).

Exercice 55. Résoudre I'équation différentielle t*2”(t) + ta'(t) + (t* — 1) z(t) = 0
sur ]0, +co[ en posant y(t) = v/tx(t).

Exercice 56. On veut résoudre sur R I’équation différentielle
(E) (t* + 1)a"(t) — 22(t) = t.

(1) Soit u une solution de 'équation homogene (Eq) associée a (E). On pose
v(t) = ;;(j)l- Déterminer une équation différentielle vérifiée par v.

(2) Résoudre I’équation homogene (Eg).

(3) Déterminer une solution de (E) qui soit polynomiale de degré 1, puis résoudre
completement (E).

Exercice 57. Soient a,b € R. Déterminer les solutions des systeme d’équations
différentielles

Exercice 58. Déterminer les solutions des systemes d’équations différentielles suiv-
ants, avec les “conditions initiales” demandées



avec z(0) =2 et y(0) =4
avec x(0) =1 et y(0) = 3.

avec z(0) =5 et y(0) =2

Exercice 59. Soient x et y deux fonctions dérivables sur R et vérifiant le systeme
d’équations différentielles

() = xt)+ylt) +t
y(t) = —2ux(t) —y(t) +e*
(1) Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par z.
(2) On suppose que z(0) = 1 et y(0) = 2. Déterminer les fonctions = et y.



