
Calculus 2

Feuille d’exercices no 4

Exercice 1. Soit P un polynôme de degré d ě 0, et soit a P Rzt0u. Montrer que
l’équation différentielle x1ptq “ axptq ` P ptq possède une solution polynomiale de
degré d.

Exercice 2. En utilisant le résultat de l’Exercice 1, résoudre sur R les équations
différentielles suivantes.

(1) x1ptq ` xptq “ 3 ;
(2) x1ptq ´ xptq “ t ;
(3) x1ptq ` 2xptq “ 2t` 1 ;

(4) 2x1ptq ´ 3xptq “ t` 1 ;
(5) x1ptq ` 2xptq “ t2 ´ 2t` 3 ;
(6) 7x1ptq` 2xptq “ 2t3´ 5t2` 4t´ 1.

Exercice 3. Soit a P R et soit ϕ : RÑ R. On considère l’équation différentielle

(E) x1ptq “ axptq ` ϕptq.

(1) On suppose que ϕptq “ P ptqeat, où P est un polynôme de degré d ě 0.
Montrer que (E) possède une solution particulière de la forme xptq “ Qptqeat,
où Q est un polynôme de degré d` 1 sans terme constant.

(2) On suppose que ϕptq “ P ptqemt, où P est un polynôme de degré d ě 0 et
m ‰ a. Montrer que (E) possède une solution particulière de la forme Qptqemt

où Q est un polynôme de degré d.

(3) On suppose que ϕptq “ P ptq cospωtq, où ω P R et P est un polynôme de
degré d ě 0. Montrer que (E) possède une solution particulière de la forme
xptq “

`

Qptq cospωtq ` Rptq sinpωtq
˘

eat, où Q et R sont des polynômes de
degré ď d.

Exercice 4. En utilisant les résultats de l’Exercice 3, résoudre sur R les équations
différentielles suivantes :

(1) x1ptq ´ xptq “ et ` 3e´2t.
(2) x1ptq ` xptq “ pt2 ´ 2t` 2qe2t.
(3) x1ptq ´ xptq “ sinptq.

(4) x1ptq´4xptq “ cosp3tq`pt`1qe4t.
(5) x1ptq ` xptq “ cosp5tq.
(6) x1ptq ` 3xptq “ pt` 2q cosptq.

Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes avec les “conditions ini-
tiales” demandées.
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(1) x1ptq “ ´2xptq ` 4t2 avec xp0q “ 3.
(2) x1ptq “ 2xptq ` 2t3 ` t avec xp0q “ 1.
(3) x1ptq “ ´xptq ` 2et avec xp0q “ 0.
(4) x1ptq “ 3xptq ` 2e3t avec xp1q “ 4e3.
(5) 3x1ptq “ 2xptq ` 3 cosp2tq avec xp0q “ 17

20
¨

(6) x1ptq “ ´xptq ` 2te´t avec xp0q “ 1.
(7) x1ptq “ xptq ` t` et avec xp0q “ ´1.

Exercice 6. Résoudre les équations différentielles suivantes avec les “conditions ini-
tiales” demandées.

(1) x1ptq “ 2txptq ` tet
2`3t avec xp0q “ 1.

(2) x1ptq “ xptq cosptq ` sinp2tq avec xp0q “ 0.
(3) x1ptq “ ´ t

1`t2
xptq ´ 2t

1`t2
avec xp0q “ 1.

(4) x1ptq ` tanptqxptq “ sinp2tq sur s ´ π{2, π{2r , avec xp0q “ 1.
(5) sinptqx1ptq ´ cosptqxptq ` 1 “ 0 sur s0, πr avec xpπ{4q “ 1.
(6) pt` 1qx1ptq` txptq “ t2´ t` 1 sur s´ 1,8r avec xp1q “ 1. (On pourra chercher

une solution particulière sous la forme d’un polynôme.)

Exercice 7. Résoudre les équations différentielles suivantes.

(1) x1ptq ` xptq “ 1
1`et

sur R.

(2) x1ptq´
`

2t´ 1
t

˘

xptq “ 1 sur s0,8r.
(3) tx1ptq` pt´ 1qxptq “ t3 sur s0,8r.
(4) p1´t2qx1ptq´2txptq “ 1 sur s0, 1r.

(5) x1ptq ´ 2txptq “ p1´ 2tqet sur R.
(6) x1ptq ` pt2 ` 1qxptq “ t2e´t sur R.
(7) p1` t2qx1ptq ` 2txptq “ 1 sur R.
(8) tx1ptq`xptq “ 1` lnptq sur s0,8r.

Exercice 8. Résoudre l’équation différentielle t p1` lnptq2qx1ptq`2 lnptqxptq “ 1 sur
s0,8r.

Exercice 9. Résoudre l’équation différentielle t lnptqx1ptq´xptq “ 3t2 lnptq2 sur s0, 1r.

Exercice 10. Soit f : RÑ R la fonction définie par fptq :“ cosparctanptqq.

(1) Vérifier que f est solution de l’équation différentielle x1ptq “ ´ t
1`t2

xptq.

(2) En déduire que fptq “ 1?
1`t2

pour tout t P R.

Exercice 11. Soit f : RÑ R la fonction définie par fptq :“ sinparctanptqq. Vérifier
que f est solution sur s0,8r de l’équation différentielle x1ptq “ 1

tp1`t2q
xptq, et en

déduire que fptq “ t?
1`t2

pour tout t P R.
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Exercice 12. Déterminer toutes les fonctions dérivables f : RÑ R vérifiant

@s, t P R : fps` tq “ fpsqfptq.

(Pour démarrer, dériver l’identité précédente par rapport à s et prendre s :“ 0.)

Exercice 13. On considère l’équation différentielle x1ptq ´ xptq “ 1?
t
¨ Montrer que

les solutions de cette équation sur s0,8r sont les fonctions de la forme

xptq “

˜

λ` 2

ż

?
t

0

e´s
2

ds

¸

et, où λ est une constante.

Exercice 14. Soient a : I Ñ K et ϕ : I Ñ K des fonctions continues, où I est un
intervalle de R. On considère l’équation différentielle

(E) x1ptq “ aptqxptq ` ϕptq.

Montrer que si t0 P I et ξ0 P K sont donnés, alors l’unique solution de (E) vérifiant
la “condition initiale” xpt0q “ ξ0 est donnée par la formule

xptq “ ξ0e
şt
t0
apsqds

`

ż t

t0

e
şt
s apuqduϕpsqds.

Que devient cette formule lorsque la fonction a est constante?

Exercice 15. Soit f : R Ñ R une fonction de classe C1. On suppose que fptq `
f 1ptq Ñ 0 quand t Ñ `8. Montrer que fptq Ñ 0 quand t Ñ `8. (On pourra poser

ϕptq :“ fptq ` f 1ptq et considérer l’équation différentielle xptq ` x1ptq “ ϕptq.)

Exercice 16. Soit a, ϕ : RÑ R deux fonctions continues avec a impaire et ϕ paire.
Montrer que l’équation différentielle x1ptq “ aptqxptq`ϕptq admet une unique solution
impaire.

Exercice 17. On considère l’équation différentielle t2x1ptq ´ xptq “ 0.

(1) Résoudre cette équation différentielle sur s0,`8r et sur s ´ 8, 0r.
(2) Résoudre cette équation différentielle sur R.

Exercice 18. On considère l’équation différentielle t3x1ptq ` p2´ 3t2qxptq “ t3.

(1) Résoudre cette équation sur s ´ 8, 0r et sur s0,`8r.
(2) Existe-t-il des solutions définies sur R?
(3) Déterminer la solution sur s0,`8r vérifiant xp1q “ 0.

Exercice 19. On considère l’équation différentielle tp1` tqx1ptq ´ pt` 2qxptq “ 2t.

(1) Résoudre cette équation sur s0,`8r et sur s ´ 1, 0r, puis sur s ´ 1,`8r.
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(2) Existe-t-il des solutions définies sur R?

Exercice 20. Résoudre l’équation différentielle tx1ptq ` xptq ´ 1 “ 0 sur s0,`8r et
sur s ´ 8, 0r, puis résoudre cette équation R.

Exercice 21. Résoudre sur R les les équations différentielles suivantes avec les “con-
ditions initiales demandées”.

(1) 2x2ptq ` 5x1ptq ´ 3xptq “ 0 avec xp0q “ 1 et x1p0q “ ´1;
(2) x2ptq ` 3x1ptq ` 5xptq “ 0 avec xp0q “ 3 et x1p0q “ 2.
(3) x2ptq ` 6x1ptq ` 9xptq “ 0 avec xp1q “ 2 et x1p1q “ ´1;
(4) 798x2ptq ` 3045x1ptq ` 997xptq “ 0 avec xp83πq “ x1p83πq “ 0.

Exercice 22. Soient a, b, c P R avec a ‰ 0 et soient u et v deux solutions (sur
R) de l’équation différentielle ax2ptq ` bx1ptq ` cxptq “ 0. On suppose qu’on a
7up5πq ` 13vp5πq “ 0 et 7u1p5πq ` 13v1p5πq “ 0. Montrer que la fonction 7u ` 13v
est identiquement nulle.

Exercice 23. Soient b, c P R et λ P C. On considère l’équation différentielle

(E) x2ptq “ bx1ptq ` cxptq ` eλt.

(1) Montrer que si λ n’est pas racine de l’équation caractéristique z2´bz´c “ 0,
alors l’équation (E) admet une solution de la forme xptq “ αeλt, où α est une
constante.

(2) Montrer que si λ est racine de l’équation caractéristique mais pas racine
double, alors (E) admet une solution de la forme xptq “ αteλt, où α est une
constante.

(3) Montrer que si λ est racine double de l’équation caractéristique, alors (E)
admet une solution de la forme xptq “ αt2eλt, où α est une constante.

Exercice 24. Soient b, c P R et ω P R. On considère l’équation différentielle

(E) x2ptq “ bx1ptq ` cxptq ` cospωtq.

(1) Montrer que si b ‰ 0 ou c ‰ ´ω2, alors (E) admet une solution de la forme
α cospωtq ` β sinpωtq, où α et β sont des constantes.

(2) Montrer que si b “ 0 et c “ ´ω2, alors (E) admet une solution de la forme
αt cospωtq ` βt sinpωtq, où α et β sont des constantes.

Exercice 25. Soient b, c P R avec c ‰ 0, et soit P un polynôme de degré n P t0, 1, 2u.
Montrer que l’équation différentielle x2ptq “ bx1ptq`cxptq`P ptq possède une solution
polynomiale de degré n.
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Exercice 26. Résoudre les équations différentielles suivantes.

(1) x2ptq ´ 3x1ptq ` 2xptq “ t2 ` et ` e2t.
(2) x2ptq ´ 2x1ptq ` xptq “ et ` e3t.
(3) x2ptq ` xptq “ cosp2tq ` cosptq.

Exercice 27. Résoudre les équations différentielles suivantes, avec les “conditions
initiales” demandées.

(1) x2ptq “ 8x1ptq ´ 15xptq ` 15t2 ´ 16t` 17 avec xp0q “ 3 et x1p0q “ 4.

(2) x2ptq “
?

2x1ptq ´ xptq ` t` 1 avec xp0q “ 1`
?

2 et x1p0q “ 1`
?

2{2.

(3) x2ptq “ ´x1ptq ` 6xptq ` 4et avec xp0q “ 1 et x1p0q “ ´22.

(4) x2ptq “ 4x1ptq ´ 4xptq ´ 6e2t avec xp0q “ 1 et x1p0q “ 4.

(5) x2ptq “ 4xptq ` t` e2t avec xp0q “ 1 et x1p0q “ 2.

(6) x2ptq “ 3x1ptq ´ 2xptq ` 10 sin t avec xp0q “ 6 et x1p0q “ 2.

(7) x2ptq “ 2x1ptq ´ 2xptq ` 5 cos t avec xp0q “ 2 et x1p0q “ ´3.

(8) x2ptq “ ´xptq ` cos t avec xp0q “ 3 et x1p0q “ 5.

Exercice 28. Résoudre l’équation différentielle x2ptq ` xptq “ 2 cos2ptq.

Exercice 29. Résoudre l’équation différentielle x2ptq ´ xptq “ 2
1`et

¨

Exercice 30. Résoudre l’équation différentielle x2ptq ` xptq “ cotanptq sur s0, πr.

Exercice 31. Résoudre l’équation différentielle x2ptq`xptq “ tanptq sur s´π{2, π{2r.

Exercice 32. Soit ϕ : RÑ C une fonction continue, et soit f la fonction définie par

fptq :“

ż t

0

sinpt´ sqϕpsq ds.

Montrer que f est solution de l’équation différentielle x2ptq ` xptq “ ϕptq.

Exercice 33. Soit q : RÑ C une fonction continue, et soient u et v deux solutions
de l’équation différentielle x2ptq ´ qptqxptq “ 0. Montrer que la fonction w définie
par wptq :“ uptqv1ptq ´ u1ptqvptq est constante.

Exercice 34. Soit U : R Ñ R une fonction de classe C1, et soit x “ R Ñ R une
fonction de classe C2. On suppose que la fonction E définie par Eptq :“ 1

2
x1ptq2 `

Upxptqq est constante. Déterminer une équation différentielle vérifiée par x.
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Exercice 35. On veut résoudre sur s ´ 1, 1r l’équation différentielle

(E) p1´ t2qx2ptq ´ tx1ptq ` 9xptq “ 0.

(1) Soit x : s ´ 1, 1rÑ R une fonction 2 fois dérivable, et soit z : s ´ π
2
, π
2
rÑ R la

fonction définie par zpuq :“ x
`

sinpuqq. Montrer que x est solution de (E) si et
seulement si z est solution d’une équation différentielle linéaire à coefficients
constants à déterminer.

(2) Résoudre l’équation (E) sur s ´ 1, 1r.

Exercice 36. Résoudre sur s0,8r les équations différentielles t2x2ptq ` xptq “ 0 et
t2x2ptq ` tx1ptq ` xptq “ 1` t en posant t “ es.

Exercice 37. Résoudre l’équation différentielle x2ptq` 2t
t2`1

x1ptq` 1
pt2`1q2

xptq “ t
pt2`1q2

sur R en posant t “ tanpsq.

Exercice 38. Résoudre l’équation différentielle x2ptq ` 4tx1ptq ` p3 ` 4t2qxptq “ 0

sur R en posant yptq “ et
2
xptq.

Exercice 39. Résoudre l’équation différentielle t2x2ptq ` 4tx1ptq ´ pt2 ´ 2qxptq “ 0
sur s0,8r en posant yptq “ t2xptq.

Exercice 40. Résoudre l’équation différentielle p1`etqx2ptq`2etx1ptq`p1`2etqxptq “
et sur R en posant yptq “ p1` etqxptq.

Exercice 41. Résoudre l’équation différentielle t2x2ptq ` tx1ptq `
`

t2 ´ 1
4

˘

xptq “ 0

sur s0,8r en posant yptq “
?
txptq.

Exercice 42. On veut résoudre sur R l’équation différentielle

(E) pt2 ` 1qx2ptq ´ 2xptq “ t.

(1) Soit u une solution de l’équation homogène (E0) associée à (E). On pose

vptq “ uptq
t2`1

¨ Déterminer une équation différentielle vérifiée par v.
(2) Résoudre l’équation homogène (E0).
(3) Déterminer une solution de (E) qui soit polynomiale de degré 1, puis résoudre

complètement (E).

Exercice 43. Soient a, b P R. Déterminer les solutions des système d’équations
différentielles

#

x1ptq “ axptq ´ byptq

y1ptq “ bxptq ` ayptq
et

#

x1ptq “ axptq ` byptq

y1ptq “ bxptq ´ ayptq
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Exercice 44. Déterminer les solutions des systèmes d’équations différentielles suiv-
ants, avec les “conditions initiales” demandées

(1)

#

x1ptq “ 2xptq ` yptq

y1ptq “ ´xptq ` 3yptq
avec xp0q “ 2 et yp0q “ 4

(2)

#

x1ptq “ xptq ` yptq

y1ptq “ ´xptq ` 3yptq
avec xp0q “ 1 et yp0q “ 3.

(3)

#

x1ptq “ 3xptq ` 2yptq

y1ptq “ ´4xptq ´ 3yptq
avec xp0q “ 5 et yp0q “ 2

Exercice 45. Soient x et y deux fonctions dérivables sur R et vérifiant le système
d’équations différentielles

"

x1ptq “ xptq ` yptq ` t
y1ptq “ ´2xptq ´ yptq ` e2t

(1) Justifier que x et y sont en fait 2 fois dérivables sur R.
(2) Montrer que la fonction x est solution de l’équation différentielle d’ordre 2

x2ptq “ ´xptq ` 1` t` et.
(3) On suppose que xp0q “ 1 et yp0q “ 2. Déterminer les fonctions x et y.


