
Calculus 2

Feuille d’exercices no 3

Exercice 1. Trouver une fonction f : RÑ R qui n’admette pas de primitive.

Exercice 2. Trouver une fonction f : R Ñ R qui admette des primitives mais ne
soit pas continue.

Exercice 3. Soit f : s0,8rÑ R une fonction continue vérifiant

@x, y ą 0 : fpxyq “ fpxq ` fpyq.

(1) Montrer qu’il existe une constante K telle que

@x ą 0 : fpxq “ K `

ż 2

1

fpxyq dy.

(2) En déduire que f est dérivable sur s0,8r.

(3) Montrer que fpxq “ c lnpxq pour tout x ą 0, pour une certaine constante c.

Exercice 4. Soient a, b P R. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospaxqebx sur R
en utilisant le fait que cospaxq “ Repeiaxq.

Exercice 5. Soient f et g deux fonctions de classe C2 sur R. On suppose qu’il existe
deux constantes α, β avec α ‰ β telles que f2 “ αf et g2 “ βg. Établir la formule

ż

fpxqgpxq dx “
1

α ´ β

`

f 1pxqgpxq ´ fpxqg1pxq
˘

` cte.

Que donne cette formule pour fpxq :“ cospaxq et gpxq :“ ebx, où a et b sont des
nombres réels ?

Exercice 6. Déterminer les primitives de fpxq :“ sin2 x et gpxq :“ cos2 x sur R en
utilisant une formule trigonométrique.

Exercice 7. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospxq4 et gpxq :“ sinpxq4 en
exprimant cospxq et sinpxq à l’aide de eix et e´ix.

Exercice 8. Soit n P N. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospxqn sinx sur R.

Exercice 9. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospxq3 sur R en écrivant que
cospxq3 “ p1´ sin2 xq cosx.
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Exercice 10. Soit n P N. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospxq2n`1 sur R.

Exercice 11. Soit n P N. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospxqn sinpxq3 sur
R.

Exercice 12. Déterminer les primitives de fpxq :“ x`1?
x2`2x`4

et gpxq :“ x3`2x
px4`4x2`1q4

sur R.

Exercice 13. Déterminer les primitives de fpxq :“ arctanpxq sur R en écrivant
arctanpxq “ 1ˆ arctanpxq et en primitivant par parties.

Exercice 14. Soient a, b ą 0. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospaxqebx sur R
en primitivant 2 fois par parties.

Exercice 15. Déterminer les primitives de fpxq :“ x2e3x et gpxq :“ x2 cosp2xq sur
R.

Exercice 16. Montrer que si P un polynôme de degré n et si λ P C˚, alors
ż

P pxqeλxdx “
n
ÿ

k“0

p´1qk

λk`1
P pkqpxqeλx ` cte.

En déduire les primitives de fpxq :“ px2 ` x` 1qe3x.

Exercice 17. Soit λ ą 0. Montrer que pour tout n P N, la limite de
şX

0
tne´t{λdt

quand X Ñ `8 existe, et déterminer cette limite.

Exercice 18. Montrer que si f : ra, bs Ñ C est une fonction de classe C1, alors
ż b

a

fptq dt “
b´ a

2
pfpaq ` fpbqq ´

ż b

a

ˆ

t´
a` b

2

˙

f 1ptq dt .

En déduire que si P est un polynôme de degré inférieur ou égal à 1, alors
ż b

a

P ptq dt “
b´ a

2
pP paq ` P pbqq;

et interpréter géométriquement ce résultat lorsque P ptq ě 0 sur ra, bs.
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Exercice 19. Montrer que si f : r0, 1s Ñ C est une fonction de classe C2, alors
ż 1

0

fptq dt “
1

2
pfp0q ` fp1qq ´

1

12
pf 1p1q ´ f 1p0qq `

ż 1

0

1

2

´

t2 ´ t`
1

6

¯

f2ptq dt .

En déduire que si P est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2, alors
ż 1

0

P ptq dt “
1

2
pP p0q ` P p1qq ´

1

12
pP 1p1q ´ P 1p0qq.

Exercice 20. Soit f : ra, bs Ñ C une fonction de classe C1. On suppose que fpaq “

0 “ fpbq et
şb

a
fptq2dt “ 1. Montrer que

şb

a
t fptqf 1ptq “ ´1

2
¨

Exercice 21. Soient x, y ą 0 avec x ‰ y. On définit la moyenne logarithmique
de x et y par

Lpx, yq :“
y ´ x

lnpyq ´ lnpxq
¨

Le but de l’exercice est de montrer qu’on a

?
xy ď Lpx, yq ď

x` y

2
¨

(1) Montrer que pour tous a, b ą 0, on a
?
ab ď a`b

2
¨

(2) En déduire (en développant les carrés et le produit) que

@t ě 0 : pt`
?
xyq2 ď pt` xqpt` yq ď

´

t`
x` y

2

¯2

.

(3) Pour R ą 0, calculer les intégrales
ż R

0

dt
`

t` x`y
2

˘2 ,

ż R

0

dt

pt` xqpt` yq
et

ż R

0

dt

pt`
?
xyq2

¨

(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 22. Soit λ “ a` ib P C, avec b “ Impλq ‰ 0. Déterminer les primitives de
fpxq :“ 1

x´λ
sur R.

Exercice 23. Soit P pxq “ ax2 ` bx` c un polynôme de degré 2 à coefficients réels.
On suppose que P n’a pas de racines réelles. Calculer

ş

dx
P pxq

et
ş

x
P pxq

dx en fonction

de a, de b et de ∆ “ b2 ´ 4ac.

Exercice 24. Soit F : R Ñ R une fonction de la forme F pxq “ αx`β
x2`bx`c

, où on

suppose que ∆ :“ b2 ´ 4c est ă 0.
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(1) Montrer qu’on peut écrire F pxq “ A px2`bx`cq1

x2`bx`c
` B

x2`bx`c
, où les constantes A

et B sont à déterminer.

(2) Déterminer limRÑ8

şR

´R
px2`bx`cq1

x2`bx`c
dx.

(3) Montrer qu’on peut mettre x2 ` bx` c sous la forme px` pq2 ` q2, où p et q

sont à déterminer, puis calculer limRÑ`8

şR

´R
dx

x2`bx`c
en fonction de q.

(4) Déduire des questions précédentes qu’on a

lim
RÑ8

ż R

´R

F pxq dx “ π
2β ´ bα
?

4c´ b2
¨

Exercice 25. Montrer qu’on a
ş

dx
1`x2

“ x
1`x2

`
ş

2x2

p1`x2q2
dx, et en déduire les primitives

de fpxq :“ 1
p1`x2q2

sur R.

Exercice 26. Déterminer les primitives de fpxq :“ 1
p1`x2q3

sur R.

Exercice 27. Déterminer les primitives de fpxq :“ 1
px2`2x`5q2

, puis les primitives de

gpxq :“ 1
px2`2x`5q3

(là où elles existent).

Exercice 28. Déterminer les primitives de fpxq :“ 2x5´x4`x3´16x2`17x´15
x4´x3´x2´5x`6

(là où elles

existent).

Exercice 29. Déterminer les primitives de fpxq :“ 3x`1
px`2q2px2`3qpx2`5q

(là où elles

existent).

Exercice 30. Déterminer les primitives de fpxq :“ 1
1`x3

sur s ´ 1,8r, puis montrer

que I :“ limXÑ8

şX

0
dx

1`x3
existe et calculer I.

Exercice 31. Le but de l’exercice est de montrer que I :“ limRÑ8

şR

´R
dx
x4`1

existe
et de calculer I.

(1) Déterminer les racines complexes de P pxq :“ x4 ` 1, et en déduire une facto-
risation de P pxq comme produit de deux polynômes de degré 2 sans racines
réelles.

(2) Déterminer les primitives de fpxq :“ 1
x4`1

sur R.

(3) Montrer que I existe et calculer I.
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Exercice 32. Soit α P s0, 1r. Le but de l’exercice est de calculer l’intégrale

I :“

ż 1{α

α

x

1` x4
arctanpxq dx.

(1) Montrer que I “ π
2

ş1{α

α
u

1`u4
du´ I.

(2) Calculer I.

Exercice 33. Déterminer les primitives de fpxq :“ 1
2`cosx

sur s ´ π, πr.

Exercice 34. Déterminer les primitives de fpxq :“ 1
sinpxq

sur s0, πr.

Exercice 35. Calculer I :“
ş π

2

0
dx

sinx`cosx
¨

Exercice 36. Calculer Ipλq :“
şλ
π
2

dx
sin3 x

pour tout λ P s0, πr.

Exercice 37. Dans cet exercice, on se donne a, b P R vérifiant 0 ă b ă a.

(1) Pour tout θ P r0, πs, justifier l’existence des intégrales Ipθq :“
şθ

0
dx

a`b sinx
et

Jpθq :“
şθ

0
dx

a`b cosx
¨

(2) Soit θ vérifiant 0 ď θ ă π, et soit T :“ tanpθ{2q. Calculer Ipθq et Jpθq en
fonction de a, b et T .

(3) Déduire de (2) qu’on a
ż π

0

dx

a` b sinx
“

2
?
a2 ´ b2

arctan

ˆ

?
a2 ´ b2

b

˙

et
ż π

0

dx

a` b cosx
“

π
?
a2 ´ b2

¨

Exercice 38. Déterminer les primitives de fpxq :“ cospxq3

sinx
sur s0, πr en posant u “

cosx.

Exercice 39. Calculer I :“
ş π

2

0
sinpxq3

1`cosx
dx en posant u “ cosx.

Exercice 40. Calculer I :“
ş π

6

0
dt

pcosxqp1´sinxq
en posant u “ sinx.

Exercice 41. Calculer I :“
ş π

4

0
tanx

1`tanx
dx en posant u “ tanx.



6

Exercice 42. Calculer I :“
ş2

0
x
?

4´ x2 dx en posant x “ 2 cospuq.

Exercice 43. Calculer I :“
ş1

0
dx

p1`x2q2
en posant x “ tanpuq.

Exercice 44. Soit α ą 0. Calculer Ipλq :“
şλ

1
dt

tp1`tαq
pour tout λ ą 0, en posant

x “ tα.

Exercice 45. Calculer I :“
ş1

0
e2t`1
et`1

dt.

Exercice 46. Calculer I :“
ş π

2

0
dx

2`cosx
¨

Exercice 47. Calculer I :“
ş2

1
e
?
tdt.


